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КРАТКОЕ ВВЕД ЕН И Е
Подгруппы А и В  группы С  называются перестановочными, если А В  — 

В Л. В этом случае также говорят, что подгруппа А перестановочна с под­
группой В. Важность этого понятия для теории групп связана, прежде всего, 
с тем, что для перестановочных подгрупп А VI В  их произведение А В  само 
является подгруппой в С. Основная идея теории перестановочных подгрупп 
заключается в анализе следующей общей задачи: пусть Еі и Х2 — две си­
стемы подгрупп группы С. Что можно сказать о строении группы С, если 
каждая подгруппа из Хд перестановочна с каждой подгруппой из Ео. Такой 
подход к изучению групп восходит к двум классическим работам. Прежде 
всего, напомним, что, как установлено в работе Ф. Холла [1], конечная груп­
па С  является' разрешимой тогда и только тогда, когда в С  имеется такая 
система силовских подгрупп Еі (по одной для каждою простого делителя 
порядка группы С), что любые две подгруппы из Еі перестановочны. В вы­
шедшей двумя годами позже работе О. Оре [2] было доказано, что если под­
группа Я  конечной группы С  квазпиормальна в С, т.е. Н  перестановочна со 
всеми подгруппами из О, то II субнормальна. Несколько позже Ито и Оси [3] 
доказали, что для любой квазшюрмалыюй подгруппы Я  конечной группы С 
секция I I / Нс  нплыютентна, а Томпсон |4] показал, что в общем случае та­
кая секция не является абелевой даже в случае, когда Я  — квазпнормальная 
подгруппа конечной пилыютентной группы.

Эти результаты дали толчок большому числу исследований, связан­
ных с изучением и применениями квазинормальных и обощенно квазшюр- 
мальных подгрупп. Особое место в исследованиях такого рода заняли 5- 
квазинормальные подгруппы, т.е. подгруппы, перестановочные со всеми си- 
ловскими подгруппами основной группы. Оказалось, ч то 5-квазинормальные 
подгруппы наследуют ряд ключевых свойств квазинормальных подгрупп. В 
частности. Кегель |5| и Дескинс [6] показали, что если подгруппа Я  пере­
становочна со всеми силовскими подгруппами конечной группы С, то она 
субнормальна в С  и факторгруппа I I / Пс  нилыютентна. Более того, оказа­
лось, что в конечной разрешимой группе С  для 5-квазинормальных подгрупп 
Я  верно даже включение II/Нс, < 2 Х (С/Нс) ,  при условии, что Я  переста­
новочна со всеми системными нормализаторами из О (П. Шмид [7]).

Вместе е тем, 5-квазшюрмалыіые подгруппы обладают и рядом свойств, 
существенно отличающих их от квазинормальных подгрупп. В частности, в 
отличие от квазинормальных подгрупп 5-квазинормальныс подгруппы об­
разуют подрешетку решетки всех подгрупп в любой конечной группе (Ке­
гель [5]). Это важное свойство 5-кзнзшюрмальнмх иол групп лежит в основе 
их многочисленных применений и г частности, эт-’4 позволяет ввести ело-
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дующее понятие: пусть Н подгруппа конечно.! группы С и И „а под­
группа из //. порожденная всеми теми подгруппами группы II. которые 5- 
квазинормальны в С.  Тогда Н„с называется 8-ядром подгруппы Н в группе 
С. Это понятие было введено в работе А.Н. Окибы |8], где впервые были 
рассмотрены приложения «-ядер при изучении различных классов групп.

Основным понятием данной диссертации является следующее обобщение 
5-квазинормальных подгрупп: подгруппа II конечной группы С  называется 
(^-вложенной в С, если в С  существует такая квазинормальная подгруппа 
Т, что Н Т  — С  и Т  П Н < Н8с.

Легко видеть, что всякая 5-квазинормальнам подгруппа является (}- 
вложепной. Еще один важный подкласс класса (^-вложенных подгрупп со­
ставляют так называемые с-нормальные подгруппы. Напомним, что нормаль­
ная подгруппа II группы С  называется с-пормальной в С, если в С существу­
ет такая нормальная подгруппа Т, что С = Н Т  и Т  П Н < 11с (Ванг [9]).

В диссертации показано, что многие важные классы групп допускают 
описание в терминах ф-вложенных подгрупп и достигнуто обобщение боль­
шого числа результатов, полученных независимо в теориях с-нормальных и 
5-квазинормальнмх подгрупп.

О БЩ АЯ Х А РА К Т Е РИ С Т И К А  РАБО ТЫ

Связь работы с крупными научными программами, темами
Диссертация выполнена в рамках госбюджетной темы «Классификация 

конечных групп по свойствам их перестановочных подгрупп» Гомельского го­
сударственного университета имени Ф. Скорины. Тема входит в план важней­
ших научно-исследовательских работ в области естественных, технических и 
общественных наук по Республике Беларусь, утвержденный решением Пре­
зидиума ПАН Беларуси № 164 от 22 июня 2006 г. (номер госрсгистрацни в 
БслИСА 20061154), выполнение темы запланировано на 2006 2010 п\

Цель и задачи исследования
Целью диссертации является классификация наиболее важных классов 

конечных групп по свойствам их обобщенно квазннормальных подгрупп.
Для достижения этой цели необходимо было решить следующие задачи: 

получить новые критерии принадлежности группы насыщенной фор­
мации в терминах ф-вложенных подгрупп;

найти критерии р-нидыготснтности и р-свсрхразрсшпмости конечных 
групп в зависимости от (^-вложенности максимальных подгрупп их спловских 
подгрупп;

дать описание конечных свсрхразрсшнмых групп на основе условия 
ф-вложенноетн их 2 мнксималые-.•< подгрупп;

I
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- получить критерии мстанилыютснтности и разрешимости факторизу­

емой группы на основе условия (^-вложенности максимальных и силовскнх 
подгрупп сс факторов.

Объектом исследования являются конечные группы с заданными систе­
мами (^-вложенных подгрупп. Предмет исследования - влияние систем <3- 
вложенных подгрупп на строение основной группы.

П оложения, выносимые на защиту
1. Критерии принадлежности группы насыщенной формации в терминах 

(^-вложенных подгрупп, теоремы 3.3.1, 3.3.2 |6-А, 7-А].
2. Критерии р-нилыютснтности и р-свсрхразрешимости конечной группы 

в зависимости от свойств максимальных подгрупп ес силовскнх подгрупп, 
теоремы 3.5.1, 3.6.1 [3-А, 8-А].

3. Критерий сверхразрешимости конечных групп в терминах 2- 
максимальных подгрупп, теорема 3.7.1 [2-А].

4. Критерии ыетанилыютснтности и разрешимости факторизуемой груп­
пы на основе условия (^-вложенности максимальных и силовскнх подгрупп 
ее факторов, теоремы 4.1.3, 4.2.2 (5-А].

Все результаты диссертации являются новыми, впервые получены авто­
ром .

Личный вклад соискателя
Научным руководителем были поставлены задачи и предложена мото 

дика их исследования. В совместно опубликованных работах [2-А, 3-А, ■1-Л, 
5-А, 6-А, 7-А, 9-А] идеи и методы принадлежат научному руководителю, а 
реализованы соискателем. Остальные работы выполнены самостоятельно и 
опубликованы без соавторов.

Апробация результатов диссертации
Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на се­

минарах кафедры алгебры и геометрии Гомельского государственного уни­
верситета имени Ф. Скорнны, а также на следующих конференциях:

X Республиканская научная конференция студентов и аспирантов «Но­
вые математические методы и компьютерные технологии в проектировании, 
производстве и научных исследованиях» (Гомель, 2007 г.); Республиканская 
научно-практическая конференция студентов, аспирантов и молодых ученых 
«И Машсровские чтения» (Витебск, 2007 г.); Международная алгебраиче­
ская конференция «Классы групп, аігсбр и их приложения», посвященная 
70-лстию со дня рождения Л.А. Шсметкова (Гомель, 2007 г.); XI Республикан­
ская научная конференция студентов и аспирантов «Повью математические 
методы и компьютер'ч.іе тохиолш пн и проектированчч, ..понзводстве и науч­
ных исследованиях - (I омел,,. 2008 г. р X Региональная цаучно-цршс пишскля



конф(:, к . н ц » ( Р З Ш Ш М І ^ І а р Д к Н Ш л Ж ^ Ш 6 М і Т І І  И студен­
тов университета (Витебск, 2008 г.); Международная алгебраическая конфе­
ренция. посвященная 100-лстию со дня рождения профессора Л.Г. Куроша 
(Москва. 2008 г.); Международная конференция «X Белорусская математи­
ческая конференция» (Минск, 2008 г.);

Опубликоваипость результатов
Основные результатыдисссртации опубликованы в 7 статьях в журналах, 

2 преприн тах и в 8 тезисах докладов. Общий объем опубликованных мате­
риалов 7,278 авторских листа, в том числе: статьи в научных журналах 
■1.895 авторских листа, препринты и тезисы - 2,383 авторских листа.

Структура и объём диссертации
Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 

характеристики работы, четырех глав основной части, заключения и библио­
графического списка в алфавитном порядке в количестве 192 наименований 
использованных источников и 17 наименований публикаций соискателя. Пол­
ный объем диссертации 99 страниц, из них 15 страниц занимает библио­
графический список.

Автор выражает глубокую благодарность и признательность своему на­
учному руководителю доктору физика-матемаз ичееких наук, профессору 
Александру Николаевичу Скибе за внимание, оказанное им при написании 
данной диссертации.

ОСНОВНОЕ С О Д Е Р Ж А Н И Е  ДИ ССЕРТА Ц И И

Все рассматриваемые в диссертации труппы предполагаются конечными. 
В определениях и обозначениях мы следуем [10, 11, 12, 13, 14].

Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 
характеристики работы, четырех глав основной части, заключения и библио­
графического списка.

Глава 1 «Краткий обзор литературы по теме диссертации» содержит ана­
литический обзор литературы ио теме диссертации.

В главе 2 «Предварительные сведения» собраны некоторые известные 
результаты, используемые в основном тексте диссертации.

Основное содержание диссертации представлено в главах 3 и 4.
В разделе 3.1 вводится следующее понятие, которое одновременно обоб­

щает как условие ^'-квазинормальности, так и условие с-нормальности для 
ПОД1 руин.

Определение. Пусть Я  подгруппа конечной группы (У. Тогда Н на­
зывается С} -ыилесичой о С, если в С  су щеп виз такая квазпнормачыыя 
• ючгру.ша Г. чти ПТ  - О н Т  Г: П <
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В данном разделе также построены примеры, показывающие, что в об­

щем случае множество всех ф-вложенных подгрупп шире множества всех 
5 -квази нормальных подгрупп и множества всех с-нормальных подгрупп, и 
описаны наиболее общие свойства С)-вложенных подгрупп.

В разделе 3.2 доказан ряд технических лемм, необходимых для доказа­
тельства основных результатов раздела 3.3.

В разделе 3.3 получены критерии принадлежности группы выделенно­
му классу групп. В частности, доказана следующая теорема, обобщающая 
основной результат работы А.Н. Скибы и О.В. Титова [15].

3.3.1  Теорема [6-А]. Пусть 5 — насыщенная формация, содержания 
все сверхразрешимыс группы, и С  — группа с нормальной подгруппой Е та­
кой. что С /Е  6 5. Предположим, что каждая нециклическая силовская 
подгруппа Р из Е имеет подгруппу О такую, что 1 < \0\ < |Р | и все 
подгруппы Я  из Р  с порядком \Н\ =  \Р>\ и каждая циклическая подгруппа 
из Р с порядком 4 (если \П\ - 2 и Р нсабелева 2-группа), иеимеющая 
сверхразрешимого добавления в О, С)-вложеиа в С. Тогда СІ е  5.

Отмстим, что следующая теорема является одним из главных этапов в 
доказательстве теоремы 3.3.1.

3.3.2 Теорема [6-А, 7-А]. Пусть С — группа с нормальной подгруп­
пой Е такой, что фю.кторгруппа С /Е  р-нильпотпентна и р наименьший 
простой делитель порядка |6 '|. Предположим, что силовская р-подгруппа Р  
из Е содержит такую подгруппу О, что 1 < |0 |  < |Р[ и каждая подгруп­
па Н из Р порядка, равного порядку подгруппы О, и каждая циклическая 
подгруппа из Р с порядком 4 (еош  |Л | 2 и Р — пеабеле.ва 2-группа), неимс-
ипцая р-тыъпотеитпого добавления, является С)-вложенной в С. Тогда С 
р-нильпотентна.

Теоремы 3.3.1 и 3.3.2 имссют большое число следствий, часть которых 
приведена в разделе 3.4. Приведем некоторые частные случаи данных теорем.

3.4.1 Следствие (X. С.ио, К.Р. 8Ьит [16]). Пусть р наименьший про­
стой делитель порядка группы С и Р — силовская. р-подгруппа группы С. 
Если каждая максимальная подгруппа в Р  является с-нормалъиой в С, то 
группа О р-иильпотпеитна.

3.4.2 С ледствие (М. Катабап, М. Егу.гХ МоЬатссі, А.А. Неііеі [17]). 
Пусть р наименьший простой делитель порядка группы С и Р - силов­
ская р-подгруппа группы С. Если каждая подгруппа группы Р с простым по­
рядком и каждая циклическая подгруппа порядка 4 является с-нормалъиой 
в С, то С  -  р-иилыш тат ная группа.

3.4.4 С ледствие (8. йпиттчап [18]). Если максиг альпые пи< крупны си- 
.кнзекпх тмі.'руіпі гриппы С норма-.ют в С, то Г/ - ев- рхразрешимая груи-



пи группы С такие, что каждая максииситшл подгруппа ил Л и каждая 
максійнсйіьйая подгруппа из В  слабо квазинормалъна в С .

В разделе 4.3 доказан следующий критерий диспсрсивности по Орс фак­
торизуемой группы на основе условия (^-вложенности максимальных под­
групп силовских подгрупп одного из факторов.

4.3.1 Теорем а [5-А]. Если С  =  АН, где подгруппа А квазипормаль- 
на в С, В  дисперсивиа по Оре и каждом максимальная подгруппа любой 
нециклической айовской подгруппы группы А является (}-вложелой в С, 
то группа С  дисперсивиа по Орс.

4.3.2 С ледствие (Е.В. Легчекова, А.И. Скиба, О.В. Титов [33]). Если 
С = А В , где подгруппа А квазипормальпа в С, В  дисперсивиа по Оре и 
каждая максима.п.ьпая подгруппа любой нецикличе.ской силовской подгруппы 
группы А слабо квазипормалъиа в С. то группа С дисперсивиа по Оре.

В этом же разделе получен критерий сверхразрешимости факторизуемых 
групп.

4.3.4 Т еорема [5-А] . Если С = А В , где подгруппа А субиормаль- 
иа в С, В  — абелева холлова подгруппа в С и любая макехшальиая под­
группа каждой нециклической силовской подгруппы группы А является ф- 
вложеиой в С, то С  сверхразрсшилш.

4.3.5 С ледствие (Е.В. Легчекова. А.Н. Скиба, О.В. 'Гитов [33]). Если 
С! — А В , где подгруппа Л субнормальна в С. В — абелева холлова подгруп­
па в С и любая максимальная подгруппа каждой нециклической силовской 
подгруппы группы А  слабо квазтюрмалъиа С^-вложеной в С, то С сверх­
разрешима.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е

Основные научные результаты диссертации
Основное содержание диссертации представлено в славах 3 и 4.
В разделе 3.1 введено понятие (2-вложенности, которое одновременно 

обобщает как условие 5-квазннормалыюсти, так и условие с-нормальности 
для подгрупп. Построены примеры, показывающие, что в общем слу­
чае множество всех (^-вложенных подгрупп шире множества всех 5- 
квазинормальных подгрупп и множества всех с-нормальных подгрупп. Опи­
саны наиболее общие свойства (2-вложенных подгрупп.

В разделе 3.2 доказан ряд технических лемм, необходимых для доказа­
тельства основных результатов раздела 3.3.

В разделе 3.3 получены критерии принадлежности группы выделенному 
классу трупп в терминах (^-вложенных подгрупп, теоремы 3.3.1, 3.3.2 |6-А,
7-А]. Приложения и следствия из теорем 3.3.1 и 3.3.2 рассмотрены в разделе 
3.4.

В разделе 3.5 получен критерий р-нильпотентности группы в зависимости 
от (^-вложенности максимальных потгрупп их силовских подгрупп, теорема 
3.5.1 [9-А].

В разделе 3.6 доказаны критерии р-свсрхразрсшимости группы в зави­
симости от (^-вложенности максимальных подгрупп их силовских подгрупп, 
теорема 3.6.1 |3-А|.

В разделе 3.7 найдены необходимые и достаточные условия сверхраз­
решимости группы в терминах 2-максйыалыіых подгрупп в рамках теории 
слабо (2-вложснных подгрупп, теорема 3.7.1 [2-А].

Заключительная глава 4 «Факторизации групп с заданными ()- 
вложенными подгруппами» посвящена факторизациям групп холловыми. 
субнормальными, нильпотентньши и диспсрсивными по Орс подгруппами.

В разделе 4.1 основным результатом является теорема 4.1.1 [5-А], дающая 
необходимые и достаточные условия мстанильпотентности факторизуемых 
групп в терминах (^-вложенных подгрупп. Используя теорему 4.1.1, получен 
новый критерий мстанильпотентности, следствие 4.1.4 [5-А].

В разделе 4.2 доказана разрешимость факторизуемой группы на основе 
условия (фвложснности максимальных подгрупп ее факторов, теорема 4.2.1 
[5-А]. Используя теорему 4.2.1. получен новый критерий разрешимости в тер­
минах (2-вложсных подгрупп, следствие 4.2.3 [5-А].

В разделе 4.3 доказал критерий диспереивности по Оре факторизуемой 
группы на. основе условия <2-вложенности максимальных подгрупп силовских 
подгрупп одного из факторов, теегг'ма 1.3.1 |5-А]. В что л же разделе доказан 
критерий < н( рхразпепшмости факторизуемых групп, георема 4.3.4 [о-А].

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



Реком ендации по практическом у иси-'.льзсиамию результатов 
Работа имеет теоретический характер. Результаты диссертации могут 

быть использованы в вопросах классификации конечных групп по свойствам 
их квазинормальмых и обобщенно квазинормальных подгрупп, а также для 
дальнейшего развития теорий с-нормальных и б’-квазинорм&ньных подгрупп, 
проводимых в Гомельском, Повополоцком, Витебском, Белорусском государ­
ственном университете, Белорусском государственном университете транс­
порта. Отмстим, что поскольку основные теоремы диссертации являются раз­
витием результатов большого круга зарубежных математиков, то результаты 
данной диссертации могут быть использованы нс только в научных центрах 
Беларуси, но и за ее пределами.

Отдельные результаты могут быть использованы в учебном процессе при 
чтении спецкурсов для студентов математических специальностей, написа­
нии курсовых, дипломных работ и диссертаций.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
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Гуцко Наталля Віктараўна

Класіфікацыя канечных грун па ўласцівасцях іх абагульнена 
квазінармальных падгруп

Ключавыя словы: канечная трупа, максимальная падгрупа, псраста- 
ноўчыя падгрупы, нілыіатэнтная трупа, вырашальная трупа, звышвыра- 
шальная трупа, фактарызуемая трупа.

У дысертацыі нрыведзсна класіфікацыя найболып важных класаў ка­
нечных труп па 5'ласцівасцях іх абагульнена квазінармальных падгруп. Атры- 
маны новыя крытэрыі прыналежнасці трупы насычанай фармацыі; даказаны 
крыгэрыі р-пільпатэйтнасці і р-звышвырашальнасці канечных труп у адно- 
еінах ад ф-укладзенасці максімальных йадгруп іх сілавых падгруп; даказан 
крытэрый звышвырашальнасці канечных труп у цсрмінах 2-максімальных 
падгруп; атрыманы крытэрыі мэтанільпатэнтнасці і вырашальнасці фак- 
тарызуемых труп нры ўмовах (5-укладзенасці максімальных і сілавых пад- 
грун яс фактараў.

Усс атрыманыя вынікі дысертацыі з ’яуляюцца новымі. Яны маюць тэар- 
этычны харак'гар і могуць быць выкарыстаны ў даследавапнях па тэорыі ка­
нечных труп і іх класаў, а таксама пры чытанні спецкурсаў ва універеітэтах.
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Гуцко Наталия Викторовна

Классификация конечных групп по свойствам их обобщённо 
квазинормальных подгрупп

Ключевые слова: конечная группа, максимальная подгруппа, переста­
новочные подгруппы, нильнотентная группа, разрешимая группа, сверхраз­
решимая группа, факторизуемая группа.

В диссертации приведена классификация наиболее важных классов ко­
нечных групп по свойствам их обобщенно квазинормальных подгрупп. Полу­
чены новые критерии принадлежности группы насыщенной формации: дока­
заны критерии р-нилыютентноетн и р-сверхразрсшимости конечных групп в 
зависимости от (^-вложенности максимальных подгрупп их силовских под­
групп; доказан критерий сверхразрешимости конечных групп в терминах 2- 
максимальных подгрупп; получены критерии мстанилыютентности и разре­
шимости факторизуемой группы на основе условия (фвложснностп макси­
мальных и силовских подгрупп ее факторов.

Вес основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют 
теоретический характер и могут быть использованы в исследованиях по тео­
рии конечных групп и их классов, а также при чтении спецкурсов в универ­
ситетах.
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Никзко Nа^а1іуа Уікіогоупа

Сіаззійсаііоп оГ йпііе цгоирз Ьу ргорегііез оГ іЬеіг дспсгаіу 
Яйазіпогтаі зиЪдгоирз

Ксу ^опіз: йнііс §гойр, т а х іт а і зиБ^гоир, рсгтйІаЫе зйЬ§гойрз, 
пііроіспі ^гойр, зокіЫс ^гоир, зйрсгзоІйШс §гойр, йасІотаЫо §гойр.

Іп іЬс сіійзегіаііоп а сіаззійсаііоп оГ іЬе шозі ітрогіапі сіа.чзез о? (іпііс 
цгстрз Ьу ргорсгіісз оГ іЬоіг §спега1у С|йайііюгта1 зйЬ§гойрз із гезчііесі. Мс\у 
сгіісгіаз оГ Ье1оп§,іп§ оГ а цгойр Іо а заійгаіссі Гогтаііоп агс оЫаінссі; іЬе сгііегіаз 
Гог іЬо р-пііроіапсу аікі р-зйрсгзокіЬШіу оГ Гіпііс ^гойрз агс ргоуоі сіереікііп^ 
он <5-стЬсс1(іапсу оГ т ах іт а і зйЬ§гоіірз оГ 1;Ьсіг Йуіоуу зйЬ^гойрз, іЬе сгіЬегіоп 
Гог зйрегзоІйЬіІііу оГ йпііс ^гоирз іп ісгтз оГ 2-тахіта1 зйЬ^гойрз аге ргоуесі; 
зотс нош сгіктіаз Сог іЬс тсйгпііроііспсу аші зоІйЬіІііу оГ ГасІогігаЫс ёгойР8 
аге госоіуссі оп Ьазіз оГ Іііс соікііііоп оГ (^-стЬсіійапсу о( тахіша! ансі Уукпу 
зйЬ§гойрз оГ Ікеіг Гасіогз.

ЛІІ Ьазіс гсзйііз оС 1-Ьс сіізясгіаііоп аге пслу. ТЬеу Ьауе а йюогсіісаі 
сЬагасІсг апсі шау Ьс йзесі ін іііе іпусзй§аІіопз іп Лсогіез оГ (іпііс ^гоирз аікі 
іЬеіг сіазксз, аікі аізо аі гсасііпк зрссіаі сойгзез іп йпіусгзііісз.


