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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
КРАТКОЕ ВВЕДЕНИЕ

Теория существенных спектров линейных операторов в банаховом 
пространстве -  современный раздел спектрального анализа. Спектр оператора 
представляет собой одну из важнейших его характеристик. Термин «спектр» 
широко используется как в математическом, так и в физическом смысле. При 
разрешении ряда прикладных задач, которые могут быть сформулированы в 
терминах линейных операторов, объектом основного интереса служат спектры 
рассматриваемых операторов. Спектр оператора тесно связан с понятием 
ограниченной обратимости. Ослабляя условия ограниченной обратимости 
оператора, мы естественно приходим к понятиям нормально разрешимых, 
полуфредгольмовых. фредгольмовых, браудеровых и других классов 
операторов. С этими классами операторов связаны различные существенные 
спектры, которые представляют собой качественно различные подмножества 
спектра оператора.

В математической литературе встречаются разнообразные классификации 
подмножеств спектра. Однако ни одна из известных в спектральной теории 
классификаций точек спектра не обладает всеми полезными для приложений 
свойствами. Поиск различных подмножеств спектра, удовлетворяющих 
определенным свойствам, ведется до сих пор. что подтверждает актуальность 
исследований представленных в данной диссертационной работе.

В спектральной теории операторов изучению существенных спектров 
отводится особое внимание, поскольку оеш обладают различными полезными 
для приложений свойствами устойчивости при возмущениях и отображениях. 
Важнейшими результатами являются теоремы об устойчивости индекса при 
малых по норме возмущениях, а также об устойчивости индекса при 
компактных возмущениях операторов.

К настоящему моменту известны различные свойства устойчивости 
класса нормально разрешимых и класса фредгольмовых операторов, а также 
порожденных этими классами существенных спектров. В диссертации 
исследуется класс существенно регулярных операторов, который занимает 
промежуточное положение между нормально разрешимыми и фредгольмовыми 
операторами, с целью обобщения некоторых теорем устойчивости на 
существенно регулярные операторы и порожденный ими существенный спектр 
Сафара. Поскольку существенно регулярные операторы как класс, 
порождающий соответствующий существенный спектр, в математической 
литературе пока не рассматривались, то одной из основных задач 
диссертационной работы является восполнение данного пробела. Изучение 
существенно регулярных операторов также представляет интерес в связи с тем, 
что существенно реіулярные операторы являются обобщением фредгольмовых 
операторов.
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п (ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)диссертационная раоота тесно связана с исследованием ■'возмущенных 
операторов Т - А  для существенно регулярных операторов 7 'и устойчивостью 
существенного спектра Сафара, где А представляет собой возмущающий 
оператор из различных классов операторов, таких как операторы конечного 
ранга, малые по норме и квазинильпо рентные операторы, при возмущении 
которыми можно дать положительный ответ на вопрос об устойчивости 
существенного спектра Сафара, а также в диссертационной работе выявляются 
условия и дополнительные оіраніічснйя, при которых существенный спектр 
Сафара устойчив относи тельно возмущения компактными операторами.

Диссертационная работа посвящена обобщению теорем об устойчивости 
фредгольмовых операторов относительно конечномерных, малых по норме и 
квазинильпотентных возмущений па существенно регулярные операторы и 
соответствующий существенный спектр Сафара.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы е крупными научными программами и темами
Исследования проводились на кафедре общей математики и информатики 

механико-математического факультета Белорусского государственного 
университета в рамках государственной программы фундаментальных 
исследований «Исследование математических моделей и их применение к 
анализу систем, структур и процессов в природе и обществе» по теме 
№ ГР20062059 «Устойчивость операторов с замкнутой областью значений и их 
спектральные характерист ики», 2006 -  2010.

Цель и задачи исследования
Объектом исследования является существенный спектр Сафара линейных 

операторов в банаховом пространстве. Предметом исследования являются 
свойства устойчивости существенного спектра Сафара при различных 
возмущениях.

Цель диссертационной работы заключается в описании различных 
свойств существенного спектра Сафара линейного ограниченного оператора в 
банаховом пространстве. Для достижения поставленной цели решались 
следующие задачи:

1. Установить связь существенного спектра Сафара с другими 
существенными спектрами.

2. Вычислить существенный спектр Сафара и другие существенные 
спектры для оператора Рейли, который является обобщением дискретного 
оператора Чезаро в банаховых пространствах бесконечных числовых 
последовательностей 1Р.
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3. Доказать теоремы об устойчивости существенного спектра Сафара при 

возмущении конечномерными, малыми по норме и квазинильпотентными 
операторами.

Положения, выносимые на защиту
1. Установлены связи существенного спектра Сафара, порожденного 

существенно регулярными операторами, с другими существенными спектрами 
ограниченных линейных операторов в банаховом пространстве.

2. Вычислены существенный спектр Сафара и другие существенные 
спектры для модельного оператора Рейли, являющегося обобщением 
дискретного оператора Чезаро в банаховых пространствах бесконечных 
числовых последовательностей 1Р.

3. Доказаны теоремы об устойчивости существенного спектра Сафара при 
возмущении конечномерными, малыми по норме и квазинильпотентными 
операторами.

Личный вклад соискателя
Все новые результаты, приведенные в диссертации, получены 

соискателем самостоятельно. Научная идея исследования и задачи были 
сформулированы научным руководителем доктором физико-математических 
наук, профессором В.А. Еровенко. Часть результатов опубликована в 
соавторстве с научным руководителем.

Апробация результатов диссертации
Апробация результатов диссертации осуществлялась на Международной 

научной студенческой конференции «Студент и научно-технический прогресс» 
(г. Новосибирск, 2002); Международной математической конференции 
«Еругинские чтения -  VIII» (г. Брест. 2002); Воронежской весенней 
математической школе «Современные методы в теории краевых задач» 
(«Понтрягинские чтения -  XIV», г. Воронеж, 2003); Международной 
математической конференции «Еругинские чтения -  X» (г. Витебск, 2003); 
Международной конференции «IX Белорусская математическая конференция» 
(г. Гродно, 2004); II Международной научно-практической конференции 
«Научный потенциал мира -  2005» (г. Белгород, 2005); Международной 
математической конференции «Еругинские чтения -  X» (г. Могилев, 2005); 
научной конференции «Герценовские чтения -  2006» (г. Санкт-Петербург, 
2006); Международной математической конференции «Еругинские чтения -  
XI» (г. Гомель, 2006); Международной конференции, посвященной 100-летию 
академика Ф.Д. Гахова (г. Минск, 2006); Международном форуме 7-ой 
Международной математической конференции молодых ученых и студентов
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Воронежской
весенней математической школе «Современные методы теории функций и 
смежные проблемы» (г. Воронеж, 2007); Международной математической 
конференции «Еругинские чтения -  XII» (г. Минск, 2007); Воронежской 
весенней математической школе «Современные методы теории краевых задач» 
(г. Воронеж, 2008); Международной конференции «X Белорусская 
математическая конференция» (г. Минск, 2008).

Опубликованность результатов диссертации
Результаты диссертации опубликованы в 20 научных работах. Из них 4 

статьи в научных журналах в соответствии с п. 18 Положения о присуждении 
ученых степеней и присвоении ученых званий в Республике Беларусь (общим 
объёмом 1,9 авторского листа), а также 3 статьи в сборниках трудов и 
материалов научных конференций, 13 тезисов докладов на математических 
конференциях. Общий объем опубликованных работ-2 ,7  авторского листа, из 
них 13 работ опубликовано без соавтора.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 

характеристики работы, трех глав, заключения и библиографического списка, 
содержащего 103 наименования, из которых 20 -  публикации соискателя. 
Общий объем диссертации составляет 100 страниц; объем, занимаемый тремя 
иллюстрациями, составляет 3 страницы.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ

В первой главе дан аналитический обзор литературы по теме 
исследования и обоснована целесообразность изучения ключевых включений 
для ядра оператора и обобщенной области значений, используемых в 
определении существенного спектра Сафара.

Первая глава состоит из трех разделов. В разделе 1.1 рассматриваются 
относительно регулярные операторы и описываются некоторые их свойства.

Пусть Т -  ограниченный линейный оператор на бесконечномерном 
банаховом пространстве X над полем комплексных чисел С и В(Х) -  банахово 
пространство ограниченных линейных операторов на X. Рассмотрим оператор 
Т е В(Х). Обозначим через Лг( 7) := {х е X : Тх = 0) ядро оператора 7, то есть 
множество всех нулей оператора 7, а через К(7) -  область значений 
оператора 7. Рассмотрим следующие числовые характеристики оператора 
7  е В(Х):
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ДГ) := сосііт К(Т) = <Ііт(Х/К(Т)) -  дефект оператора Т (размерность коядра); 
іпсі (7) := ОІТ) -  Д 7) -  индекс оператора Г.

Обозначим обобщенное ядро линейного ограниченного оператора 
Т е В(Х) через ОД’(7) := и  {N('1*): к=1, 2, 3,...} и обобщенную область значений 
оператора Т е  В(Х) через К*(Т) := п { /?(Д ): к=1, 2, 3,...}.

Определение 1.1. Оператор Т е В(Х) имеет обобщенный обратный, если 
существует такой оператор 5 е В(Х), что выполняется равенство 7’57’= Т. 
Оператор Т е  В(Х), для которого существует обобщенный обратный, 
называется относительно регулярным.

Класс относительно регулярных операторов включает многие хорошо 
известные типы операторов. В частности, если пространство X конечномерно, 
то все линейные ограниченные операторы из В(Х) -  относительно регулярные. 
Если не накладывать ограничений на банаховы пространства, то все 
фредгольмовы операторы (т.е. операторы Т е  В(Х) с замкнутой областью 
значений 7?(Т) = /?(Г), у которых обе числовые характеристики нуль и дефект 
конечны), а также левые и правые обратимые операторы являются 
относительно регулярными.

Если X -  гильбертово пространство, то класс относительно регулярных 
операторов совпадает с классом операторов, имеющих замкнутую область 
значений. Этот факт является следствием того, что в гильбертовом 
пространстве каждое замкнутое подпространство является дополняемым.

Перечислим некоторые свойства относительно регулярного оператора.
Свойство 1.1. Если Т е В(Х) относительно регулярный, тогда 

сопряженный оператор Т* е В(Х*) также является относительно регулярным.
Обратное утверждение в общем случае неверно, т.е. из относительной 

регулярности сопряженного оператора Т* е В(Х*) не следует относительная 
регулярность оператора Т е В{Х). Соответствующий пример был построен 
А. Питшем

Свойство 1.2. Оператор Т е В(Х) является относительно регулярным 
тогда и только тогда, когда ОДТ) и К(Т) -  замкнутые дополняемые 
подпространства банахова пространства X.

В разделе 1.2 приводятся определения регулярных и существенно 
регулярных операторов, описываются их свойства и взаимосвязи с другими 
известными классами операторов.

' РіеІзсЬ, А. 7иг ТЬеотіс бег Ст-напьоітпаііопеп іп Іокаікопсехеп Уесіоггайпіеп 
/ А. РіеІзсЬ // МатЬ. №сЬ. -  1960. -  Уоі. 21. -  Р. 347-369.
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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫМ ФРАГМЕНТ)
' Г>Т~' П  I  л \  X ГР 'РЕЗЮМЕ

Гулина Ольга Валериевна
Свойства устойчивости существенного спектра Сафара

Ключевые слова: относительно регулярный, регулярный и существенно 
регулярный операторы, существенные спектры, существенный спектр Сафара, 
оператор Рейли, устойчивость.

В диссертационной работе исследуются свойства устойчивости 
существенного спектра Сафара, порожденного классом существенно 
регулярных операторов, при различных возмущениях.

Целью диссертационной работы является описание различных свойств 
существенного спектра Сафара для линейных ограниченных операторов в 
банаховом пространстве.

Для решения поставленных задач в диссертационной работе наряду с 
классическими методами теории линейных операторов использовались методы 
теории существенных спектров линейных ограниченных операторов и теории 
устойчивости фредгольмовых операторов.

В диссертационной работе получены следующие новые результаты:
1. Установлены связи существенного спектра Сафара, порожденного 

существенно регулярными операторами, с другими существенными спектрами 
ограниченных линейных операторов в банаховом пространстве.

2. Вычислены существенный спектр Сафара и другие существенные 
спектры для модельного оператора Рейли, яв.ляющегося обобщением 
дискретного оператора Чезаро в банаховых пространствах бесконечных 
числовых последовательностей {р.

3. Доказаны теоремы об устойчивости существенного спектра Сафара при 
возмущении конечномерными, малыми по норме и квазинилыштентными 
операторами.

Диссертация носит теоретический характер. Полученные результаты 
могут найти применение в спектральной и фредгольмовой теории линейных 
операторов в банаховых пространствах, теории устойчивости операторов и 
связанных с ними операторных уравнений, а также при решении конкретных 
задач.

Теоретические результаты диссертации могут быть использованы в 
учебном процессе при чтении соответствующих спецкурсов по 
функциональному анализу.
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(О ЗН А К О М И ТЕД Щ ^ ФРАГМЕНТ)
Гуліна Волыа Валсрысўііа 

Уласцівасці ўстойлівасці істотнага спектра Сафара

Кіючавыя с.іовы: адносна рэгулярны, рэгулярны і істотна рэгулярны 
апсратар, істотныя спектры, істотны спектр Сафара, аператар Рэйлі, 
устойлівасць.

У дыссргацыі даследуюцца ўласпівасці ўстойлівасді ісготнага спектра 
Сафара, пароджанага класам істотна рэгулярных анератараў, пры розных 
адхіленнях.

Мэтай дысертацыі з’яўляецца апісаннс розных уласцівасцей істотнага 
спектра Сафара для лінейных абмсжаваных аператараў у банахавай прасторы.

Для рашэння пастаўленых задач у дысертацыі разам з класічнымі 
метадамі тэорыі лійейных аператараў ныкарыстоўваліся метады тэорыі 
істотных спсктраў лінейных абмежаваных аператараў і тэорыі ўстойлівасці 
фрлдгольмавых аператараў.

У дысертацыі атрыманы наступныя новыя вынікі:
1. Устаноўлсшл сувязі істотнага спектра Сафара. пароджанага істотна 

рэтулярпымі агісратарамі, з іншымі істотнымі спектрамі абмежаваных ліпсйных 
апсратараў у банахавай іграс горы.

2. Вылічаны істогны спектр Сафара і іншыя ісготныя спектры для 
мадэльнага аператара Рэйлі, які з ’яўляецца абагульнепнем дыскрэтнага 
аператара Чэзара ў банахавай прасторы бясконцых лікавых паслядоўнасцей і р.

3. Даказапы тэарэмы аб устойлівасці істотнага спектра Сафара иры 
ўзбурэнні канечнамернымі, малымі па норме і квазінільпатэнтнымі 
аператарамі.

Дыссртацыя мае тэарэтычны характар. Лтрымапыя вынікі могуць знайспі 
прымяненне ў спектральнай і фрэдпжьмазай тэорыі лшейных апсратараў у 
банахавых прасторах, тзорыі ўстойлівасці аператараў і звязапых з імі 
аператарных раўнанпяў, а таксама пры рашэнні канкрэтных задач.

Тэарэтычныя вынікі дысертацыі могуць быць выкарыстаны ў вучзбным 
нрацэсе на адпавсдных спецкурсах па функцыянальным аналізе.
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(03НАК0М ИТВД|^Щ ФРАГМ ЕНТ)
С%а V. Ойііпа

ЗіаЬіІііу ргореПіез оГ ЗарЬаг сззепііаі зр ес ітт

Кеум>оп1$: геіаііуеіу гс§іі1аг, ге^йіаг апсі еззепііаііу гс^йіаг орегаіогз, еззепііаі 
зресіга. ЗарЬаг еззспііаі зрес ітт , Шіаіу орегаіог, ЖаЬіІіІу.

5(аЬі1ііу ргорепіез о? ЗарЬаг еяяепііаі яр сс ітт  ^епегаіесі Ьу (Ііе еззетіаііу 
ге^ніаг орегайгз йпсіег сШТегепі реЛйгЬаІіопя аге іпуезІі«а(е<3 іп іЬе Йіеяіз.

Тііе аігп оГ Ше іЬе.ьі.ч ія Ю (ІезсгіЬе сііПегет ргорегііея оГ Зарііаг еззепііаі 
зресішт Гог Ііпсаг Ьонпсіесі орегаіогз іп ВапасЬ ярасе.

То яоіуе ІІіе ріасесі ргоЫетя (Ье теіЬосІз оі іЬе еззепііаі зресіга оГ Ііпеаг 
Ьоітгіесі орегаіогя апсі оГ іЬе яІаЬіЫу іЬеогу оі" РгесІЬоІт орегаіогя \усге йзесі 
Іо^еіЬег \уііЬ сіаззісаі теіЬосІз оі’ сЬе іЬеогу оГ Іілеаг орегаіогз.

ТЬе піаіп пе\у гезнііз оГ (Ье (Ьезіз аге:
1 . ТЬе геіаііопз ЬеІ\уееп 5арЬаг еззепііаі зресгшш ^елегаіесі Ьу еззелііаііу 

гедйіаг орегаіогя апй оіЬег сяяелііаі зресіга оі' Ьошкіеё Ііпеаг орегагогз іп ВапасЬ 
зрасе Ьауе Ьееті еяіаЫіяЬеіі

2. ЗарЬаг еззепііаі зресішгп аікі оіЬег еззепііаі зресгга Ііауе Ьеел саісйіаіесі ІЬг 
іЬе пюсіеі КЬаІу орегаіог \уЬісЬ із а §епега1І2аііоп оГ а ііізсгеіе Сс/аго орегаіог іп 
ВапасЬ зрасез оі' іпГіпііе піішегісаі зецйепсез І р.

3. ТЬе зІаЬіІіІу іЬеогеілз Рог ЗарЬаг еззелііаі зресішт ітсіег Гіпііе, зтаіі іп 
ііопп апсі цйазіпііроіепі регШгЬаІіопз Ьауе Ьееп рго\;е<3.

ТЬе іЬеяіз із (Ьеогеіісаі. Тііе оЬіаіпесі гезйііз сап Ье йзесі іог іЬе зресігаі апсі 
РгесіЬоІт (Ьеогу оГ Ііпеаг орегаіогя іп Вапасіі зрасез, іог іЬе зІаЬіІіІу іЬесгу оГ (Ье 
орегаіогз аікі соггезропсіііі§ орегаіог еяйаііопз. ТЬеу аізо сап Ье аррІіеЬ Іо іЬе 
сепаіл ргоЫетз.

ТЬеогеІісаІ гезйііз оГ іЬе іЬезія сап Ье йяеЬ Гог гЬе есійсасіопаі ргосезз іп іЬе 
яресіаі сойгзез оПішсІіопаІ апаіузіз.
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