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(03  ^КОМЙТ ІЬНЫЙ ФРАГ 1ЕН )
ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами
Тема диссертации соответствует направлению фундаментальных научных 

исследований “Математические модели и их применение к анализу систем 
и процессов в природе и обществе”, определенному Перечнем приоритетных 
направлений фундаментальных и прикладных научных исследований Рес
публики Беларусь на 2006-2010 годы. Результаты диссертационного иссле
дования использованы при выполнении в Белорусском государственном уни
верситете следующих научно-исследовательских работ:

1. НИР “Разработка математических моделей, методов и алгоритмов ста
тистического анализа неоднородных данных и их применение в компью
терных системах моделирования и обработки информации” по Плану 
НИОКР БГУ (2001-2005 гг.), номер госрегистрации 2002167;

2. НИР “Разработка математических моделей, методов и алгоритмов ста
тистического анализа и прогнозирования случайных процессов и полей 
при различных уровнях априорной информации” в рамках ГПФИ “Ма
тематические структуры” (2002-2005 гг.), номер госрегистрации 2003181;

3. НИР “Статистический анализ временных рядов при наличии искажений 
модели наблюдений” в рамках гранта поддержки молодых ученых БГУ 
(2005 г.), номер госрегистрации 20051093;

4. НИР “Статистический анализ данных сложной структуры и его примене
ния в компьютерных системах моделирования и обработки информации” 
но Плану НИОКР БГУ (с 2006 г.), номер госрегистрации 20062641;

5. НИР “Разработка методов, алгоритмов и программных средств стати
стического прогнозирования процессов в сложных стохастических систе
мах” в рамках ГКГ1НИ “ИНФОТЕХ” (с 2006 г.), номер государственной 
регистрации 20062205;

6. НИР “Нестационарные многомерные и нелинейные эконометрические мо
дели: теория и приложения” в рамках международной научной програм
мы ІМТАЗ 03-51-3714 “ХопзГаНопагу МйШуагіаІе апй Мопішеаг ЕсопотеГгіс 
Мосіеіз: ТЬеогу ап<3 Арріісаііопз” (2004-2006 гг.).
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Целью диссертационной работы являются новые статистические оценки 
параметров, прогнозирующие статистики и алгоритмы статистического ана
лиза и прогнозирования для авторегрессионных временных рядов в условиях 
гетероскедастичности и пропущенных значений. В связи с этим требуется 
решить следующие основные задачи:

1. Исследование вероятностных свойств классической оценки наименьших 
квадратов коэффициентов авторегрессионных временных рядов с гете- 
роскедастичностью (неоднородностью по дисперсии);

2. Вычисление среднеквадратического риска прогнозирования авторегрес
сионных временных рядов с гетероскедастичностью при различных уров
нях априорной информации о коэффициентах авторегрессии;

3. Построение статистических оценок параметров авторегрессионных вре
менных рядов с пропущенными значениями и установление асимптоти
ческих свойств этих оценок;

4. Построение и асимптотический анализ оптимальных в смысле критерия 
максимума правдоподобия прогнозирующих статистик для авторегрес
сионных временных рядов с пропущенными значениями при известных 
коэффициентах авторегрессии;

5. Построение и асимптотический анализ “подстановочных” прогнозирую
щих статистик для авторегрессионных временных рядов с пропущенны
ми значениями при неизвестных коэффициентах авторегрессии.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
Ц ель и задачи  исследования

Положения, выносимые на защиту

Г. Доказанные свойства классической оценки наименьших квадратов ко
эффициентов авторегрессионных временных рядов с гетероскедастично
стью: состоятельность и асимптотическая нормальность, а также выра
жения для вектора математического ожидания и ковариационной матри
цы асимптотического распределения вероятностей оценки наименьших 
квадратов коэффициентов авторегрессии;

2. Выражение для среднеквадратического риска прогнозирования авторе
грессионных временных рядов с гетероскедастичностью при наличии 
ошибки в задании коэффициентов авторегрессии, а также асимптотиче
ское разложение риска прогнозирования авторегрессионных временных
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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
рядов с гетероскедастичностью при использовании оценки наименьших 
квадратов коэффициентов авторегрессии;

3. Построенные новые статистические оценки параметров авторегрессион
ных временных рядов с пропущенными значениями и доказанные свой
ства этих оценок: состоятельность и асимптотическая нормальность, а 
также выражения для вектора математического ожидания и ковариаци
онной матрицы асимптотического распределения вероятностей постро
енной оценки коэффициентов авторегрессии;

4. Построенные оптимальные в смысле критерия максимума правдоподо
бия прогнозирующие статистики для авторегрессионных временных ря
дов с пропущенными значениями при известных коэффициентах авто
регрессии и вычисленные риски прогнозирования для этих статистик;

5. Построенные “подстановочные” прогнозирующие статистики для авто
регрессионных временных рядов с пропущенными значениями при неиз
вестных коэффициентах авторегрессии и асимптотические разложения 
рисков прогнозирования для этих статистик.

Личный вклад соискателя

Основные результаты, приведенные в диссертации, получены автором са
мостоятельно. Соавторам в совместных работах принадлежат выбор направ
ления исследований, предметные постановки задач, обсуждение результатов.

Апробация результатов диссертации

Основные результаты диссертации были представлены и обсуждались на 
научных семинарах Белорусской статистической ассоциации и кафедры ма
тематического моделирования и анализ данных БГУ, VII и VIII междуна
родных научных конференциях “Компьютерный анализ данных и модели
рование” (Минск, 2004, 2007), ЫУ сессии Международного статистического 
института (Берлин, Германия, 2003), международном семинаре “КоЬйзІпевв 
Іог Ні^Ь-ОітепзіопаІ Бага” (Форау, Австрия, 2004), международной конфе
ренции, посвященной 60-летию кафедры теории вероятностей и математи
ческой статистики и памяти профессора М.О. Ядренко, “Мобегп ЗіосЬайГісз: 
ТЬеогу апб АррНсаНопз" (Киев, Украина, 2006), IX международной Вильнюс
ской конференции “РгоЬаЬШГу ТЬеогу апб МаіЬетаНсаІ ЗіаНзІісз” (Вильнюс, 
Литва, 2006).

3



(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
Опубликованность результатов диссертации
По теме диссертационной работы опубликованы 24 научные работы. Из 

них 9 статей опубликовано в научных журналах с общим объемом 11 автор
ских листов и 15 статей опубликовано в сборниках материалов научных кон
ференций. Результаты диссертационной работы также вошли в состав трех 
заключительных отчетов о НИР.

Структура и объем диссертации

Диссертационная работа состоит из перечня условных обозначений, вве
дения, общей характеристики работы, трех глав, заключения, библиографи
ческого списка и приложения. Полный объем диссертации составляет 137 
страниц машинописного текста, включая 7 рисунков на 6 страницах, биб
лиографический список из 160 использованных источников и 24 публикаций 
соискателя на 17 страницах, приложение на 31 странице.

Во введении обоснована актуальность проблемы статистического анализа 
и прогнозирования авторегрессионных временных рядов в условиях гетерос- 
кедастичности и пропущенных значений и определена связь между двумя 
рассматриваемыми в диссертации типами искажений: гетероскедастичностью 
и пропусками. Первая глава работы содержит аналитический обзор литерату
ры и посвящена статистическому анализу и прогнозированию авторегресси
онных временных рядов с гетероскедастичностью. Во второй главе изложены 
результаты по статистическому оцениванию параметров векторных авторе
грессионных временных рядов с пропущенными значениями. Третья глава 
посвящена статистическому прогнозированию векторных авторегрессионных 
временных рядов с пропущенными значениями, в ней строятся оптимальные 
в смысле критерия максимума правдоподобия прогнозирующие статистики 
при известных параметрах и вычисляются среднеквадратические риски про
гнозирования для этих статистик, строятся “подстановочные” прогнозирую
щие статистики при неизвестных параметрах и асимптотические разложения 
среднеквадратических рисков прогнозирования для этих статистик. В заклю
чении приводятся основные научные результаты диссертации и рекомендации 
по практическому использованию результатов. Приложение содержит объем
ные доказательства утверждений основной части диссертационной работы и 
вспомогательные утверждения.
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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ

Во введении обоснована актуальность выбранной тематики диссертаци
онного исследования, выделены классы актуальных задач в рамках исследу
емого направления, решение которых имеет практическое и теоретическое 
значение: статистическое оценивание параметров и прогнозирование авто
регрессионных временных рядов с гетероскедастичностью и пропущенными 
значениями.

Глава 1 посвящена статистическому анализу и прогнозированию авто
регрессионных временных рядов с гетероскедастичностью. В разделе 1.1 
проведен аналитический обзор основных результатов, полученных для вы
деленных классов задач. В области статистического анализа и прогнозиро
вания авторегрессионных временных рядов с гетероскедастичностью и про
пущенными значениями большинство работ посвящено решению задач оце
нивания параметров и проверки гипотез (С.Р. Апзіеу, К. КоЬп, А.С. Нап/еу, 
Е.С. Ріегзе, К.Н Лопез, Т. Мцтап, Г. Ра1т), в то время как задаче прогнози
рования уделяется меньше внимания. С другой стороны, задачи построения 
прогнозирующих статистик и вычисления рисков прогнозирования решают
ся в литературе для случая полных данных, то есть данных, в которых от
сутствуют пропущенные значения (Е. Акйіомчсг, Г. ВаМа§Иа, К.Л. ВЬапзаИ, 
Р. Рарап§е1ои, IV.А. Рйііог, Р.Р. Назга). В статистическом анализе и прогнози
ровании авторегрессионных временных рядов с неоднородным “инновацион
ным” процессом можно выделить два типа неоднородности: неоднородность 
по математическому ожиданию и неоднородность по дисперсии (гетероске- 
дастичность). Робастность прогнозирования авторегрессионных временных 
рядов при наличии аддитивных искажений, то есть при неоднородности “ин
новационного” процесса по математическому ожиданию, исследована в рабо
тах Ю.С. Харина и Д.В. Зеневича. Все вышесказанное определяет актуаль
ность диссертационной работы, которая посвящена статистическому прогно
зированию авторегерессионных временных рядов с гетероскедастичностью и 
пропущенными значениями.

В разделе 1.2 формулируются классические модели наблюдения авторе
грессионных временных рядов и их свойства.

В разделе 1.3 сформулирована модель наблюдения авторегрессионных 
временных рядов с гетероскедастичностью. Авторегрессионным временным 
рядом с гетероскедастичностью АРГ(р) порядка р 6 N на вероятностном 
пространстве (П, Р , Р ) будем называть временной ряд у( 6 К, определенный
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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
Далее будем предполагать, что От — 1<д то есть вектор У? наблюдается пол
ностью, а пропуски имеются в У],. .. ,Ут-і- При единичной глубине прогно
зирования (т =  1) прогнозирующая статистика (14) принимает вид:

Ут+1 =  ВУТ. (15)

Теорема 3.4. Пусть для модыи (8) выполнены предполоэюения П5 и П7, 
От = 1<г, для прогнозирования на единичную глубину (т = 1) использу
ется “рійд-іп” прогнозирующая статистика (15) с оценками (10) и выпол
нено следующее условие: \/л 6 М,ЗС 6 (0, +оо), 37о 6 М,УТ > То, У# €

(0 ,1), что Е <----------т-------- гг > < С. Тогда имеет место асимптотиче-
\]/,+0Со1(Со-Со)| ) -

ское разложение матричного риска прогнозирования при Т  —> +оо:

В =  Е +  —А  +  о

где _
сі +оо

А = {АЫ)= 2̂ Е В/(г,Д(В/(г',/)Со')'
,]'=\ г=-оо

х а с г М в т У + (С гМ С гЫ ст. оа« ^

Л 4-оо

- Е Е
І4Л',І' = 1 г=-оо

4-00

+ Е Е шидллсо1)' т:; °°
х ((Ст)п'(Ст)д-' -|- (Ст+і)у'{Ст-і)іі') Ст, 1,1, » , 6  к**',

7 (г ,і)е Е ^ , (/(і,;))„ = 1 , если (к,1) = (і,і)
О, если (к,1) ўі ( і , ] )

Следствие 3.3. Пусть выполнены условия Теоремы 3-4 и количество про
пусков ограничено: ЗТ0ьа б К,УТ > Т0ьа, что О г =  1д, і € {Т0ь8, ...  ,Т}. 
Тогда имеет место асимптотическое разложение матричного риска про
гнозирования при Т  —> +оо; Я =  Е +  +  о (^) 1<гх<д

В разделе 3.5 приведены алгоритмы статистического прогнозирования 
векторных авторегрессионных временных рядов с пропущенными значени
ями и результаты вычислительных экспериментов на модельных данных, а 
также на классических данных “Индекс Бевериджа цен на пшеницу”, показав
шие хорошую согласованность теоретических и практических результатов.
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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации

В диссертации получены следующие новые научные результаты:

1. Доказаны свойства классической оценки наименьших квадратов коэф
фициентов авторегрессионных временных рядов с гетероскедастичнос- 
тью: состоятельность и асимптотическая нормальность, а также найде
ны выражения для вектора математического ожидания и ковариацион
ной матрицы асимптотического распределения вероятностей оценки наи
меньших квадратов коэффициентов авторегрессии [10-А, 11-А];

2. Вычислен среднеквадратический риск прогнозирования для авторегрес
сионных временных рядов с гетероскедастичностью при наличии ошибки 
в задании коэффициентов авторегрессии, а также построено асимптоти
ческое разложение риска прогнозирования авторегрессионных времен
ных рядов с гетероскедастичностью при использовании оценки наимень
ших квадратов коэффициентов авторегрессии [10-А, 11-А];

3. Построены новые статистические оценки параметров авторегрессионных
временных рядов с пропущенными значениями и доказаны свойства этих 
оценок: состоятельность и асимптотическая нормальность, а также най
дены выражения для вектора математического ожидания и ковариаци
онной матрицы асимптотического распределения вероятностей построен
ной оценки коэффициентов авторегрессии [6-А, 12-А -  14-А, 16-А, 19-А 
-21-А]; '

4. Построены оптимальные в смысле критерия максимума правдоподобия 
прогнозирующие статистики для авторегрессионных временных рядов с 
пропущенными значениями при известных коэффициентах авторегрес
сии и вычислены риски прогнозирования для этих статистик [1-А -  5А,
7-А -  9-А, 14-А -  18-А, 22-А -  24-А];

5. Построены “подстановочные” прогнозирующие статистики для авторе
грессионных временных рядов с пропущенными значениями при неиз
вестных коэффициентах авторегрессии и асимптотические разложения 
рисков прогнозирования для этих статистик [1-А - 5А, 7-А -  9-А, 14-А 
-  18-А, 22-А-2 4 -А].
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Рекомендации по практическому использованию 
результатов
Полученные результаты могут быть использованы для решения следую

щих практических задач:

1. Построение статистических оценок параметров и проверка гипотез о па
раметрах авторегрессионных временных рядов с гетероскедастичностью;

2. Построение прогнозов авторегрессионных временных рядов с гетероске
дастичностью и вычисление среднеквадратических рисков прогнозиро
вания;

3. Построение статистических оценок параметров и проверка гипотез о па
раметрах векторных авторегрессионных временных рядов с пропущен
ными значениями;

4. Построение прогнозов векторных авторегрессионных временных рядов с 
пропущенными значениями и вычисление матричных рисков прогнози
рования.

Результаты работы развивают теорию робастных статистических выводов 
и могут быть использованы для решения актуальных задач статистического 
анализа (оценивания, проверки гипотез) и прогнозирования стохастических 
процессов в экономике, экологии, технике, медицине и других областях.
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РЭЗЮМЭ

Гурын Аляксандр Сяргесвіч
Статыстычнае прагназаванне аўтарэгрэсійных часавых шэрагаў ва ўмовах 

гетэраскедастычнасці і прапушчаных значэнняў

Ключавыя словы: аўтарэгрэсія, гетэраскедастычнасць, прапушчаныя зна- 
ЧЭШІІ, ацэньванне параметраў, прагназаванне, рызыка прагназавання.

А б’ектам даследвання з’яўляюцца аўтарэгрэсійныя часавыя шэрагі з гет- 
эраскедастычнасцю і прапушчанымі значэннямі. Мэтай работы з ’яўляюцца 
новыя статыстычныя ацэнкі параметраў, прагназуючыя статыстыкі і алга- 
рытмы статыстычнага аналізу і прагназавання для аўтарэгрэсійных часавых 
шэрагаў ва ўмовах гстэраскедастычнасці і прапушчаных значэшіяў. У рабо- 
це выкарыстоўваліся мегпады матэматычнага аналізу, тэорыі імавернасцяў, 
матэматычнай статыстыкі і выпадковых працэсаў.

У рабоце былі разгледжаны два тыпу скажэнняў мадэлі йазіранняў 
аўтарэгрэсійных часавых шэрагаў: гетэраскедастычнасць і прапушчаныя зна- 
чэнні. Для аўтарэгрэсійных часавых шэрагаў з гетэраскедастычнасцю былі 
даказаны імавернасныя ўласцівасці грунтоўнасці і асімптатычнай нармаль- 
насці класічнай ацэнкі найменшых квадратаў каэфіцыентаў аўтарэгрэсіі, бы
ла вылічана сярэднеквадратычная рызыка прагназавання пры наяўнасці па- 
мылкі ў заданні каэфіцыентаў аўтарэгрэсіі, было пабудавана асімптатычнае 
раскладанне рызыкі прагназавання пры выкарыстоўванні ацэнкі найменшых 
квадратаў каэфіцыентаў аўтарэгрэсіі. Для аўтарэгрэсійных часавых шэрагаў 
з прапушчанымі значэннямі былі пабудаваны новыя статыстычныя ацэнкі па- 
раметраў і былі даказаны іх імавернасныя ўласцівасці грунтоўнасці і асімп- 
татычнай нармальнасці, былі пабудаваны аптымалы-іыя ў сэнсе крытэрыя 
максімума праўдападобнасці прагназуючыя статыстыкі пры вядомых каэфі- 
цыентах аўтарэгрэсіі і былі вылічаны рызыкі прагназавання для гэтых ста- 
тыстык, былі пабудаваны “падстановачные” прагназуючыя статыстыкі пры 
невядомых каэфіцыентах аўтарэгрэсіі і асімптатычныя раскладанні рызыкаў 
прагназавання для гэтых статыстык.
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Статистическое прогнозирование авторегрессионных временных рядов в 

условиях гетероскедастичности и пропущенных значений

Ключевые слова: авторегрессия, гетероскедастичность, пропущенные зна
чения, оценивание параметров, прогнозирование, риск прогнозирования.

Объектом исследования являются авторегрессионные временные ряды с 
гетероскедастичностью и пропущенными значениями. Целью работы явля
ются новые статистические оценки параметров, прогнозирующие статистики 
и алгоритмы статистического анализа и прогнозирования для авторегресси
онных временных рядов в условиях гетероскедастичности и пропущенных 
значений. В работе использованы методы математического анализа, теории 
вероятностей, математической статистики и случайных процессов.

В работе рассмотрены два типа искажений модели наблюдения авторе
грессионных временных рядов: гетероскедастичность и пропущенные значе
ния. Для авторегрессионных временных рядов с гетероскедастичностью до
казаны свойства состоятельности и асимптотической нормальности классиче
ской оценки наименьших квадратов коэффициентов авторегрессии, вычислен 
среднеквадратический риск прогнозирования при наличии ошибки в задании 
коэффициентов авторегрессии, построено асимптотическое разложение риска 
прогнозирования при использовании оценки наименьших квадратов коэффи
циентов авторегрессии. Для авторегрессионных временных рядов с пропу
щенными значениями построены новые статистические оценки параметров 
и доказаны их свойства состоятельности и асимптотической нормальности, 
построены оптимальные в смысле критерия максимума правдоподобия про
гнозирующие статистики и вычислены риски прогнозирования для этих ста
тистик при известных коэффициентах авторегрессии, построены “подстано
вочные” прогнозирующие статистики и асимптотические разложения рисков 
прогнозирования для этих статистик при неизвестных коэффициентах авто
регрессии.
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Аііакзапсіг Нигуп
З^аіізіісаі РогесазІіп§ оГ Аійоге^геззіуе Т іт е  Зегіез йпсіег Неіегозсесіазійсііу

ап(і Міззіп^ Уаійез

Кеу \Уогсіз: АиЪоге^геззюп, НеЪегозсейавИсйу, Міззт§ Уаійез, Езіігпаііоп 
о5 Рагатеіегз, Сопзізіепсу, Азутріоііс ІЧогтаІку, Рогесазйіп^, М ахітйт 
ЬікеІіЬоосІ МеіЬосІ. Кізк Рогесаз1лп&.

ТКе оЬдесі о/ гпуезігдаігоп із айіоге^геззіус ііт е  зегіез йшіег 
Ьеіегозсссіазіпску апсі тіззіп§ уаійез. ТНе аіт о/ юогк із гЬе псту зШізіісаІ 
евгітайогз оГ ^Ье рагатеЪегз, рЬе {отссав^т^; зіаіізіісз апсі іЬе аІ^огШітв 
оі' з'Ьаііз'Ьісаі апаіузіз апсі ЬгесазІ.іпе іоі айіоге^гезвіуе і;іше зегіез йпсіег 
Ь.е̂ еговсесіаз'Ьісі'Ьу апсі тіззіп^ уаійез. ТНе гпеіНоЛз о! таШетайісаІ апаіузіз, 
ргоЬаЬШ-Ьу Леогу, таі;Ьета1;іса1 зРаРіз-Ьісз апсі гапсіот ргосеззез ійіеогу аге йзесі 
іп ЪЬе шогк.

ТЬе сопзізііепсу апсі РЬе азутріоілс поппаійу о5 іЬе сіаззісаі ІеазР 
здйаге ез1;іта(;ог (Ь8Е) Ше соеШсіепіз о? айіоге^геззіуе Ілте зегіез йпсіег 
Ье*.егозсесіаз1лсііу ахе ргоуесі іп іЬс \Уогк, аші іЬе ехргеззіопз &г іЬе Уесгог 
о? таіЬетаІпсаІ ехресШіоп апсі &г іЬе соуагіапсс таУ іх азутр1:оІ;іс 
сіізРгіЬй і̂оп о! "ЬЬе ЬЗЕ-ез^ітаІог ахе Ьйгкі. ТЬе шеап з^иа^е гізк сй &гесаз*;іп§ 
іог ай^оге^геззіуе ііте  зегіез йпсіег Ьеіегозсесіазіісііу апсі тіззресійсаііоп оі 
іЬе айіоге^геззіуе соеШсіепіз із еуаійаіесі, апй Ле азутріюілс схрапзіоп оі 
іЬе гізк оі Ьгесаз1-,іп§ оГ айіоге^геззіуе {ате вегіез йпсіег Ьеіегозсесіавііску 
апсі езііта^есі Ьу ЬЗЕ-теіЬосІ соеШсіеггіз із сопзігйсіеск ТЬе пе\у зйайізіісаі 
сзіішаіогз оГ рагатеіегз оі' іЬе уесіог аійоге^геззіуе (лте зегіез йпсіег тіззіп^ 
уаійез аге сопзішсіесі, апсі (Ье азутріюііс ргорейіез (сопзіз1;епсу агісі азутрісЛіс 
погтаіііу) аге ргоуесі. ТЬе орілтаі іп іЬе т а х іт й т  ІікеІіЬоосі зепзе &гесазІіп§ 
віаілзіасз аге сопзггйсЬес! !ог іЬе уесЛог аійоге^гезвіуе 1;іте зегіез ітсіег тіззіп^ 
уаійез апсі кпоші рагатеіегз, апсі іЬе таі.гіх гізкз аге еуаійаіесі. ТЬе “р1й§- 
іп” ЬгесазІіп§ з1;а'Ьіз1;ісз іот РЬе уесЬог аіАоге^геззіуе іігпе 'ез йпсіег тіззіп§ 
уаійез апсі йпкпоу/п соейісіегйз апй Л е азутр1;о1;іс ехрапзіс ! іЬе таУіх гізкз
оГ ЬгесазЪтн; аге сопз'ЬгйсІесІ.


