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Класс Фиттинга F назовем классом Локетта, если имеет место F=F*, где F* – наименьший из классов Фиттинга, 

содержащий класс Фиттинга F  такой, что (G  H)F* = G F*  HF* для всех групп  G и H. Класс Фиттинга F  удовлетво-

ряет гипотезе Локетта, если справедливо равенство F* = F* ∩ S*. Доказано, что eсли F = (SpR)*Y,  где Y – такой локаль-

ный класс Фиттинга, что SpR ∩ Y = (1), то F удовлетворяет гипотезе Локетта и не является классом Локетта. Дока-

зано также, что если H = F*Yi, где F – конструкция класса Фиттинга, предложенная Бергером и Косси, {Yi | i ∈ I} – семей-

ство насыщенных радикальных гомоморфов таких, что Yi∩Yj=(1), ⋃i∈IYi = E, то найдется такое i ∈ I, что класс Фит-

тинга H не удовлетворяет гипотезе Локетта. 
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By Lockett class we shall mean Fitting class F if  F=F* is valid, where  F* – the least out of Fitting classes that contains such 

Fitting class F that the equation (G  H)F* = GF*  HF* is valid for all G and H groups. Fitting class F meets Lockett conjecture if 

the equation F
*

 = F* ∩ S
*

 is valid. It is proved that  if   F = (SpR)
*
Y, where Y – local Fitting class is such that Sp R ∩Y = (1), then 

F meets Lockett conjecture and is not Lockett class. It is also proved that if  H = F
*
Yi, where i ∈ I and F – Fitting class construc-

tion proposed by Berger and Cossey and {Yi | i ∈ I} – a family of saturated radical homomorphs such that Yi∩Yj=(1), ⋃i∈IYi = E, 

then there will appear such i ∈ I that Fitting class H does not meet Lockett conjecture. 

Key words: Fitting class, Lockett class, Lockett conjecture, local Fitting class, formation, radical homomorph. 

 

се рассматриваемые в работе группы ко-

нечны. 

Классическими объектами исследования в 

теории классов групп и ее приложениях явля-

ются разрешимые группы. Более полуторавеко-

вая история развития теории разрешимых групп 

связана с крупнейшими достижениями в этой 

области. 

Со второй половины 1960-х годов важное 

место в теории разрешимых групп стали зани-

мать исследования, связанные с классами Фит-

тинга. Напомним, что классом Фиттинга (или 

радикальным классом) называется класс групп, 

замкнутый относительно нормальных подгрупп 

и их произведений. 

Впервые классы Фиттинга упоминаются в 

статье Фишера [1] в 1966 году. В статье Фише-

ра, Гашюца, Хартли [2] впервые рассматрива-

ются классы Фиттинга конечных групп. В пер-

вой статье (1966 г.) классы Фиттинга были вве-

дены двойственным образом к формациям – 

классам групп, замкнутым относительно фак-

тор-групп и относительно подпрямого произве-

дения. Классы Фиттинга замкнуты относитель-

но нормальных подгрупп и прямого произведе-

ния нормальных X-подгрупп. Двойственность 

заключалась в том, что определение классов 

Фиттинга получалось из определения формаций 

заменой фактор-групп на нормальные подгруп-

пы. Ввиду двойственности формацию называют 

корадикальным классом (класс Фиттинга – ра-

дикальный класс). Двойственность наблюдается 

и в теории F-проекторов (формации) и  

F-инъекторов (классы Фиттинга). 

Следует отметить, что сам термин «класс 

Фиттинга» возник исходя из долгосрочной про-

граммы структурного анализа конечных групп, 

предложенной в 1938 году Х. Фиттингом, в ко-

торой впервые систематически использовался 

нильпотентный радикал групп. В дальнейшем 

В 

Ре
по
зи
то
ри
й В
ГУ



Веснік ВДУ. 2012. № 6(72) 

29 

классы Фиттинга стали рассматриваться и как 

самостоятельные объекты изучения. 

В 70-е годы XX века сформировался ряд 

проблем, связанных с построением структурной 

теории классов Фиттинга. Среди них централь-

ное место занимала общая проблема определе-

ния структуры класса Фиттинга, известная в 

теории классов групп под названием «гипотеза 

Локетта». Ее возникновение обусловлено ре-

зультатами Блессеноля–Гашюца [3] и Локетта 

[4], которые в терминах радикалов определили 

два обширных семейства классов Фиттинга: 

нормальные классы и классы, которые в даль-

нейшем стали называть классами Локетта. 

Напомним, что нормальный класс Фиттинга – 

такой класс Фиттинга F, у которого в любой 

группе G ее F-радикал GF является  
F-максимальной подгруппой G, и что каждому 

непустому классу Фиттинга F Локетт [4] сопос-

тавляет класс F*, который определяется как 

наименьший из классов Фиттинга, содержащий 

F такой, что для всех групп G и H справедливо 

равенство  
FFF

HGHG )( , и класс F
*
 как 

пересечение всех таких классов Фиттинга X, 

для которых X*=F*. Класс Фиттинга F называ-

ют классом Локетта [4], если F = F*. 

Гипотеза Локетта [4]. Каждый ли класс 

Фиттинга F определяется как пересечение неко-

торого нормального класса Фиттинга и класса 

Локетта, порожденного F? 

Класс Фиттинга F, удовлетворяющий гипо-

тезе Локетта, будем называть L-классом. Если 

же класс F не является L-классом, то мы будем 

называть его L -классом. 

Примечателен тот факт, что первоначально 

гипотеза Локетта была подтверждена для сле-

дующих отдельных случаев локального класса 

Фиттинга: наследственного (Брайс, Косси, 1975 г., 

[5]), классов вида XN, XSπSπR (Бейдлеман, Хаук, 

1979 г., [6]), классов вида X(∩p∊π SπSπR) (Дерк, 

Хоукс, 1992 г., [7]). Для произвольных локаль-

ных классов Фиттинга указанная гипотеза под-

тверждена в разрешимом случае в 1988 году 

Н.Т. Воробьевым [8] и в произвольном случае в 

1996 году Галледжи [9]. Кроме того, Е.Н. За-

лесской совместно с Н.Т. Воробьевым [10] была 

подтверждена гипотеза Локетта для ω-

локальных классов Фиттинга заданной характе-

ристики, причем эти классы являлись классами 

Локетта. Вместе с тем Бергер и Косси [11] уста-

новили, что это предположение неверно для 

нелокальных классов Фиттинга. 

Заметим, что семейство классов Локетта об-

ширно: оно содержит наследственные и обоб-

щенно наследственные классы Фиттинга (клас-

сы Фишера), а также классы Фиттинга, замкну-

тые относительно гомоморфных образов или 

конечных подпрямых произведений (в частно-

сти, формации Фиттинга). 

Ввиду результата Дерка и Хоукса Х.6.1 [7] 

естественно следующее обобщение гипотезы 

Локетта и понятия LX-класса. 

LX-гипотеза. Пусть X и F – классы Фиттин-

га, причем F ⊆ X. Класс Фиттинга F удовле-

творяет гипотезе Локетта в X, если справед-

ливо равенство  

F
*
= F* ∩ X

*
. 

Класс Фиттинга F тогда мы будем называть 

LX-классом. 

Однако проблема описания классов Фиттин-

га, не являющихся классами Локетта и удовле-

творяющих гипотезе Локетта, остается по-

прежнему актуальной. В данной работе описа-

ны новые классы Фиттинга, не являющиеся 

классами Локетта и удовлетворяющие гипотезе 

Локетта, а также построен новый контрпример 

к гипотезе Локетта. 

1. Вспомогательные результаты 

Теорема 1.1 [4, с. 164]. Если F – некоторый 

класс Фиттинга и X – насыщенный радикаль-

ный гомоморф, то (FX)* = F*X. 

Теорема 1.2 [7, с. 682]. Пусть X и Y – классы 

Фиттинга. Справедливы следующие утвер-

ждения: 

1) если X⊆ Y, то X* ⊆ Y* и X
*
 ⊆ Y

*
; 

2) (X
*
)
*

 = X
*

 = (X*)
*

 ⊆ X ⊆ X* = (X
*
)* = (X*)*; 

3) F ⊆ F
*

; 

4) если  Iii |F  – множество непустых 

классов Фиттинга, то *)*( 
IiIi

ii


 FF . 

Теорема 1.3 [7, с. 757]. Пусть p и q – раз-

личные простые числа. Тогда SqSp⊈S
*
. 

Теорема 1.4 [7, с. 762]. Класс Фиттинга F 

удовлетворяет гипотезе Локетта тогда и 

только тогда, когда F
*
= F* ∩ S

*
. 

Теорема 1.5 [12, с. 106]. Пусть классы Фит-

тинга X и Y таковы, что X является L-классом, а Y 

– насыщенная радикальная формация, тогда 

если класс X*Y является L-классом, то и класс 

X
*
Y является L-классом. 
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2. О гипотезе Локетта для классов Фит-

тинга, не являющихся классами Локетта 
Проблема описания классов Фиттинга, удов-

летворяющих гипотезе Локетта и не являющих-

ся классами Локетта, остается по-прежнему ак-

туальной. Следующая теорема доказана в клас-

се S всех конечных разрешимых групп.  

Теорема 2.1. Пусть F = (SpR)
*
Y, где Y –  

локальный класс Фиттинга такой, что  

SpR ∩Y = (1). Тогда F – L-класс, который не яв-

ляется классом Локетта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как SpR и Y –  

локальные классы Фиттинга, то из того, что 

произведение локальных классов Фиттинга яв-

ляется локальным классом Фиттинга, SpR Y яв-

ляется L-классом. Но SpR – класс Локетта, сле-

довательно, (SpR)*Y является L-классом. Таким 

образом, по теореме 1.5, ввиду того, что SpR – L-

класс, Y – насыщенная радикальная формация, 

(SpR)
*
Y также является L-классом. 

Остается показать, что класс F не является 

классом Локетта, т.е., что F≠F*. 

Если предположить, что F – класс Локетта, 

то (SpR)
*
Y = ((SpR)

*
Y)*. 

Но тогда учитывая, что Y – насыщенная ради-

кальная формация, то по теоремам 1.2 и 1.1 имеем 

((SpR)
*
Y)* = ((SpR)

*
)*Y = (SpR)*Y = SpR Y 

и справедливо равенство SpR Y = (SpR)
*
Y. 

Так как SpR   является L-классом, то  

(SpR)
*
 = SpR ∩ S

*
. 

Следовательно, (SpR ∩ S
*

) Y = SpR Y. 

Но тогда ввиду того, что Y – насыщенная  

радикальная  формация,  следует,  что   

(SpR ∩ S
*

)Y = SpR Y ∩ S
*
Y. 

Значит, SpR Y ∩ S
*
Y = SpR Y, и поэтому  

SpR Y ⊆ S
*
Y. 

Очевидно, что S pR ⊆ S
*

 Y.  

Следовательно, справедливо включение:  

SpR ∩ S
*
SpR ⊆ S*Y ∩ S

*
SpR. 

Ясно, что SpR ∩ S
*
SpR = SpR  

и S
*
Y ∩ S

*
SpR = S

*
 (Y ∩ SpR) = S

*
, так как  

Y ∩ SpR = (1) по условию. 

Следовательно, SpR ⊆ S
*

. 

Последнее противоречит тому, что по теоре-

ме 1.3 SpR ⊈ S
*
. Значит, наше предположение 

неверно и класс Фиттинга F не является клас-

сом Локетта.  

Теорема доказана. 

3. Контрпример к гипотезе Локетта 
В работе [11] Бергером и Косси доказано су-

ществование классов Локетта, которые не явля-

ются классами Фишера (в частности, нелокальны) 

и для которых гипотеза Локетта неверна.  

В работе [12] было доказано, что не каждый 

разрешимый р-локальный класс Фиттинга явля-

ется L-классом. В данном разделе с помощью 

указанных результатов мы построим новый 

пример разрешимого класса Фиттинга, опро-

вергающий гипотезу Локетта. 

Для построения таких классов будем исполь-

зовать конструкцию класса Фиттинга, предло-

женную Бергером и Косси [11].  

Пусть R – экстраспециальная группа порядка 

27 и экспоненты 3 и W – точный неприводимый 

R-модуль над полем GF(7) размерности 3. И 

пусть Y=WR. Обозначим через А группу авто-

морфизмов группы R. Пусть В=CA(Z(R)), Q – 

подгруппа кватернионов группы  B  и  X=Z(Q)Y. 

Следуя  [11], определим класс F  следующим 

образом: 

F = (G |  O2(G|O{2,3}(G))SnD0(X))S7S3S2,  

где D0(X) – класс всех конечных прямых произ-

ведений изоморфных копий группы X. 

В работе [11] доказано, что класс F является 

классом Локетта и не удовлетворяет гипотезе 

Локетта [7, с. 773]).  Нами в классе S всех ко-

нечных разрешимых групп доказана следующая 

теорема. 

Теорема 3.1. Пусть H = F
*
Yi, где i ∈ I и F – 

конструкция класса Фиттинга, предложенная 

Бергером и Косси в [10] и { Yi | i ∈ I } – семей-

ство насыщенных радикальных гомоморфов 

таких, что Yi∩Yj=(1), а ⋃i∈IYi = E. Тогда най-

дется такое i ∈ I, что класс Фиттинга H не 

удовлетворяет гипотезе Локетта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Методом от против-

ного. Предположим, что для каждого i ∈ I класс 

Фиттинга F
*
Yi является L-классом. Тогда со-

гласно теореме 1.4 (F
*
Yi)*

 = (F
*
Yi)* ∩ S

*
 для 

каждого i∈I. 

Так как Yi – насыщенный радикальный го-

моморф для любого i∈I, а F
*
 – класс Фиттинга, 
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то по теореме 1.2 имеем (F
*
Yi)* = (F

*
)*Yi для 

каждого i ∈ I. 

По второму утверждению теоремы 1.2 полу-

чим: (F
*
Yi)* = (F

*
)*Yi =F*Yi для каждого i ∈ I. 

Тогда, так как F
*
Yi для каждого i∈I является 

L-классом (по предположению) и, учитывая по-

следнее равенство, получаем: 

∩i∈I(F*
Yi)*

 = ∩i∈I(F*
Yi)*∩S

*
 = ∩i∈I((F*

Yi)*∩S
*
) 

= ∩i∈I(F*Yi∩S*
) =∩i∈I(F*Yi)∩S*

. 

Так как  

∩i∈I Yi = (1), то ∩i∈I(F*Yi)∩S*
 = F*∩S

*
. 

Окончательно имеем ∩i∈I(F*
Yi)*

 = F*∩S
*
. 

Докажем теперь, что ∩i∈I(F*
Yi)*

 = F
*

. 

Ввиду утверждения 2 теоремы 1.2 имеем 

(F
*
Yi)*

 ⊆ F
*
Yi для каждого i∈I. Следовательно, 

∩i∈I(F*
Yi)*

 ⊆ ∩i∈I(F*
Yi) = F

*
 (∩i∈IYi) = F

*
. 

Таким образом, ∩i∈I(F*
Yi)*

 ⊆ F
*

. 

С другой стороны, F
*

 ⊆ F
*
Yi для каждого 

i∈I. Тогда по утверждению 1 теоремы 1.2  

(F
*

)
*

 ⊆ (F
*
Yi)*

 

для каждого i∈I.  

По второму утверждению теоремы 1.2  

(F
*
)
*
 = F

*
, тогда F

*
 ⊆ (F

*
Yi)*

 для каждого i∈I. 

Следовательно, F
*

 ⊆ ∩i∈I(F*
Yi). 

Таким образом, из включений  

∩i∈I(F*
Yi)*

 ⊆ F
*
 и F

*
 ⊆ ∩i∈I(F*

Yi)*
 следует, что  

∩i∈I(F*
Yi)*

 = F
*

. 

Из равенств ∩i∈I(F*Yi)∩S*
 = F*∩S

*
   

и  ∩i∈I(F*
Yi)*

 = F
*
 следует, что F*∩S

*
 = F

*
. 

Ввиду результата Бергера–Косси [11] это про-

тиворечит тому, что F является L -классом.  

Следовательно, наше предположение невер-

но, и существует такое i∈I, что класс F
*
Yi явля-

ется L -классом. 

Теорема доказана. 
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