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О решеточных, гиперрадикальных  

и сверхрадикальных формациях конечных групп 
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В работе исследуются решеточные, гиперрадикальные и сверхрадикальные формации в классе Х конечных групп.  
Пусть Х – наследственная насыщенная формация. Тогда следующие утверждения эквивалентны: 1) любая наследственная насы-

щенная подформация из Х является решеточной в Х; 2) любая наследственная насыщенная подформация из Х является гиперрадикаль-

ной в Х; 3) любая наследственная насыщенная подформация из Х является сверхрадикальной в Х; 4) Х  состоит из групп с нильпотент-
ным коммутантом.  

Полученный результат используется при изучении конечных групп, представимых в произведение своих нормальных и обобщенно 

нормальных подгрупп.  
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The article deals with lattice, hyperradical and superradical formations in class X of finite groups.  

Let X be a hereditary saturated formation. Then the following statements are equivalent: 1) any hereditary saturated subformation of X is a 

lattice one in X; 2) any hereditary saturated subformation of X is hyperradical in X; 3) any hereditary saturated subformation of X is superradical 
in X; 4) X formation consists of groups with nilpotent commutant. 

The obtained result is used in the study of finite groups represented in the product of its normal and generalized normal subgroups.  
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ассматриваются только конечные группы. 

Радикальные формации, или формации 

Фиттинга, т.е. нормально наследственные фор-

мации групп, замкнутые относительно произ-

ведений нормальных (или, что эквивалентно, 

относительно порождений субнормальных) 

подгрупп, в настоящее время занимают одно из 

центральных мест в теории классов групп. 

Обобщая понятие субнормальности,  

в 1969 году Т. Хоукс ввел понятие  

F-субнормальной подгруппы в классе разре-

шимых групп. В 1978 году Л.А. Шеметков [1] 

распространил понятие F-субнормальности 

подгрупп на произвольные конечные группы. 

Пусть F – непустая формация. Напомним, что 

подгруппа H группы G называется  

F-субнормальной, если либо H = G, либо  

существует максимальная цепь подгрупп 

Н=Н0 Н1 … Нn=G такая, что Нi 
F

Н 1i  

для всех i =1, 2, …, n.  

В 1978 году Л.А. Шеметковым в [1] была 

поставлена проблема под номером 12: в каких  

 

случаях множество всех F -субнормальных 

подгрупп группы G образует решетку? Форма-

ции F, которые обладают данным свойством, в 

дальнейшем были названы решеточными. В [2] 

были описаны наследственные (разрешимые 

нормально наследственные) насыщенные фор-

мации F, являющиеся решеточными в классе 

всех групп (соответственно, всех разрешимых 

групп). Эти и последующие результаты о реше-

точных формациях вошли в [3]. 

В [4] было положено начало изучению 

сверхрадикальных формаций, т.е. нормально 

наследственных формаций групп F, замкнутых 

относительно взятия произведений F-субнор-

мальных F -подгрупп.  

В отличие от радикальных формаций для 

сверхрадикальных формаций F замена условия 

замкнутости относительно произведений  

F-субнормальных F-подгрупп на условие замк-

нутости относительно порождений F-субнор-

мальных F-подгрупп не является эквивалент-

ной. Этот факт приводит к задаче описания 

Р 
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формаций F, замкнутых относительно взятия 

порождений F-субнормальных F-подгрупп. 

Формации с таким свойством называются ги-

перрадикальными [5]. Отметим, что независи-

мо необходимость изучения гиперрадикаль-

ных формаций возникла в связи с исследова-

нием решеточных формаций (см. [2, 5–6]). В 

этих работах были описаны наследственные 

насыщенные (разрешимые) гиперрадикальные 

формации. 

Отметим, что перечисленные выше типы 

формаций исследовались в классе всех (разре-

шимых) групп. С [7] начинается изучение ре-

шеточных формаций в классе X. В частности, в 

[7] были установлены насыщенные наследст-

венные формации X, для которых любая насы-

щенная наследственная формация F является 

решеточной в X. 

Нам потребуется следующее определение. 

Определение. Пусть X – некоторый непус-

той класс групп. Формация F называется:  

а) решеточной в классе X, если в любой  

X-группе G множество всех ее F-субнор-

мальных подгрупп образует подрешетку ре-

шетки всех подгрупп группы G; 

б) гиперрадикальной в классе X, если F – 

нормально наследственная формация в X и F 

содержит каждую X-группу G = A,B , где A  

и B – F-субнормальные F-подгруппы в G; 

в) сверхрадикальной в классе X, если F – 

нормально наследственная формация в X и F 

содержит каждую X-группу G = AB, где A и B 

– F-субнормальные F-подгруппы в G. 

Целью данной работы является нахождение 

наследственных насыщенных формаций X, для 

которых семейства решеточных, гиперради-

кальных и сверхрадикальных формаций в клас-

се X совпадают. 

Предварительные результаты. В работе 

используются обозначения, определения и ре-

зультаты из [1, 3]. Закрепим обозначения за из-

вестными классами групп. Обозначим через N  

класс всех нильпотентных групп, через A − 

класс всех абелевых групп, через S − класс всех 

разрешимых групп, через NA − класс всех 

групп, имеющих нильпотентный коммутант. 

Известно [1], что класс NA является наследст-

венной насыщенной формацией. 

 

 

 

 

Напомним [1], что добавлением к нормаль-

ной подгруппе К группы G называется такая 

подгруппа H из G, что HK = G, но H1K ≠ G  

для любой собственной подгруппы H1 из Н.  

Через F(G) обозначается подгруппа Фиттинга 

группы G. 

Пусть F– некоторая непустая формация. То-

гда F-корадикалом группы G называется наи-

меньшая нормальная подгруппа из G, фактор-

группа по которой принадлежит F и обознача-

ется через G
F
. 

Пусть X – некоторый класс групп. Группа G 

называется минимальной не X-группой, если G 

не принадлежит X, а все собственные подгруп-

пы из G принадлежат X. Через M(X) будем 

обозначать класс всех минимальных не X-

групп. 

Сформулируем в виде лемм вспомогатель-

ные результаты, необходимые для доказатель-

ства основного результата. 

Лемма 2.1 [3]. Пусть F – непустая наслед-

ственная формация. Тогда справедливы сле-

дующие утверждения: 

1) если Н – подгруппа  группы G и G
F

Н, то 

Н – F-субнормальная подгруппа группы G; 

2) если H – F-субнормальная подгруппа  

и К − подгруппа группы G, то H∩K – 

F-субнормальная подгруппа в К; 

3) если Н1 и Н2 – F-субнормальные подгруп-

пы группы G, то Н1∩Н2 − F субнормальная 

подгруппа в G; 

4) если все композиционные факторы груп-

пы G принадлежат формации F, то каждая 

субнормальная подгруппа группы G является  

F-субнормальной; 

5) если H – F-субнормальная подгруппа 

группы G, то Н
g
 – F-субнормальная подгруппа в 

G для любого элемента g из G. 

Лемма 2.2 [3]. Пусть F – непустая форма-

ция, H и N – подгруппы группы G, причем N 

нормальна в G. Тогда справедливы следующие 

утверждения: 

1) если H F-субнормальна в G, то HN  

F-субнормальна в G, а HN/N  F-субнормальна  

в G/N; 

2) если N H, то подгруппа H F-суб-

нормальна в G тогда и только тогда, когда 

подгруппа H/N F-субнормальна в G/N; 

3) если подгруппа Н F-субнормальна в под-

группе К группы G, а К  F-субнормальна в G,  

то Н  F-субнормальна в G. 
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Лемма 2.3. Пусть F – наследственная ло-

кальная формация, имеющая постоянный ло-

кальный экран f. Если G М(F)∩S и Ф(G)=1,  

то G=[N]M, где N – единственная минимальная 

нормальная подгруппа группы G, причем N – 

абелева p-группа для некоторого простого p,  

а M – максимальная подгруппа группы G такая, 

что M M(f(p)). 

Доказательство проводится аналогично  

(с очевидными изменениями) доказательству 

теоремы 1.5 из [8]. 

Лемма 2.4 [9]. Пусть G – группа с единст-

венной минимальной нормальной подгруппой N, 

которая неабелева. Если р – простое число, 

делящее |N|, то существуют точный FpG-

модуль А и соответствующее фраттиниевое 

расширение А→ Е→›G. 

Основной результат.  

Теорема 3.1. Пусть X – наследственная на-

сыщенная формация. Тогда следующие утвер-

ждения эквивалентны: 

1) любая наследственная насыщенная под-

формация из X является решеточной в X; 

2) любая наследственная насыщенная под-

формация из X является гиперрадикальной в X; 

3) любая наследственная насыщенная под-

формация из X является сверхрадикальной в X; 

4) X NA. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим, что из 1) 

следует 2). Пусть X-группа G – контрпример 

минимального порядка. Тогда G= A1,A2 , где 

Аi – F-субнормальные F-подгруппы группы G,  

i = 1,2, и G не принадлежит F. 

Пусть N – минимальная нормальная под-

группа группы G. В силу 1) леммы 2.2 все ус-

ловия пункта 2) теоремы для факторгруппы 

G/N выполняются. Поэтому в силу выбора 

группы G имеем, что G/N  F. Так как X и F − 

насыщенные формации, то группа G имеет 

единственную минимальную нормальную под-

группу N=G
F 
и Ф(G)=1. 

Рассмотрим подгруппы A1N и A2N. Так как  

Аi − собственная F-субнормальная подгруппа  

X-группы G и N=G
F
, то нетрудно видеть, что 

АiN – собственная подгруппа G, i=1,2. Заметим, 

что АiN= АiF*(АiN), i=1,2. Согласно предложе-

нию 6.1.11 из [3] получаем, что АiN  F.  

Пусть Н – добавление к подгруппе N в груп-

пе G. Так как Ф(G)=1, то Н G. Из того, что X − 
формация, получаем, что G/N является  

 

 

 

X-группой. В силу насыщенности формации F 

из G/N=HN/N  H/H∩N  F и H∩N Ф(Н)  

по лемме 11.1 из [1] получаем, что Н F. Итак, 

G=HN, H  F  и  H∩N Ф(Н). 

Используя тождество Дедекинда, имеем 

АiN=АiN∩HN=N(АiN∩H), для i=1,2. 

Если предположить, что АiN∩H = 1,  

то АiN=N. Предположим, что А1N=N. В этом 

случае 

G= A1, A2 = A1N, A2 = N, A2 =A2N. 

Так как N=G
F
, то A2 не может быть  

F-субнормальной подгруппой в G. Следова-

тельно, можно считать, что АiN ∩ H 1, для 

каждого i = 1,2. 

Так как подгруппа АiN  F, то из наследст-

венности F по 1) леммы 2.1 следует, что под-

группа АiN∩H  F-субнормальна в АiN,  

для i=1,2. Отсюда и из F-субнормальности под-

группы АiN в G из 3) леммы 2.2 следует, что 

АiN∩H − F-субнормальная подгруппа в группе 

G, i=1,2. 

По условию формация F является решеточ-

ной в классе X, поэтому (АiN ∩H)
H
 – F-суб-

нормальная подгруппа группы G. Кроме того, 

из Н  F  и наследственности формации F име-

ем (АiN ∩H)
H  F. Обозначим Вi=АiN∩H, i=1,2. 

Рассмотрим подгруппу NВ1
H
. Если NВ1

H
=G,  

то G
F
В1

H
=G, что невозможно ввиду F-суб-

нормальности в G подгруппы В1H. 

Пусть В1
H

Н. Из G=HN, ввиду того, что 

NG и В1
HН следует, что NВ1

HG. Так как  

G = A1,A2  и A1 NВ1
H
, то G = NВ1

H
A2. Таким 

образом, получаем 

G=NВ1
H
A2=NВ1

H
NB2=NВ1

H
B2. 

Так как B2 NH(В1
H
), то В1

H
B2 − подгруппа 

из Н. Тогда из F-субнормальности в G под-

групп В1
H
 и B2 следует, что В1

H
B2 = В1

H
, B2 −  

F-субнормальная подгруппа в G. Это невоз-

можно ввиду равенства G = G
F
(В1

H
B2). Значит, 

G  F. Противоречие. Доказано, что F − гипер-

радикальная подформация в X. 

Если наследственная насыщенная формация 

F X является гиперрадикальной в X, то оче-

видно, что она является сверхрадикальной в X, 

поэтому из 2) следует 3). 
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Установим, что из 3) следует 4). Предполо-

жим, что множество X\NA не пусто, и выберем 

в нем группу G наименьшего порядка. 

Пусть N – минимальная нормальная под-

группа группы G. Ясно, что G/N NA. Так как 

NA – насыщенная формация, то N – единствен-

ная минимальная нормальная подгруппа в G  

и Ф(G)=1. Возможны два случая. 

1. N – абелева группа. Так как G/N NA S, 

то G разрешима. В этом случае нетрудно пока-

зать, что в G найдется максимальная подгруппа 

М такая, что G = [N]M, где N=CG(N)=F(G) – 

элементарная абелева р-группа (р – некоторое 

простое число), а М NA. Так как X – наследст-

венная формация, то группа G является мини-

мальной не NA-группой. По лемме 2.3 получа-

ем, что М является минимальной не A-группой, 

т.е. группой Миллера–Морено.  

Так как М является неабелевой группой, то в 

М найдутся, по крайней мере, две несопряжен-

ные максимальные подгруппы Н1 и Н2, причем 

Нi A, i =1,2. 

Рассмотрим подгруппы Т1=NH1 и T2=NH2. 

Так как Ti G и G M(NA), то Ti NA, i=1,2.  

Из G
NA

=N Ti, по 1) леммы 2.1 следует, что 

Ti является NA-субнормальной подгруппой в G 

для i=1,2.  

Заметим, что М=Н1Н2. Отсюда следует, что 

G=T1T2. Рассмотрим подформацию F=X∩NA 

формации X. Так как F является наследствен-

ной насыщенной формацией, то по условию F 

является сверхрадикальной формацией в X.  

Так как X – наследственная формация и G X, 

то Ti – F-субнормальная F-подгруппа в G, i=1,2. 

Поэтому G NA. Получили противоречие с вы-

бором G. Таким образом, доказано, что 

X∩S NA.  

2. Пусть N – неабелева группа. Так как 

G M(NA) и Ф(G)=1, то нетрудно видеть, что  

G = N – простая группа и G
NA

 = G. Так как G не 

является абелевой, то в G найдется подгруппа 

S, являющаяся минимальной не A-группой, т.е. 

группой Миллера–Морено. Известно, что она 

либо примарна, либо бипримарна. Так как G – 

простая группа, то |π(G)| 3. Поэтому найдется 

р π(G) такое, что р π(S). Тогда по лемме 2.4 

существует точный фраттиниевый FpG-модуль 

А и групповое расширение А→Е→›G такое, что  

 

 

 

 

 

 

найдется элементарная абелева р-подгруппа 

К Е такая, что К G-изоморфна А, К Ф(Е)  

и Е/К G. Так как G X и X – насыщенная фор-

мация, то Е X. Рассмотрим S* – прообраз под-

группы S при естественном гомоморфизме : 

Е→Е/К G. Так как S*/K S и К – р-группа,  

р π(S), то К – нормальная силовская  

р-подгруппа в S*.  

По теореме Шура–Цассенхауза в S* найдет-

ся подгруппа Т  такая, что S*=KT и (| S*: К |, 

| S*: Т |) = 1. Заметим, что Т S и К F(S). Если 

K F(S*), то F(S*)=F(S*)∩S*=F(S*)∩KT= 

=K(F(S*)∩Т) и F(S*)∩ T 1.  

Пусть r π(F(S*)∩T). Ясно, что r р. Тогда 

для силовской r-подгруппы Q из F(S*) выпол-

няется Q СF(S*)(K) CS*(K)=K. Противоречие. 

Следовательно, F(S*)=K и S*/F(S*)=S*/K  

= T A. Значит, S* NA. С другой стороны, 

Е X и X – наследственная формация, следова-

тельно, S* X. Очевидно, S* разрешима. По-

этому S* X∩S. В первом случае было доказа-

но, что X∩S NA. Поэтому S* NA. Противо-

речие. Следовательно, X NA. Доказано, что  

из 3) следует 4). 

Доказательство, что из 4) следует 1) вытека-

ет из теоремы 3.1 [7]. Теорема доказана.  

Заключение. Полученная выше теорема 

может быть использована при изучении групп, 

представимых в произведение своих сверхраз-

решимых нормальных и обобщенно нормаль-

ных подгрупп. 

Пусть F=U – формация всех сверхразреши-

мых групп. Ввиду замечания 2 из [1, с. 93] под-

группа H разрешимой группы G является  

U-субнормальной в G тогда и только тогда, ко-

гда существует максимальная цепь подгрупп 

H=H0 H1 … Ht=G такая, что |Hi+1 : Hi| – про-

стое число для любого    i=0,1,… ,t-1. 

Следствие 4.1. Пусть G=AB, где A и B – 

сверхразрешимые U-субнормальные подгруппы 

группы G. Если коммутант G′ нильпотентен, 

то G  сверхразрешима. 

Так как нормальная подгруппа разрешимой 

группы является U-субнормальной в ней, то 

получаем следующий хорошо известный ре-

зультат. 

Следствие 4.2 [10]. Пусть группа G=AB, где 

А и В − нормальные сверхразрешимые подгруп-

пы в G. Если коммутант G′ группы G нильпо-

тентен, то группа G сверхразрешима. 
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Согласно [11–12] группа G=AB называется 

произведением взаимно (sn-перестановочных) 

перестановочных подгрупп A и B, если A пере-

становочна с любой (соответственно, субнор-

мальной) подгруппой из B, а B перестановочна 

с любой (соответственно, субнормальной) под-

группой из A.  

Лемма 4.3. Пусть разрешимая группа 

G=AB, где A и B – ее сверхразрешимые под-

группы. Если A и B – взаимно sn-пере-

становочные подгруппы, то A и B U-суб-

нормальны в G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если A=G, то G − 

сверхразрешимая группа. Тогда любая под-

группа из G является U-субнормальной в ней. 

Можно считать, что A≠G≠B. В подгруппе B 

найдется субнормальный ряд 

1=B0 B1 …  Bn=B 

с простыми индексами | Bj+1 : Bj |, j=0, 1, … , n-1. 

Тогда из A ≠ G следует, что существует j такое, 

что ABj+1≠ABj. Из |ABj+1:ABj|= 

= |Bj+1:Bj|:|(Bj+1∩A)Bj:Bj| и Bj (Bj+1∩A)Bj= 

= Bj+1∩ABj Bj+1 следует, что (Bj+1∩A)Bj =Bj. От-

бросив из ряда А=B0А B1А  …  Bn А=G по-

вторения, получаем ряд с простыми индексами. 

Следовательно, А − U-субнормальная подгруп-

па в G. Аналогично показывается, что B  

U-субнормальна в G. Лемма доказана. 

Следствие 4.4 [11]. Пусть группа G=AB яв-

ляется произведением взаимно перестановоч-

ных сверхразрешимых подгрупп группы G. Если 

коммутант G′ группы G нильпотентен, то G 

сверхразрешима. 

Следствие 4.5 [12]. Пусть группа G=AB яв-

ляется произведением взаимно sn-пере-

становочных сверхразрешимых подгрупп груп-

пы G. Если коммутант G′ группы G нильпо-

тентен, то G сверхразрешима. 
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