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о н и і л Й Ф Р А Г М Е Н Т )
Актуальность темы. Квантование симплектических многообразий 

является одной из важных задач современной математики и математической 

физики.

Квантовые произведения, возникающие при квантовании, активно 

применяются при редукции гамильтоновых систем с симметриями на 

пуассоновых многообразиях, для построения точных решений квантово

механических задач, а также в классическом и квантовом методе усреднения. 

Они тесно связаны с квантовыми группами, универсальными обертывающими 

алгебрами Ли и деформациями структур Ли-Г1уассона.

Сложность построения квантовых произведений определяется 

необходимостью включения в квантовые алгебры осциллирующих символов, а 

также требованием согласования квантового произведения с внутренней 

геометрией многообразия.

Указанные обстоятельства предопределяют актуальность темы настоящей 

диссертационной работы, ориентированной на исследование нового метода 

построения квантовых произведений над симплектическими многообразиями.

Целью диссертационной работы является исследование нового метода 

построения квантовых произведений над симплектическими многообразиями, 

основанного на использовании для построения квантовых объектов 

динамических уравнений в частных производных.

Общий методика исследования. Результаты диссертационной работы 

получены на основе комплексного использования методов теории уравнений в 

частных производных, методов некоммутативного анализа, методов 

дифференциальной и симплектической геометрии.

Научная новизна и практическая ценность. Работа носит 

теоретический характер. Полученные результаты позволяют осуществлять 

квантование пространств, не допускающих квантование другими методами, а 

также связать полученные формулы с внутренней геометрией исходных
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результатами:

• Изучен новый метод построения квантовых произведений на 

симилектических многообразиях, основанный на использовании 

динамических уравнений.

• С помощью этого метода построены точные (не асимптотические) 

квантовые произведения для плоскости с нестандартной связностью, 

плоскости с симплекгической структурой, зависящей от одной 

переменной.

• Установлено соответствие полученных результатов методам 

асимптотического и точного деформационного квантования.

• Установлена связь полученных формул с внутренней геометрией 

исходного многообразия.

Все полученные в диссертации результаты являются новыми и существенно 

расширяют арсенал математических методов, используемых для решения задач 

квантования гладких многообразий.

Личное участие автора. Вывод основного уравнения для интегрального 

ядра квантового произведения, а также постороение специальных координат, 

отвечающих квантовому произведению Вейля проведены автором совместно с 

профессором Карасевым М.В.. Вклад автора заключается в точном 

доказательстве всех теоретических результатов работы, а также в детальной 

разработке примеров применения полученных результатов и методов.

Результаты, выносимые на защиту:

• система дифференциальных уравнений в частных производных для 

интегрального ядра ассоциативного квантового произведения;

• конструкция квантового произведения для симплектических 

симметрических пространств;
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нециклическое) для плоскости с нестандартной связностью как 

с им метрического пространства;

• квантовое произведение для пространств со специальными (т- 

аффинными) координатами, отвечающими вейлевскому квантовому 

произведению, алгоритм построения таких координат;

• квантовое произведение для области двумерной плоскости с ш- 

аффинными координатами, симплектическая структура на которой 

зависит только от одной переменной, геометрия и особенности 

интегрального ядра квантового произведения.

Апробации результатов. Основные положения и результаты 

диссертации докладывались и обсуждались на научно-технических 

конференциях МГИЭМ (Москва, 2000-2004 гг.):

1. Квантование симплектических многообразий в аффинных координатах, 

Научно-техническая конференция студентов, аспирантов и молодых 

специалистов МГИЭМ., 2004.

2. Квантование и внутренняя динамика, Научно-техническая конференция 

студентов, аспирантов и молодых специалистов МГИЭМ., 2003.

3. Геометрия и квантование симметрических пространств, Научно- 

техническая конференция студентов, аспирантов и молодых специалистов 

МГИЭМ., 2002.

4. Исследование геометрических свойств формул квантования, Научно- 

техническая конференция студентов, аспирантов и молодых специалистов 

МГИЭМ, 2001.

5. Расширение вейлевских псевдо-дифференциальных операторов на гладкое 

многообразие, Научно-техническая конференция студентов, аспирантов и 

молодых специалистов МГИЭМ, 2000.

Объем работы и структура диссертации. Диссертационная работа 

состоит из введения, 3 глав основного текста, заключения и списка
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37 страниц

машинописного текста. Список литературы содержит 156 наименований. 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ.

Во введении приводится краткая характеристика диссертационной 

работы. Обосновывается актуальность выбранной темы, формулируется цель и 

основные задачи исследования, научная новизна и положения, выносимые на 

защиту. Излагается краткое содержание глав диссертации.

В самом широком смысле под квантованием обычно понимается переход 

от классической системы к соответствующей квантовой. При этом требуется 

сформулировать квантовую теорию, для которой исходная классическая 

система будет пределом в некотором смысле.

Исходная концепция квантования (которая теперь обычно называется 

каноническим квантованием) принадлежит Вейлю, фон Нейману и Дираку [13, 

20, 26]. Она заключается в попытке сопоставить наблюдаемым классической 

механики, которые являются действительными функциям /(р,д)  переменных 

(р,ц) = ( Е п - -Я,,) е Л" х К" (фазовое пространство), самосопряженные 

операторы (̂ { на гильбертовом пространстве так, чтобы были

выполнены соотношения:

(ц1) соответствие /  нэ (), линейно;

(ц2) 2, = 7, где 1 является единичной функцией, а / -  единичным оператором; 

(цЗ) для любой функции ф: К" К", для которой определены 2^./ и ф{@{ ) 

выполнено = ф(О,);

^ 4 )  операторы <2̂  и ()р] являются соответственно операторами умножения и 

дифференцирования по переменным цг

(я5) для всех квантуемых функций / и #  выполнено: [6/>б8] = (̂ б(/,8) •
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0 б л а с т ( 0 3 М А Ш Ш  ш йІрЫ Ы М  Ф Ід А П У І^ Н Т ) взывается

пространством квантовых наблюдаемых. В идеале хотелось бы, чтобы это 

пространство было достаточно большим (по крайней мере, содержало бы 

бесконечно дифференцируемые функции).

К сожалению, оказывается, что аксиомы (ц1) -  (ц5), взятые в 

совокупности, не являются согласованными [7].

Традиционно существует два подхода для решения этой проблемы. 

Первый подход сост оит в том, чтобы оставить аксиомы ^1), (ц2), (ц4) и (ц5), но 

ограничить пространство квантуемых функций.

Во втором подходе предлагается оставить аксиомы (ц1), (ц2) и (ц4), но 

потребовать, чтобы аксиомы (цЗ) и (ц5) были выполнены только 

асимптотически по параметру Ь при Ь ->0. Тогда оператор (), можно записать 

как некоторый осциллирующий интеграл. Если при этом функции /  и § лежат 

в подходящем пространстве, то композицию операторов ()/ и () можно 

записать как С?/бг -  для некоторой функции / * # ,  которая называется 

квантовым произведением Вейля функций /  и § .

Основная проблема квантования состоит в том, чтобы расширить два 

описанных выше подхода с пространства Ки на произвольное симплектическое 

многообразие. Первый подход приводит к геометрическому квантованию, а 

второй -  к деформационному квантованию.

Отправной точкой метода геометрического квантования является 

действительное симплектическое многообразие П (фазовое пространство) 

размерности 2н с симплектической формой <о. Целью геометрического 

квантования является сопоставление каждому такому многообразию (0,а>) 

сепарабельного гильбертова пространства 3  и отображения С?: /  г-> (У, из 

пространства М (О) (настолько большого, насколько возможно) квантуемых 

действительных функций на О , которое является алгеброй Ли относительно 

скобки Пуассона, в пространство самосопряженных линейных операторов на 3
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1. при все^о^1ЧМ(©1^1ДТБЛ'ЬИЬ1|ЙаФ1РАГ1'е1]Ё'ИТ}сУществУет
описанный выше треугольник) и рефлексии $а не имеют особенностей.

2. При некоторых (а,,А,,с,) система может не иметь решений (треугольник

может не существовать) и рефлексии Д, имеют особенности. В этом случае для 

построения квантового произведения необходимо сужать класс допустимых 

символов.

Последний случай разбирается более подробно на примере 

симплектической плоскости с особенностями: плоскости К1 с «-аффинными 

координатами (х1,х 2) и симплектической формой со =(\ + х \)^п ск2 л<&,. 

Данное пространство оказывается симметрическим относительно «-аффинной 

связности. Отображения симметрии $у здесь имеют особенности, поэтому в 

этом примере реализуется случай 2.

С помощью решения уравнения Шредингера получено интегральное ядро 

К 1' квантового произведения, фаза Ф (и) и амплитуда <Рх,у(и) которого 

определены при 1 + х[у] + у1и1 -  и,*, > 0.

Далее с помощью «-аффинных координат строится квантайзер 50, 

действующий в пространстве А2(-/г/2,л-/2). Для того, чтобы теперь построить 

ядро А"* соответствующего квантайзеру квантового произведения, необходимо 

сузить класс допустимых символов. А именно, допускаются только символы 

вида

Д а) = Д, («г) ехР { у  я2/о (я,)

где Д,(а2) = 5]/*(Д|)я* 1, функции /* -  кусочно-гладкие и выполнены
*>| '

соотношения: | / 0(а,)| <(1 + а,2) 1/2 и / 0(ч,) * ±(1 + я2)4 . Операторы, построенные 

из символов данного класса с помощью квантайзера За, являются
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ограничены ( в з ш ш м и т е т ш ы  й - Ф Р л г м е м т ў  оится ядро 

К "', которое сохраняет класс допустимых функций, описанный выше.

ІІдро К"' квантового произведения в этом примере имеет особенности 

(порожденные особенностями отображений симметрий .?,). Они представляют

собой поверхность в пространстве К3 = {(.с,,у,,к,)}, образованную тремя 

двуполостными гиперболоидами, симметрично расположенными относительно 

начала координат и пересекающимися строго попарно. При этом вне 

поверхности особенностей, в окрестности диагонали я, = у, = и,, интегральные 

ядра двух квантовых произведений, полученные выше, совпадают: К ‘1'= К Г‘. 

При этом фаза Ф 'х>у ( и ) =Ф Хі, ( й )  равна площади треугольника, для которого 

точки х , у  и и являются серединами сторон, а сами стороны инвариантны 

относительно отображений симметрии $х, иу и соответственно. После 

пересечения поверхности особенностей эти равенства нарушаются.

Список публикаций. Отдельные главы диссертации отражены в 2 печатных 

работах:
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