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Работа посвящена изучению неавтономных дифференциальных уравне
ний с обобщенными коэффициентами.

Одним из ключевых моментов при исследовании таких уравнений явля
ется тот факт, что, как правило, они содержат произведение обобщенной функ
ции на недостаточно гладкую, которое, как известно, не определено. И хотя 
вследствие этого рассматриваемая задача в общем случае является некоррект
ной, разнообразные приложения стимулируют развитие строгой теории диффе
ренциальных уравнений с обобщенными коэффициентами.

П. Антосиком, П.К. Дасом, С.Т. Завалищиным, Я. Курцвейлем, Я. Лиге- 
зой, Я. Микусинским, А.Н. Сесекиным, Р.Р. Шармой и другими математиками 
создан ряд подходов для изучения данной задачи. Отметим, что все эти подхо
ды приводят к различным решениям.

Другим ключевым моментом при исследовании данного класса уравне
ний является то, что даже при наличии корректного произведения обобщенной 
функции на недостаточно гладкую, правая часть уравнения может представ
лять собой разрывную функцию. Вследствие этого приходится рассматривать 
данную задачу в рамках теории дифференциальных включений. Существенный 
вклад в развитие этого направления внесли М.А. Айзерман, Ю.И. Алимов, 
Е.А. Барбашин, С.К. Зарембо, А .А. Леваков, М.А. Маршо, Ж.П. Обэн, 
Е.С. Пятницкий, А.А. Толстоногов, А.Ф. Филиппов, А. Челина и др.

Наиболее перспективным на сегодняшний день направлением в исследо
вании неавтономных дифференциальных уравнений с обобщенными коэффи
циентами является теория алгебр новых обобщенных функций или мнемофунк- 
ций. Применение данной концепции позволяет с единых позиций при доста
точно общих условиях получить решения в смысле всех изложенных выше 
подходов. Данный подход базируется на введении новых обобщенных функ
ций, которые, обладая основными свойствами распределений, допускают ассо
циативное умножение. Ю.В. Егоровым, Ж. Коломбо, Н.В. Лазаковичем и дру
гими были построены различные алгебры подобного рода объектов. Общий ме
тод построения таких алгебр был предложен А.Б. Антоневичем и Я.В. Радыно.

В настоящей диссертационной работе исследуются новые классы неавто
номных дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами в ал
гебре мнемофункций.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами и темами.
Диссертационная работа выполнена на кафедре функционального анализа 

БГУ в рамках следующих научных тем:
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1. №887/24 «Алгебраические и топологические структуры в теории диф
ференциальных и операторных уравнений».

Номер гос. регистрации -  20011616, время выполнения -  2001-2005 гг.
2. №805/24 «Дифференциально-операторные модели на тополого

алгебраических и неархимедовых структурах».
Номер гос. регистрации -  20063401, время выполнения -  2006-2010 гг.

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы является 
описание ассоциированных решений неавтономных дифференциальных урав
нений с обобщенными коэффициентами в алгебре мнемофункций. Для дости
жения поставленной цели решались следующие задачи:

1. Нахождение необходимых и достаточных условий существования и 
единственности решения уравнения в дифференциалах в алгебре мнемофунк
ций, которое соответствует неавтономному дифференциальному уравнению с 
обобщенными коэффициентами. Описание всех ассоциированных решений 
уравнения в дифференциалах в алгебре мнемофункций, соответствующего не
автономному дифференциальному уравнению с правой частью, содержащей 
произведение липшицевой функции и обобщенной производной функции огра
ниченной вариации.

2. Определение решения неавтономного дифференциального уравнения с 
правой частью, содержащей произведение разрывной функции и обобщенной 
производной непрерывной функции ограниченной вариации. Изучение доста
точных условий существования и единственности решения в смысле введенно
го определения. Исследование ассоциированных решений соответствующего 
уравнения в дифференциалах в алгебре мнемофункций.

3. Определение решения неавтономного дифференциального уравнения с 
правой частью, содержащей произведение разрывной функции и обобщенной 
производной кусочно постоянной функции. Поиск достаточных условий суще
ствования и единственности решения в смысле введенного определения. Опи
сание ассоциированных решений уравнения в дифференциалах в алгебре мне
мофункций, соответствующего неавтономному дифференциальному уравнению 
с правой частью, содержащей произведение разрывной функции и обобщенной 
производной кусочно постоянной функции.

Объектом исследования являются неавтономные дифференциальные 
уравнения с обобщенными коэффициентами. Предметом исследований являют
ся ассоциированные решения соответствующих уравнений в дифференциалах в 
алгебре мнемофункций.
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Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся следующие 
результаты:

1. Полная классификация ассоциированных решений уравнения в диффе
ренциалах в алгебре мнемофункций, соответствующего неавтономному диффе
ренциальному уравнению с правой частью, содержащей произведение липши- 
цевой функции и обобщенной производной функции ограниченной вариации.

2. Построение ассоциированных решений уравнения в дифференциалах в 
алгебре мнемофункций, соответствующего неавтономному дифферен
циальному уравнению с правой частью, содержащей произведение разрывной 
функции и обобщенной производной непрерывной функции ограниченной ва
риации.

3. Определения решений неавтономного дифференциального уравнения с 
правой частью, содержащей произведение разрывной функции и обобщенной 
производной кусочно постоянной функции, как решений соответствующих 
дифференциальных включений. Описание ассоциированных решений соответ
ствующего уравнения в дифференциалах в алгебре мнемофункций.

Все результаты, полученные в диссертации, являются новыми.

Личный вклад соискателя. Все основные результаты, приведенные в 
диссертации и выносимые на защиту, получены автором лично. Роль научного 
руководителя Н.В. Лазаковича состояла в постановке задач, рассматриваемых в 
работе, и анализе полученных результатов. Результаты, опубликованные совме
стно с Д.С. Павлик, принадлежат авторам на паритетных началах.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссерта
ции докладывались на:

— международных математических конференциях «Еругинские чтения -X» 
(Могилев, 2005), «Еругинские чтения -  XII» (Минск, 2007);

— международной математической конференции.«Богдановские чтения по 
обыкновенным дифференциальным уравнениям IV» (Минск, 2005);

— международной математической конференции «Аналитические методы 
анализа и дифференциальных уравнений» (Минск, 2006);

— международной математической конференции «Актуальные проблемы 
математики и компьютерного моделирования» (Гродно, 2007);

— международной математической конференции «Ьіпеаг апб поп-ііпеаг Ніе- 
огу оГ§епега1ігес! ГипсПот апб іГз арріісаііош» (Бендлево, Польша, 2007);

Результаты работы также докладывались на научном семинаре «Функ
циональный анализ и его приложения» (научные руководители -  профессор
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А.Б. Антоневич, профессор П.П. Забрейко и член-корреспондент НАН Белару
си Я.В. Радыно).

Опубликованность результатов диссертации. Основные результаты 
диссертации опубликованы в 11 научных работах. Среди них 4 статьи в науч
ных журналах (общий объём 1,85 авторских листа), 3 статьи в сборниках мате
риалов научных конференций и 4 тезиса докладов.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, об
щей характеристики работы, четырех глав, заключения и библиографического 
списка. Первая глава содержит обзор литературы и основных методов исследо
вания по теме диссертации. Основные результаты диссертации приводятся во 
второй, третьей и четвертой главах. Общий объем диссертации -  110 с., список 
использованных библиографических источников состоит из 92 наименований 
на 10 страницах.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В первой главе приводится обзор основных результатов по теории диф
ференциальных уравнений, содержащих произведение обобщенных функций, и 
теории дифференциальных уравнений с разрывной правой частью. Дается 
сравнительная характеристика классических методов исследования, указывает
ся основная литература по теме исследования.

Во второй главе рассматривается задача Коши для неавтономного диф
ференциального уравнения с обобщенными коэффициентами

|х (0 ) = х0, х{) е К, ( е Т  = [0,ог],

где / : Т К -  ограничена и удовлетворяет условию Липшица по обеим 
переменным, Ь -  обобщенная производная функции ограниченной вариации 
Ь : Г —> К, в алгебре мнемофункций.

Для рассматриваемого в этой главе класса уравнений использовались 
различные подходы. П. Антосик, Я. Лигеза, Я. Минусинский формализовали 
задачу (1) в рамках секвенциальной теории обобщенных функций. 
М.Т. Ашордия, П.С. Дас, С.Ж. Део, С.Ж. Пандит, Р.Р. Шарма интерпретирова
ли уравнение (1) как интегральное, где интеграл понимается в том или ином 
смысле. Я. Курцвейль, С Д ; Завалищин, А.Н. Сесекин аппроксимировали реше-
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ние задачи (1) решениями классических уравнений, которые являются аппрок
симациями уравнения (1).

В данной главе показано, что применение мнемофункционального подхо
да позволяет с единых позиций получать решения в смысле всех перечислен
ных выше подходов.

Исследованием автономного аналога задачи (1) в алгебре мнемофункций 
занимались А.Н. Ковальчук, В.Г. Новохрост. Неавтономную задачу (1) в алгеб
ре мнемофункций, но при других, нежели описанные ниже, условиях рассмат
ривали Н.В. Бедюк, О.Л. Яблонский.

В разделе 2.1 приводится конструкция алгебры мнемофункций и иссле
дуются условия существования и единственности решения уравнения в диффе
ренциалах в алгебре мнемофункций, которое соответствует уравнению (1).

Пусть К -вещественная прямая. На множестве всех последовательностей 
элементов из М введем отношение эквивалентности: (х„)~(у„), если сущест
вует такой номер N , что V« > А имеем х„ = у п. Обобщенным числом назовем
класс эквивалентности, а множество обобщенных чисел обозначим К . Произ
ведение двух обобщенных чисел с, и с2 определяется следующим .образом:

с ,-с2 = [ ( 4  -ся2)] , где с, = [ ( с ') ] ,/  = 1,2.

Очевидно, что К является алгеброй, причем К <г Й . Аналогично можно 
построить расширение Т отрезка Т = [0,ог]сК..

Выделим во множестве Й следующие подмножества

Я  = |й  е Й| Ь = [(/г,,)], Иа > 0 Уп е Н, 1іт й л = о | ,

/  = {й = [(йя)] е я|(1/и) = о(к„),п оо},

5’ = |й = [(/г „)]б Я |/гл =о(1/и),и-»оо|.

Далее, рассмотрим множество всех последовательностей бесконечно 
дифференцируемых на К функций. Также введем на этом множестве отноше
ние эквивалентности. Объявим (/„)-($?„) если существует номер N  такой что 
\/и > А  имеем /„(х) = $„(х) для всех хеЖ . Новой обобщенной функцией 
(мнемофункцией) /  назовем класс эквивалентности [(/„(я))] • Множество всех

новых обобщенных функций обозначим 3 (К ). Через з (Й ) обозначим алгебру 

мнемофункций вида / (х) = ̂ ( /л (хп))], где х = [ ( х „ ) ] е Ё ,а [ ( /„ ( х в) ) ] е З (К ) .

5



получаем, что 51-решение не определено в силу того, что решение задачи (12) 
не существует на отрезке [0,1].

Автор выражает искреннюю благодарность научному руководителю Ла- 
заковичу Николаю Викторовичу за постоянное внимание, ценные советы и мо
ральную поддержку, без которой выполнение данной работы не представлялось 
бы возможным, Яблонскому Олегу Леонидовичу за критические замечания и 
терпение, проявленное во время частых бесед, а также коллективу кафедры 
функционального анализа БГУ за создание теплой и дружественной атмосфе
ры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации. В результате проведения 
диссертационных исследований получены следующие основные результаты:

1. Дана полная классификация ассоциированных решений уравнения в 
дифференциалах в алгебре мнемофункций, соответствующего неавтономному 
дифференциальному уравнению с правой частью, содержащей произведение 
липшицевой функции и обобщенной производной функции ограниченной ва
риации [2].

2. Построены ассоциированные решения уравнения в дифференциалах в 
алгебре мнемофункций, соответствующего неавтономному дифференциально
му уравнению с правой частью, содержащей произведение разрывной функции 
и обобщенной производной непрерывной функции ограниченной вариа
ции [1, 3, 4, 5, 8, 9, 10].

3. Введены определения решений неавтономного дифференциального 
уравнения с правой частью, содержащей произведение разрывной функции и 
обобщенной производной кусочно постоянной функции, как решений соответ
ствующих дифференциальных включений. Описаны ассоциированные решения 
соответствующего уравнения в дифференциалах в алгебре мнемофунк
ций [6, 7, 11].

Рекомендации по практическому использованию результатов. Ос
новные результаты диссертации имеют теоретический характер. Полученные 
результаты могут быть применены также в физике, химии, биологии, экономи
ке и других науках при исследовании явлений, которые описываются неавто
номными дифференциальными уравнениями с обобщенными коэффициентами.
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РЕЗЮМЕ

Грушевский Владимир Владимирович

Неавтономные дифференциальные уравнения 
с обобщенными коэффициентами в алгебре мнемофункций

Ключевые слова: неавтономное дифференциальное уравнение с обоб
щенными коэффициентами, произведение обобщенных функций, алгебра мне
мофункций, обобщенный дифференциал, уравнение в дифференциалах, ассо
циированное решение уравнения в дифференциалах, дифференциальное вклю
чение.

Объектом исследования являются неавтономные дифференциальные 
уравнения с обобщенными коэффициентами. Предметом исследований являют
ся ассоциированные решения соответствующих уравнений в дифференциалах в 
алгебре мнемофункций. Целью диссертационной работы является описание ас
социированных решений неавтономных дифференциальных уравнений с обоб
щенными коэффициентами в алгебре мнемофункций.

В диссертационной работе получены следующие новые результаты:
1. Дана полная классификация ассоциированных решений уравнения в 

дифференциалах в алгебре мнемофункций, соответствующего неавтономному 
дифференциальному уравнению с правой частью, содержащей произведение 
липшицевой функции и обобщенной производной функции ограниченной ва
риации.

2. Построены ассоциированные решения уравнения в дифференциалах в 
алгебре мнемофункций, соответствующего неавтономному дифференциально
му уравнению с правой частью, содержащей произведение разрывной функции 
и обобщенной производной непрерывной функции ограниченной вариации.

3. Введены определения решений неавтономного дифференциального 
уравнения с правой частью, содержащей произведение разрывной функции и 
обобщенной производной кусочно постоянной функции, как решений соответ
ствующих дифференциальных включений. Описаны ассоциированные решения 
соответствующего уравнения в дифференциалах в алгебре мнемофункций.

Диссертация носит теоретический характер.
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РЭЗЮМЭ

Грушэўскі Уладзімір Уладзіміравіч

Неаўтаномныя дыферэнцыяльныя раўнанні 
з абагульненымі каэфіцыентамі ў алгебры мнемафункцый

Ключавыя словы: неаўтаномнае дыферэнцыяльнае раўнанне з 
абагульненымі каэфіцыентамі, здабытак абагульненых функций, алгебра 
мнемафункцый, абагульнены дыферэнцыял, раўнанне ў дыферэнцыялах, 
асацыяванае рашэнне раўнання ў дыферэнцыялах, дыферэнцыяльнае ўлучэнне.

Аб’ектам даследвання з’яўляюцца неаўтаномныя дыферэнцыяльныя 
раўнанні з абагульненымі каэфіцыентамі. Прадметам даследвання з ’яўляюцца 
асацыяваныя рашэнні адпаведных раўнанняў у дыферэнцыялах у алгебры 
мнемафункцый. Мэтай дысертацыйнай работы з’яўляецца апісанне 
асацыяваных рашэнняў неаўтаномных дыферэнцыяльных раўнанняў з 
абагульненымі каэфіцыентамі ў алгебры мнемафункцый.

У дысертацыйнай рабоце атрыманы наступныя новыя вынікі:
1. Дадзена поўная класіфікацыя асацыяваных рашэнняў раўнання ў 

дыферэнцыялах у алгебры мнемафункцый, адпаведнага неаўтаномнаму 
дыферэнцыяльнаму раўнанню, правая частка якога ўяўляе сабой здабытак 
ліпшацавай функцыі і абагульненай вытворнай функцыі абмежаванай 
варыяцыі.

2. Пабудаваны асацыяваныя рашэнні раўнання ў дыферэнцыялах у 
алгебры мнемафункцый, адпаведнага неаўтаномнаму дыферэнцыяльнаму 
раўнанню, правая частка якога ўяўляе сабой здабытак разрыўнай функцыі і 
абагульненай вытворнай непарыўнай функцыі абмежаванай варыяцыі.

3. Уведзены азначэнні рашэнняў неаўтаномнага дыферэнцЫяльнага 
раўнання, правая чайка якога ўяўляе сабой здабытак разрыўнай функцыі і 
абагульненай вытворнай кускова-пастаяннай функцыі, як рашэнняў адпаведных 
дыферэнцыяльных улучэнняў. Апісаны асацыяваныя рашэнні адпаведнага 
раўнання ў дыферэнцыялах у алгебры мнемафункцый,

Дысертацыя мае тэарэтычны характер.
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81ММАКУ

НшзЬейзкі ІЛасігітіг ІЛасІгітігауісЬ

Мопайіопотойз <іііТегеп4іа1 едйаііопз луііЬ ^епегаіігесі соеШсіепіз 
іп ІІіе а1§еЬга оГ тпетоійпсііопз

Кеуууогсіз: Ыопайіопотойз сШТегепІіаІ едйаііоп \уііЬ §епега1ігесі соеШсіепІз, 
ргоййсі оГ §епега1І2е(і ГипсПопз, аІ^еЬга о!1 тпетойтсііопз, §епегаНгес1 йійегеп- 
ііаі, едйаііоп іп сІІГГегепІіаІз, аззосіаіесі зоійііоп оГ іЬе ецйаііоп іп сІіЯегепІіаІз, сііі- 
Легепііаі іпсійзіоп.

ТЬе оЬіесі оі' іЬе гезеагсЬ із попайіопотойз ёійегепііаі еяйаііопз шііЬ §епег- 
аіігеё соеШсіепІз. ТЬе зиЬ]есг оЛ іЬе гезеагсЬ із аззосіаіесі зоіідііопз ок соггезропсі- 
іп§ едйаііопз іп ёійегепііаіз іп іЬе а1§еЬга ок тпешойдпсііопз. ТЬе рйгрозе ок іЬе 
гезеагсЬ із Ю дезсгіЬе аззосіаіесі зоійііоп о? іЬе попайіопотойз сЬЯегепйаІ ециаЦоп 
\уііЬ §епега1ігеё соеГЛсіепіз іп Йіе а1§еЬга оГтпетоГйпсІіопз.

ТЬе іо11оу/іп2 пе\у гезйііз Ьауе Ьееп оЬіаіпеё іп Ае іЬезіз:
1. Сошріеіе сіаззійсаііоп оЛ аззосіаіесі зоійііопз оГ едйаііоп іп сІіЯегепііаІз, 

^ЬісЬ соггезропсіз Ю попайіопотойз сІШ'егепІіаІ едйаііоп луііЬ ргогійсі оЛ ІлрзсЬіІг * 
ігіпсііоп апё §епега1ігес1 сісгіуаііуе оЛ йшсііоп оЛЬойпсіесІ уагіаііоп іп іЬе а1§еЬга оЛ 
шпетоійпсііопз із ^іуеп.

2. Аззосіаіесі воійііопз оГ ециаЛоп іп сіійегепйаіз, \уЬісЬ соггезроікіз Іо 
попайіопотойз сіійегспііаі ециайоп у/ііЬ ргоёйсі оЛсіізсопііпйоііз йтсііоп ап(І §еп- 
егаіігесі сіегіуаііуе оі’ сопііпйойз кйпсііоп оЛ Ьойпсіесі уагіаііоп іп Йіе аІ^еЬга о: 
тпегпоГйпсІіопз аге оЫаіпесІ.

3. ТЬе ёеііпіііопз Лог іЬе зоійііопз оГ попайіопотош ёійегепііаі ецйаііоп 
ууііЬ ргосійсі оЛ сіізсопііпйойз Шпсііоп апсі §епега1ігес1 сіегіуаііуе оЛ ріесе\уізе соп- 
зіапі Гйпсііоп іп Йіе зепзе оі' соггезропсіт§ сіійегепііаі іпсійзіопз аге §іуеп. 
Аззосіаіесі зоійііопз оі' соггезропсИп^ еяйаііоп іп сіііТегепііаІз іп іЬе а1§еЬга оі' 
тпетойтсііопз аге оЬіаіпесі.

ТЬе гезйЬз ок іЬе іЬезіз аге іЬсогеІісаІ.
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