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ВВЕДЕНИЕ

Изучение функциональных пространств и функциональных алгебр явля
ется одним из актуальных и активно развивающихся направлений анали
за. Основополагающие результаты были получены еще в работах Н. Винера, 
А. Берлинга, Л. Карлссона. Современные исследования базируются на общей 
теории коммутативных банаховых алгебр, построенной в работах И.М. Гель
фанда, М.А. Наймарка, С. Мазура, М. Стоуна и многих других. Теории функ
циональных алгебр, состоящих из аналитических функций, посвящены, на
пример, известные монографии К. Гофмана и Дж. Гарнета, а в монографии 
Т. Гамелина приведены результаты исследования равномерных алгебр (по
далгебр алгебры всех непрерывных функций на компакте).

В различных вопросах анализа естественно возникают банаховы алгебры, 
состоящие из ограниченных функций. Целью работы является детальное ис
следование таких алгебр, включая описание их пространств максимальных 
идеалов и сопряженных пространств.

Рассматриваемые в диссертации вопросы в первую очередь связаны с тео
рией операторов взвешенного сдвига. Исследование таких операторов требует 
выявления инвариантных подалгебр ограниченных функций, пространство 
максимальных идеалов которых может быть представлено в виде, доступном 
для исследования.

Рассматриваемые вопросы связаны с рядом других направлений. Напри
мер, сложность исследования сингулярных интегральных уравнений зависит 
от сложности пространства максимальных идеалов алгебры коэффициентов. 
Такие уравнения исследовались для непрерывных коэффициентов (Ф.Д. Га- 
хов, Н.И. Мусхилишвили, В.Г. Кравченко, Г.С. Литвинчук, Э.И. Зверович), 
кусочно-непрерывных коэффициентов (И.Ц. Гохберг, Н.Я. Крупник, И.Б. Си
моненко), коэффициентов с разрывами осциллирующего типа (Ю.И. Карло
вич, А.В. Лебедев, Е.В. Королева).

Среди других направлений, в которых возникают вопросы, связанные с 
исследованием конкретных функциональных алгебр, отметим теорию квази- 
кристалов. Структура этих физических объектов описывается с помощью ал
гебр квазипериодических функций. При этом линейные отображения, сохра
няющие такую алгебру, образуют группу симметрии квазикристаллической 
структуры (С.П. Новиков, И.А. Дынников, М.А. Шубин, А.Ф. Франк). Это 
приводит к вопросу об условиях квазипериодичности минимальной алгебры, 
инвариантной относительно заданного линейного отображения.

Рассматриваемые в диссертации вопросы также связаны с изучением 
дифференциальных уравнений, содержащих в качестве коэффициента 6-
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функцию Дирака. Использование сопряженных пространств к алгебрам раз
рывных функций позволяет корректно определить понятие решения для рас
сматриваемых уравнений (В.Я. Дерр, Д.С. Пешков, В.И. Родионов, К.С. Хо- 
ниг).

Из вышесказанного следует, что рассматриваемые в диссертации задачи 
являются актуальными и могут быть использованы для развития ряда на
правлений современного анализа.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами, темами
Диссертационная работа выполнена в рамках НИР по теме "Методы 

некоммутативного гармонического анализа в теории динамических систем 
с приложениями к задачам математической физики и экологии", входящей 
в государственную программу "Конвергенция" и при финансовой поддерж
ке БРФФИ (проект Ф13М-036 "Разработка приближенных методов решения 
нелинейных операторных уравнений и исследование отображений на обоб
щенных пространствах с мерой").

Цель и задачи исследования
Целью диссертационной работы является изучение некоторых банаховых 

алгебр ограниченных функций и приложение их свойств к исследованию 
смежных задач. Для достижения поставленной цели решались следующие 
задачи:

1. Построить пространства максимальных идеалов конкретных алгебр 
функций с разрывами первого рода и экспоненциального типа, описать со
пряженные пространства к этим алгебрам.

2. Сконструировать инвариантную подалгебру разрывных функций, на 
которой действие иррационального поворота не является строго эргодиче- 
ским, и тем самым построить пример разрывного коэффициента, для кото
рого спектр оператора взвешенного сдвига, порожденного иррациональным 
поворотом окружности, является кольцом.

3. Получить условия на линейное отображение, при которых наименьшая 
инвариантная банахова алгебра, порожденная заданной квазипериодической 
алгеброй, также является квазипериодической.

Объектом исследования являются подалгебры функций, содержащие раз
рывные функции, или состоящие из функций, определенных на некомпакт
ных пространствах. Предметом исследования являются: пространства мак
симальных идеалов рассматриваемых подалгебр; пространства, сопряженные
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к этим подалгебрам; минимальные расширения, инвариантные относительно 
заданных отображений.

Выбор объекта исследования обусловлен как его богатым математическим 
содержанием, так и разнообразными приложениями.

Научная новизна

Полученные в диссертации результаты являются новыми. Новизна и ос
новное содержание этих результатов заключаются в следующем.

1. Пространства максимальных идеалов алгебр функций с разрывами пер
вого рода на прямой и на плоскости и алгебры функций с разрывами экспо
ненциального типа построены явно, что позволило провести систематическое 
исследование таких алгебр и их приложений к другим задачам.

2. Впервые построена в явном виде инвариантная подалгебра разрывных 
функций, на пространстве максимальных идеалов которой действие иррацио
нального поворота не является строго эргодическим. Ранее пример оператора 
иррационального поворота, спектр которого является кольцом, не был изве
стен.

3. Новизна результатов о минимальном инвариантном расширении квази- 
периодической алгебры состоит в том, что в известных ранее примерах связь 
существования квазипериодического расширения с алгебраичностью матри
цы линейного отображения не была выявлена.

Положения, выносимые на защиту

1. Явное построение пространств максимальных идеалов и сопряженных 
пространств для ряда конкретных подалгебр, содержащих разрывные функ
ции.

2. Конструкция подалгебр в алгебре ограниченных функций на окруж
ности, инвариантных относительно иррационального поворота, па которых 
действие этого поворота не является строго эргодическим.

3. Доказательство того, что минимальное расширение заданной квазипе- 
риодической алгебры, инвариантное относительно линейного отображения, 
является квазипериодическим тогда и только тогда, когда соответствующая 
матрица является целой алгебраической.

Личный вклад соискателя

Все основные результаты, выносимые на защиту, получены автором лично. 
Роль научного руководителя А.Б. Антоневича состояла в постановке рассмот
ренных в диссертации задач и анализе полученных результатов. Результаты, 
опубликованные в соавторстве, принадлежат авторам на паритетных нача
лах.
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Апробация результатов диссертации

Результаты диссертациошшой работы докладывались на ряде междуна
родных конференций:

- международная научная конференция "Аналитические методы анализа 
и дифференциальных уравнений "(Минск, 2009 г.);

- международная научная конференция "Аналитические методы анализа 
и дифференциальных уравнений "(Минск, 2011 г.):

- международная научная конференция "XI Белорусская математическая 
конференция"(Минск, 2012 г.);

- VIII международная научно-практическая конференция молодых иссле
дователей "Содружество наук. Барановичи-2012"(Барановичи, 2012 г.);

- "Четвертая международная конференция, посвещенная 90-летию со дня 
рождения члена-корреспондента РАН, академика Европейской академии 
наук Л.Д.Кудрявцева"(Москва, 2013);

- XV международная научная конференция по дифференциальным урав
нениям "Еругинские чтения - 2013"(Гродно, 2013 г.);

- Крымская международная математическая конференция "КММК- 
2013" (Судак, 2013 г.);

- IV международная научная конференция "Современные методы и про
блемы теории операторов и гармонического анализа и их приложения 
(Ростов-на-Дону, 2014);

- XV международная научная конференция по дифференциальным урав
нениям "Еругинские чтения - 2014"(Новополоцк, 2014 г.).

Результаты работы неоднократно докладывались на научных семинарах 
кафедры функционального анализа БГУ (Минск, 2011, 2012, 2013, 2014 г.).

Опубликованность результатов диссертации

Основные результаты диссертации опубликованы в 14 научных работах, 
из них 4 статьи в научных изданиях в соответствии с пунктом 18 Положения 
о присуждении учёных степеней и присвоении учёных званий в Республике 
Беларусь (общим объёмом 1,7 авторского листа), 2 статьи в сборниках мате
риалов научных конференций и 8 тезисов научных конференций.
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Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, общей 
характеристики работы, 4 глав, заключения и библиографического списка. 
Первая глава содержит обзор литературы и основных методов исследования 
по теме диссертации. Основные результаты диссертации приводятся во вто
рой, третьей и четвертой главах. Полный объём диссертации составляет 144 
страницы, в том числе 3 рисунка занимают 1 страницу. Библиографический 
список содержит 80 наименований, включая собственные публикации автора 
по теме диссертации.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖ АНИЕ

В первой главе приводятся необходимые определения и обозначения, 
обосновывается целесообразность исследования конкретных инвариантных 
подалгебр в алгебре ограниченных функций, приведен краткий обзор лите
ратуры по теме.

Собственный идеал коммутативной банаховой алгебры А  называется мак
симальным идеалом, если он не содержится ни в каком другом собствен
ном идеале. Множество всех максимальных идеалов алгебры А обозначается
5р(А).

Линейный функционал /  : А —> С называется мультипликативным, 
если фт{х\хф) =  /Д я іД Д х г )  . Идеал является максимальным тогда и только 
тогда, когда он является ядром мультипликативного функционала.

Обозначим через / т  мультипликативный функционал, соответствующий 
максимальному идеалу т  е 5 р ( А) . Отображение, ставящее в соответствие 
элементу х  € А функцию х на 5р(А),  заданную формулой х(т)  =  / Д х ) , 
называется преобразованием Гельфанда, есть гомоморфное отображение ал
гебры А па. А , которое называется преобразованием Гельфанда. Функция х 
называется преобразованием Гельфанда функции х .

На множестве 8р(А)  всех максимальных идеалов коммутативной банахо
вой алгебры А задается т.н. *-слабая топология, в которой базу окрестно
стей максимального идеала та образуют множества вида

К г * , х „ } , е =  {т  6 5р(А) : |хі(ш) -  х {(гп0)\ < е,г =  1 ,р},

где Х\ , . .. , хр -  заданное конечное множество элементов алгебры .4, е > 0.
Пространство 5р(А)  максимальных идеалов алгебры А  с определен

ной выше топологией является компактным, а все функции х(тп) являются 
непрерывными.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
С труктура и объем диссертации

5



Теорема 4.8. [4] Подалгебра А + является квазипериодической то
гда и только тогда, когда сужение отображения а  на подпространство 
1пу{Нд0\а) задается целой алгебраической матрицей.

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации

1. Построены пространства максимальных идеалов алгебр функций с раз
рывами первого рода на прямой и на плоскости и алгебры функций с разры
вами экспоненциального типа; описаны сопряженные пространства к этим 
алгебрам. Даны приложения: 1) к задаче об определении решения диффе
ренциального уравнения с ^-коэффициентом; 2) к задаче о пополнении про
странства относительно не а-аддитивных мер. Показано, что пространства 
максимальных идеалов рассматриваемых подалгебр обладают топологиче
скими свойствами, представляющими интерес в общей топологии [1, 3, 5, 6, 
7, 8, 9, 13, 14].

2. Сконструирована инвариантная подалгебра разрывных функций, на 
пространстве максимальных идеалов которой действие иррационального по
ворота не является строго эргодическим. Дано приложение к исследованию 
спектральных свойств оператора иррациоанального поворота (2, 12].

3. Получены необходимые и достаточные условия на линейное отобра
жение а , при котором минимальное инвариантное и минимальное двусто
ронне инвариантное расширения заданной квазипериодической алгебры от
носительно отображения а  являются квазипсриодическими [4, 10, 11].

Принципиально новым в работе является пример оператора иррациональ
ного поворота, спектр которого является кольцом. Ранее такие примеры не 
встречались. Также новым является то, что необходимые и достаточные усло
вия квазипериодичности минимального инвариантного расширения записы
ваются терминах алгебраичности матрицы линейного отображения.

Рекомендации по практическому использованию результатов

Работа носит теоретический характер. Полученные результаты непосред
ственно связаны с исследованием спектральных свойств операторов; они име
ют также приложения в теории обобщенных функций, теории динамических 
систем, теории меры и общей топологии. Результаты диссертации могут быть 
использованы в учебном процессе на спецкурсах по функциональному ана
лизу и смежным дисциплинам.
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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
РЕЗЮ М Е

Глаз Анна Николаевна

Некоторые инвариантные подалгебры в пространствах 
ограниченных функций и их приложения

Ключевые слова: пространство максимальных идеалов, сопряженное про
странство, оператор взвешенного сдвига, квазипериодические функции, ми
нимальное инвариантное расширение.

Целью диссертационной работы является изучение некоторых банаховых 
алгебр ограниченных функций и приложение их свойств к исследованию 
смежных задач. Для достижения поставленной цели использовался метод 
сведения заданных алгебр к алгебрам непрерывных функций на простран
стве максимальных идеалов.

В диссертационной работе получены следующие новые результаты:
1. Построены пространства максимальных идеалов и сопряженные про

странства к алгебрам функций с разрывами первого рода на прямой и на 
плоскости и алгебры функций с разрывами экспоненциального типа. Даны 
приложения к задаче об определении решения дифференциального уравне
ния с 8 -коэффициентом. Новизна этих результатов состоит в том, что про
странства максимальных идсатов построены явно, а сопряженные простран
ства ранее не применялись к исследованию обобщенных функций.

2. Сконструирована инвариантная подалгебра разрывных функций, на 
пространстве максимальных идеалов которой действие иррационального по
ворота не является строго эргодичсским. Дано приложение к исследованию 
спектральных свойств оператора иррационального поворота. Новизна этих 
результатов состоит в том, что ранее не встречался пример оператора ирра
ционального поворота, спектр которого является кольцом.

3. Получены необходимые и достаточные условия на линейное отобра
жение а , при котором минимальное инвариантное и минимальное двусто
ронне инвариантное расширения заданной квазипериодической алгебры от
носительно отображения а  являются квазипериодичсскими. Ранее связь ква
зипериодичности расширений с алгебраичностью матрицы линейного отобра
жения не была выявлена.

Настоящие результаты являются новыми и согласуются с полученными 
ранее. Диссертация носит теоретический характер. Полученные результаты 
непосредственно связаны с исследованием спектральных свойств операторов. 
Они имеют также приложения в теории обобщенных функций, теории дина
мических систем, теории меры. Результаты диссертации могут быть исполь
зованы в учебном процессе при чтении специальных курсов.
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(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)
РЭЗЮ М Э

Глаз Ганна Мікалаеўна

Некаторыя інварыянтныя подалгебры ў прасторах абмежаваных 
функций і іх дадаткі

Ключавыя словы: прастора максімальных ідэалаў, спалучаная прастора, 
апсратар узважанага зруху, квазіперыядычныя функцыі, мінімальнае інва- 
рыяптные пашырэіше.

Мэта дысертацыйнай працы — вывучэнне некаторых банахавых алгебр 
абмежаваных функций і дадатак іх уласцівасцяў да даследавання сумежных 
задач. Для дасяпіешія пастаўленай мэты выкарыстоўваўся метад звядзення 
дадзеных алгебр да алгебр непарыўных функцый на прасторы максімальных 
ідэалаў.

У дысертацыйнай працы атрыманы наступныя новыя вынікі:
1. Пабудаваны прасторы максімальных ідэалаў і сііалучаныя прасторы да 

алгебр функцый з парывамі першага роду на прямой і на нлоскасці і алгебры 
функцый з парывамі экспаненцыяльнага тыпу. Дадзены дадаткі да заданы 
аб вызначэнні рашзння дыферэнцыяльнага раўнання з 5-каэфіцыентам. На- 
візна гэтых вынікаў складаецца ў тым, што прасторы максімальных ідэалаў 
пабудаваныя яўна, а спалучаныя прасторы раней не ўжываліся да даследа
вання абагульненых функцый.

2. Была пабудавана інварыянтная падалгебра парыўных функцый, на 
прасторы максімальных ідэалаў якой дзеянне ірацыянальнага павароту нс 
з ’яўляецца строга эргадычным. Дадзены дадатак да даследавання спектраль
ных уласцівасцяў аператара ірацыянальнага павароту. Навізна гэтых вынікаў 
складаецца ў тым, што раней не сустракаўся прыклад аператара ірацыяналь- 
нага павароту, спектр якога з ’яўляецца колцам.

3. Атрыманы нсабходныя і дастатковыя ўмовы на лінейнае адлюстраванне 
а , пры якім мінімальнае інва.рыянтнас і мінімальнае двухбакова інварыянт- 
пые пашырэнне дадзенай квазіперыядычнай алгебры адносна адлюстравання 
а  з ’яўляюцца квазіперыядычнымі. Раней сувязь квазіперыядычнасць пашы- 
рэпыія з алгебраічнасцю матрыцы лінейнага адлюстравання нс была выяў- 
лена.

Вынікі з ’яўляюцца новымі і адпавядаюць атрыманым раней. Дысертацыя 
носіць тэарэтычны характар. Атрыманыя вынікі непасрэдна звязаны з дасле- 
давашісм спектральных уласцівасцяў аператараў. Яны маюць таксама дадад- 
кі ў тэорыі абагульненых функцый, тэорыі дынамічных сістэм, тэорыі меры. 
Вынікі дысертацыі могуць быць выкарыстаны ў навучальным працэсе пры 
чытанні спецыяльных курсаў.
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81Ш М АКУ

Н1а/ Наина Мікаіаейпа

Зопіе іпуагіапі зиЪа1§еЪгаз іп іЬе зрасез оГ Ьойшіесі Кіпсііопз апН
іЬеіг арріісаііопя

КеуыоЫз: т ах іта і ісіеаі зрасе, сійаі зрасе, ^еі^ЬіесІ зЬіГі орегаіог, дйазі- 
регіоёіс ГйпсНопз, т іп іта і іпуагіапі ехіепзіоп.

ТЬе §оа1 о5 іЬе іЬезіз із ♦'■о яійсіу зоте ВапасЬ аІ^еЬгаз оС Ьойпсіе<і ійпсіісшз 
аші іЬеіг аррІісаНоп іо геіаіесі ргоЫетз. Тііе піеРЬосі оі' гссійстд; а ^іуеп аІ^еЬга 
Іо гЬе а1§еЬга оГ сопгіпйойз ілтсііопз оп гЬе тахігпаі ігіеаіз зрасе із йзесі 1о 
асЬіеуе іЬіз рйгрозе.

Тііе Ы іоу/іп^ пе\у гезйкз Ьауе Ьееп оМаіпесІ іп іЬе іЬезіз:
1. ТЬе тах іта і ісіеаіз зрассз апсі І-Ье сійаі зрасе оГ іЬе а1§еЬга оГ ГипсНопз 

у/ііЬ сНзсопІіпйШез о! іЬе йгзі кіпсі оп іЬе Ііпе апсі ой іЬс ріапе апгі іЬе аІ^еЬга 
оі Сйпсііопз у/ііЬ (Іізсопііпйіііез оГ ехропепііаі іуре Ьауе Ьееп сопзігйсіесі. 
АррІісаЫопз Іо ЬНе ргоЫет оі' сіеіегтіпіп^ Г.Ье зоІйНоп о? а сіііТегепііаІ едйаііоп 
шіНі іЬе 5 -соеШсіепі; шеге &іусп. ТЬе поуеНу о! кЬе гсзйііз із 'ЬЬа'Ь іЬе зрасе 
оі' т ах іт а і ісісаіз Ьаус Ьеоп сопзігйсіесі ехріісіііу ап<і іЬе сійаі зрасез Ьауе поі 
Ьесп ргеуіойзіу аррііесі іо іЬе зійсіу оі" ^епегаіігесі ійпсііопз.

2. Іпуагіапі. зйЬаІцеЬга оі" (іізсопііпйойз Гітсііопз оп іЬе тах іта і ісіеаіз зрасе 
оп \уЬісЬ іЬе асНоп о[ Ніе іггакіопаі гсЛаНоп із поі зігісііу сг^осііс Ьаз Ьееп 
сонзПйсіесІ. Ап арріісаііоп іо іЬе зійсіу оГ іЬс зресігаі ргореНіез оГ іЬе іггаііопаі 
гоіаНоп Ьаз Ьееп §іуеп. ТЬе поуек.у о[ іЬезе гезйікз із і.Ьа'Ь ап охатріе оГ іЬе 
ігга.НопаІ гоіаНоп орега!;ог шЬозе зресіш т із а гіп§ \уаз поі т е і  ргеуіойзіу.3. ТЬе песеззагу апсі зйШсіспі соікііііопз он а Ііпеаг тарріп§ а , йпсіег \уЬісЬ 
(;Ьс т іп іта і іпуагіагЛ агкі т іп іта і гі§,Ьі, іпуагіапі ехііепяіоп о? ЬНе ^іуеп дйаяі- 
регіосііс аІцеЬга \уііЬ гезресі іо іЬе тарріп^ <а аге дйазі-регіосііс, Ьауе Ьсеп 
оЫаіпесІ. ТЬе геІаііопзЬір Ьеііуееп дйазі-регіо(іісііу ехіепзіопз апсі аІ^сЬгаісііу 
оГ Ііпеаг шарріпд таН іх Ьаз по( Ьееп геуеаіесі еагііег.

ТЬе ргезепі гсзйііз аге пе\у апсі а^геесі тоЛ іЬе оЬіаіпесі еагііег. ТЬе гезйНз оГ 
іЬе Йезіз аге Ніеоіеіісаі. ТЬе гезйііз аге (Лгесііу геіаіесі іо ЬЬе орега^огз зресігаі 
ргорегНез. ТЬеу аізо Ьауе арріісаііопз іп іЬс Ніеогу оГ §епега1І7ес! ГйпсНопз, 
сіуйатісз зуаіетз Ніеогу, теазйге Леогу. ТЬе гезйііз о? іЬе Шезіз сап Ье аррііесі 
іпіо Ше есійсаНопаІ ргосезз у/Ьеп сіеііуегіпд; зресіаі сойгзез.
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