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Формация F  называется минимальной  -замкнутой  -насыщенной не H -формацией, если F  не содержатся в H , но все собст-

венные  -замкнутые  -насыщенные подформации формации F  содержатся в H . Используя теорию минимальных  -замкнутых  

 -насыщенных не H -формаций в данной работе доказано, что все -насыщенные подформации -насыщенной формации F  являют-

ся наследственными формациями тогда и только тогда, когда   n

F N N . 
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A formation F  is called a minimal  -closed -saturated non H -formation, if F H  but the class of groups H  contains each proper 

 -closed -saturated subformatin of F . Usin the theory of minimal  -closed -saturated non H -formation in this wort it has been proved that 

all -local subformations of the -local formation F  are s-closed if and only if   n

F N N .  
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се рассматриваемые группы предполагают-

ся конечными. Используется общепринятая 

терминология [1–4]. 

В группе G выберем некоторую систему 

подгрупп ( )G . Исходя из [3],   называется 

подгрупповым функтором, если выполняются 

следующие условия:  

(1) ( )G G  для любой группы G ;  

(2) для любого эпиморфизма и любых групп 

( )H A  и ( )T B  имеют место ( )H B   и 
1

( )T A 


 .  

Формация F  называется  -замкнутой, если 

τ(G) F  для любой группы GF . Для под-

групповых функторов 1  и 2  полагают 1 2  , 

если 1 2( ) ( )G G   для любой группы G . Под-

групповой функтор   называется замкнутым, 

если всегда из того, что ( )T H , ( )H G , 

следует ( )T G . Символом   обозначается 

наименьший замкнутый подгрупповой функтор 

со свойством   .  

Пусть   – произвольное непустое множест-

во простых чисел. Всякая функция вида  

   { } { формации групп}f  

называется  -локальным спутником [4]. Если 

все значения  -локального спутника f  явля-

ются  -замкнутыми формациями, то f  назы-

вается  -замкнутым  -локальным спутником. 

Символом LF f    обозначим класс групп 

( ( ) ( )G G O G f    и ( ) ( )pG F G f p  для всех 

( )p G   ) для любого произвольного  -ло-

кального спутника f . Пусть LF f  F , то 

говорим, что f  –  -локальный V -спутник 

формации F . В этом случае мы называем F   

 -насыщенной формацией. Если при этом все 

значения f  лежат в F , то f  будем называть 

внутренним  -локальным V -спутником фор-

мации F .  

Пусть X  – произвольная совокупность 

групп, p  – простое число. Тогда полагают  
 

form ( ( ) ), если ( );

, если ( ).

p

p

G / F G | G X p π

p 

 
 

 

X
X

X
( )F

 

V -спутник формации F  называется мини-

мальным  -значным  -локальным  

V -спутником формации F , если 

( ) form(G ( ) |f O G G   F)  и ( ) form( ( pf p F F ))  

для всех простых p  . Символом form( ) X  

обозначаем пересечение всех  -замкнутых  

 -насыщенных формаций, содержащих непус-

тое множество групп X . В частности, 

form( )s G  обозначает пересечение всех наслед-

В 
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ственных  -насыщенных формаций, содержа-

щих группу G . Формация F  называется мини-

мальной  

 -замкнутой  -насыщенной H -формацией, 

если F  не содержатся в H , но все собственные 

 -замкнутые  -насыщенные подформации 

формации F  содержатся в H .  

Общая теория минимальных  -замкнутых 

 -насыщенных не H -формаций построена ав-

тором в [5–9]. Целью данной работы является 

применение такой теории для доказательства 

следующей теоремы.  

Теорема 1. Пусть F  –  -насыщенная фор-

мация. Тогда следующие условия эквивалентны:  

(1) n

F N N ; 

(2) всякая  -насыщенная подформация из F  

является наследственной;  

(3) всякая однопорожденная  -насыщенная 

подформация из F  является наследственной;  

(4) F  состоит из разрешимых групп и вся-

кая однопорожденная  -насыщенная подфор-

мация из F  нормально наследственна;  

(5) F  состоит из разрешимых групп и вся-

кая  -насыщенная подформация из F  нор-

мально наследственна.  

В работе [5] нами доказана следующая ба-

зисная теорема.  

Теорема 2. Тогда F  в том и только в том 

случае является минимальной  -замкнутой 

 -насыщенной не 2N -формацией, когда 

form( )GF , где G  – такая  -минимальная не 
2N -группа с нефраттиниевым монолитом 

2

P G N , что либо P  – неабелева группа, и при 

( )p P     , G  –   -минимальная не  

( )pN N -группа, причем pP G
N N

, либо [ ]G P H , 

где ( )GP C P  – абелева p -группа, и при p   

H  – такая монолитическая  -минимальная не 

( )pN N -группа с монолитом pQ H
N N

, что 

( )Q H   и p  не делит Q .  

Лемма 1. Если form( ) XF , f  – мини-

мальный  -значный  -локальный V -спутник 

формации F , то справедливы следующие ут-

верждения: 

(1) ( ) form( / ( )  )f G O G G    X∣ ; 

(2) ( ) form( ( ))pf p F X  для всех p  ; 

(3) LF g  F , где ( )g   F  и ( ) ( )g p f p  

при всех p  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. См. доказательство 

леммы 5 [4].  

Лемма 2 (см. 17.6 [10]). Если P  – минималь-

ная нормальная подгруппа группы G , ( )P G  

и P  является абелевой группой, то [ ]G P H , 

где ( ) ( ) ( )G pP C P F G O G    для некоторого 

простого числа p .  

Теорема 3. Тогда F  в том и только в том 

случае является минимальной наследственной 

 -насыщенной не 2N -формацией, когда 

form( )s GF , где G  – такая минимальная не 
2N -группа с нефраттиниевым монолитом 

2

P G N , что  

(1) P G  – простая неабелева группа и при 

всяком ( )p G     , группа G  является ми-

нимальной не ( )pN N -группой; 

(2) [ ]G P H , где ( )GP C P  –  p -группа при 

некотором простом p  и [ ]H Q N , где 

( )HQ C Q  – q -группа при некотором простом 

q p , являющаяся монолитом группы H . При 

этом H  является минимальной не  

( )pN N -группой, если p  .  

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. 

Пусть для любой группы G  ( )G  обозначает 

множество всех подгрупп группы G . Тогда 

ввиду теоремы 2 form( )s GF , где G  – такая 

минимальная не 2N -группа с нефраттиниевым 

монолитом 
2

P G N , что либо P  – неабелева 

группа, и при ( )p P     , G  – минималь-

ная не ( )pN N -группа, причем pP G
N N

, либо 

[ ]G P H , где ( )GP C P  – абелева p -группа, и 

при p   H  – такая монолитическая мини-

мальная не ( )pN N -группа с монолитом 

pQ H
N N

, что ( )Q H   и p  не делит Q .  

Поскольку у группы G  каждая собственная 

подгруппа принадлежит 2N , то P G  – простая 

неабелева группа. Кроме того, поскольку 

G H , то H  – разрешимая группа, и поэтому 

ее монолит Q  абелев. Теперь, применяя лемму 

2, получаем, что F  удовлетворяет условиям (1) 

и (2).  

Достаточность вытекает из теоремы 2.  

Следствие 1. Тогда F  в том и только в том 

случае является минимальной наследственной 

 -насыщенной не (N N)-формацией, когда 

form( )s GF , где G  – такая минимальная не 

(N N)-группа с нефраттиниевым монолитом 

P G 
N N , что  
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(1) P G  – простая неабелева группа и при 

всяком ( )p G     , группа G  является ми-

нимальной не ( )pN N -группой;  

(2) [ ]G P H , где ( )GP C P  – p -группа при 

некотором простом p  и [ ]H Q N , где 

( )HQ C Q  – q -группа при некотором простом 

q p , являющаяся монолитом группы H . При 

этом H  является минимальной не ( )pN N -груп-

пой, если p  , и если p  , то H Q .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду теоремы 3 F  

в том и только в том случае является мини-

мальной наследственной  -насыщенной не 

(N N)-формацией, когда form( )s GF , где G  – 

такая минимальная не (N N)-группа с нефрат-

тиниевым монолитом P G 
N N , что  

1) P G  – простая неабелева группа и при 

всяком ( )p G     , группа G  является ми-

нимальной не ( )pN N -группой;  

2) [ ]G P H , где ( )GP C P  – p -группа при 

некотором простом p  и [ ]H Q N , где 

( )HQ C Q  – q -группа при некотором простом 

q p , являющаяся монолитом группы H , при 

этом H  является минимальной не ( )pN N -

группой, если p  .  

Заметим, что если PQ G , то PQ  N N , где 

PQN , и поэтому при p   имеем H Q .  

Достаточность вытекает из теоремы 2.  

Лемма 3 (лемма 10 [4]). Пусть form( )nl
 XF  

и f – минимальный 1nl


 -значный спутник фор-

мации F , то справедливы следующие утвер-

ждения: 

(1) 1( ) form( / (  ) )nf l G O G G

 
   X∣ ; 

(2) 
1( ) form( ( ))n pf p l F

 X  для всех p  ; 

(3) ( )LF gF , где ( )g   F  и ( ) ( )g p f p  

при всех p  . 

Теорема 4. Пусть группа G MN , где под-

группа N  нормальна в G , )  ( nN  N N . Тогда 

подгруппа form( )nM l G .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f  – мини-

мальный 1nl


 -значный спутник формации 

form( )nl GF . Для доказательства теоремы про-

ведем индукцию по | |G n . Пусть L  – нееди-

ничная подгруппа группы G . Тогда  

/ ( / ) / / )G L NL L ML L .  

При этом имеет место 

/ /( ) ( )nNL L N L N   N N . 

Значит, по индукции  

/( ) / . M M L ML L  F   

Следовательно, если в G  имеются две мини-

мальные нормальные подгруппы L  и R , то  

(( /( )) ( ) ,M M M L M R   F   

и теорема верна.  

Пусть L  – единственная минимальная нор-

мальная подгруппа в G . Понятно, что мы мо-

жем положить L N . Если N  – нильпотентная 

группа, то поскольку ( )MF G G , то ввиду тео-

ремы 2.3 [1]  

form(  ) .M G  F  

Пусть подгруппа N  ненильпотентна и 

( )F F N . Поскольку F  – характеристическая 

подгруппа в N , то F  нормальна в G . Поэтому 

L F . Кроме того, поскольку по условию тео-

ремы ( )nN  N N , то ( )nN N N . Это, в частно-

сти, означает, что L  является  -группой. До-

пустим, что F  не является примарной группой. 

Тогда поскольку силовские подгруппы характе-

ристичны в F , то она нормальна в G . Значит, в 

G  имеются по крайней мере две различные ми-

нимальные нормальные подгруппы. Получен-

ное противоречие показывает, что F  – примар-

ная группа.  

Пусть ( ) { }F p   и p  . Тогда  

( ) ( )p pF O N O G  . 

Кроме того, понятно, что ( ) 1pO G  . Значит, 

( ) ( )p pF G O G .  

Пусть ( )pD O G N . Тогда  

/ ( ) ( ) / ( )

/( ) . ( ) /

p p p

n

p

D O G O G N O G

N N O G N F 



   N N
 

Значит, ( )nD  N N  и G DM . Так как  

/ ( ) ( / ( ))( ( ) / ( )),p p p pG O G D O G DO G O G  

то 

/ ( )

( ) / ( ) form( / ( ))

form( / ( )) ( ).

p

p p p

p

M M O G

MO G O G G O G

G F G f p



 

 

 

Но тогда согласно теореме 2 [11]  
( ) . pM f p N F  

Теорема доказана.  

 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 .  

Импликация 1)  2) следует из теоремы 4. 

Импликация 2)  3) очевидна.  

Предположим. что n

F N N . Значит, ввиду 

теоремы 1 [9] в F  существует минимальная на-

следственная  -насыщенная не n

(N N)-подфор-
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мация M . Тогда ввиду следствия 1 

form( )s GM , где G  – такая минимальная не 

(N N)-группа с нефраттиниевым монолитом 

P G 
N N , что  

1) P G  – простая неабелева группа и при 

всяком ( )p G     , группа G  является ми-

нимальной не ( )pN N -группой;  

2) [ ]G P H , где ( )GP C P  – p -группа при 

некотором простом p  и [ ]H Q N , где 

( )HQ C Q  – q -группа при некотором простом 

q p , являющаяся монолитом группы H ,  

при этом H  является минимальной не  

( )pN N -группой, если p  , и если p  , то 

H Q .  

Рассмотрим случай, когда P G  – простая 

неабелева  -группа. Тогда ввиду теоремы 1 [8] 

формация M  является s -неприводимой и ее 

максимальная наследственная  -насыщенная 

подформация 1M  имеет внутренний наследст-

венный  -локальный спутник 1m  такой, что  

если a =

sform( если  a

p
m (a)= 





 


  X1

,

) ,
 

где X  – множество всех собственных подгрупп 

группы G .  

Учитывая, что у формации F  все ее собст-

венные  -насыщенные подформации наслед-

ственные, имеем  

form( ) form( ).s G l G  M  

Предположим, что   – тривиальный подгруп-

повой функтор, т.е. ( )A A  , для любой группы 

A . Применяя вновь теорему 1 [8] к формации 

1M , видим, что  

1( ) form( / ) (1).m G P    

Значит, form( (1)) X . Следовательно, каждая 

подгруппа из X  является единичной, и поэтому 

G  – группа простого порядка. Полученное про-

тиворечие показывает, что наше предположе-

ние неверно. Значит,   n

F N N . Аналогично 

проверяются все остальные случаи.  

Импликации 4)   1) и 5)  1) доказывают-

ся таким же образом. Теорема доказана. 

Следствие 1 [12]. Формация F  нильпотент-

на, если каждая ее подформация наследствен-

на.  

Следствие 2 [12]. Тогда и только тогда 

формация F  метанильпотентна, когда каж-

дая ее локальная подформация наследственна.  

Следствие 3. Тогда и только тогда группа 

G  есть расширение некоторой своей нильпо-

тентной  -подгруппы с помощью нильпо-

тентной группы, когда в формации form ( )l G  

нормально наследственны все ее  -локальные 

подформации.  

Следствие 4. Тогда и только тогда разреши-

мая группа G  есть расширение своей силовской 

подгруппы с помощью нильпотентной группы, 

когда в формации form ( )pl G  нормально наслед-

ственны все ее p -локальные подформации.  
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