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В теории формаций хорошо известна своими приложениями для изучения свойств подгрупп Холла конструкция клас-

са B (X) всех тех групп, холловская -подгруппа которых принадлежит локальной формации X. Блессенолем было уста-

новлено, что класс B (X) является локальной формацией для любой локальной формации X. В теории классов Фиттинга 

дуальный класс был определен в работах Хаука: как класс K (F) вcех тех групп, холловская -подгруппа которых при-

надлежит классу Фиттинга. В дальнейшем класс K (F) нашел широкое применение в решении ряда задач теории конеч-

ных разрешимых групп. В частности, Бризон посредством класса K (F) описал  F -радикалы холловых подгрупп, а Кусак 

посредством решеточных объединений и класса K (F) определил для нормальных классов Фиттинга критерий замкну-

тости относительно холловых -подгрупп. Получено описание структуры класса  K (F) для новых семейств частично 

разрешимых классов Фиттинга. 
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The construction of B (X) class of all the groups, the Hall -subgroup of which belongs to the local X formation, is well 

known in the theory of formations by its supplements for the study of the properties of Hall subgroups. Blessenohl found out that 

B (X) class is a local formation for any local X formation. In the theory of Fitting classes the dual class was defined in the works 

by Hauck as K (F) class of all the groups, the Hall -subgroup of which belongs to a Fitting class. Further, K (F) class was wide-

ly used in solution of a number of problems of the theory of finite soluble groups. Namely, Brison described, by means of  K (F) 

class,  F-radicals of  Hall subgroups, while Cusack defined, by means of frame junctures and K (F) class, criterion of locking in 

relation to Hall -subgroups for normal Fitting classes. The description of the structure of K (F) class for new families of partial-

ly soluble Fitting classes is obtained.  
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адача исследования классов групп посредст-

вом свойств прямых произведений радикалов и 

корадикалов групп тесно переплетается с зада-

чей изучения свойств самих групп и канониче-

ских подгрупп. В этом направлении ряд содер-

жательных результатов в классе S всех разре-

шимых групп был посвящен описанию структу-

ры холловых подгрупп, а также конструирова-

нию классов Фиттинга, определяемых свойства-

ми холловых подгрупп.  

В 1973 году Локетт определяет и описывает 

строение инъекторов групп для класса Lπ(X) 

всех групп, X-инъекторы которых содержат не-

которую холлову π-подгруппу этих групп [1]. 

Заметим, что в теории формаций хорошо из-

вестна своими приложениями для изучения 

свойств подгрупп Холла конструкция класса 

B (X) всех тех групп, холловская -подгруппа 

которых принадлежит локальной формации X. В 

1975 году Блессенолем было установлено, что 

класс B (X) является локальной формацией для 

любой локальной формации X [2].  

В теории классов Фиттинга аналогичная кон-

струкция была определена Хауком [3] в 1978 

году.  Хаук определил класс K (F) вcех тех 

групп, холловская -подгруппа которых при-

надлежит классу Фиттинга. Известно, что класс 

K (F) является классом Фиттинга [4]. Ряд работ 

Бризона [5–6], Кусака [6], Хаука [7] содержат 

ключевые результаты, связанные с описанием 

свойств и структуры класса K (F). Вместе с тем 

вопрос описания структуры классов Фиттинга, 

определяемых подгруппами Холла, остается от-

крытым. Целью настоящей работы является 

описание структуры новых семейств классов 

Фиттинга, определяемых подгруппами Холла.  

З 
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Необходимые сведения. Класс групп F на-

зывается классом Фиттинга, если F замкнут от-

носительно взятия нормальных подгрупп и  

произведения F-нормальных подгрупп. Если F – 

непустой класс Фиттинга, то подгруппа GF 

группы G называется F-радикалом группы  

G [4], если она является наибольшей из нор-

мальных подгрупп G, принадлежащих F. Про-

изведением классов Фиттинга [4] F и H назы-

вают класс всех тех групп G, факторгруппы по 

F-радикалу которых являются H-подгруппами. 

Хорошо известно, что произведение двух клас-

сов Фиттинга снова является классом Фиттинга 

и операция умножения классов Фиттинга ассо-

циативна (см. например IX.1.12 [4]). 

Пусть  – некоторое множество простых чи-

сел. Напомним, что подгруппа H группы G на-

зывается холловой -подгруппой, если порядок 

H является -числом, а индекс H в G –  

'-числом. Обозначим через Hall (G) множество 

всех холловых -подгрупп группы G.  

Класс Фиттинга F называют замкнутым от-

носительно холловых -подгрупп, если для лю-

бой группы G F ее холлова -подгруппа также 

принадлежит F. 

Для любого класса Фиттинга F Локетт [9] оп-

ределил класс F∗ как наименьший из классов 

Фиттинга, содержащий F такой, что для всех 

групп G и H справедливо равенство 

(G H)F∗=GF∗ HF∗, и класс F∗ как пересечение 

всех таких классов Фиттинга X, для которых 

X∗=F∗. Класс Фиттинга F называют классом 

Локетта, если F= F∗. 

В работе рассматриваются конечные -раз-

решимые группы. 

Пусть F – класс Фиттинга. Обозначим через 

K (F) класс всех групп из класса S всех конеч-

ных -разрешимых групп, холловы -под-

группы которых принадлежат F. Если F= , то 

положим K (F)= . В случае, когда =  и =P, 

положим K (F)=S  и KP(F)=F соответственно. 

Лемма 1 [6]. Если F – класс Фиттинга, то 

K (F*) = (K (F))*. 

Лемма 2 [10]. Если F – класс Фиттинга  

и H – радикальный насыщенный гомоморф,  

то (F H)*=F* H. 

Лемма 3 [3]. Если F – класс Фиттинга и  – 

некоторое множество простых чисел, тогда 

справедливо включение (F S )S K (F). 

Лемма 4 [3]. Пусть F и H – классы Фиттин-

га, тогда если F  H, то K (F)  K (H). 

Лемма 5 [9]. Если A – группа операторов 

группы G F∗, то [G,A] GF. В частности,  

G/GF – абелева. 

Основная часть.  В данном разделе описы-

вается структура новых семейств классов Фит-

тинга, определяемых подгруппами Холла. 

Теорема 1. Пусть F – класс Фиттинга и  – 

некоторое множество простых чисел. Класс 

Фиттинга K (F)= (F S )S  тогда и только то-

гда, когда K (F*)= (F S )*S . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что 

класс K (F) совпадает с классом (F S )S , тогда 

по лемме 1, 2 получим, что 
 

K (F*) = (K (F))* = ((F S )S )* = 

= (F S )*S . 
 

Пусть теперь  

K (F*)= (F S )*S . 

Тогда с учетом леммы 3 достаточно будет 

доказать, что класс Фиттинга K (F)  содержится 

в классе Фиттинга (F S )S . 

Предположим противное. Пусть G – группа 

минимального порядка из разности классов 

K (F) / (F S )S . Тогда факторгруппа G по G  

будет p-группой и, следовательно, G/G Sp и  

G   G(F S )S . Из того, что группа G не принад-

лежит классу Фиттинга (F S )S , следует, что 

p  Значит, G=O G). Теперь с учетом леммы 4 

получаем, что 

G  K (F*) = (F S )*S . 

Из этого следует, что  

G  (F S )*. 

По лемме 5 получим G   GF S . Значит, GF S
 

– F S -инъектор группы G. Так как  

G  K (F) и GF S
 
– F S -инъектор группы G, 

следовательно, GF S
 
содержит холлову -под-

группу группы G. Так как |G: GF S | – -число, 

то G  (F S )S . Полученное противоречие до-
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казывает исходное включение. Теорема доказа-

на. 

Теорема 2. Пусть F S  – класс Локетта и  

– некоторое множество простых чисел. Если 

существует некоторое простое число p  та-

кое, что  F S =(F S )Sp и K (F)=(F S )S , то 

(F S )=(F S )S . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим про-

тивное. Пусть G – группа минимального поряд-

ка из (F S )S \(F S ). Тогда |G:G(F S )| . 

Пусть R – регулярное сплетение групп G и Cp. 

Так F S  – класс Локетта, тогда R(F S )=(G*)F, 

где G* – база сплетения. Так как |R:G*|=p  и 

R(F S ) G*, следовательно,  

R (F S )S . 

Пусть теперь  

R(F S )Сp (F S )Sp. 

Так как G(F S ) (F S ) и Сp Sp, то  

R(F S )Сp (F S ). 

С учетом того, что G(F S ) – (F S )-инъектор 

группы G и теоремы 3.1 [9], получим, что R(F S ) 

– (F S )-инъектор группы G*.  

Предположим теперь, что  

R(F S )Сp R0 R, 

где R0 (F S ). Тогда  

R(F S ) R0 G* (F S ). 

Последнее противоречит тому, что R(F S ) – 

(F S )-инъектор группы G*. Значит, R(F S )Сp – 

(F S )-инъектор группы R.  

С другой стороны,  

|R:R(F S )Сp|=|G*:R(F S )|=m
p

. 

Так как R(F S )Сp содержит холлову -под-

группу группы R, то R (F S )S . Последнее 

противоречит тому, что R (F S )S . Следова-

тельно, наше предположение неверно и  

(F S )=(F S )S . 

Теорема доказана. 
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