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В статье рассматривается вопрос сходимости частичных сумм ряда Фурье Q p

-значных непрерывно-дифференцируемых функ-

ций, заданных на Z p
. Для функций, принадлежащих пространству 1(Z Q )p pC   при помощи интеграла Волкенборна, определены 

коэффициенты Фурье и частичные суммы ряда Фурье. Для введенных частичных сумм ряда Фурье получено представление через 

свертку функции с индикатором замкнутого шара и показано, что частичные суммы ряда Фурье являются локально постоянными 

функциями. Основным результатом, представленным в статье, является доказательство теоремы о том, что ряд Фурье функций 
1(Z Q )p pf C   сходится равномерно на Q p

. Также дана оценка скорости сходимости частичных сумм ряда Фурье непрерывно-

дифференцируемых и аналитических функций. 
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дной из центральных задач гармонического 

анализа является исследование связи меж-
ду гладкостью функции и сходимости ее ряда 

Фурье. Известен ряд результатов, полученных 

для C -значных функций. Если 1(T)f C , то ее 

ряд Фурье сходится равномерно на T . В случае 

если (T)f C , то ряд Фурье такой функции 

сходится почти всюду на T . Сходимость ряда 

Фурье непрерывных на Z p  
функций была рас-

смотрена М. Тейблесоном [1]. Было доказано, 
что ряд Фурье таких функций сходится равно-

мерно на Z p . 

В данной статье рассматривается вопрос 

сходимости ряда Фурье Q p -значных непрерыв-

но-дифференцируемых функций, заданных на 

Z p . Для функций, принадлежащих пространст-

ву 1(Z Q )p pC  , коэффициенты Фурье и час-

тичные суммы ряда Фурье вводятся при помо-

щи интеграла Волкенборна. Основным полу-

ченным  результатом  является  доказательство  

теоремы о том, что ряд Фурье функций 
1(Z Q )p pf C   сходится равномерно на Z p . 

Также дана оценка скорости сходимости час-

тичных сумм ряда Фурье непрерывно-

дифференцируемых и аналитических функций. 

Далее будем считать, что функция 
1(Z Q )p pf C  , если не оговорено иное.  
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Определение 1. Неопределенной суммой 

функции : Z Qp pf   называется функция Sf , 

заданная формулой 
1

0

( )( ) ( )
x

j

Sf x f j




  для xN , и 

продолжается по непрерывности на все Zpx  [2]. 

Определение 2. Интегралом Волкенборна 

функции 1(Z Q )p pf C   называется 

1

0
Z

( ) lim ( ) ( ) (0)

n

p

p
n

n
j

V f x dx p f j Sf







   [2]. 

Определение 3. Частичной суммой ряда 

Фурье функции ( ) : Z Qp pf t  будем называть 

функцию 
| |

( )( ) ( )
N

N k p

k p

S f x f kx


  , где Q / Zp pk ,  

( ) exp(2 { } )p px I x 
 

– аддитивный характер 

группы Q p , а 
z

( ) ( ) .
p

k pf V f t kt dt 
 

Основные определения теоремы неархиме-

дового анализа можно найти в [3–4]. 

 

Теорема 1. Частичную сумму ряда Фурье 

функции 1(Z )pf C  можно представить в ви-

де 
Z [ , ]

( )( ) ( ) ( )N

p

N

N B x p
S f x p V f t I t dt  , где 

[ , ]
( )NB x p

I x  – индикатор замкнутого шара с 

центром в точке x  радиуса 
Np

.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
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Следствие 1. Частичные суммы ряда Фурье 

функции 1(Z Q )p pf C  являются локально 

постоянными и, как следствие, равномерно не-

прерывными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть , Zpx y  такие, 

что | | Nx y p  . Это значит, что 

[ , ] [ , ]
( ) ( )N NB x p B y p

I t I t  . Тогда 
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k

p

p f k I t I t 
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Известно, что любую непрерывную функ-

цию можно представить в виде ряда Малера. В 

[2, с. 149] доказывается теорема о том, что 

функции Малера образуют ортонормированный 

базис пространства непрерывных функций. Для 

исследования свойств сходимости ряда Фурье 

произвольной непрерывно-дифференцируемой 

функции рассмотрим частичные суммы ряда 

Фурье функции Малера ( )
x

f x
m

 
  
 

. 

Вычислим интеграл Волкенборна от функ-

ции Малера. 

Лемма 1. Имеет место следующая формула 

Z

( 1)
.

1p

n m np x p
V

mm

  
 

 


 

(1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
0

( ) k

k

f a
k





 
   

 
 , 

тогда для неопределенной суммы верно равен-

ство 
1

1

( )( ) k

k

Sf a
k







 
   

 
  [2, c. 155]. В частно-

сти, 
1

S
k k

    
   

   
. Отсюда 
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p x

mp x Sf p x Sf
V

x xm  
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1 11 ( 1)
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1 1 1
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x x

p x p xp x p p

x m m mm m 

     
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Теорема 2. Пусть : Z Qp p

x
f x

m

 
 

 
е . 

Тогда 

a) частичная сумма ряда Фурье с номером 

N  функции ( )f x  определяется формулой  
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 (2) 

b) частичные суммы ряда Фурье сходятся к 

( )f x  равномерно на Z p . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  а. Известно, что  

для любого Nk  верна следующая формула  

[2, c. 138] 
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(3) 

В общем виде частичная сумма ряда Фурье 

функции ( )
x

f x
m

 
  
 

 определяется формулой 
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Вычислим нулевую и N -ю частичные сум-

мы ряда Фурье функции Малера. Пусть Zpx , 

тогда 
0
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0

,

max

( 1)

1

N
i i

i i

i i N

p

j m N
i m j N

i

i

p

x p x p

j m j

x p p

m j
j

 

 

  





   
   
   
      

  
  

  
    

   

 



 

0, 1

( 1)
max ,

1

i m j N
i

i Nj m

p

p

x p p

m j
m j





 

  
  

         


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0, 1

1 ( 1)
max ,

1
1

i
ii m j N

ii N
i Nj m

p

p

x p
x p p

m j m j
m j







 

 
  

   
          

 

 
 

0, 1

0, 1

max ,
| | | 1|

1
max .

| 1|

N N

j m

p p

N

j m

p

p p

m j m j

p
m j

 

 



 

  
  

    


 

 

Получаем, что для любого Zpx  имеет ме-

сто предел | ( ) ( )( ) | 0N pf x S f x   при N  . 

Из этого вытекает равномерная сходимость час-

тичных сумм ряда Фурье функции ( )
x

f x
m

 
  
 

 

на Z p . 

Теорема 3. Пусть 1(Z )pf C . Тогда ряд 

Фурье функции ( )f x  сходится равномерно на 

Z p . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 1(Z )pf C , 

тогда имеет место разложение функции ( )f x  в 

ряд Малера 
0

( ) m

m

x
f x f

m





 
  

 
 . Так как ряд Ма-

лера сходится равномерно на Z p , то по форму-

ле (2) частичная сумма ряда Фурье произволь-

ной непрерывно-дифференцируемой функции 

имеет вид 

0

1

0 1

,

0 0

( )( )

...
( ),

N m N

m

N

N

m m N m

m m

x
S f x f S

m

x x p
f f r x

m





 


 

 
  

 

  
  

 



 

 

где 
11

0 1

,

0

... ( 1)
( ) .

1

N m j Nm
N

N m

j

x x p p
r x

m jj

 




   
  

  
  

Очевидно, что для любого Zpx   

1

0 1

0 0

...
lim ( ).

N

N

m m
N

m m

xx x p
f f f x

mm

 



 

    
    

  
   

C учетом этого факта достаточно оценить сум-

му ,

0

( )m N m

m

f r x




 . 

Из теоремы 2 вытекает, что 
1

, 0, 1
| ( ) | max { | 1| }N

N m p pj m
r x p m j 

 
    для лю-

бого Nm  и для любого Zpx . А с учетом 

того, что функции Малера ортогональны на Z p , 

можно утверждать, что 

, 0, 1(Z )

1
( ) max .

| 1|p

N

N m j mC
p

r x p
m j



 

  
  

     

(4) 

Известно, что 1(Z )pf C  тогда и только то-

гда, когда lim | | 0m p
m

m f


  [2]. С учетом преды-

дущего свойства коэффициентов Малера непре-

рывно-дифференцируемой функции получаем 

,

0

1

0, 1
0

| ( ) | ( )

max {| 1| } .

N p m N m

m p

N N

m pj m
m p

R x f r x

p f m j Cp






  

 


 

   





 

Из предыдущего неравенства вытекает, что 

( ) 0NR x   при N  , из чего следует доказа-

тельство утверждения теоремы. 

Далее рассмотрим свойства сходимости ря-

дов Фурье аналитических функций. Так как 

аналитические функции принадлежат простран-

ству 1 (Z ) (Z )p pC C  , то для данного класса 

функций верны полученные выше результаты. 

С другой стороны, частичные суммы ряда Фу-

рье аналитической функции обладают рядом 

интересных свойств. 

Любая аналитическая функция ( )g x  пред-

ставима в виде ряда 
0

( ) k

k

i

g x g x




 , поэтому 

прежде всего вычислим частичные суммы ряда 

Фурье функции ( ) mf x x , Zpx . 

Теорема 4. Пусть : Z Qm

p pf x x е , то-

гда имеют место следующие утверждения: 

a) частичная сумма ряда Фурье с номером 

N  функции ( )f x  определяется формулой 

1

0 1 1

1
1

0 1

0

( )( ) ( ... )

( ... ) ( ) ;

N m

N N

jm
N j N m j

N m j

j m

S f x x x p x p

C x x p p B






 

 



    

  
 (5) 

b) частичные суммы ряда Фурье функции 

сходятся к ( )f x  равномерно на Z p . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  а. В общем виде 

частичная сумма ряда Фурье рассматриваемой 

функции имеет следующий вид: 

 

Z [ , ]

1

[ , ]
0

( )( ) ( ) ( )

lim ( ).

N

p

n

N

N

N B x p

p
n N m

B x pn
k

S f x p V f t I t dt

p k I k






 




 






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Вычислим последовательно нулевую и N -ю 

частичные суммы ряда Фурье функции Малера. 

Пусть Zpx , тогда 
0

i

i

i

x x p




 . Обозначим че-

рез { }Nx  остаток деления числа x  на Np , т.е. 

1

{ }

0

N
i

N i

i

x x p




 . 

Z

1

0

0

( )( ) ( ) lim ,

n

p

p
n m

m
n

k

S f x V f t dt p k B







    

где mB  – m -е число Бернулли [2]. Для любого 

N {0}m   знаменатель mB  свободен от квад-

ратов, т.е. числа Бернулли удовлетворяют сле-

дующему неравенству [2]  

| | .m pB p  (6) 

 

[ , ]

1

[ , ]

Z

0

( )( ) ( ) ( )

lim ( )

N

p

n N

N

N B x p

p
n N m

B x pn
k

S f x V f t I t dt

p k I k








 




 

 




 

{ } { } { }

{ }

( ) ( 2 ) ...
lim

( ( 1))

m N m N m

N N Nn N

N n N mn
N

x x p x p
p

x p p

 



     
  
    

 

 
( )

{ } { }

0

{ }

0

...

lim

( )

jm
m j

m j N

N N

j mn N

jn m
j n N m j

N

j m

x C x p

p

C x p p



 






 
  

 
  

  
 
 





 

 
1 1

( )

{ } { }

0 0

1

{ }

0

...

lim

( )

n N jp m
m j

m j N

N N

i j mn N

jn m
j n N m j

N

j m

x C x p

p

C x p p

  


  

 




 
  

 
  

  
 
 

 



 

 
1

( )

{ }

0

{ }
1

{ }

0

...

lim

( )

jm
m j

j N

N

j mm n N

N jn m
j n N m j

N

j m

C x p

x p

C x p p




 

 




 
 

 
   

  
 
 





 

 
1

( )

{ } { }

0

lim ( ...

( ) )

jm
m j

m n N j N

N N
n

j m

n N m j

x p C x p

p p




 






  

  



 

 
1

( )

{ } { }

0

( ) ( )

lim

(1 ... ( 1) )

jm
m n N j N m j

N N
n

j m

m j n N m j

x p C x p

p


  




  





 

   


 

11
( )

{ } { }

0 0

1
( )

{ } { }

0

lim

n Nj pm
m j N m j n N m j

N N
n

j im

jm
m j N m j

N N m j

j m

x C x p p i

x C x p B

 
   


 








 
    

 

  

 



 

1

0 1 1

1
1

0 1

0

( ... )

( ... ) ( ) .

N m

N

jm
N j N m j

N m j

j m

x x p x p

C x x p p B






 

 



    

  
 

b. Оценим разность | ( ) ( )( ) |N pf x S f x  с уче-

том | |m pB p , | | 1j

m pC   для любого 

N, 0,m j m   [2]: 

1

0 0

1 1

0 0

| ( ) ( )( ) |

( )

m m
N

i i

i i

i i

N p jjm N
i N m j

i m j

j im p

x p x p

f x S f x

C x p p B

 

 

 




 

   
    

   
  

 
  

 

 

 

 

1 1

0 0

1 1

0 0

( )

j m jjm N
i i

i i

j i i Nm

jjm N
i N m j

i m j

j im p

C x p x p

C x p p B


  

  

 




 

   
   

   
 

 
  

 

  

 

 

1

0

0, 1
1

0

,

max

( )

j m j
N

j i i

m i i

i i N
p

j m j
N

j i N m j

m i m j

i
p

C x p x p

C x p p B


 

 

 








    
    
     

  
  
  

   

 



 

1

0

0, 1
1

0

,

max .

( )

j m j
N

i i

i i

i i N
p N

j m j
N

i N m j

i

i
p

x p x p

p

x p p p


 

 


 






    
    
     

  
  
  
   

 



 

Получаем, что | ( ) ( )( ) | 0N pf x S f x   

при N  . Из этого вытекает равномерная 

сходимость частичных сумм ряда Фурье функ-

ции ( ) mf x x  на Z p . 

Замечание 1. Частичные суммы ряда Фурье 

степенных функций сходятся быстрее, чем час-

тичные суммы ряда Фурье функций Малера. 

Скорость сходимости частичных сумм ряда 

Фурье степенных функций не зависит от значе-

ния показателя степени, в то время как скорость 

сходимости частичных сумм ряда Фурье функ-

ций Малера зависит от номера функции. 
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Следствие 2. Пусть : Z Qp pf   – аналити-

ческая функция, тогда ряд Фурье функции f  

сходится равномерно на Z p . 

Замечание 2. Как показано выше, ряд Фурье 

функции 1(Z )pf C  сходится равномерно на 

Z p , однако сходимости по норме 1(Z )pC  может 

и не быть. На множестве 1(Z )pC  задана норма 

1

Z , Z ,

| ( ) ( ) |
( ) sup | ( ) | sup .

| |p p

p

pC
x x y x y p

f x f y
f x f x

x y  


 


 

Пусть ( )f x x . Из леммы 1 следует, что для 

любой функции 1(Z )pf C  и для любых 

, Zpx y  таких, что | | N

px y p  , 

( )( ) ( )( )N NS f x S f y . С учетом этого факта оце-

ним 1( ) ( )( )N C
f x S f x . 

 

1

, Z ,

( ) ( )( )

| ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) |
sup

| |p

N C

N N p

x y x y p

f x S f x

f x S f x f y S f y

x y 

 

  
 

  

 

| (0) ( ) |
[ 0, ] 1.

| |

N N
pN

N N

p

f f p p
x y p

p p






       

Из чего следует, что 1( ) ( )( ) 0N C
f x S f x Ѕ , 

при N  . Это означает, что в пространстве 

1(Z )pC  существует функция, ряд Фурье кото-

рой не сходится по норме 1(Z )pC . 

Таким образом, для Q p -значных непрерыв-

но-дифференцируемых функций, заданных на 

Z p , введены при помощи интеграла Волкен-

борна коэффициенты Фурье и частичные сум-

мы ряда Фурье. Доказана теорема о том, что ряд 

Фурье функций 1(Z Q )p pf C   сходится рав-

номерно на Z p . На примере показано, что, не-

смотря на то, что ряд Фурье функции 
1(Z )pf C  сходится равномерно на Z p , схо-

димости по норме 1(Z )pC  может и не быть. 

Также дана оценка скорости сходимости час-

тичных сумм ряда Фурье непрерывно-

дифференцируемых и аналитических функций. 
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