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В своих работах Локетт, используя класс Фиттинга  F  конечных разрешимых групп и  F-инъекторы, построенные Фишером, Га-

шюцем, Хартли, определяет класс групп, который состоит из всех тех конечных разрешимых групп  G,  F-инъекторы которых содер-

жат холловскую  π-подгруппу группы  G.  Им же доказано, что данный класс является классом Фиттинга. Поскольку построение та-

ких классов связано с холловскими подгруппами и F-инъекторами разрешимых групп, то, естественно, что эти результаты изложены 
для класса конечных разрешимых групп. В дальнейшем П. Германн рассмотрел специальный класс групп, который он обозначил симво-

лом  ,p qN
..

(класс конечных групп без бипримарных минимальных не p-нильпотентных групп), и доказал, что этот класс групп явля-

ется ненасыщенной формацией Фиттинга. В предыдущих работах В. Гойко доказано существование  ,p qN -инъекторов в произ-

вольных конечных группах и изучены некоторые основные свойства таких инъекторов. В данной работе доказывается, что класс 

групп, который состоит из всех тех конечных групп  G,  ,p qN -инъекторы которых содержат силовскую  p-подгруппу группы  G   

(p – простое), является ненасыщенной формацией Фитинга, а также устанавливаются другие свойства таких классов конечных групп 

с использованием свойств  ,p qN -инъекторов конечных групп. 
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In his works Lockett, using Fitting F class of solvable groups and F-injectors, built up by Fisher, Hashuts, Hartley, and builds up a class of 

groups which consists of all those finite solvable G groups, F-injectors of which contain Hall’s π-subgroup of G group. He also proves that such 

class is a Fitting class. Since building up of such classes is connected with Hall’s subgroups and with F-injectors of solvable groups, it is natural 

that these results are formulated for the class of finite solvable groups. P. Hermann then considered a special class of groups, which he indicated 

by the ,p qN
  

symbol (class of finite groups without biprimary minimal non p-nilpotent groups) and proved that this class of groups is non 

saturated Fitting formation. In his previous works U. Hoika proved the existence of ,p qN -injectors in arbitrary finite groups and studied some 

basic features of such injectors. In the present paper it is proved that the class of groups which consists of all those finite G groups,  

,p qN -injectors of which contain Sylov’s  p-subgroup of  G  group (p is simple), is non saturated Fitting formation; other features of such 

classes of finite groups using the properties of  ,p qN -injectors of finite groups are established. 
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 работе [1] Локетт, используя класс Фит-

тинга F конечных разрешимых групп и  

F-инъекторы [2], строит класс групп, который 

состоит из всех тех конечных разрешимых 

групп G, F-инъекторы которых содержат хол-

ловскую π-подгруппу группы G. Там же [1] до-

казано, что данный класс является классом 

Фиттинга. Поскольку построение таких классов 

связано с холловскими подгруппами и  

F-инъекторами группы, то, естественно, что эти 

результаты изложены для класса конечных раз-

решимых групп. Хорошо известно [3], что для 

произвольного класса Фиттинга конечных 

групп F в произвольной конечной группе  

F-инъекторов не существует. Однако в частич-

но разрешимых конечных группах возможны 

обобщения (см. работы [4–5]). Кроме того, 

если в качестве класса F брать некоторые 

специальные классы групп, то в произвольной 

конечной группе F-инъекторы могут сущест-

вовать (см., например, работы [6–12]). В ра-

боте [13] П. Германн рассмотрел специальный 

класс групп (обозначенный символом 

,p qN ) и доказал, что этот класс конечных 

групп является ненасыщенной формацией 

Фиттинга. В работе [14] доказано существо-

вание qp,N -инъекторов в произвольной 

конечной группе и изучены некоторые основ-

ные свойства qp,N -инъекторов. В данной 

В 
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работе мы рассматриваем класс групп, который 

состоит из всех тех конечных групп G,  

qp,N -инъекторы которых содержат силов-

скую p-подгруппу группы G (p – простое),  

и изучаем свойства таких классов с использова-

нием свойств qp,N -инъекторов. Приведем 

некоторые необходимые нам в дальнейшем оп-

ределения и обозначения. 

Класс Фиттинга F – это такой непустой 

класс конечных групп, для которого выполня-

ются условия: а) если G ∈ F и N – нормальная в 

G подгруппа, то N ∈ F ; b) если M и N – нор-

мальные подгруппы в группе G и M ∈ F, N ∈ F, 

то MN ∈ F.  
Подгруппа H разрешимой группы G называ-

ется F-инъектором [1], если для любой субнор-

мальной подгруппы V группы G пересечение  

H ∩ V ∈ F и является F-максимальной под-

группой в V. Подгруппа M группы G называется  

F-максимальной подгруппой в группе G, если  

M ∈ F, и из условий M ⊆ L ⊆ G, L ∈ F всегда 

следует, что M = L. Формацией называется 

класс групп, замкнутый относительно гомо-

морфных образов и подпрямых произведений. 

Символом p всегда обозначаем простое число. 

Минимальная не p-нильпотентная группа по-

рядка 
nmqp называется qp, -группой [13]  

(p, q – различные простые числа, m, n – нату-

ральные числа). В работе [13] через qp,N  

обозначен класс конечных групп без  

qp, -подгрупп. Там же доказано, что этот 

класс является ненасыщенной формацией 

Фиттинга, замкнутой относительно подгрупп. 

N – класс всех конечных нильпотентных групп, 

S – класс всех конечных разрешимых групп, S p  

– класс всех конечных p-групп и E – класс всех 

конечных групп, 
pG  – силовская  

p-подгруппа группы G. Через CBA ,,,   

обозначаем подгруппу, порожденную множест-

вами .,,, CBA   

Подгруппа H конечной группы G называется 

qp,N -инъектором [14], если для любой не-

единичной субнормальной подгруппы V группы 

G пересечение VH  qp,N  и является 

qp,N -максимальной подгруппой в группе V. 

Если наибольшая субнормальная подгруппа V 

группы G равна 1, то qp,N -инъектором 

группы G называется qp,N -максимальная 

подгруппа группы G . Класс F называется  

Q-замкнутым, если для любой группы H F 

гомоморфный образ группы H также принадле-

жит F. Класс F называется S-замкнутым  

( nS -замкнутым), если для любой группы 

H F любая ее подгруппа (любая нормальная 

подгруппа) также принадлежит F. В работе [14] 

доказано существование qp,N -инъекторов в 

конечной группе.  

Остальные необходимые определения, обо-

значения и утверждения, которые используются 

в данной работе, можно найти в [3, 15–18]. 

Все рассматриваемые в данной работе груп-

пы и классы групп берутся из класса всех ко-

нечных групп. 

Лемма 1. Подгруппа F группы G тогда и 

только тогда является qp,N -инъектором в 

G, когда F – qp,N -максимальная подгруппа в 

G и MF  – qp,N -инъектор в M, где M – 

произвольная максимальная нормальная под-

группа группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. 

Пусть F – qp,N -максимальная подгруппа в 

группе G и MF  – qp,N -инъектор группы 

M. Возьмем произвольную субнормальную под-

группу S в группе M. Так как MF  –  

qp,N -инъектор группы M, то SMF   

принадлежит классу qp,N и SMF   есть 

qp,N -максимальная подгруппа в группе S. 

Ввиду равенства SFSMF   получим, 

что SF   есть qp,N -максимальная под-

группа в группе S. Поскольку GS  , то F – 

qp,N -инъектор группы G. Необходимость 

очевидна. Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть F – qp,N -инъектор  

в коммутанте G  группы G, M  

qp,N -максимальная подгруппа в G  

и .MF  Тогда M  qp,N -инъектор группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть D –  

qp,N -инъектор группы G. Применяя [3, гла-

ва 9, 1.3(a)] получим, что GD  –  

qp,N -инъектор в G . По теореме 2 [14] F  

и GD  сопряжены в G : ( GD )
x
 = F, 

FGDx
, Gx . Отсюда следует, что 

xDF . Кроме того, MF . Так как  

MDx ,  – две qp,N -максимальные подгруп-
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пы в группе G, содержащие F, то опять приме-

няя теорему 2 [14] получим, что 
xD  и M  

сопряжены в G. Следовательно, M   

qp,N -инъектор группы G. Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Пусть для N ⊳ G справедливо: 

,GNL  где L ∈ qp,N  и NL  –  

qp,N -инъектор группы N. Тогда 

L qp,N -инъектор группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G = 1, то ут-

верждение леммы выполняется тривиально. 

Пусть G ≠ 1. Доказываем индукцией по порядку 

группы G. Пусть M – произвольная нормальная 

подгруппа в группе G. Допустим, что  

L ⊂ H ∈ qp,N . Если GH , то 

G qp,N . Ясно, что в этом случае 

N qp,N . Так как по условию 

NL qp,N -инъектор группы N, то 

.NNL  Отсюда получаем, что LN  и 

(ввиду условия леммы) .GL  В этом случае 

L qp,N -инъектор группы G. Пусть 

.GH  Так как NHNL  и 

,HNH   то NH qp,N  и поскольку 

NL qp,N -инъектор группы N, то 

NL  qp,N  -инъектор группы NH  

(ввиду теоремы 3 из [14]). Но NH  qp,N . 

Значит, .NHNL  Рассмотрим равенства 

(используем тождество Дедекинда): 

H H G H LN

L H N L L N L
. 

Полученное противоречие доказывает, что 

L qp,N -максимальная подгруппа в группе 

G. Далее покажем, что L есть qp,N -инъектор 

группы G. Рассмотрим следующие возможные 
случаи. 

1. GLM . Воспользуемся очевидными ра-

венствами: NLMLLNLMLM  и 

тем фактом, что NLNLML   явля-

ется qp,N -инъектором группы N (по усло-

вию леммы). Так как LNLM  
NNLM , то LNLM  является 

qp,N -инъектором группы NLM  (по тео-

реме 3 из [14]). По индукции L – qp,N -инъек-

тор группы LM. Так как LMM  , то ML  – 

qp,N -инъектор группы M. Поскольку M – 

произвольная нормальная подгруппа в группе 

G, то по лемме 1 получим, что L является 

qp,N -инъектором группы G.  

2. .GLM  Возьмем такую нормальную 

подгруппу N в группе G, что MN . Далее 

воспользуемся тождеством Дедекинда и полу-

чим: )( MLNMLNM  . Так как 

,NLNML 
 

то NML   есть 

qp,N -инъектор группы N. Ввиду индуктив-

ных рассуждений следует, что ML есть 

qp,N -инъектор группы M. Ввиду леммы 1 

следует, что L есть qp,N -инъектор группы G. 

Лемма 4. Пусть N ⊳ G – конечная группа,  

L – такая подгруппа в G, что NL является 

qp,N -инъектором в N и пусть выполняется 

одно из двух условий: a) либо NG / – абелева 

группа и L – qp,N -максимальная подгруппа в 

G, b) либо GLN  и L .,qpN
 
Тогда L – 

qp,N -инъектор в группе G.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполняется 
условие a). В этом случае из абелевости группы 

G/N получим, что .NG  Возьмем F – 

qp,N -инъектор в .G  По условию NL  

есть qp,N -инъектор в N. Так как NG  , 

то GNL  есть qp,N -инъектор в G . 

Так как GLGNL , то GL  есть 

qp,N -инъектор в G . Ввиду теоремы 2 [14] 

получим: 
xFGL , .Gx Очевидно, что 

.LF x
 Значит, 

xF qp,N -инъектор в G . 

Возьмем D – qp,N -инъектор в G. Тогда 

GD qp,N -инъектор в G . Снова ввиду 

теоремы 2 [14] получим: ,)( FGD y
 

.FGDy
 Ясно, что ,yF D  ,x zF D  

.z yx G  Итак, ., zxx DFLF
 

Так как  

L – qp,N -максимальная подгруппа в группе 

G по условию, 
zD  также qp,N -макси-

мальная подгруппа в G (как qp,N -инъектор 

в G), а 
xF qp,N -максимальная подгруппа 

в G , то по теореме 2 [14] (пункт 1) получим 

сопряженность подгрупп LD z ,  в группе G. 

Значит, L – qp,N -инъектор в G. Пусть вы-

полняется b). В этом случае L является 

qp,N -инъектором группы G в силу леммы 3. 

Лемма 4 доказана.  
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Введем обозначение: X = .,qpN
 
По анало-

гии с определением класса групп Lπ(F) из [1] 

введем следующий класс групп:  

( ) { : инъектор содержит ,

                  простое, (G)}

p pL G G G

p p

X X 
 

Теорема 1. Справедливы утверждения: 

1) XpL  – формация Фиттинга, замкну-

тая относительно подгрупп; 

2) qq XSSX )(XpL  = qpL SX , 

pq ; 

3) Xpp LL  = XpL ; 

4) следующие утверждения эквивалентны: 

a)  X XpL ; 

b) qXGX   , pq ; 

c) в любой конечной группе индекс ее  

X-инъектора имеет степень p-числа (p – про-

стое); 

d)  ,EXpL .pq  

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Возьмем произ-

вольную группу G XpL . Пусть N – произ-

вольная нормальная подгруппа в G. Покажем, 

что N ∈ XpL . В самом деле, если возьмем  

X-инъектор F в группе G, то F ⊇ pG  – силов-

ская p-подгруппа в G. Отсюда следует, что 

NFNGp  – X-инъектор в N (ввиду  

[3, глава 9, 1.3(a)]). Так как pp NNG , то 

pN  входит в X-инъектор группы N. Ввиду оп-

ределения класса XpL  получим N ∈ XpL . 

Возьмем M, N – две произвольные нормаль-

ные подгруппы в группе G такие, что 

NM , XpL . Покажем, что MN XpL .  

В самом деле, возьмем F1 и F2 –  

X-инъекторы соответственно из M и N. Ясно, 

что pMF1 , .2 pNF  Возьмем X-инъектор 

F в группе MN. Ввиду теоремы 2 (пункт 2) из 

[14] MF сопряжена с F1, а NF  сопряже-

на с F2 : ,1
m
p

m MFMF  F N
 

=
 

2

n n

pF N , NnMm , . Отсюда следует, 

что ., n
p

m
p NFMF  Обозначим: .MNK  

Далее, применяя лемму 11.6 из [15], получим: 

,ppp NMK  где ppp NMK ,,  есть силов-

ские p-подгруппы соответственно в группах 

.,, NMK  Далее, используя включение 

n
p

m
p NMF ,  и следующие равенства 

ppppp
n
p

m
p KNMNMNM ,, , 

заключаем, что X-инъектор группы MN  со-

держит силовскую p-подгруппу группы MN . 

Значит, MN  ∈ XpL . Итак, XpL – класс 

Фиттинга. Докажем далее замкнутость этого 

класса относительно подгрупп. Рассмотрим два 

возможных случая. 

А1. Группа G – непростая. Пусть 

G ., GHLp X  Выберем группу G мини-

мального порядка, для которой утверждение не 

выполняется. Ввиду равенства )(XpL  = 

= qpL SX  (по пункту 2 теоремы 1). Теперь по-

лучим, что G qpL SX
 
. Возьмем pLN (X). 

Тогда NG / S q . Отсюда следует, что  

pGN .  (1) 

Так как GN , то из включения pLN (X) 

по индукции получаем включение 

NH  pL (X). Возьмем D – X-инъектор из H. 

Так как HNH  , то NHD   есть  

X-инъектор из NH  . Используя очевидное 

равенство NDNHD  , утверждаем, что 

ND  есть X-инъектор из pLNH  (X). 

Значит, pNHND )(  . Так как 

HNH   и pH есть p-силовская из H, то 

NHH p   – p-силовская из NH  . Ввиду 

равенства NHH p   = NH p   получим, что 

NH p   – p-силовская из NH  . Из включения 

pLNH  (X) получим, что .NHND p   Из 

(1) следует .NH p  Значит, .pp HNH   Те-

перь очевидно, что ,pHND  .DH p  Сле-

довательно, pLH (X).  

A2. G – простая группа. Из включения 

pLG (X)S q  следует включение G/E ∈ S q , 

где E – единичная группа. Отсюда следует, что 

.1pG  Значит, .1pH  Теперь очевидно, что 

X-инъектор из H содержит p-силовскую под-

группу из H. Следовательно, pLH (X).  
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Покажем, что класс XpL  – гомоморф. В 

самом деле, пусть G ∈ XpL . Возьмем N ⊳ G. 

Ввиду пункта 2 теоремы 1 получим: XpL  = 

=
qpL SX  для всех простых .pq  Возьмем 

GN  . Так как N  XpL , то из включения 

NG / q
S

 
следует включение pGN . Те-

перь из равенства NNGNN p //  (послед-

няя фактор-группа есть силовская p-подгруппа 

в G/N) получим, что X-инъектор из фактор-

группы G/N содержит силовскую p-подгруппу 

из G/N. Значит, G/N ∈ XpL . Замкнутость от-

носительно подпрямых произведений доказы-

вается тривиально. Пункт 1 доказан. 

2. Докажем второе утверждение. Включение 

X ∪ Sq ⊆ XSq очевидно. Докажем включение 

XSq ⊆ XpL . Возьмем группу G из класса XSq. 

Тогда для GN   получим, что N ⊳ X,  

G/N ∈ Sq. Возьмем F – X-инъектор группы G. 

Так как NF   есть X-инъектор в группе N, 

то pp GNNF , т.е. .pGF  Значит, 

pLG (X). 

Докажем теперь равенство XpL  = 

= qpL SX . Так как включение XpL  ⊆ 

⊆ qpL SX  очевидное, то остается доказать об-

ратное включение. Допустим, что обратное 

включение не выполняется и возьмем группу G 

минимального порядка из класса  

qpL SX \ XpL . Пусть F – X-инъектор груп-

пы G. Тогда для GN   из включения 

G qpL SX  следует, что N ∈ XpL  и  

NG /  qS . Так как NF  есть X-инъектор 

группы N, а N ∈ XpL , то pNNF  и, 

значит, .FNp  Из включения N/G  
qS  

следует, что pGN . Значит, pGF . Сле-

довательно, G  XpL . Полученное противо-

речие доказывает необходимое включение. 

Пункт 2 доказан. 

3. Докажем равенство Xpp LL  = XpL . 

Это равенство получим с помощью двухсторон-

них включений. Возьмем произвольную группу 

N XpL . Очевидно, что XpL -инъектор 

группы N есть сама группа N. Следовательно, 

XpL -инъектор группы N содержит pN – си-

ловскую p-подгруппу группы N. Значит, 

N Xpp LL . Отсюда теперь следует, что 

XpL  ⊆ Xpp LL . (2) 

Докажем теперь обратное включение. До-
пустим, что оно не выполняется и возьмем 
группу G наименьшего порядка из класса 

Xpp LL  \ XpL . Пусть M – произвольная 

максимальная нормальная подгруппа группы G. 

Так как pL ( XpL ) – класс Фиттинга, то оче-

видно, что M  (pL )XpL . Ввиду индукции 

M ∈ XpL . Возьмем XpL -инъектор H  

в группе G. Поскольку MH  есть  

XpL -инъектор в M, то легко видно, что 

MMH  и, следовательно, .HM  Так 

как G ∈ pL ( XpL ), то HpG , pHpG . Из 

включений M ∈ XpL  и H XpL  

= qpL SX  следует, что MH /
q

S . Значит, 

MH
p

 и .pp MH  Из равенства pp HG  

теперь получим, что .pp GM  Возьмем теперь 

X-инъектор F в группе G. Так как MF   есть 

X-инъектор в M XpL , то .pp GMMF  

Значит, G XpL . Полученное противоречие и 

доказывает требуемое включение. Учитывая (2), 
получим требуемое равенство. Пункт 3 доказан. 

4. Пусть выполняется равенство a), т.е. X 

= XpL . По пункту 2 имеем qXS XpL . По 

условию: XpL  = X. Отсюда следует, что 

X.XSq  Так как обратное включение очевид-

но, то получаем требуемое равенство, т.е. пункт b) 

выполняется. Пусть теперь выполняется пункт b), 

т.е. имеет место равенство .qXSX  Рассмот-

рим следующие возможные случаи.  

А1. G – непростая группа. Возьмем в G максималь-

ную нормальную (собственную) подгруппу M. Так как 

MF  есть X-инъектор в M, то по индукции получим: 

.: apMFM   Если GFM , то получим:  

F

FM

F

G
FG :  

= .: apMFM
MF

M

FMF

MF



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Пусть теперь GFM . Так как MG /  про-

стая группа, то X-максимальная подгруппа 

MR /  из MG /  является X-инъектором в 

MG /  (см. определение в [14]). По индукции 

./:/ bpMRMG  Теперь ввиду равенств 

bpRG
M

R

M

G

MR

MG
::

/

/
 полу-

чим: ., pqRqG  Без ограничения общности 

можно считать, что MRMMFM // . Отсю-

да получим включение RF . Если RF , то 

из 
bpRG :  получим 

bpFG : . Пусть 

RF . По индукции 
kpFR :  и, следова-

тельно, FqR . Отсюда получим, что 

FqG . Требуемое утверждение в этом слу-

чае выполняется.  

A2. G – простая группа. Ввиду определения 

из [14] получим, что наибольшая X-подгруппа 

H группы G является X-инъектором в G. Рас-

смотрим включение MH , где M есть мак-

симальная (собственная) подгруппа в G. Допус-

тим, что H = 1. По индукции: 
kpHM : . 

Следовательно, М – p-группа. Ясно, что все 

максимальные подгруппы группы G есть силов-

ские p-группы в G. Отсюда следует, что группа 

G – p-группа и 
cpHG :  выполняется три-

виально. Допустим, что MH . Отсюда сле-

дует, что M X. Так как H – X-инъектор в M, 

то по индукции 
kpHM : . Отсюда полу-

чим, что pqHMq , . Из условия M X и 

определения класса X следует, что в M сущест-

вует нетривиальная (p, q)-группа 1M . Послед-

нее означает, что группа 1M  – бипримарная и 

минимальная не p-нильпотентная. Значит, в 1M  

существует собственная подгруппа 2M  такая, 

что HM q 2 ⋌ qM )( 2 . Теперь ясно, что 

pq MHHM )(,)( 22   ≠ 1. Рассмотрим 

группу qp MMHK )(,)( 22 . Ясно, что 

qp MHM 22   – подгруппа в K. Следова-

тельно, qpq MHMM 222  . Значит, 

HMK p 21 ⋌ qM2  – p-нильпотентная 

подгруппа и HK1 . Последнее означает, что 

H X. Противоречие с тем, что H –  

X-инъектор. Полагаем теперь, что MH . До-

пустим, что существует такая максимальная 

подгруппа 1M  в группе G, что 

11 , MMM X. Возьмем X-инъектор 

11 MH . Так как 1H  и H сопряжены в G, то 

1H  – максимальная в G подгруппа. Противоре-

чие с условием 11 MH . Значит, все макси-

мальные в G подгруппы принадлежат X и яв-

ляются в G X-инъекторами. С другой стороны, 

так как G не принадлежит X, то в G существует  

(p, q)-группа 1G , то есть 1G  – минимальная не 

p-нильпотентная подгруппа, которая входит в 

некоторую максимальную подгруппу 2M  группы 

G. Отсюда получаем, что 2M X. Противоре-

чие. Итак, доказали, что из условия b) следует с).  

Из c) следует d) очевидно. Пусть выполняет-

ся d). Докажем, что будет иметь место a), т.е. 

выполняется равенство ).(XX pL  Возьмем 

произвольную группу H XpL . Тогда для  

X-инъектора V группы H справедливо: 

,pHV  где pH силовская в H. Далее из 

включения H XqL  получим, что qHV  

для всех ),(Hq  .pq  Отсюда следует, 

что VH  X. Следовательно, X.XpL
 

Так как обратное включение очевидно, то полу-

чаем требуемое равенство, т.е. a) имеет место. 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть G конечная группа, 

rqpG ,...,, , rqp ,...,, различные 

простые числа, F  есть X-инъектор группы G, 

rq GGA ,...,  , AFW ,  . Тогда спра-

ведливо утверждение: W XpL -инъектор 

группы G тогда и только тогда, когда 

.AFFA  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть W  
XpL -инъектор группы G. По теореме 1 

(пункт 3) .LLL ppp XX  По теореме 1 

(пункт 4) получим, что XpL -инъектор груп-

пы G имеет индексом степень p-числа. Отсюда 

следует, что .AW  Так как ,WF  то F яв-

ляется X-инъектором группы W (по теореме 3 

из [14]). Следовательно, так как W  XpL , то  
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F содержит pW p-силовскую из W. Теперь 

видно, что .WAF  Поскольку обрат-

ное неравенство очевидно, то .FAW  Значит, 

.AFFA  Обратно, пусть .AFFA  Отсюда 

получаем равенство .AFFAW  Допустим, 

что W не является XpL -инъектором группы 

G. Выберем группу G наименьшего порядка с 

таким свойством (если ,1G  то утверждение 

теоремы выполняется. Поэтому полагаем, что 

1G ). Возьмем произвольную собственную 

максимальную нормальную подгруппу M в G и 

силовскую p-подгруппу
 

pF  из F. По лемме 11.6 

из [15] получим равенства p p
W FA  

= p p pF A F  (здесь использовали очевидное ра-

венство 1pA ). Далее рассмотрим следую-

щие равенства:  

p p

p p

F M W M

W M W W M
. (3) 

Введем обозначение: ,,..., sq MMA  где 

sq MM ,..., силовские подгруппы из M для 

всех ., pqMq Ясно, что AMW . 

Кроме того, индекс A в W есть степень числа p и 

., AMWMW p  Применяя (3), получим  

, ,

, .

p

p

F M A F M A

W M A W M
 

С другой стороны, очевидно, что 

., MWAMF
 

Отсюда следует 

., MWAMF  Значит, MF  пере-

становочна с A . Кроме того, MF   

X-инъектор в подгруппе .GM  По индукции 

MWAMF  , является XpL -инъек-

тором группы M. Покажем теперь, что W явля-

ется XpL максимальной подгруппой в груп-

пе G. Допустим противное, т.е. GUW , где 

U XpL максимальная подгруппа в G. По 

теореме 3 из [14] F  X-инъектор в подгруппе 

.LU p X  По определению класса X полу-

чим: pUF  силовская из U. Так как 

,WF  то .WU p  Далее используем вклю-

чение: WAUU tq ,, , где tq UU ,..., – 

все силовские подгруппы из U , кроме pU . 

Отсюда следует, что .WU  Полученное про-

тиворечие доказывает, что W XpL мак-

симальная подгруппа в G. Так как выше показа-

ли, что MW  является XpL -инъектором в 

собственной максимальной нормальной под-

группе M группы G, то XpLW -инъектор в 

G. Теорема доказана. 
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