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ассматриваются только конечные груп-

пы. Терминология и обозначения соот-

ветствуют [1].  

В работах Л.Я. Полякова [2], Л.А. Шеметко-

ва [3], В.С. Монахова, М.В. Селькина  

и С.Ф. Каморникова [4–6] устанавливалось 

строение нормальной подгруппы K группы G 

при дополнительных ограничениях либо на ин-

дексы максимальных в G подгрупп, не содер-

жащих K, либо на пересечения подгруппы K с 

максимальными подгруппами из G. В частно-

сти, в [4] установлена разрешимость нормаль-

ной в группе G подгруппы K при условии, что 

для каждой максимальной в G подгруппы M, не 

содержащей подгруппы K, пересечение K  M 

нильпотентно. Эти результаты отражены в [7]. 

Пример. В системе компьютерной алгебры 

GAP [8] под номером 208 в библиотеке 

SmallGroups перечислены все свойства группы 

PGL(2,7). В частности, она содержит в точности 

следующие с точностью до изоморфизма мак-

симальные подгруппы: нормальную подгруппу 

PSL(2,7); диэдральную подгруппу [Z3]E4 = [Z6]Z2 

порядка 12; диэдральную подгруппу поряд- 

ка 16; подгруппу [[Z7]Z3]Z2. Ясно, что все мак-

симальные подгруппы, за исключением нор-

мальной подгруппы PSL(2,7), сверхразрешимы. 

Пересечения нормальной подгруппы PSL(2,7)  

с другими максимальными подгруппами из 

группы PGL(2,7) имеют порядки 6, 8 или 21. 

Этот пример указывает на то, что нормаль-

ная подгруппа K группы G может быть нераз-

решимой, если сверхразрешимы пересечения 

подгруппы K с каждой не содержащей ее мак-

симальной подгруппой из G. Поэтому для по-

лучения разрешимости подгруппы K надо на 

пересечения накладывать ограничения более 

сильные, чем сверхразрешимость. 

В настоящей работе развивается данное на-

правление. Без использования классификации 
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конечных простых групп доказывается сле-

дующая теорема. 

Теорема. Пусть K – нормальная подгруппа 

группы G. Если для каждой максимальной под-

группы M группы G, не содержащей подгруппу 

K, пересечение K  M либо имеет нечетный 

порядок, либо является вполне факторизуемой 

группой, либо разрешимой t-группой, то под-

группа K разрешима.   

Напомним, что вполне факторизуемой груп-

пой называют группу, в которой все подгруппы 

дополняемы, а  t-группой – группу, в которой 

каждая субнормальная подгруппа нормальна. 

Структуру вполне факторизуемых групп описал 

Ф. Холл [9], а строение разрешимых t-групп – 

В. Гашюц [10]. В частности, эти группы сверх-

разрешимы. 

Из теоремы выводится ряд следствий. Отме-

тим, что в условие теоремы нельзя добавить 

еще случай, когда пересечения нильпотентны. 

Примером служит неразрешимая группа 

PGL(2,7) с нормальной подгруппой PSL(2,7).  

1. Вспомогательные результаты. Для груп-

пы G множество всех простых делителей ее по-

рядка обозначается через (G). Запись H ≤ G 

означает, что H – подгруппа группы G. Через  

Zn и En(G) обозначают циклическую и элемен-

тарную абелеву группы порядка n. Запись [A]B 

означает полупрямое произведение с нормаль-

ной подгруппой A. Наибольшая разрешимая 

нормальная подгруппа группы G обозначается 

через S(G). Группа с нормальной силовской  

p-подгруппой называется p-замкнутой, а группа 

с нормальной p-холловой подгруппой –  

p-нильпотентной. Группа, которая одновремен-

но p-замкнута и p-нильпотентна, называется  

p-разложимой. Бипримарная группа – это груп-

па, порядок которой делится в точности на  

два различных простых числа. Дедекиндова 

группа – это группа, в которой каждая подгруп-

па нормальна. Понятно, что абелевы группы 

дедекиндовы.   

Лемма 1 [11, теорема IV.5.4]. Если все соб-

ственные подгруппы группы G p-нильпо-

тентны, то группа G либо p-нильпотентна, 

либо является бипримарной группой. 

Лемма 2 [11, теорема IV.2.6]. Пусть P –  

силовская p-подгруппа группы G. Если  

NG(P) = CG(P), то группа G p-нильпотентна. 

Лемма 3 [12, следствие 7]. Если в группе G 

силовская 2-подгруппа дедекиндова и неабелева, 

то в G имеется неединичная разрешимая нор-

мальная подгруппа. 

Лемма 4. Пусть K – нормальная подгруппа 

группы G и p – простое число. Если для каждой 

максимальной подгруппы M группы G, не со-

держащей подгруппу K, пересечение K  M  

является p-подгруппой, то подгруппа K  

p-замкнута. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если простое число 

p не делит порядок подгруппы K, то подгруппа 

K p-замкнута. Поэтому лемму надо доказывать 

в случае, когда простое число p делит порядок 

подгруппы K. Если G = K, то каждая макси-

мальная подгруппа группы G не содержит K и 

по условию каждая максимальная подгруппа 

должна быть p-подгруппой. Это возможно 

только тогда, когда вся группа G является  

p-группой, противоречие. Поэтому K  G. 

Предположим, что подгруппа K не p-замкнута. 

Тогда NG(P) – собственная в G подгруппа, где  

P – силовская p-подгруппа из K, и G = KNG(P) 

по лемме Фраттини. Пусть M – максимальная 

подгруппа группы G, содержащая подгруппу 

NG(P). Тогда G = KM, поэтому M не содержит 

подгруппу K. Теперь пересечение K  M со-

держит NG(P)  P, поэтому K  M не является  

p-подгруппой, противоречие.  Лемма доказана. 

2. Доказательство теоремы. Пусть K – нор-

мальная подгруппа группы G и пусть для каж-

дой максимальной подгруппы M группы G, не 

содержащей подгруппу K, пересечение K  M 

либо имеет нечетный порядок, либо является 

вполне факторизуемой группой, либо разреши-

мой t-группой. Предположим, что K – неразре-

шимая подгруппа и воспользуемся индукцией 

по числу |G| + |K|. Вначале докажем, что  

(1) группа G  K.  

Предположим, что G = K. Тогда каждая мак-

симальная подгруппа из группы G не содержит 

K и по условию каждая максимальная подгруп-

па из группы G либо имеет нечетный порядок, 

либо является вполне факторизуемой группой, 

либо разрешимой t-группой. Так как вполне 

факторизуемые группы и разрешимые t-группы 

сверхразрешимы [9], [10], а сверхразрешимые 

группы 2-нильпотентны [1, теорема 4.51], то 

каждая подгруппа в группе G будет 2-ниль-

потентной. По лемме 1 группа G либо 2-ниль-

потентна, либо является бипримарной группой. 

Так как 2-нильпотентные и бипримарные груп-

пы разрешимы, то группа G разрешима, поэто-

му разрешима и K, противоречие. Утверждение 

(1) доказано.       

(2) Группа G содержит единственную мини-

мальную нормальную подгруппу, которая сов-

падает с подгруппой K, и S(G) = 1.      

Пусть L – нетривиальная нормальная в G 

подгруппа и X/L – максимальная подгруппа 
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фактор-группы G/L, не содержащая подгруппу 

KL/L. Тогда X – максимальная подгруппа груп-

пы G, подгруппа X не содержит K и по условию 

пересечение K  X либо имеет нечетный поря-

док, либо является вполне факторизуемой груп-

пой, либо разрешимой t-группой. Фактор-

группа G/L содержит нормальную подгруппу 

KL/L и  
 

(KL/L)  (X/L) = (KL  X)/L =  

= (K  X)L/L  (K  X)/(K  X  L), 
 

поэтому фактор-группа G/L c нормальной под-

группой KL/L удовлетворяет условию теоремы. 

Здесь использовался тот факт, что фактор-

группы вполне факторизуемых групп и разре-

шимых t-групп также являются вполне факто-

ризуемыми и разрешимыми t-группами соот-

ветственно. Так как 
 

|G/L| + |KL/L| = |G/L| + |K/KL| < |G| + |K|, 
 

то по индукции фактор-группа  
 

KL/L  K/(KL) 
 

разрешима. Если подгруппа L разрешима, то 

разрешимой будет и подгруппа K, противоре-

чие. Поэтому L неразрешима и S(G) = 1.  

Предположим, что в группе G существуют 

две минимальные нормальные подгруппы  

L1  L2. Тогда фактор-группа  

(KLi)/Li  K/(KLi) 
  

разрешима, поэтому подгруппа 

K/(KL1)  K/(KL2) 

разрешима. По [1, лемма 2.33] подгруппа K 

изоморфна подгруппе из  

K/(KL1)  K/(KL2), 

поэтому K разрешима, противоречие. Значит, 

допущение неверно и группа G содержит един-

ственную минимальную нормальную подгруп-

пу. 

Далее считаем, что L – минимальная нор-

мальная подгруппа группы. Ясно, что L  K.  

Предположим, что L  K. Пусть M – макси-

мальная подгруппа группы G, не содержащая 

подгруппу L. 

Тогда подгруппа M не содержит подгруппу 

K и по условию пересечение K  M либо имеет 

нечетный порядок, либо является вполне  

факторизуемой группой, либо разрешимой  

t-группой. Но  

L  K,  L  M  K  M, 

значит, группа G с нормальной подгруппой L 

удовлетворяют условию теоремы. Поскольку  

|G| + |L| < |G| + |K|, 

то по индукции подгруппа L разрешима,  

1  L  S(G) = 1, противоречие. Значит, допу-

щение неверно и L = K.  

Утверждение (2) доказано.       

(3) О к о н ч а н и е  д о к а з а т е л ь с т в а .       

В силу леммы 4 в группе G существует мак-

симальная подгруппа H, не содержащая под-

группу K, такая, что пересечение K  H имеет 

четный порядок. Пусть P – силовская 2-под-

группа группы G. Согласно утверждению (2) и 

теореме Томпсона–Фейта о разрешимости 

групп нечетного порядка силовская 2-подгруп-

па P  K из K неединична и ненормальна в G. 

По лемме Фраттини  

G = KNG(P  K). 

Пусть U – максимальная в G подгруппа, содер-

жащая NG(PK). Тогда G = KU, и пересечение 

K  U 

либо имеет нечетный порядок, либо является 

вполне факторизуемой группой, либо разреши-

мой t-группой. Так как  

1  PK  NK(PK) = NG(PK)K  UK, 

то пересечение K  U имеет четный порядок, 

поэтому  K  U либо является вполне фактори-

зуемой группой, либо разрешимой t-группой. 

Вначале пусть подгруппа K  U вполне фак-

торизуема. По [9] подгруппа K  U сверхраз-

решима, в частности, 2-нильпотентна, и ее си-

ловская 2-подгруппа элементарная абелева. Так 

как NK(PK)UK, то подгруппа NK(PK) яв-

ляется 2-разложимой и P  K абелева. Поэтому 

NK(PK) = CK(PK) 

и подгруппа K будет 2-нильпотентной  

по лемме 2, а значит K  S(G). Получили про-

тиворечие с (2). 

Пусть теперь подгруппа K  U является раз-

решимой t-группой. По [10] подгруппа K  U 

сверхразрешима, поэтому она опять  

2-нильпотентна, и каждая подгруппа из K  U 

является t-группой. В частности, подгруппа 

NK(PK) будет 2-разложимой t-группой. Си-

ловская 2-подгруппа P  K из K также будет  

t-группой, а поскольку в P  K все подгруппы 

субнормальны, то P  K дедекиндова. Из лем-

мы 3 следует, что подгруппа P  K абелева, по-

этому 
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NK(PK) = CK(PK), 

но теперь по лемме 2 подгруппа K 2-ниль-

потентна, что невозможно. Теорема доказана. 

3. Некоторые следствия. Приведем некото-

рые следствия из теоремы, которые также яв-

ляются новыми признаками разрешимости нор-

мальной подгруппы. 

Согласно [10] группа с циклическими силов-

скими подгруппами является разрешимой  

t-группой. Поэтому из теоремы получаем  

Следствие 1. Пусть K – нормальная под-

группа группы G. Если для каждой максималь-

ной подгруппы M группы G, не содержащей 

подгруппу K, пересечение K  M либо имеет 

нечетный порядок, либо является вполне фак-

торизуемой группой, либо группой с цикличе-

скими силовскими подгруппами, то подгруппа K 

разрешима. 

Отметим, что подгруппа K может быть не-

разрешимой, если пересечения K  M нильпо-

тентны или являются группами с циклическими 

силовскими подгруппами. Примером служит 

все та же группа PGL(2,7) с нормальной под-

группой PSL(2,7). 

В формулировке теоремы пересечения могут 

быть трех типов. Если убирать по одному из 

них, то получим три новых признака разреши-

мости нормальной подгруппы. Например, спра-

ведливо 

Следствие 2. Пусть K – нормальная под-

группа группы G. Если для каждой максималь-

ной подгруппы M группы G, не содержащей 

подгруппу K, пересечение K  M либо является 

вполне факторизуемой группой, либо группой с 

циклическими силовскими подгруппами, то под-

группа K разрешима. 

Если в формулировке теоремы убирать по 

два из возможных типов, то получим также но-

вые признаки разрешимости группы.  

Следствие 3. Пусть K – нормальная под-

группа группы G. Если для каждой максималь-

ной подгруппы M группы G, не содержащей 

подгруппу K, пересечение K  M имеет нечет-

ный порядок, то подгруппа K разрешима. 

Следствие 4. Пусть K – нормальная под-

группа группы G. Если для каждой максималь-

ной подгруппы M группы G, не содержащей 

подгруппу K, пересечение K  M является впол-

не факторизуемой группой, то подгруппа K 

разрешима. 

Следствие 5. Пусть K – нормальная под-

группа группы G. Если для каждой максималь-

ной подгруппы M группы G, не содержащей 

подгруппу K, пересечение K  M является раз-

решимой t-группой, то подгруппа K разрешима. 

Следствие 6. Пусть K – нормальная под-

группа группы G. Если для каждой максималь-

ной подгруппы M группы G, не содержащей 

подгруппу K, пересечение K  M является груп-

пой с циклическими силовскими подгруппами, 

то подгруппа K разрешима. 
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