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В работе рассматриваются только конечные группы. Группой Шмидта называют конечную ненильпотентную группу, все собст-
венные подгруппы которой нильпотентны. Поскольку группы Шмидта присутствуют в качестве подгрупп в каждой конечной нениль-

потентной группе, то они являются универсальными подгруппами конечных групп. Зафиксируем натуральное число n>1. Подгруппа Hn 

группы G называется n-максимальной подгруппой в G, если существует (n-1)-максимальная подгруппа Hn-1  в группе G такая, что Hn 

содержится в Hn-1  в качестве максимальной подгруппы. В работе изучаются конечные разрешимые группы, в которых n-максимальные 

подгруппы для фиксированного n {1,2,3} перестановочны с p-нильпотентными pd-подгруппами Шмидта. Доказывается, что у таких 

групп факторгруппа по подгруппе Фиттинга p-замкнута. Приведены примеры, показывающие, что для n>3 утверждение теоремы 

может не выполняться и условие разрешимости группы отбросить нельзя ни при каком нечетном p.  
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ассматриваются только конечные группы. 

Подгруппа H группы G называется 2-макси-

мальной подгруппой, если существует макси-

мальная подгруппа M в группе G такая, что H 

содержится в M в качестве максимальной под-

группы. Аналогично определяется 3-макси-

мальная подгруппа и т.д. В общем случае для 

натурального числа n>1 подгруппа Hn группы G 

называется n-максимальной подгруппой в G, 

если существует (n-1)-максимальная подгруппа 

Hn-1  в группе G такая, что Hn содержится в Hn-1   

в качестве максимальной подгруппы. 

Группой Шмидта называют конечную не-

нильпотентную группу, все собственные под-

группы которой нильпотентны. Начало изуче-

нию таких групп положила работа О.Ю. Шмид-

та [1], в которой доказано, что группа Шмидта 

бипримарна (т.е. ее порядок делится на два раз-

личных числа), одна из силовских подгрупп 

нормальная, другая циклическая, и указана сис-

тема индексов главного ряда группы Шмидта. 

Подробный обзор результатов о свойствах 

групп Шмидта, существовании подгрупп 

Шмидта в конечных группах и их некоторых 

приложениях в теории классов конечных групп 

имеется в [2]. 

Поскольку группы Шмидта присутствуют в 

качестве подгрупп в каждой конечной нениль-

потентной группе, то они являются универсаль-

ными подгруппами конечных групп. Естествен-

но поэтому, что свойства заключенных в группе 

подгрупп Шмидта оказывают существенное 

влияние на строение самой группы. Группы с 

ограничениями на некоторые подгруппы 

Шмидта исследовались в работах [3]–[8]. В ча-

стности, в [7] изучены группы, у которых неко-

торые подгруппы Шмидта перестановочны с 

отдельными фиксированными силовскими под-
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группами, а в [8] – с максимальными подгруп-

пами. 

В настоящей статье исследуются группы, у 

которых n-максимальные подгруппы, 

n {1,2,3}, перестановочны с p-нильпотент-

ными pd-подгруппами Шмидта. Напомним, что 

p-нильпотентной называется группа G, которая 

содержит нормальную подгруппу K такую, что 

G = KP и K P = 1, где P – силовская  

p-подгруппа группы G. Если порядок подгруп-

пы X делится на простое число p, то говорят, 

что X – pd-подгруппа. 

Зафиксируем простое число p и натуральное 

число n {1,2,3}. В работе доказано, что если в 

разрешимой группе G каждая n-максимальная 

подгруппа перестановочна с каждой p-нильпо-

тентной pd-подгруппой Шмидта, то G/F(G)  

p-замкнута. 

Условие разрешимости группы отбросить 

нельзя ни при каком нечетном p, поскольку для 

каждого p 3 существует простая неабелева 

группа, в которой нет p-нильпотентных  

pd-подгрупп Шмидта. Для p = 3 это группа 

SL(2, 2
n
) при любом нечетном n 3, а для p 5 – 

группа PSL(2, p).  

В симметрической группе S4 степени 4 каж-

дая 4-максимальная подгруппа единична, по-

этому перестановочна с каждой 3-нильпотент-

ной 3d-подгруппой Шмидта, но S4/F(S4)  S3 не 

3-замкнута. 

Необходимые обозначения и вспомога-

тельные леммы. Будем придерживаться обо-

значений и определений, принятых в [9–10]. 

Группа с нормальной силовской p-подгруппой 

называется p-замкнутой. Через Ф(G) обознача-

ется подгруппа Фраттини группы G, а S(G) – 

наибольшая разрешимая нормальная подгруппы 

группы G. Через lp(G) обозначается p-длина p-

разрешимой группы G. 

Лемма 1. Пусть S – группа Шмидта. Тогда 

справедливы следующие утверждения: 

(1) S = [P] y , где P – нормальная силовская 

p-подгруппа, y  – ненормальная силовская  

q-подгруппа, p и q – различные простые числа; 

(2) y
q
 Z(S); 

(3) |P/P′ | = p
m
, где m – показатель числа p по 

модулю q; 

(4) если подгруппа P абелева, то P – элемен-

тарная абелева порядка p
m
, где m – показатель 

числа p по модулю q; 

(5) если подгруппа P неабелева, то Z(P) =  

= P′ = Ф(P) и |P/Z(P)| = p
m
; 

(6) группа имеет точно два класса сопря-

женных максимальных подгрупп: 

{P y
q

}, { Ф(P) x
-1

yx  x P\Ф(P)}; 

(7) если N – собственная нормальная под-

группа из S, то факторгруппа S/N либо группа 

Шмидта, либо циклическая q-группа. 

Условимся называть S p,q -группой  

{p,q}-группу Шмидта с нормальной силовской 

p-подгруппой и циклической силовской  

q-подгруппой. Если X и Y – подгруппы группы 

G, то X
Y 

= X y y Y . Если H и K – подгруппы 

группы G и G=HK, то H называют добавлением 

к K в G. Кроме того, если G H1K  для каждой 

собственной подгруппы H1 из H, то H – мини-

мальное добавление к K в G. Подгруппа A группы 

G называется недобавляемой в G, если G AX для 

каждой собственной подгруппы X из G. 

Лемма 2 ([11, 1.8]). Если K и D – подгруппы 

группы G, подгруппа D нормальна в K и K/D – 

S p,q -подгруппа, то минимальное добавление L к 

подгруппе D в K обладает следующими свойст-

вами: 

1) L – p-замкнутая {p,q}-подгруппа; 

2) все собственные нормальные подгруппы в 

L нильпотентны; 

3) L содержит S p,q -подгруппу [P]Q такую, 

что Q не содержится в D и L=([P]Q)
L
=Q

L
. 

Лемма 3 ([2, 2.1]; [12]). Если группа не  

p-нильпотентна, то в ней существует  

p-замкнутая pd-подгруппа Шмидта. 

Лемма 4. Если разрешимая группа не  

p-замкнута, то в ней существует  

p-нильпотентная pd-подгруппа Шмидта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку группа G 

разрешима, то в ней существует {p,q}-холлова 

подгруппа для любого q (G). Пусть G не  

p-замкнута. Тогда существует q (G) такое, 

что {p,q}-холлова подгруппа H из группы G не 

p-замкнута. Ясно, что H не q-нильпотентна. По 

лемме 3 в H существует p-нильпотетная  

pd-подгруппа Шмидта. 

Лемма 5. Зафиксируем простые числа p и q, 

p q, и натуральное число n. Пусть G – группа, 

N – ее нормальная подгруппа. Если в G каждая 

n-максимальная подгруппа перестановочна с 

любой S p,q -подгруппой, то каждая n-макси-

мальная подгруппа из G/N перестановочна с 

любой S p,q -подгруппой из G/N.   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M/N –  

n-максимальная подгруппа в G/N, а A/N –  

S p,q -подгруппа из G/N. По лемме 2 подгруппа  

A = S
L
N, где S – S p,q -подгруппа из минимально-

го добавления L к N в A. Так как M   

n-максимальна в G, то по условию MS
l
 

 
= S

l
M 

для любого l G. Тогда MS
L 

= S
L
M и MA = AM. 

Теперь M/N и A/N перестановочны.  
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Лемма 6. Пусть A и B – подгруппы группы 

G, A B, B G. Если AB
x 

= B
x
A для всех x G, 

то A
B
 субнормальна в G. В частности, если  

A = B, то A субнормальна в G.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [13, 7.2.5] 

подгруппа A
B

B
A
  субнормальна в G. Под-

группа A содержится в B, поэтому A
B
 также со-

держится в B. Значит A
B 

= A
B

B
A
 субнормаль-

на в G. При A = B, подгруппа A
B 

= A, поэтому  

A субнормальна в G. 

В доказательствах будут использоваться 

фрагменты теории формаций [9–10, 14–15]. 

Пусть E – формация всех конечных групп, F – 

некоторая формация и G – группа. Тогда GF  –

F -корадикал группы G, т.е. пересечение всех 

тех нормальных подгрупп N из G, для которых 

G/N F. Произведение FH={G E  l GH F } 

формаций F  и H  состоит из всех групп G, для 

которых H -корадикал принадлежит формации 

F. Формация F  называется насыщенной, если 

из условия G/Ф(G) F  следует, что G F. 

Формации всех разрешимых и нильпотентных 

групп обозначают через S  и N  соответствен-

но. Если F  – некоторая формация и  – неко-

торое множество простых чисел, то F  –  класс 

всех -групп из F. В частности, pN  – класс 

всех p-групп, а p
E  – класс всех групп, порядок 

которых не делится на p. Если в группе G име-

ется максимальная подгруппа M с единичным 

ядром MG= x GM
x
, то группу G называют  

примитивной, а подгруппу M – ее примитива-

тором [15]. 

Лемма 7 ([9, 5.22]). Если F  и H  – разреши-

мые насыщенные формации, то  FH  – разре-

шимая насыщенная формация. 

Следующая лемма легко выводится из соот-

ветствующих определений. 

Лемма 8. Пусть F  – насыщенная формация 

и G – разрешимая группа. Предположим, что G 

не принадлежит  F , но G/N F  для всех не-

единичных нормальных подгрупп N группы G. 

Тогда G – примитивная группа. 

Лемма 9 ([9, 4.40; 4.42]). Пусть G – прими-

тивная разрешимая группа с примитиватором 

M. Тогда справедливы следующие утвержде-

ния: 

1) Ф(G) = 1; 

2) F(G) = CG(F(G)) = Op(G) и F(G) является 

элементарной абелевой подгруппой порядка p
n
 

для некоторого простого p; 

3) в группе G единственная минимальная 

нормальная подгруппа, совпадающая с F(G); 

4) G = [F(G)]M и Op(M) = 1. 

Для формулировки следствия нам понадо-

бится понятие X-перестановочности подгрупп, 

которое предложил в 2003 г. А.Н. Скиба [16]. 

Пусть X – непустое подмножество группы G. 

Подгруппы A и B называются X-перестано-

вочными, если существует элемент x X такой, 

что AB
x
 = B

x
A. Если X = 1 – единичная подгруп-

па, то 1-перестановочные подгруппы – это  

в точности перестановочные подгруппы. Ясно, 

что перестановочные подгруппы будут  

X-перестановочными для любого непустого 

множества X. 

Лемма 10. Пусть A, B и X – подгруппы груп-

пы G, а N – нормальная в G подгруппа. Тогда 

справедливы следующие утверждения: 

1. Если A X-перестановочна с B, то B  

X-перестановочна с A. 

2. Если A X-перестановочна с B, то AN/N 

XN/N-перестановочна с BN/N. 

3. Если A X-перестановочна с B и X – нор-

мальная подгруппа группы G, то AX/X переста-

новочна с  BX/X. 

4. Если A X-перестановочна с B и X Y G, 

то A Y-перестановочна с B. 

5. Если A X-перестановочна с B и X  A, ли-

бо X B, то A перестановочна с B.  

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Все утверждения 

непосредственно вытекают из определения  

X-перестановочных подгрупп. Проверим, на-

пример, утверждение 5. По условию существует 

элемент x X такой, что AB
x  

= B
x
A. Если X B, 

то B
x
 = B и AB = BA. Если X A, то из равенства 

Ax
-1

Bx = x
-1

BxA следует, что ABx = x
-1

BA,  

xAB = BAx
-1

 и AB = BA. 

Основной результат.  

Теорема. Зафиксируем простое число p  

и натуральное число n {1,2,3}. Если в разре-

шимой группе G каждая n-максимальная под-

группа перестановочна с каждой p-нильпо-

тентной pd-подгруппой Шмидта, то G/F(G)  

p-замкнута. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в группе G 

каждая n-максимальная подгруппа перестано-

вочна с любой p-нильпотентной pd-подгруппой 

Шмидта. Требуется доказать, что факторгруппа 

G/F(G) p-замкнута. Это равносильно тому, что 

группа G принадлежит формации p p
NN S . 

Воспользуемся индукцией по порядку группы 

G. Ввиду леммы 5 условия теоремы наследуют 

все факторгруппы группы G, поэтому фактор-

группа G/N принадлежит формации 

p p
NN S для каждой неединичной нормальной в 

G подгруппы N.  
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Предположим, что группа G не принадлежит 

формации p p
NN S . Формация p p

NN S  насы-

щена по лемме 7. Теперь из леммы 8 следует, 

что группа G примитивна,  а из леммы 9 полу-

чаем, что G = [F]M, где F = F(G) = Or(G),  

r (G), а M – максимальная в G подгруппа  

и Or(M)=1.   

Поскольку группа G не принадлежит форма-

ции p p
NN S , то подгруппа M не p-замкнута. 

Поэтому в M по лемме 4 существует p-ниль-

потентная pd-подгруппа Шмидта S=[Q] a , где 

Q – нормальная силовская q-подгруппа, a  – 

циклическая силовская p-подгруппа. Поскольку 

MG = 1, то существует элемент x G такой, что  

S не содержится в M
x
. Отдельно рассмотрим 

каждое значение n {1,2,3}.   

Случай n = 1.  По условию S и M
x
 перестано-

вочны, поэтому G = SM
x

MM
x
, противоречие с 

[10, VI.4.5].  

Случай n = 2. Так как M нециклическая, то 

M
x
 содержит две различные максимальные под-

группы H и K. Они будут 2-максимальными 

подгруппами группы G. По условию S переста-

новочна и подгруппой H и подгруппой K. Ясно, 

что M
x 

= H,K , значит S перестановочна с под-

группой M
x
. Но теперь G=SM

x
 MM

x
, противо-

речие с [10, VI.4.5].  

Случай n = 3. Предположим, что S = M – 

максимальная в G подгруппа. В силу леммы 1 

Q a
p

 – максимальная подгруппа группы S, а 

Q1 a
p

 – 2-максимальная в S и 3-максимальная 

в G подгруппа, где Q1 – максимальная подгруп-

па из Q. По условию S
g
 перестановочна с 

Q1 a
p

 для любого g G. Значит, S
g
(Q1 a

p
) – 

подгруппа группы G и для любого g G  

S
g 
(Q1 a

p
)  M

g 
M G. 

Следовательно, Q1 a
p

 S
g
. Это означает, что 

Q1 a
p

SG = 1, т.е. подгруппа Q1 a
p

 = 1. 

Последнее равенство возможно только тогда, 

когда |Q| = q и | a | = p. Но в этом случае 

|G:F|=|S|=qp и F становится 2-максимальной в 

G подгруппой. Для максимальной подгруппы F1 

из F произведение F1S будет подгруппой по ус-

ловию. Теперь F1 – нормальная в G подгруппа, 

поэтому F1 = 1 и |F| = r. Поскольку F=CG(F), то 

M=S должна быть циклической группой поряд-

ка, делящего r – 1, противоречие. 

Итак, S не максимальна в G, т.е. S M. 

Предположим, что S 2-максимальна в G. Тогда 

подгруппа Шмидта S=[Q] a  перестановочна с 

3-максимальными подгруппами  

(Q a
p

)
g
 и (Ф(Q) a )

g
 

для каждого g G (см. лемму 1). Поэтому S пе-

рестановочна с подгруппой, порожденной ими, 

т.е. с подгруппой   

(Q a
p

)
g
, (Ф(Q) a )

g
 = S

g
  

для каждого g G. В этом случае подгруппа S 

субнормальна в G по лемме 6, а значит, Q суб-

нормальна в G и Q
G
 – q-подгруппа по [9, 5.31]. 

Теперь  

Q Q
G

Oq(G) F, 

противоречие с тем, что Q F = 1. 

Итак, S не является максимальной подгруп-

пой в G и не будет 2-максимальной подгруппой 

в G. Значит, S содержится в подгруппе H, со-

держащейся в подгруппе M, и H является  

3-максимальной подгруппой в G. По условию 

SH
g 

= H
g
S, для любого g G, а по лемме 6 под-

группа S
H 

субнормальна в G. По [9, 2.42] каждая 

минимальная нормальная подгруппа содержит-

ся в нормализаторе субнормальной подгруппы, 

т.е. F NG(S
H
). Поскольку  

F S
H

F M = 1, то FS
H 

= F S
H
, 

что противоречит равенству F = CG(F).  

Значит, предположение о том, что группа G 

не принадлежит формации p p
NN S , приводит 

во всех случаях к противоречию. Поэтому 

группа G принадлежит формации p p
NN S ,  

а это равносильно тому, что G/F является  

p-замкнутой группой. Теорема доказана. 

Следствие. Пусть G – разрешимая группа и 

X=Ф(G). Если в группе G каждая p-ниль-

потентная pd-подгруппа Шмидта X-пере-

становочна с каждой n-максимальной подгруп-

пой для некоторого простого p (G) и неко-

торого натурального числа n {1,2,3}, то 

G/F(G) p-замкнута. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если X = Ф(G) = 1 , 

то каждая p-нильпотентная pd-подгруппа 

Шмидта перестановочна с каждой n-

максимальной подгруппой для фиксированного 

n {1,2,3}. Тогда по теореме G/F(G) p-замкнута. 

Пусть теперь X=Ф(G) 1. Докажем, что в фак-

торгруппе G/X каждая p-нильпотентная  

pd-подгруппа Шмидта перестановочна с каждой 

n-максимальной подгруппой для n {1,2,3}  

и простого p. Обозначим через S/X –  

S p,q -подгруппу из G/X, а через M/X –  

n-максимальную подгруппу факторгруппы G/X. 

Пусть L – минимальное добавление к подгруппе 

X в группе S, т.е. S=LX и L – минимальная под-

группа с этим свойством. По лемме 2 подгруппа 

L содержит S p,q -подгруппу T, для которой 

справедливо равенство T
L 

= L. Так как M –  

n-максимальная подгруппа группы G, то по ус-

ловию T
l
 X-перестановочна с M для каждого 
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l L. По лемме 10 подгруппы M/X и T
l
X/X  

перестановочны для каждого l L. Теперь под-

группы  

M/X и T
L
X/X = LX/X = S/X 

также перестановочны. Следовательно, условия 

следствия наследуются факторгруппой G/X. По 

индукции (G/X)/(F(G/X)) p-замкнута. Теперь 

факторгруппа  

(G/Ф(G))/(F(G/Ф(G))) =  

= (G/Ф(G))/(F(G)/Ф(G)) G/F(G) 

p-замкнута. Следствие доказано. 
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