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Все рассматриваемые группы конечны. Формация F  называется ограниченной, если формация F  является подформацией неко-

торой однопорожденной формации. В данной работе доказывается, что произведение 
21 3FF F  любых неединичных формаций 

1F , 
2F , 

3F  не является ограниченной формацией. Разрешимо -насыщенная формация F  называется ограниченной разрешимо -насыщенной 

формацией, если она является подформацией некоторой однопорожденной разрешимо -насыщенной формации. Если 1 2 3 4F FF F F , 

где 
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се рассматриваемые группы предполагают-
ся конечными. Напомним, что формация  

F  – это класс групп, замкнутый относительно 

взятия гомоморфных образов, что каждая груп-

па G  обладает наименьшей нормальной под-

группой, обозначаемой через GF , факторгруп-

па по которой снова принадлежит F . Эта под-

группа называется F -корадикалом группы G . 

Произведением M H  формаций M  и H  назы-

вается класс групп (G | G ) H M . Пусть p  – 

простое число. Неединичная формация F  на-

зывается p -насыщенной, если из 

pG / O ( (G)) F  всегда следует, что G F  

для всякого простого числа p . Неединичная 

формация F  называется разрешимо p -насы-

щенной, если из pG/ (O (G)) F  всегда следу-

ет, что G F . Если формация F  является  

p -насыщенной (разрешимо p -насыщенной)  

для всех p , то F  называется -насыщен-

ной (разрешимо -насыщенной) формацией 

[1–2]. Пересечение всех разрешимо -насы-

щенных формаций, содержащих некоторую фик-

сированную группу G , называется однопорож-

денной   разрешимо  -насыщенной   формаци-

ей. 

Заметим, что -насыщенные формации оказа-

лись полезными при изучении различных клас-

сов разрешимых групп. В то же время при изу-

чении групп необязательно разрешимых более 

полезными оказались разрешимо -насы-

щенные формации [3–4].  

Формация F  называется ограниченной, если 

формация F  является подформацией некото-

рой однопорожденной формации. Аналогично 

разрешимо -насыщенная формация F  назы-

вается ограниченной разрешимо -насыщен-

ной формацией, если она является подформаци-

ей некоторой однопорожденной разрешимо  

-насыщенной формации. Изучение ограни-
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ченных и однопорожденных разрешимо  

-насыщенных формаций особенно важно, по-

скольку, с одной стороны, такие формации яв-

ляются компактными элементами решетки всех 

разрешимых -насыщенных формаций, что во 

многих случаях сводит изучение разрешимо  

-насыщенных формаций к изучению форма-

ций такого типа. С другой стороны, однопоро-

жденные и ограниченные -насыщенные фор-

мации оказались чрезвычайно полезными при 

построении примеров формаций.  

В работе [5] нами получена следующая тео-

рема.  

Теорема 1. Произведение  

1 2 t  F F F  (I) 

является несократимой факторизацией неко-

торой ограниченной разрешимо -насыщенной 

формации F  тогда и только тогда, когда вы-

полняются следующие условия: 

(1) t 3  и каждый фактор из (I) неединич-

ная формация;  

(2) 2 3F F  – однопорожденная -насыщенная 

подформация из  и 1(Com( )) ( )F F ;  

(3) если 1 ЪF N , тогда t 2 , 2F  – абелева 

однопорожденная формация и для любых групп 

AH M  и 2B F , (| A / F (A) |,| B |) 1  и 

(| A / O (A) |,| B |) 1 ;  

(4) если 1F N  и t 3 , тогда 1| ( | 1)F ,  

3F  – однопорожденная абелева формация  

и для всех 1p ( )F , формация 2 (p)F  является 

нильпотентной однопорожденной формацией, 

и для всех групп 2A F  и 3B F , 

p(A / O (A)) (B) ;  

(5) если 1F N , t 2  и 1| ( ) | 1F , тогда 

формации 2 ( )F  и 2F  ограничены;  

(6) если 1 pF N  для некоторого простого 

числа p , то 2 ( )F  и 2 (p)F  (если p ) явля-

ются ограниченными формациями, 2 1 ЪF F ,  

и существует такая группа 2B F , что для 

всех групп 1A F , 2F -корадикал группы 2TF
 

регулярного сплетения T A BЄ  содержится 

подпрямо в базе группы T .  

Целью данной работы является нахождение 

приложений этой теоремы в теории произведе-

ний формаций.  

Предварительные результаты. Следуя [6], 

мы будем использовать символ pC (G) , чтобы 

обозначать пересечение всех централизаторов 

абелевых p -главных факторов конечной груп-

пы G  (заметим, что pC (G) G , если G  не 

имеет таких главных факторов). Пусть X  – 

множество конечных групп. Тогда используем 

символ Com( )X , чтобы обозначить класс всех 

абелевых простых групп A  таких, что 

A H / K  для некоторого композиционного 

фактора H / K  группы G X . Также пишем, 

что Com(G)  для множества Com({G}) .  

Пусть  – произвольное непустое множест-

во простых чисел. Для любой функции f  вида 

формации группf : { } { }  (II) 

мы определим, следуя [3],  

CF (f )

{G  конечная группа |G /(R(G) O (G))– f ( )

и 
p  для любого простого 

чис

G / C (G) f (p)

p (Coла m(G))},
 

где подгруппа R(G)  обозначает корадикал 

группы G  (т.е. R(G)  – максимальная нормаль-

ная разрешимая подгруппа группы G ) и 

P . Формация F  называется разреши-

мо -насыщенной, если CF (f )F  для неко-

торой функции f  вида (II). В этом случае f  

называется -композиционный спутник фор-

мации F .  

Если  

1 tF F F  (III) 

произведение формаций 1 t, ,F F  и  

1 i 1 i 1 tF F F F F  

для всех i 1, , t , тогда (III) называется несо-

кратимой факторизацией формации F .  

Лемма  1 ([7]). Пусть F  – разрешимо  

-насыщенная формация. Если F N N , то 

F  – наследственная формация.  

Лемма  2 (лемма 3.1.9 [8]). Пусть 

G A B [K]BЄ , где b
1

b B

K A  – база сплете-

ния G  и 1A  – первая копия A  в K . Тогда спра-

ведливы следующие утверждения:  

1) если L  – минимальная нормальная под-

группа группы G , 1L  – проекция этой подгруп-

пы в 1A  и 1 1L Z(A ) , то b
1

b B

L (L A ) ;  

2) если R  – минимальная нормальная под-

группа в 1A  и 1R Z(A ) , то b
1

b B

R R  – ми-

нимальная нормальная подгруппа в G ;  
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3) b

b B

SocG M , где 1M SocA ;  

4) если L  – нормальная подгруппа группы 

G , L K  и M  – проекция этой подгруппы в 

1A , то сплетение 1(A / M) BЄ  является гомо-

морфным образом факторгруппы G / L .  

Лемма  3 (лемма 3.1.5 [8]). Пусть 

A sformG . Тогда:  

1) exp(A)  делит exp(G) ;  

2) порядок каждого главного фактора груп-

пы A  не превосходит максимум порядков глав-

ных факторов группы G ;  

3) ступень любого нильпотентного фактора 

группы A  не превосходит наибольшую из сту-

пеней нильпотентных факторов группы G . 

Лемма  4 (следствие 3.3.7 [8]). Пусть p  – 

простое число. Тогда формация pN  не может 

быть представлена в виде pN MH , где M  

 и H  являются собственными подформациями 

формации pN . 

Лемма  5 (лемма 3.1 [5]). Пусть 

s formGF  – однопорожденная наследствен-

ная -насыщенная формация и MH F , где 

M  и H  – неединичные формации. Тогда спра-

ведливы следующие утверждения:  

1) все простые группы формации M  явля-

ются абелевыми;  

2) если для некоторой группы B H  и неко-

торого простого числа p , |G|p  делит экспо-

ненту группы B , то | A | p  для всех простых 

групп A M ;  

3) если существует простая группа A M  

такая, что | A | , то H  является абелевой 

формацией. 

Лемма 6 (лемма 4.5 [5]). Пусть F MH , 

где M  – разрешимо -насыщенная формация 

с внутренним -композиционным спутником 

m . Пусть H  – такая непустая формация, что 

(Com( )) (Com( ))H M . Тогда CF (f )F , 

где  

m(p) , если a p (Com( )) ;

f (a) , если a p \ (Com( ));

m( ') , если a '.

H M

M

H

 

 

Лемма 7 (лемма 4.6 [5]). Пусть F MH  – 

разрешимо -насыщенная формация, где  M   

и H  формации, причем M N . Пусть f  – 

минимальный -композиционный спутник 

формации F . Предположим, что 

| ( ) | 1M . Тогда  

form(f (p) f (q))H  

для любых двух различных простых чисел 

{p,q} ( )M . 

Приложения теоремы 1. Теорема 2 (след-

ствие 3.3.3 [8]). Пусть произведение 1 tF F  

формаций 1 t, ,F F  является несократимой 

факторизацией формации F . Тогда следующие 

условия эквивалентны: 

(1) F  – ограниченная формация;  

(2) t 2  и обе формации 1F , 2F  являются 

однопорожденными, 1F  – нильпотентная фор-

мация, 2F  – абелева формация, (| A |,| B |) 1  

для любых групп 1A  F  и 2B F ;  

(3) F  – однопорожденная формация. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что если  

p  – простое число, и F  такая формация, что 

p (Com( ))F , то pCF (f )F , где f (p)   

и f ( ) F .  

Пусть (1) имеет место, т.е.  

1 t form(G).F = F F  

Так как, очевидно,  

Com( ) Com(G),F  

то можем выбрать такое простое число p , что 

p (Com( ))F . В этом случае, pc form(G)F  

– ограниченная разрешимо p -насыщенная 

формация. Следовательно, все утверждения (1)–

(6) теоремы 1 выполняются для формации 

1 tF = F F . Таким образом, 1F  – такая однопо-

рожденная p -насыщенная формация, что 

1 p F N N  и  

1(Com( )) ( ).F F  

Ввиду леммы 1 имеем 1  F F . Так как 1F  – 

разрешимая формация, то  

1 1p (Com( )) ( ).F F  

Следовательно, 1F N . Значит, 1 pЪF N . По 

теореме 1 (3), произведение 2 tF F  является 

абелевой формацией и t 2 . Так как 1p ( )F , 

то для любых групп 1A F  и 2B F  имеем  

p(| A / O (A) |,| B|) (| A |,| B|) 1.  

Покажем, что из (2) следует (3). Предполо-

жим, что 1 2F F F , где условия (1)–(2) теоремы 
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выполняются для формаций 1F  и 2F . Пусть A   

и B  такие группы, что 1 form(A)F   

и 2 form(B)F . И пусть 1 (A) , 2 (B) . 

Тогда, очевидно, для любой группы T F , име-

ем 1 2(T) . Это показывает, что сущест-

вует такое простое число p , что p (Com( ))F . 

Тогда условия (1)–(3) теоремы 1 выполняются 

для 1F  и 2F . Следовательно, pc form(G)F  для 

некоторой группы G . Но так как p  можно вы-

брать такое, что p (Com(G)) , то  

pc form(G) form(G).  

Значит, F  является ограниченной формацией.  

Из условия (3) следует условие (1). Теорема 

доказана.  

Теорема  3 (следствие 3.3.5 [8]). Произведе-

ние 21 3F F F  любых неединичных формаций 1F , 

2F , 3F  не является ограниченной формацией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что 

form(G)F  для некоторой группы G . Пусть 

1M F  и 2 3H= F F . Предположим, что F H . 

Рассмотрим MF = MMH . Следовательно, 

MH MMH . Значит, 2F M H . Проводя дан-

ные рассуждения n  раз получаем, что 
nM H F  для каждого n . Пусть m | G | , 

1 mA A  – простая группа формации M   

и A  – простая группа формации H . Пусть  

1 2 mB A (A (A A)).Є Є Є Є  

Тогда B F . Предположим, что iA  – абелева 

группа. Ввиду [6; A (18.2)] мы знаем, что груп-

па B  имеет подгруппу T , которая изоморфна 

группе  

1 2 m 1 mA (A (A A )).Є Є Є Є  

Но ввиду леммы 2 группа T  имеет такой класс 

нильпотентности, что c(T) m 1 , это проти-

воречит лемме 3. Следовательно, iA  – простая 

неабелева группа. По лемме 2, G  является мо-

нолитической группой, и ее монолит имеет по-

рядок больший, чем  | G | . Получили противо-

речие с леммой 3. Следовательно, F H .  Ана-

логично можно показать, что F M . Таким 

образом, ввиду теоремы 2 2 3F F  – абелева фор-

мация.  

Пусть A  – простая группа формации 2F , и 

B  – простая группа формации 3F . Рассмотрим  

G A B [K]B,Є  

где K  – база регулярного сплетения G . Не-

трудно видеть, что 2 3G F F . Так как формация 

2 3F F  абелева, то GB C (K) . Но GC (K) K . 

Вновь полученное противоречие показывает, 

что предположение form(G)F  для некоторой 

группы G  неверно. Теорема доказана.  

Следствие 1.  Пусть F  – ограниченная 

формация. Тогда F  либо неразложимая, либо 

наследственная формация. 

Теорема 4. Если 1 2 3 4F F F F F , где iF  – не-

единичная формация ( i 1,2,3,4 ) и 

| (Com( )) | 1F , то F  не является ограни-

ченной разрешимо -насыщенной формацией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что 

для некоторой группы G  имеем  

1 2 3 4 c form(G).F F F F F  

Пусть f  – минимальный -композиционный 

спутник формации F . И пусть 1M F , 

2 3 4H F F F , | G | n , (Com( ))F . Если 

, то видим, что c form(G) form(G),F  

т.е. F  – ограниченная формация, что противо-

речит теореме 3. Следовательно, . 

Рассмотрим случай, когда pN H  для неко-

торого простого числа p . Так как | | 1 , то 

существует такое простое число q {p}‚ , что 

qN F . Ввиду леммы 4 формация qN  не может 

быть представлена в виде произведения своих 

собственных подформаций. Значит, либо 

qN M , либо qN H . Пусть qN M . Тогда 

существует группа A  простого порядка q , при-

надлежащая формации M . Ввиду леммы 5 все 

простые группы формации M  имеют порядок 

p . Противоречие. Значит, qN H . Но ввиду 

нашего предположения pN H . Следователь-

но, ввиду леммы 4 все простые группы форма-

ции M  имеют простой порядок p q . Вновь 

полученное противоречие показывает, что 

p ЪN H  для всех p .  

Пусть pA N . Так как pN F , то 

p p N F N . Следовательно, pA .H M N  

Значит, p  
A A

N HH . Таким образом,  
p

p

 
A ,

N H
N M  

то  

p pA ( )( ).N M N H  
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Следовательно,  

p p p( )( ).N N M N H  

Пусть A  теперь  

p pA ( )( ).N M N H  

Тогда  
p

p

 
A .

N H
N M  

Так как p  
A A ,

N HH  то AH M . Таким обра-

зом,  

p pA .F N N  

Следовательно,  

p p p( )( ) .HN M N N  

Значит,  

p p p( )( ).N N M N H  

Ввиду леммы 5 имеем pN M , и поэтому 

N M . Тогда  

0 .F N H F  

Ввиду леммы 6 0F  – разрешимо -насыщенная 

формация. Пусть h  – минимальный -компо-

зиционный спутник формации 0F , то h f . 

Используя лемму 7, видим, что  

p

p

form( h(p)) form(G / C (G) p )H ∣  

t1 pp=form((G / C (G)) (G / C (G))),  

где 1 t{p , ,p } . Таким образом, 2 3 4H F F F  – 

ограниченная формация, что противоречит тео-

реме 3. Теорема доказана.   
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