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Все рассматриваемые в данной работе группы предполагаются конечными. Класс групп F называется формацией, 

если он замкнут относительно гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений.  

Пусть L – решетка с нулем. Тогда элемент a* называется псевдодополнением элемента a ( L), если a  a* = 0 и 

a  x = 0 влечет за собой x  a*. Решеткой с псевдодополнениями называется решетка с нулем, в которой каждый эле-
мент имеет псевдодополнение. Дистрибутивная решетка L с псевдодополнениями называется стоуновой, если она удо-
влетворяет стоунову тождеству 

a*  (a*)* = 1 

для любого a  L. 
Цель работы – найти условия, при которых решетка частично композиционных формаций является стоуновой. 
Материал и методы. Используются терминология и методы исследования классов конечных групп, а также теории 

решеток. 
Результаты и их обсуждение. Доказано, что решетка всех ω-композиционных подформаций ω-композиционной фор-

мации F стоунова тогда и только тогда, когда F  N. 
Заключение. В настоящей работе определены условия, при которых решетка всех ω-композиционных подформаций 

ω-композиционной формации F является стоуновой. 
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мация групп, псевдодополнение, решетка, решетка формаций, атом решетки. 
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All groups considered in the paper are supposed to be finite. The class of group F  is called a formation if it is closed concerning 
homomorphic images and finite subdirect products.  

Let L be a lattice with a nil. Then an element a* is called pseudocomplement to an element a ( L), if from a  a* = 0 and 

a  x = 0 it follows that x  a*. A lattice with pseudocomplements is a lattice with the nil in which each element has  
a pseudocomplement. The distribution lattice L with pseudocomplements is called Stone one if it satisfies Stone identity 
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a*  (a*)* = 1 

for any a  L. 

The purpose of the paper is to find conditions under which the lattice of partially composition formations is the Stone one.  
Material and methods. Terminology and methods of studying classes of finite groups are used as well as theories of lattices. 

Findings and their discussion. It is proved that the lattice of all ω-composition subformations of ω-composition formation F 

is the Stone one when and only when F  N. 

Conclusion. Conditions are identified in the paper under which the lattice of all  ω-compositional subformations  

of ω-composition formation F is the Stone one. 
Key words: finite group, formation of groups, subformation, complemented subformation, ω-composition formation  

of groups, pseudocomplemented, lattice, lattice of formations, atom of the lattice. 

 
се рассматриваемые в данной работе группы предполагаются конечными. Используется стан-
дартная терминология [1–4]. 

Напомним, что класс групп F называется формацией, если он замкнут относительно гомоморфных  
образов и конечных подпрямых произведений, т.е. класс групп, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) если G  
F и N ⊲ G , то G / N  

F; 

2) если G / N1
  

F  и G / N2
  

F , то G / (N1
  N2)  

F. 

Изучение решеток формаций конечных групп было начато в 1986 г. А.Н. Скибой в работе, где была 
установлена модулярность решетки всех формаций, а также модулярность решетки всех насыщенных 
формаций. Данные результаты получили развитие в различных направлениях. Одним из них является 
доказательство стоуновости решеток классов групп. В 2007 г. А.Н. Скибой и Н.Н. Воробьевым доказана 
стоуновость решетки n-кратно локальных и тотально локальных классов Фиттинга, в 2008 г. Н.Н. Воро-
бьевым – стоуновость решетки n-кратно насыщенных и тотально насыщенных формаций, в 2012 г. 
Н.Н. Воробьевым, А.П. Меховичем – стоуновость решетки τ-замкнутых n-кратно насыщенных форма-
ций, в 2017 г. Н.Н. Воробьевым и А.И. Титовой – стоуновость решетки n-кратно ω-локальных и тотально 

ω-локальных классов Фиттинга, в 2020 г. О.В. Камозиной – стоуновость решетки n-кратно -канониче-
ских классов Фиттинга. 

В настоящей работе доказан аналог вышеуказанных результатов в теории частично композицион-
ных формаций. 

Материал и методы. Используются терминология и методы исследования классов конечных групп, 
а также теории решеток. 

Цель работы – найти условия, при которых решетка частично композиционных формаций является 
стоуновой. 

Результаты и их обсуждение. В дальнейшем символ  обозначает некоторое непустое множество 

простых чисел, ′ = Р \ . Через π(G) обозначено множество всех различных простых делителей  
порядка группы G, π(X) – объединение множеств π(G) для всех групп G из совокупности групп X. Сим-

волами R(G), C p(G) обозначаются соответственно наибольшая нормальная разрешимая -подгруппа 
группы G и пересечение централизаторов всех тех главных факторов группы G, у которых композици-
онные факторы имеют простой порядок p. Через N, Np, Com(X) обозначают соответственно класс всех 

нильпотентных групп, класс всех p-групп и класс всех простых абелевых групп A таких, что A  H/K для 

некоторого композиционного фактора H/K группы G  
X.  

Пусть  f – произвольная функция вида 
 

f :     {′ } → {формации групп}.                                              () 
 

Следуя [4], сопоставим функции  f  вида () класс групп 
 

CF( f ) = (G | G/R(G)  f (') и G/Cp(G)   f (p) для всех p     (Com(G))). 
 

Для любой функции  f  вида () класс CF( f )  является формацией. Если формация F такова, что 

F
 = CF( f ) для некоторой функции f вида (), то F называется -композиционной формацией с -компо-

зиционным спутником  f  [4]. Если  = Р, то -композиционная формация называется композиционной 

формацией. -Композиционный спутник  f  формации F называется внутренним, если каждое его 
значение является подформацией формации F.  
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Пусть X – произвольная непустая совокупность групп. Пересечение всех формаций, содержащих X, 

обозначают form X и называют формацией, порожденной X. В частности, пишут form G в случае, когда 

X = {G}. Всякая формация такого вида называется однопорожденной формацией (см. [1]).  
Для доказательства основного результата нам потребуются следующие леммы. 
Лемма 1 (лемма 1.2.22 [1]). Для любой совокупности групп X справедливо равенство 
 

formX = QR0(X). 
 

Лемма 2 (лемма 2.4 [3]). Справедливо равенство QR0Q = QR0. 

Класс групп F называется полуформацией, если F = QF [1].  
Лемма 3 (лемма 1.2.21 [1]). Пусть F – полуформация, порожденная совокупностью групп X. Тогда 

F
 = Q(X). 

Лемма 4 (лемма 4.7.1 [5]). Пусть A – монолитическая группа с неабелевым монолитом R, M –  

некоторая полуформация и A  cform 
M. Тогда A  

M. 

Если F – -композиционная формация, то символом Lc(F) обозначают решетку всех -компози-

ционных подформаций -композиционной формации F. Через c обозначают решетку всех -компо-
зиционных формаций. 

Элемент a решетки L с нулем называется атомом, если для любого x  L из 0 < x  a следует,  
что x = a (см., например, [6]).  

Лемма 5. Пусть F = cform G  – однопорожденная -композиционная формация. Тогда у решетки 

Lc(F) имеется лишь конечное число атомов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M – атом решетки Lc(F). Тогда M = cform А для некоторой простой 

группы A. Пусть A – неабелева группа. Так как M  F, то A  
F = cform G. Тогда согласно лемме 1, 

 

cform (G) = cform(form (G)) = cform(QR0(G)). 
 

В силу леммы 2 
 

cform(QR0(G)) = cform(QR0Q(G)) = 

= cform(Q(R0Q(G))) = cform(Q(R0(Q(G)))) = 

= cform(Q(R0H)) = cform(QR0H), 
 

где, согласно лемме 3, H = Q(G) – полуформация, порожденная группой G. Ввиду леммы 1 имеет  
место равенство 

cform(QR0H) = cform(formH) = cformH. 
 

Итак, A  cformH.  Поскольку A – простая группа, то A – монолитическая группа с неабелевым 

монолитом Soc(A) = A. Следовательно, по лемме 4 A  H = Q(G). Это означает, что в решетке Lc(F) 

имеется лишь конечное число неразрешимых атомов. 

Пусть |A| = p – простое число, где p    =  (G). Заметим, что класс всех -групп G является -ком-

позиционной формацией (см., например, [7] теорема 5). Поэтому из A  G  следует 
 

M = cform A  
G. 

 

Но   – конечное множество. Поэтому в G имеется лишь конечное число -композиционных под-

формаций, порожденных простой группой A порядка p    =  (G). Это означает, что в решетке Lc(F) 

имеется лишь конечное число разрешимых атомов. Лемма доказана. 

Лемма 6 (теорема 3.1 [8]). Решетка всех -замкнутых n-кратно -композиционных формаций  
алгебраична и модулярна. 

Непосредственно из леммы 6 вытекает  

Лемма 7. Любая -композиционная формация есть решеточное объединение своих однопорож-

денных -композиционных подформаций. 

Следующая лемма дает способ построения минимального c
n-1-значного спутника формации 

F = c
nform X. 
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Лемма 8 (следствие 1.6.11 [5]. Пусть X – непустая совокупность групп, F = c
nform X, где n ≥ 1, 

 =    (Com(X)), и пусть f – минимальный c
n-1-значный -композиционный спутник формации  F. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) f (') = c
n-1form(G / R(G) ) | G  X); 

2) f (p) = c
n-1form(G / Cp(G) ) | G  X) для всех p  ;  

3) f (p) =  для всех p   \ ;  

4) если F = CFp(h) и спутник h c
n-1-значен, то для всех p   имеют место  

 

f (p) = c
n-1form(A | A  h (p)  

F, Op(A) = 1) 
 

и 
 

f (') = c
n-1form(A | A  h (')  

F, R(A) = 1). 
 

Для произвольной совокупности групп X и простого числа р полагают (см. [5]) 
 

X(C
 p

) = {
form(G / C p| G  X),  если p ∈   π(Com(X)), 

,  если p ∈ Р \ (  π(Com(X))). 
 

 

Если F = CF(F), где F(') = F и F(p) = NpF(C p) для всех p , то спутник F называется канониче-

ским -композиционным спутником формации F. Если F = CF(F) и f  – произвольный внутренний  
-композиционный спутник формации F, то  f  ≤ F (см. [5] замечание 1.2.39). 

Лемма 9 (замечание 1 [4]). Любая -композиционная формация обладает каноническим -ком-
позиционным спутником. 
Пусть {Fi

 | i  I } – произвольная система непустых классов групп такая, что для любых двух различных 

i, j  I имеет место Fi
 ∩ 

Fj
 = (1). Символом i

i I
 F  обозначают [1] класс всех групп вида A1

  A2
  …  At, 

где 
11 ,iA  F  

22 ,iA  F  …, 
tt iA  F  для некоторых i1, i2, …, it

  I. 

Напомним, что подформация M формации F называется дополняемой в F [9], если M дополняема в 
решетке подформаций формации F, т.е. если в F имеется такая подформация H (дополнение к M в F), что 

 

F
 = form (M  

H)   и   M  
H

 = (1). 
 

Лемма 10 (теорема 4.3.2 [1]). Пусть M – непустая подформация формации F. Тогда если H –  

дополнение M к F, то F = M  H.  

Лемма 11 (теорема [10]). Пусть F = M  H для некоторых формаций M и H таких, что 

 (M)   (H) = . Тогда формация F -композиционна в том и только в том случае, когда -компо-
зиционна каждая из формаций M и H.  

Лемма 12 (лемма 4.3.4 [1]). Пусть F = F1  F2 и M – непустая подформация формации F. Тогда 

M = (M  F1)  (M  F2). 

Для -композиционных формаций M и H полагают  
 

M ˅ H = cform(M  H). 
 

Лемма 13. Пусть F – -композиционная формация. Тогда если формация Np дополняема в  

решетке Lc(F) для каждого p   ∩ (Com(F)), то F  N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 7 любая -композиционная формация есть объединение  

(в решетке c) своих однопорожденных -композиционных подформаций, т.е. 
 

F = cform(GF cformG). 
 

Значит, для доказательства леммы достаточно показать, что она справедлива для любой однопо-

рожденной -композиционной подформации M из F. 

По лемме 8 в случае n = 1 формация M обладает минимальным -композиционным спутником m. 

Тогда если p   ∩ (Com(M)), то в силу леммы 9 любая -композиционная формация обладает  

каноническим -композиционным спутником. Это означает, что выполняется  
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Np  Np m(p) = M(p)  M, 
 

где M – канонический -композиционный спутник формации M. Покажем, что подформация Np  

дополняема в решетке Lc(M). Нулем этой решетки является формация единичных групп, единицей – 

формация M. По условию теоремы в решетке Lc(F) найдется дополнение H к Np. Нулем решетки 

Lc(F) является формация (1), единицей – формация F. Тогда  
 

F = cform(Np  H) = Np˅ H и Np  H = (1). 
 

Согласно леммам 10 и 11  
 

F = Np  H 

 

и формации Np и H являются -композиционными. Поэтому по лемме 12  
 

M = M  F = M  (Np  H) = 

= (M  Np)  (M  H) = Np  (M  H) = 

= Np˅ (M  H). 
 

Поскольку Np  H = (1), то  
 

Np  (M  H) = (1). 
 

Следовательно, (M  H) – дополнение к Np в M, т.е. формация Np дополняема в  решетке Lc(M). 

Покажем теперь, что M  N. Согласно лемме 5 в M имеется лишь конечное число подформаций, 

являющихся атомами решетки Lc(M). Пусть число атомов решетки Lc(M) равно k. Проведем индук-
цию по k. Согласно леммам 10 и 11  

 

M = Np  (M  H) 
 

и формация M  H является -композиционной. Заметим, что поскольку один из атомов Np решетки 

Lc(M) не содержится в M  H, то в решетке Lc(M  H) число атомов меньше, чем k.  

Если k = 1, то в решетке Lc(M)  имеется лишь один атом. Но в решетке Lc(M  H) атомов меньше 

k = 1, т.е. в решетке Lc(M  H) нет атомов. Последнее возможно лишь в случае, когда M  H = (1). 
Поэтому  

 

M = Np  (M  H) = form(Np  (M  H)) = formNp = Np. 
 

Следовательно, любая группа из M нильпотентна, т.е. M  N.  

Предположим теперь, что k > 1 и утверждение теоремы верно для всех -композиционных форма-

ций, у которых решетка -композиционных подформаций имеет число атомов меньше, чем k. В этом 

случае утверждение для формации M  H верно по индукции. Но M = Np  (M  H). Поэтому 
каждая группа G из M имеет вид:  

 

G = A  B, 
 

где A  Np, B  M  H. Значит, утверждение леммы выполняется для однопорожденной формации M. 

Итак, утверждение леммы выполняется и для формации F = cform(GF cformG), т.е. F  N. Лемма 
доказана. 

Теорема. Пусть F – -композиционная формация. Тогда и только тогда решетка Lc(F) сто-

унова, когда F  N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F – -композиционная формация. Допустим, что Lc(F) – стоунова 

решетка. Заметим, что для каждой -композиционной подформации M формации F формация 

M
* = F ∩ G’  является псевдодополнением элемента M в решетке Lc(F), где π =  ∩ π(Com(M)). 

Действительно, если H – -композиционная подформация формации F, то M ∩ H = (1) тогда  

и только тогда, когда π ∩ π(Com(H)) = . Значит, H  F ∩ G’. Поэтому класс F ∩ G’ является псев-

додополнением элемента M в решетке Lc(F).  

По лемме 8 формация F обладает минимальным -композиционным спутником f. Тогда если 

p   ∩ (Com(F)), то в силу леммы 9 F обладает каноническим -композиционным спутником F 
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таким, что F(p) = Np f(p). Так как -композиционный спутник F является внутренним, то F(p)  F.  

Поскольку класс Np является формацией, то Np  Np f(p). Следовательно, Np  F. По доказанному 

выше Np
* = F ∩ G’ – псевдодополнение элемента Np в решетке Lc(F), p   ∩ (Com(F)). Заметим, 

что (Np
*)* = Np – псевдодополнение элемента F ∩ G’ в решетке Lc(F), p   ∩ (Com(F)). Вместе  

с тем, согласно нашему допущению, F = Np
* ˅ (Np

*)* = (F ∩ Gp’) ˅ Np. 

Следовательно, для каждого p   ∩ (Com(F)) формация Np дополняема в решетке Lc(F). Приме-

няя теперь лемму 13, видим, что F  N. 

Пусть теперь F  N и M – -композиционная подформация формации F, π =  ∩ (Com(F)), 

π1 =  ∩ (Com(M)), π2 =  ∩ (π \ π1). Если π = π1, то F = M. Легко видеть, что в этом случае (1) – допол-

нение элемента M в решетке Lc(F). Если же π1  π, то Nπ2
 – дополнение элемента M в решетке Lc(F).  

Итак, Lc(F) – решетка с дополнениями. Согласно следствию 1 из [11] она является булевой. Значит, 

решетка Lc(F) дистрибутивна.  

Покажем, что дополнение M
* = Nπ2

 является псевдодополнением к M в F. Так как π1 ∩ π2 = , то 

M ∩ Nπ2
 = (1). Если H1 – -композиционная подформация формации F, то H1 ∩ M = (1) тогда и только 

тогда, когда  ∩ (Com(H1)) ∩ π1 = . Последнее означает, что H1  Nπ2
. Отметим, что (M*)* = M явля-

ется псевдодополнением к Nπ2
 в F. Более того, M* ˅ (M*)* = Nπ2

 ˅ M = F. Следовательно, Lc(F) – сто-

унова решетка. Теорема доказана. 

В случае  = Р получаем 
Следствие. Пусть F – композиционная формация. Тогда и только тогда решетка Lc(F) стоунова, 

когда F  N. 
Заключение. В настоящей работе определены условия, при которых решетка частично композици-

онных формаций является стоуновой. 
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