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ВВЕДЕНИЕ 
 

Целью методических рекомендаций является ознакомление студентов 

с основными понятиями, фактами и методами теории вероятностей и ма-

тематической статистики, а также с их возможными приложениями для 

статистической обработки реальных данных. 

Назначение данного издания – оказать студентам помощь в самостоя-

тельном овладении основными методами и приемами изучаемой дисци-

плины. Как источник необходимого теоретического материала оно может 

использоваться также при проведении практических занятий. Предназна-

чено прежде всего для обучающихся по специальностям «Информацион-

ные системы и технологии (в здравоохранении)», «Программное обеспече-

ние информационных технологий», «Прикладная математика», «Приклад-

ная информатика», «Математика и информатика», «Компьютерная без-

опасность (радиофизические методы и программно-технические сред-

ства)», «Управление информационными ресурсами», «Физика (научно-

педагогическая деятельность)».  

Методические рекомендации состоят из четырех разделов: «Случай-

ные события и их вероятности», «Случайные величины», «Предельные 

теоремы теории вероятностей», «Элементы математической статистики». 

Материал каждой последующей части опирается на понятия, определяе-

мые в предыдущих частях. Краткое изложение теоретического материала 

сопровождается демонстрационными примерами, способствующими луч-

шему пониманию и усвоению учебной дисциплины. 

В конце издания размещен список литературы, изучение которой  

поможет студентам подробнее разобраться в отдельных вопросах теории 

вероятностей и математической статистики. 
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Часть I. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ 

 

1.1. Случайные события. Пространство элементарных событий 

 

Случайным событием (или просто: событием) называется любой 

факт, который может произойти или не произойти в результате некоторого 

эксперимента (испытания, опыта, наблюдения). 

Событие называется достоверным, если оно обязательно наступит  

в данном эксперименте, и невозможным, если до эксперимента заведомо 

известно, что это событие не произойдёт. 

Достоверное событие будем обозначать буквой , а невозможное – 

символом  . 

Пример 1.1. Эксперимент состоит в однократном подбрасывании иг-

ральной кости (кубика). Примерами событий являются: событие A – выпа-

дет 4 очка, событие B – выпадет чётное число очков, событие C – выпадет 

7 очков, событие D – выпадет целое число очков. Событие C является не-

возможным, а событие D – достоверным. ● 

Простейшие события, являющиеся непосредственными исходами 

данного эксперимента и обладающие тем свойством, что в результате экс-

перимента происходит одно и только одно из них, называются элементар-

ными событиями (элементарными исходами). 

Элементарные события, при наступлении которых происходит собы-

тие A, называются благоприятствующими событию A. Любое событие, 

связанное с данным экспериментом, может быть представлено как сово-

купность всех благоприятствующих ему элементарных исходов. 

Пример 1.2. Эксперимент: один раз подбрасывается игральная кость. 

В этом эксперименте 6 элементарных событий: 654321 ,,,,,  , где 

i  означает выпадение i очков, 6,5,4,3,2,1=i . Пусть событие A – это 

выпадение чётного числа очков. Тогда благоприятствующими событию A 

будут элементарные события 642 ,,  , и значит, },,{ 642 =A . ● 

Очевидно, что достоверное событие представляется совокупностью 

всех элементарных событий. 

Множество всех элементарных событий данного эксперимента назы-

вается пространством элементарных событий и обозначается, как и до-

стоверное событие, буквой  . 
 

1.2. Отношения между событиями 

 

События A и B называются несовместными, если появление одного из 

них исключает появление другого в одном и том же эксперименте. В про-

тивном случае события A и B называются совместными. 
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Очевидно, что несовместные события не имеют общих благоприят-

ствующих им элементарных исходов.  

События  A1, A2, A3, …, An  называются попарно несовместными, если 

любые два из них несовместны. 

Если при наступлении события A обязательно происходит и событие 

B, то говорят, что событие A влечёт событие B. При этом пишут BA  

или .AB   

События и отношения между ними удоб-

но иллюстрировать с помощью диаграмм Эй-

лера – Венна. При этом пространство элемен-

тарных исходов (достоверное событие)   

изображается прямоугольником, элементарные 

исходы – точками этого прямоугольника, а 

случайные события – областями внутри него. 

На рис. 1 показано отношение BA . 

Пример 1.3. Эксперимент: однократное подбрасывание игральной ко-

сти. Событие A – выпадение 2 очков, событие B – выпадение чётного числа 

очков. При наступлении события A наступает и событие B, т. е. BA . ● 

Если BA  и AB  , то события A и B называют эквивалентными 

(равносильными, равными); пишут: BA= . 

 

1.3. Операции над событиями 

 

Суммой событий nAAA ,,, 21   называется событие A, которое состо-

ит в появлении хотя бы одного из этих событий. Записывают: 

nAAAA +++= 21  или 
=

=
n

i
iAA

1

. 

Произведением событий nAAA ,,, 21   называется событие A, состоя-

щее в появлении каждого из этих событий. Пишут: 

nAAAA 21=   или  
=

=
n

i
iAA

1

. 

Разностью двух событий A и B называется событие C, состоящее  

в том, что событие A произошло, а событие B не произошло. Записывают: 
BAC −= . 

Противоположным событию A называется событие ,AA −=   

заключающееся в том, что событие A в данном эксперименте не произо-

шло. Очевидно, что = , = , AA = . 

На рисунках 2–5 с помощью диаграмм Эйлера – Венна представлены 

сумма, произведение и разность событий A  и B , а также событие, проти-

воположное событию A  (соответствующие области заштрихованы). 

A  B  

  

Рис. 1 
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Операции над событиями обладают следующими свойствами: 

ABBA +=+ , BAAB = , 

)()( CBACBA ++=++ , )()( BCACAB = , 

BCACCBA +=+ )( , ))(( CBCACAB ++=+ , 

AAA =+ , AAA = , 

=+A , AA = , 
AA =+ , =A , 

=+ AA , =AA , 

,
11


==

=
n

i
i

n

i
i AA  .

11


==

=
n

i
i

n

i
i AA  

Пример 1.4. Эксперимент: один раз подбрасывают игральную кость. 

В данном случае  654321 ,,,,, = , где i  – элементарный исход, 

заключающийся в выпадении i  очков. Рассмотрим следующие события: 

A  – выпадет чётное число очков, т. е.  ; ,, 642 =A  

B  – выпадет число очков, большее 3, т. е.  . ,, 654 =B  

Найдём BA + , AB , BA −  и A : 
 6542 ,,, =+ BA ,      64 ,=AB , 

 2=− BA ,      . ,, 531 =A  ● 

  

A  
B  

  

A  
B  

BA+  AB  

 Рис. 2                                                                                                                       Рис. 3                                                                                                                                                                                                                                          

  

A  
B  A  A 

  

BA−  A  
 Рис. 4                                                                             Рис. 5                                                                                      
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1.4. Вероятность события. 

Классическое определение вероятности 

 

Вероятность события – это числовая характеристика степени воз-

можности его появления в рассматриваемом опыте. Вероятность события 

A обозначается символом )(AP . 

Рассмотрим так называемую классическую вероятностную модель, 

которая используется для описания опытов с конечным числом равновоз-

можных элементарных исходов. 

Несколько событий в данном опыте называются равновозможными, 

если ни одно из них не является объективно более возможным, чем другие. 

Пусть пространство элементарных событий эксперимента состоит 

из конечного числа элементарных событий, причём все они равновоз-

можны. Пусть A – произвольное событие, связанное с данным экспери-

ментом. Вероятность (классическая вероятность) события A опреде-

ляется формулой 


=

A
AP )( ,                                             (1.1) 

где   – число всех элементарных событий, A  – число элементарных 

событий, благоприятствующих событию A.  

Из определения (1.1) вытекают следующие свойства вероятности: 

1. 1)(0  AP ; 

2. 1)( =P ; 

3. 0)( =P ; 

4. Если ,BA  то )()( BPAP  ; 

5. Если A и B – несовместные события (т. е. =AB ), то 

)()()( BPAPBAP +=+ ; 

6. 1)()( =+ APAP . 

Пример 1.5. Из урны, содержащей 6 белых и 8 чёрных шаров (шары 

отличаются лишь цветом), наугад вынимают один шар. Какова вероят-

ность события A, заключающегося в том, что вынутый шар будет белым? 

Решение. Число всех элементарных событий в данном опыте совпада-

ет с общим числом шаров в урне: 1486 =+= . Число элементарных со-

бытий, благоприятствующих событию A, равно 6, т.е. 6=A . Таким  

образом, по формуле (1.1) имеем 

7

3

14

6
)( ==AP . ● 
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1.5. Геометрическое определение вероятности 

 

Геометрическое определение вероятности является обобщением клас-

сического определения на случай, когда пространство элементарных собы-

тий   не является конечным множеством. 

Рассматривается случайный эксперимент с бесконечным числом рав-

новозможных элементарных исходов. Допустим, что каждому элементар-

ному исходу ставится в соответствие некоторая точка на прямой, плоско-

сти или в пространстве, причём разным исходам соответствуют разные 

точки. Пусть   – множество всех таких точек. Таким образом, рассматри-

ваемый эксперимент можно интерпретировать как случайный выбор точки 

X , а множество   – как пространство его элементарных исходов. 

Случайным событиям данного эксперимента соответствуют различные 

подмножества множества  , при этом подмножество A интерпретируется 

как случайное событие, заключающееся в том, что AX  .  

Будем предполагать, что и для самого множества  , и для всех рас-

сматриваемых его подмножеств определена мера   (длина, площадь, объ-

ём), причём предполагаем, что мера )(  конечна. 

Геометрической вероятностью события  A  называется число 

)(

)(
)(


=


 A
AP . 

Пример 1.6. Два лица M и N условились встретиться в определённом 

месте между 10 и 11 часами утра, причём договорились ждать друг друга 

не более 10 минут. Считая, что момент прихода на встречу выбирается 

каждым наудачу в пределах указанного часа, найти вероятность того, что 

встреча состоится. 

Решение. Примем 10 часов утра за начало отсчёта времени. Элемен-

тарное событие в нашей задаче – приход лиц M и N в условленное место  

в моменты времени x  и y  соответственно ( 10,10  yx ). Представим 

его точкой с координатами ),( yx  в декар-

товой системе координат на плоскости. То-

гда пространство элементарных событий 

представится в виде квадрата 
 10,10:),( = yxyx  

(см. рис. 6). Число элементарных событий 

бесконечно. Условие их равновозможности 

заключено в фразе «момент прихода на 

встречу выбирается каждым наудачу  

в пределах указанного часа». Таким обра-

зом, можно применить геометрическое 

определение вероятности.  

0 

A 

6

1
 

1 

1 x 

y 

6

1
 

Рис. 6 
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Событие A (встреча состоится) произойдёт, если моменты прихода M 

и N отличаются по абсолютной величине не более чем на 10 минут, т.е. на 

6

1
 часа. Поэтому событие A представимо в следующем виде: 

=








−=
6

1
||:),( yxyxA









+−
6

1

6

1
:),( xyxyx  

(на рис. 6 эта область заштрихована). Площадь квадрата, представляющего 

пространство элементарных событий, 1)( =S . Находим площадь области, 

представляющей событие A: 

36

11

36

25
1

6

1
1

2

1
21)(

2

=−=







−−=AS . 

Согласно геометрическому определению вероятности 

36

11

)(

)(
)( =


=

S

AS
AP . ● 

Геометрическая вероятность обладает всеми перечисленными в пунк-

те 1.4 свойствами классической вероятности. Однако имеются также и от-

личия в свойствах этих вероятностей. Например, если классическая веро-

ятность события равна нулю, то это событие невозможно, а для геометри-

ческой вероятности это, вообще говоря, не так: геометрическая вероят-

ность любого элементарного исхода равна нулю. 

 

1.6. Вероятность суммы событий 

 

Как известно (см. пункты 1.4, 1.5), вероятность суммы двух несов-

местных событий A и B равна сумме вероятностей этих событий:  

)()()( BPAPBAP +=+ .                                  (1.2) 

Эта формула легко обобщается на случай n попарно несовместных собы-

тий nAA ,,1  : 

)()()( 11 nn APAPAAP ++=++  .                      (1.3) 

Теорема 1.1. Для любых событий A и B имеет место формула 

)()()()( ABPBPAPBAP −+=+ .                       (1.4) 

Теорема 1.2. Для любых событий nAAA ,,, 21   имеет место формула 

 
= 

+−=+++
n

i ji
jiin AAPAPAAAP

1
21 )()()(   

)()1()( 21
1

n
n

kji
kji AAAPAAAP  −



−+−+  .    (1.5) 

Пример 1.7. Правильная монета подбрасывается 2 раза. Найти веро-

ятность события A, означающего появление герба хотя бы один раз. 
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Решение. Обозначим события: 1A  – появление герба при первом под-

брасывании, 2A  – появление герба при втором подбрасывании. Ясно, что 

21 AAA += . 

Согласно классическому определению вероятности, 

2

1
)()( 21 == APAP ,   

4

1
)( 21 =AAP . 

Используя теорему 1.1, находим искомую вероятность: 

4

3

4

1

2

1

2

1
)()()()( 2121 =−+=−+= AAPAPAPAP . ● 

 

1.7. Условная вероятность. Вероятность произведения событий 

 

Условной вероятностью )|( BAP  события A относительно события B 

называется вероятность события A, вычисленная в предположении, что со-

бытие B уже произошло. 

В случае, если ,0)( BP  имеет место формула 

)(

)(
)|(

BP

ABP
BAP =                                             (1.6) 

(ее можно легко получить, исходя, например, из классического определе-

ния вероятности). 

Из формулы (1.6) следует равенство 

)|()()( BAPBPABP = ,                                       (1.7) 

которое называют формулой (теоремой) умножения вероятностей. 

Формула (1.7) обобщается на случай n событий: 

Теорема 1.3. Пусть события nAAA ,,, 21   таковы, что 

0)( 121 −nAAAP  . Тогда 

)|()|()|()()( 12121312121 −= nnn AAAAPAAAPAAPAPAAAP  . 

Пример 1.8. В урне находится 5 белых, 4 синих и 3 чёрных шара. 

Наудачу последовательно вынимают 3 шара. Какова вероятность того, что 

1-й шар будет белым, 2-й – синим, 3-й – чёрным? 

Решение. Введём обозначения событий: A1 –– первый вынутый шар – 

белый, A2 –– второй – синий, A3 –– третий – чёрный. Находим 
12

5
)( 1 =AP , 

11

4
)|( 12 =AAP , 

10

3
)|( 213 =AAAP . В силу теоремы 1.3 

22

1

10

3

11

4

12

5
)|()|()()( 213121321 === AAAPAAPAPAAAP . ● 
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1.8. Независимые события 

 

События A и B, вероятности которых 0)( AP  и 0)( BP , называются 

независимыми, если 

)()|( APBAP =   и  )()|( BPABP = .                         (1.8) 

Замечание 1.1. Легко доказать, что если выполняется одно из ра-

венств (1.8), то выполняется и другое. 

Теорема 1.4. События A и B, имеющие ненулевую вероятность, явля-

ются независимыми тогда и только тогда, когда 

)()()( BPAPABP = .                                     (1.9) 

С учётом этой теоремы можно дать также следующее определение не-

зависимости событий, распространяющееся и на события с нулевой веро-

ятностью.  

События A и B называются независимыми, если для них выполнено 

равенство (1.9). 

События nAA ,,1   называют независимыми в совокупности (или 

просто: независимыми), если независимы каждые два из них и независимы 

каждое событие и всевозможные произведения остальных. 

Формула (1.9) распространяется на n событий, независимых в сово-

купности: 
)()()()( 2121 nn APAPAPAAAP  = . 

Несколько событий называют попарно независимыми, если каждые 

два из них независимы. 

Из независимости событий в совокупности следует их попарная неза-

висимость. Обратное утверждение, вообще говоря, не верно. 

Пример 1.9. Игральная кость подбрасывается два раза. Рассматрива-

ются события: A – оба раза выпадет число очков, меньшее 4, B – оба раза 

выпадет число очков, кратное 3. Являются ли эти события независимыми? 

Решение. Элементарное событие в нашей задаче представим упорядо-

ченной парой чисел ),( ji , где i и j – цифры, выпавшие соответственно при 

первом и втором подбрасываниях. Тогда пространство элементарных со-

бытий 

 6,1,:),( == jiji . 

Число всех элементарных событий 36|| = . Очевидно, что все элементар-

ные исходы являются равновозможными. Следовательно, для вычисления 

вероятностей событий можно применить классическое определение веро-

ятности. 

Представим события A, B и AB в виде множеств благоприятствующих 

им элементарных исходов: 

 )3,3(),2,3(),1,3(),3,2(),2,2(),1,2(),3,1(),2,1(),1,1(=A , 
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 )6,6(),3,6(),6,3(),3,3(=B ,    )3,3(=AB . 

Таким образом, 

9|| =A ,   4|| =B ,   1|| =AB . 

По формуле классической вероятности 

4

1

36

9

||

||
)( ==


=

A
AP ,   

9

1

36

4

||

||
)( ==


=

B
BP ,   

36

1

||

||
)( =


=

AB
ABP .    

Проверяем независимость событий A и B: 

)(
36

1

9

1

4

1
)()( ABPBPAP === . 

Следовательно, события A и B независимы. ● 

 

1.9. Формула полной вероятности. 

Формула Байеса (формула гипотез) 

 

Говорят, что события nHHH ,,, 21   образуют полную группу, если 

они попарно несовместны и 
=

=
n

i
iH

1

. 

События nHHH ,,, 21  , образующие полную группу, называются 

гипотезами. 

Теорема 1.5. Пусть события nHHH ,,, 21   образуют полную группу. 

Тогда для любого события  A  имеет место формула 


=

=
n

i
ii HAPHPAP

1

)|()()( , 

называемая формулой полной вероятности. 

Пример 1.10. В первой коробке содержится 20 ламп, из них 18 стан-

дартных; во второй коробке – 10 ламп, из них 9 стандартных. Из второй 

коробки наудачу взята лампа и переложена в первую. Найти вероятность 

того, что лампа, наудачу извлечённая из первой коробки, будет стандарт-

ной. 

Решение. Введём обозначения событий: A – из первой коробки извле-

чена стандартная лампа, H1 – лампа, переложенная из второй коробки  

в первую, была стандартной, H2 – эта лампа была нестандартной. Тогда 

10

9
)( 1 =HP ,  

10

1
)( 2 =HP ,  

21

19
)|( 1 =HAP ,  

21

18
)|( 2 =HAP . 

По формуле полной вероятности находим 

9,0
21

18

10

1

21

19

10

9
)|()()|()()( 2211 =+=+= HAPHPHAPHPAP . ● 
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Теорема 1.6. Пусть события nHHH ,,, 21   образуют полную группу. 

Тогда условная вероятность события kH  ),,2,1( nk =  при условии, что 

в результате эксперимента произошло событие A, может быть вычислена 

по формуле 


=

=
n

i
ii

kk
k

HAPHP

HAPHP
AHP

1

)|()(

)|()(
)|( . 

Эта формула называется формулой Байеса (формулой гипотез). 

Пример 1.11. В условиях примера 1.10 лампа, извлечённая наудачу из 

первой коробки после того, как в неё переложили лампу из второй, оказа-

лась стандартной. Какова вероятность того, что из второй коробки  

в первую переложили нестандартную лампу? 

Решение. Определим вероятность события (гипотезы) H2 при условии, 

что событие A (извлечённая из первой коробки лампа стандартна) уже 

произошло: 

21

2

9,0

21

18

10

1

)|()()|()(

)|()(
)|(

2211

22
2 =



=
+

=
HAPHPHAPHP

HAPHP
AHP . ● 

 

1.10. Схема Бернулли. Формула Бернулли 

 

Пусть проводится серия n испытаний, в каждом из которых может 

произойти (успех) или не произойти (неудача) некоторое событие A. При 

этом предполагается, что вероятность наступления события A в каждом 

отдельном испытании не зависит от исходов других испытаний и равна 

одному и тому же числу p )10(  p . Такая последовательность испыта-

ний называется схемой Бернулли. 

Вероятность )(kPn  того, что в n испытаниях, проведённых по схеме 

Бернулли, событие A произойдёт ровно k раз )0( nk  , находится по 

формуле Бернулли: 
knkk

nn qpCkP −=)(       )1( pq −= .                        (1.10) 

Пример 1.12. Правильная монета подбрасывается 5 раз. Найти веро-

ятность того, что герб выпадет ровно 3 раза. 

Решение. Здесь 10=n , 3=k , 
2

1
=p , 

2

1
1 =−= pq . По формуле Бер-

нулли находим искомую вероятность: 

16

5

32

1
10

2

1

!2!3

!5

2

1

2

1
)3(

523
3
55 ==








=
















= CP  . ● 
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Наивероятнейшее число 0k  наступлений события A в серии из n неза-

висимых испытаний, удовлетворяющих схеме Бернулли, определяется из 

двойного неравенства 
pnpkqnp +− 0 .                                  (1.11) 

Пример 1.13. При автоматической наводке орудия вероятность попа-

дания по быстродвижущейся цели равна 0,9. Найти наивероятнейшее чис-

ло попаданий при 50 выстрелах. 

Решение. Здесь 50=n , 9,0=p , 1,01 =−= pq . В силу неравенства 

(1.11) 
9,09,0501,09,050 0 +− k , т. е. 9,459,44 0  k . 

Следовательно, 450 =k . ● 

 

1.11. Приближенные формулы в схеме Бернулли 

 

Использование формулы Бернулли (1.10) при больших значениях n 

затруднительно в вычислительном плане. В этом случае возникает необхо-

димость в применении приближённых формул для вычисления вероятно-

сти )(kPn . 

Формула Пуассона. Приближённая формула Пуассона имеет вид 

,
!

)(  − e
k

kP
k

n     ,np=     .,,2,1,0 nk =  

Эта формула применяется, когда вероятность успеха p мала, число испы-

таний n достаточно велико, но при этом значение произведения =np  не-

значительно. Обычно ее рекомендуют использовать при 1,0p , 100n   

и .10np  

Пример 1.14. Завод отправил на базу 500 доброкачественных изде-

лий. Вероятность того, что в пути изделие повредится, равна 0,002. Найти 

вероятность того, что на базу прибудут 3 негодных изделия. 

Решение. Так как ,002,0,500 == pn  то 1002,0500 == . По формуле 

Пуассона находим 

.06,0
!3

1
)3( 1

500 = −eP  ● 

Локальная формула Муавра – Лапласа. Если вероятности успеха p 

и неудачи q не очень малы, а число независимых испытаний n достаточно 

велико, то вероятность )(kPn  может быть вычислена приближённо по 

формуле 













 −


npq

npk

npq
kPn 

1
)( ,                          (1.12) 

где 



16 

2

2

2

1
)(

x

ex
−

=


 (функция Гаусса). 

Для вычисления значений функции )(x  используется специальная 

таблица. 

Формула (1.12) называется локальной формулой Муавра – Лапласа.  

На практике ее обычно используют при ,100n  ,1,0p  .1,0q  

Пример 1.15. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле 

для данного стрелка равна 7,0 . Найти вероятность того, что при 200 вы-

стрелах мишень будет поражена 160 раз. 

Решение. Здесь 200=n , 7,0=p , 3,0=q , 160=k . Применим формулу 

(1.12). Вычисляем:  

48,6423,07,0200 ==npq ,  09,3
48,6

20

42

7,0200160


−
=

−

npq

npk
.  

По таблице находим 0034,0)09,3(  . Следовательно, 

0005,00034,0
48,6

1
)160(200 P . ● 

Интегральная формула Муавра – Лапласа. Пусть ),( 21 kkPn  – веро-

ятность того, что в n испытаниях, проводимых по схеме Бернулли, событие 

A наступит не менее k1 и не более k2 раз. При достаточно большом числе 

испытаний n и не слишком малых вероятностях p и q для нахождения при-

ближенного значения вероятности ),( 21 kkPn  используют формулу 

,),( 1
0

2
021 












 −
−













 −


npq

npk

npq

npk
kkPn                        (1.13) 

где 


−

=
x t

dtex
0

2
0

2

2

1
)(


 (нормированная функция Лапласа).       (1.14) 

Формула (1.13) называется интегральной формулой Муавра – Лапла-

са.  

При нахождении значений функции )(0 x  пользуются специальной 

таблицей. Отметим некоторые важные свойства этой функции: 

1. )(0 x  – нечётная функция, т. е. )()( 00 xx −=− ; 

2. )(0 x  монотонно возрастает; 

3. 5,0)(lim 0 =
+→

x
x

. 

Так же как и локальная формула (1.12), интегральная формула Муав-

ра – Лапласа даёт, как правило, приемлемую для практики погрешность 

при ,100n  ,1,0p  .1,0q  
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Пример 1.16. Вероятность получения с конвейера изделия высшего 

сорта равна 9,0 . Определить вероятность того, что из взятых на проверку 

600 изделий от 520 до 535 изделий (включительно) будут изделиями выс-

шего сорта. 

Решение. Здесь 600=n , 5201 =k , 5352 =k , 9,0=p ,  1,0=q . Искомую 

вероятность вычислим по формуле (1.13). Имеем: 

72,2
54

20

1,09,0600

9,06005201 −−=


−
=

−

npq

npk
, 

68,0
54

5

1,09,0600

9,06005352 −−=


−
=

−

npq

npk
. 

Пользуясь таблицей значений функции )(0 x , находим 

,4967,0)72,2()72,2( 00 −−=−      2517,0)68,0()68,0( 00 −−=− . 

Следовательно, 

2450,04967,02517,0)535,520(600 =+−P . ● 

 

Часть II. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 
 

2.1. Понятия случайной величины и ее закона распределения. 

Виды случайных величин 

 

Переменная величина, которая в зависимости от случайного исхода 

опыта принимает то или иное числовое значение, называется случайной ве-

личиной (сокращенно: с.в.). 

Случайные величины будем обозначать прописными латинскими бук-

вами (при необходимости с индексами): X, Y, nZ ,, а их возможные зна-

чения – соответствующими строчными буквами:  ,,,,,, 32121 yyyxx . 

Под законом распределения (или просто распределением) случайной 

величины понимается любое правило (таблица, функция, график), позво-

ляющее находить вероятности любых событий, связанных с этой с.в. 

(например, вероятность того, что она примет какое-то значение или попа-

дёт в какой-то интервал числовой оси). 

Различают два основных вида случайных величин: дискретные и не-

прерывные. 

Дискретной случайной величиной называют с.в., множество всех воз-

можных значений которой состоит из отдельных, изолированных друг от 

друга точек на числовой прямой. Очевидно, что это множество является 

конечным или счетным (т. е. его элементы могут быть занумерованы нату-

ральными числами). 
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Примеры дискретных случайных величин: с.в. X – сумма выпавших 

очков при подбрасывании двух игральных костей; с.в. Y – количество бра-

кованных деталей в партии. 

 Непрерывной случайной величиной называют с.в., которая может при-

нимать любые значения из некоторого конечного или бесконечного про-

межутка. (Более строгое определение непрерывной с.в. будет дано ниже.) 

Примеры непрерывных случайных величин: с.в. Z – время безотказ-

ной работы некоторой аппаратуры (в часах); с.в. V – масса случайно вы-

бранной детали (в граммах). 
 

2.2. Закон распределения дискретной случайной величины. 

Основные дискретные распределения 

 

Закон распределения дискретной с.в. X можно установить заданием 

соответствия между ее возможными значениями xi ),2,1( =i  и их веро-

ятностями )( ii xXPp == . Сделать это можно с помощью таблицы, фор-

мулы или графика. При табличном задании закона распределения первая 

строка содержит возможные значения с.в., а вторая – их вероятности: 

X x1 x2 … xn 

P p1 p2 … pn 

Такую таблицу обычно называют рядом распределения. Так как события 

1xX = , 2xX = , …, nxX =  несовместны и образуют полную группу,  

то 1
1

=
=

n

i
ip . 

Пример 2.1. В урне находится 4 белых и 6 чёрных шаров. Случайным 

образом из неё извлекается 3 шара. С.в. X – количество белых шаров среди 

трёх вынутых. Построить ряд распределения этой с.в. 

Решение. С.в. X может принимать следующие значения: 3,2,1,0 . 

Найдём вероятности этих значений, используя классическое определение 

вероятности: 

6

1

120

201
)0(

3

10

3

6

0

4 =


===
C

CC
XP ,   

2

1

120

154
)1(

3

10

2

6

1

4 =


===
C

CC
XP , 

10

3

120

66
)2(

3

10

1

6

2

4 =


===
C

CC
XP ,   

30

1

120

14
)3(

3

10

0

6

3

4 =


===
C

CC
XP . 

Записываем ряд распределения с.в. X: 
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X 0 1 2 3 

P 61  21  103  301  

(Контроль:  =+++=
=

4

1

1
30

1

10

3

2

1

6

1

i
ip .) ● 

Рассмотрим некоторые наиболее часто встречающиеся на практике 

законы распределений дискретных случайных величин. 

Биномиальное распределение. Дискретная с.в. X имеет биномиаль-

ное распределение (распределена по биномиальному закону), если она при-

нимает значения nk ,,2,1,0 =  с вероятностями 
knkk

nk qpCkXPp −=== )( , 

где ,10  p  .1 pq −=  

Как видим, вероятности kp  находятся по формуле Бернулли (1.10). 

Поэтому с.в. X, распределённую по биномиальному закону, можно рас-

сматривать как число успехов в n испытаниях, проводимых по схеме Бер-

нулли; при этом p – вероятность успеха в каждом из испытаний. 

Распределение Пуассона. Дискретная с.в. X имеет распределение 

Пуассона (распределена по закону Пуассона), если она принимает значения 

,2,1,0=k  с вероятностями 

 −=== e
k

kXPp
k

k
!

)( , 

где 0  – параметр распределения. 

Распределение Пуассона является предельным для биномиального, 

когда →n , а 0→p  так, что =np  – постоянная величина. 

Геометрическое распределение. Дискретная с.в. X имеет геометри-

ческое распределение, если она принимает значения ,2,1=k  с вероят-

ностями 
1)( −=== k

k pqkXPp , 

где ,10  p  .1 pq −=  

Геометрическое распределение также связано со схемой Бернулли: 

это распределение имеет с.в. X, равная числу испытаний, проведённых до 

первого успеха (p – вероятность успеха в каждом из испытаний).  

 

2.3. Функция распределения случайной величины 

 

Функцией распределения с.в. X называется функция )(xF , которая для 

любого Rx  равна вероятности события xX  : 

)()( xXPxF = . 

Функция распределения )(xF  обладает следующими свойствами: 
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1. 1)(0  xF  для любого Rx ; 

2. )(xF  – неубывающая функция на R; 

3. 0)(lim =
−→

xF
x

,   1)(lim =
+→

xF
x

; 

4. )()()( 1221 xFxFxXxP −= , если 12 xx  ; 

5. )(xF  непрерывна слева в любой точке R0x . 

Для дискретной случайной величины X, возможными значениями ко-

торой являются ,1x ,2x , значение ее функции распределения в каждой 

точке x определяется равенством 




=
xxi

i

i

pxF
:

)(                                              (2.1) 

(суммирование ведется по всем i, для которых xxi  ). 

Пример 2.2. Найти функцию распределения с.в. X из примера 2.1. 

Решение. Используя построенный в примере 2.1 ряд распределения 

с.в. X и формулу (2.1), находим: 

1) если ,0x  то ;0)( =xF  

2) если ,10  x  то ;
6

1
)( =xF  

3) если ,21  x  то ;
3

2

2

1

6

1
)( =+=xF  

4) если ,32  x  то ;
30

29

10

3

3

2
)( =+=xF  

5) если ,3x  то .1
30

1

30

29
)( =+=xF  

Таким образом, 













•









=

.3при1

,32при3029

,21при32

,10при61

,0при0

)(

x

x

x

x

x

xF  

 

2.4. Непрерывные случайные величины. 

Основные непрерывные распределения 

 

В пункте 2.1 было дано понятие непрерывной с.в. Приведём теперь 

более строгое определение. 

С.в. X называется непрерывной, если существует такая неотрицатель-

ная, интегрируемая по Риману на интервале ),( +−  функция )(xp , что 

при всех Rx  
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−

=
x

dttpxF )()( , 

где )(xF  – функция распределения с.в. X. Функция )(xp  называется плот-

ностью распределения вероятностей (плотностью распределения или 

просто плотностью) случайной величины X. 

Функция распределения непрерывной с.в. непрерывна на всей число-

вой оси. 

Плотность распределения вероятностей непрерывной с.в. обладает 

следующими свойствами: 

1. 0)( xp  при всех Rx ; 

2. 1)( =
+

−

dxxp  (условие нормировки); 

3. )()( xpxF =  в точках непрерывности функции )(xp ; 

4. =
b

a

dxxpbXaP )()(  при ba  . 

Теорема 2.1. Если X – непрерывная с.в., то для любого R0x  

.0)( 0 == xXP  

Следствие. Для непрерывной с.в. X справедливы равенства 
).()()()( bXaPbXaPbXaPbXaP ===  

Замечание 2.1. Функцию распределения )(xF  непрерывной с.в. назы-

вают также интегральным законом распределения, а плотность )(xp  – 

дифференциальным законом распределения этой с.в. 

Рассмотрим основные распределения непрерывных случайных ве-

личин. 

Равномерное распределение. Непрерывная с.в. X имеет равномерное 

распределение на отрезке ],[ ba , если её плотность распределения задана 

формулой 











−=

].,[при0

],,[при
1

)(

bax

bax
abxp  

Находим функцию распределения с.в. X, распределённой по равно-

мерному закону: 












−

−



== 
−

.при1

,при

,при0

)()(

bx

bxa
ab

ax

ax

dttpxF
x
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Графики плотности )(xp  и функции распределения )(xF  для равно-

мерного распределения на отрезке ],[ ba  изображены на рис. 7.  

 

 

Показательное распределение. Непрерывная с.в. X имеет показа-

тельное (экспоненциальное) распределение, если её плотность имеет вид 








= − ,0при

,0при0
)(

xe

x
xp x

 

где 0  – параметр распределения. 

Для функции распределения с.в. X, распределённой по показательно-

му закону, нетрудно получить следующее выражение: 

 





−


= − .0при1

,0при0
)(

xe

x
xF x  

 

Графики плотности )(xp  и функции распределения )(xF  для показатель-

ного распределения изображены на рис. 8. 

Нормальное распределение. Непрерывная с.в. X имеет нормальное 

распределение с параметрами Rm  и 0 , если её плотность имеет вид 

2

2

2

)(

2

1
)( 



mx

exp

−
−

= ,   .Rx  

Рис. 8 

  

x  

)(xF  
1 

x  

)(xp  

ab −

1

 

1 

Рис. 7 

x  b  a  

)(xF  

x  b  a  

)(xp  
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Функция распределения с.в. X, распределённой по нормальному зако-

ну, выражается формулой 

,
2

1
)(

2

2

2

)(








 −
== 

−

−
−


 mx

dtexF
x

mt

 

где 

dtex
x t


−

−

= 2

2

2

1
)(


 (функция Лапласа). 

Замечание 2.2. Функция Лапласа )(x  связана с нормированной 

функцией Лапласа )(0 x  (п. 1.11, формула (1.14)) равенством 

.5,0)()( 0 += xx  

Графики плотности и функции распределения для нормального рас-

пределения изображены на рис. 9. 

 

 
 

Вероятность попадания с.в. X, распределённой по нормальному зако-

ну, в интервал ),( ba  находится по формуле 








 −
−







 −
=



mamb
bXaP 00)( .                      (2.2) 

Пример 2.3. Вычислить вероятность попадания с.в. X, распределён-

ной по нормальному закону с параметрами m и  , в интервал 

)3,3(  +− mm . 

Решение. Полагая в формуле (2.2) ,3−= ma  3+= mb , получаем 

)3(2
33

)33( 000 =







−−








=+−








 mXmP  

(здесь была учтена нечётность функции )(0 x ). По таблице значений 

функции )(0 x  находим: .49865,0)3(0 =  Следовательно, 

9973,0)33( =+−  mXmP . 

Таким образом, практически достоверно, что с.в. X принимает свои значе-

ния в промежутке )3,3(  +− mm . Полученный результат называется 

«правилом трёх  ». ● 

m  x  m  

)(xF  )(xp  

Рис. 9 

0,5 

1 

x  
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2.5. Понятие многомерной случайной величины. 

Дискретная двумерная случайная величина 

и ее закон распределения 

 

Пусть в некотором эксперименте одновременно наблюдается n слу-

чайных величин nXXX ,,, 21  . Тогда их упорядоченный набор 

),,,( 21 nXXX   называется n-мерной (многомерной) случайной величиной 

или n-мерным случайным вектором. 

Одномерные случайные величины iX  ),,2,1( ni =  называются 

компонентами (составляющими) n-мерной с.в. ),,,( 21 nXXX  . 

Рассмотрим двумерную с.в. ),,( YX  компонентами которой являются 

дискретные случайные величины X и Y. Такая случайная величина называ-

ется дискретной двумерной случайной величиной. Пусть с.в. X может при-

нимать только значения ,, 21 xx , а с.в. Y – только значения ,, 21 yy . 

Тогда множество возможных значений двумерной с.в. ),( YX  составляют 

пары значений ),( ji yx , ,2,1=i , ,2,1=j . 

Перечень всех возможных пар значений ),( ji yx  и соответствующих 

этим парам вероятностей 

),( jiij yYxXPp ===  

называется законом распределения дискретной двумерной с.в. ).,( YX  

Если множества возможных значений случайных величин X и Y ко-

нечны, то распределение дискретной двумерной с.в. ),( YX  можно задать 

в виде таблицы совместного распределения: 

 

 X
     Y y1 y2 y3 … ym 

x1 p11 p12 p13 … p1m 

x2 p21 p22 p23 … p2m 

… … … … … … 

xn pn1 pn2 pn3 … pnm 

Очевидно, что 1
1 1

= 
= =

n

i

m

j
ijp . 

Одномерные законы распределения отдельных компонент выражают-

ся через вероятности совместных значений по формулам 

,)(
1


=

• ===
m

j
ijii pxXPp       .)(

1


=

• ===
n

i
ijjj pyYPp  

Пример 2.4. Распределение вероятностей дискретной двумерной с.в. 

),( YX  задано таблицей 
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  X
    Y 2 4 6 

−1 0,08 0,12 0,20 

1  0,12 0,18 0,30 

Найти одномерные законы распределения компонент X  и .Y   

Решение. Суммируя вероятности в таблице совместного распределе-

ния сначала по строкам, а затем по столбцам, получаем законы распреде-

ления случайных величин X и Y: 

 

 

 

 

(Контроль: 16,04,0 =+ ; 15,03,02,0 =++ .) ● 

 

2.6. Функция распределения двумерной случайной величины 

и ее свойства 

 

Функцией распределения двумерной с.в. ),( YX  называется функция 

),( yxF , которая для любых действительных чисел x и y равна вероятности 

произведения событий xX   и yY  : 

),(),( yYxXPyxF = . 

Геометрически функция распределения ),( yxF  означает вероятность 

попадания случайной точки ),( YX  в бесконечный квадрант с вершиной  

в точке ),( yxM , лежащий левее и ниже её (заштрихованная область на ри-

сунке 10). 

 

Функция распределения ),( yxF  обладает следующими свойствами: 

1. 1),(0  yxF  в любой точке 2),( Ryx ; 

2. ),( yxF – неубывающая функция по каждому из аргументов; 

3. 0),(lim),(lim),(lim ===

−→

−→−→−→
yxFyxFyxF

y

xyx
; 

X −1 1  Y 2 4 6 

P 0,4 0,6  P 0,2 0,3 0,5 

),( yxM  

x  

y  

0  

Рис. 10 
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4. 1),(lim =

+→

+→
yxF

y

x
; 

5. )(),(lim xFyxF X
y

=
+→

,     )(),(lim yFyxF Y
x

=
+→

, 

где )(xFX  и )(yFY  – функции распределения случайных величин X и Y, 

т. е. ),()( xXPxFX =  );()( yYPyFY =  

6. ),( yxF  непрерывна слева в любой точке 2
00 ),( Ryx  по каждому 

из аргументов x и y. 

Чтобы найти значение функции распределения дискретной двумерной 

с.в. ),( YX  в произвольной точке ,),( 2Ryx  нужно просуммировать веро-

ятности ijp  по всем значениям i и j, для которых :, yyxx ji    







=

yyj

xxi
ij

j

i

pyxF

:

:

.),(                                        (2.3) 

Пример 2.5. Найти функцию распределения дискретной двумерной 

с.в. ),( YX  из примера 2.4. 

Решение. Поскольку 11 −=x  – наименьшее возможное значение с.в. X,  

то при 1−x  событие xX   невозможно. Аналогично устанавливаем, что 

при 2y  невозможным является событие .yY   Следовательно, 

0),( =yxF  при 1−x  или .2y  Далее, используя формулу (2.3), находим: 

1) если ,11 − x  ,42  y  то ;08,0),( =yxF  

2) если ,11 − x  ,64  y  то ;2,012,008,0),( =+=yxF

 3) если ,11 − x  ,6y  то ;4,020,02,0),( =+=yxF

 4) если ,1x  ,42  y  то ;2,012,008,0),( =+=yxF

 5) если ,1x  ,64  y  то ;5,018,012,02,0),( =++=yxF

 6) если ,1x  ,6y  то .130,020,05,0),( =++=yxF  

Функцию распределения ),( yxF  удобно представить в виде следую-

щей таблицы: 

     x
      y 2y  42  y  64  y  6y   

1−x  0 0 0 0  

11 − x   0 0,08 0,2 0,4  

1x  0 0,2 0,5 1  ● 
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2.7. Непрерывные двумерные случайные величины 

 

Двумерная случайная величина ),( YX  называется непрерывной, если 

её функция распределения ),( yxF  непрерывна в 2
R  и существует такая 

неотрицательная интегрируемая по Риману в бесконечных пределах  

по каждой из переменных функция ),( yxp , что 

 
− −

=
x y

dttspdsyxF ),(),( . 

Функция ),( yxp  называется плотностью распределения (или сов-

местной плотностью) двумерной с.в. ),( YX . 

Плотность ),( yxp  обладает следующими свойствами: 

1. 0),( yxp  при всех 2),( Ryx ; 

2. ;1),( = 
+

−

+

−

dttspds  

3. 
yx

yxF
yxp




=

),(
),(

2

, если ),( yx  – точка непрерывности функции 

);,( yxp  

4. dxdyyxpGYXP
G

= ),()),(( ,   G – область в .2R  

Компоненты непрерывной двумерной с.в. ),( YX  являются непрерыв-

ными случайными величинами, плотности которых выражаются через 

совместную плотность ),( yxp  следующим образом: 


+

−

= ,),()( dyyxpxpX    
+

−

= dxyxpypY ),()( . 

Пример 2.6. Плотность распределения непрерывной двумерной слу-

чайной величины ),( YX  имеет вид 








=

,),(при0

,),(при
),(

Dyx

Dyxaxy
yxp  

где область }2,0,0:),{( += yxyxyxD . Найти: 

а) постоянную a; 

б) вероятность попадания случайной точки ),( YX  в область 

};10,10:),{( = yxyxG  

в) одномерные плотности распределения )(xpX  и )(ypY  случайных 

величин X  и Y  соответственно. 
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0 x 2 

Рис. 11 

y 

2 

1 

1 

D 

G 

Решение. а) Область D представляет собой треугольник, ограничен-

ный прямыми 0=x , 0=y  и xy −= 2  (см. рис. 11). Постоянную a найдём 

из условия 

 
+

−

+

−

=1),( dydxyxp . 

Вычисляем интеграл 

    ===
−

+

−

+

−

− 2

0

2

0
2

2

0

2

0 2
),( dxxy

a
dyxyadxdydxyxp

x
x

 

  =+−=−=
2

0

2

0

322 )44(
2

)2(
2

dxxxx
a

dxxx
a

 

axxx
a

3

2

4

1

3

4
2

2

2

0

432 =







+−= . 

Таким образом, должно выполняться равенство 1
3

2
=a , откуда находим 

23=a . 

б) Вероятность попадания случайной точки ),( YX  в область G  

найдем по формуле 

=
G

dydxyxpGYXP ),()),(( . 

В нашем случае область G – квадрат, ограниченный прямыми 0=x , 1=x , 

0=y  и 1=y  (на рис. 11 имеет двойную штриховку). Очевидно, DG  , и 

поэтому xyyxp
2

3
),( =  при Gyx ),( . Таким образом, 

 ====
1

0

1

0

2
1

0

1

0 4

3

2

3

2

3
)),(( dxyxdyxydxdydxxyGYXP

G

 

8

3

8

3

4

3 1

0

2
1

0

= == xdxx . 

в) Найдем одномерную плотность )(xpX  случайной величины X по 

формуле 


+

−

= dyyxpxpX ),()( . 

Заметим, что в нашей задаче совместная плотность 0),( =yxp  при 

]2,0[x  и Ry . Поэтому 0)( =xpX  при  ]2,0[x . При ]2,0[x  имеем: 

 −===
− −x x

X xxyxdyxyxp
2

0

2
2

0

2 )2(
4

3

4

3

2

3
)( . 

Таким образом, 
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−
=

].2,0[при0

],2,0[при)2(
4

3

)(
2

x

xxx
xpX  

Аналогично рассуждая, найдём одномерную плотность )( ypY  случай-

ной величины Y : 








•

−
=

].2,0[при0

],2,0[при)2(
4

3

)(
2

y

yyy
ypY  

 

2.8. Независимые случайные величины 

 

Случайные величины nXX ,,1   называются независимыми (по-

другому: независимыми в совокупности, взаимно независимыми), если для 

любых Rnxx ,,1   являются независимыми в совокупности события 

nn xXxX  ,,11   (см. п. 1.8). 

Теорема 2.2. Для независимости случайных величин X и Y необходи-

мо и достаточно, чтобы для любых Ryx,  выполнялось равенство 

)()(),( yFxFyxF YX = , 

где ),( yxF  – функция распределения двумерной с.в. ),,( YX  )(xFX   

и )( yFY  – функции распределения случайных величин X и Y соответственно. 

Теорема 2.3. Дискретные случайные величины X и Y независимы  

тогда и только тогда, когда для любых Ryx,  имеет место равенство 

)()(),( yYPxXPyYxXP ===== . 

Теорема 2.4. Непрерывные случайные величины X и Y независимы 

тогда и только тогда, когда двумерная с.в. ),( YX  непрерывна и для любых 

Ryx,  выполняется равенство 

)()(),( ypxpyxp YX = , 

где ),( yxp  – плотность распределения двумерной с.в. ),,( YX  )(xpX   

и )( ypY  – плотности случайных величин X и Y соответственно. 

Используя теоремы 2.3 и 2.4, можно легко установить, что случайные 

величины X и Y из примера 2.4 являются независимыми, а компоненты не-

прерывной двумерной с.в. ),( YX  из примера 2.6 зависимы.  

 

2.9. Функции случайных величин. 

Закон распределения функции одной случайной величины 

 

Пусть nXX ,,1   – случайные величины, связанные с некоторым 

опытом, и ),,( 1 nxxf   – действительнозначная функция n действитель-

ных переменных, область определения которой содержит все возможные 
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значения n-мерной с.в. ).,,( 1 nXX   Тогда можно определить с.в. Y, кото-

рая принимает свои значения в зависимости от того, какие значения при-

нимают случайные величины nXX ,,1  , а именно: если в результате 

опыта случайные величины nXX ,,1   приняли значения nxx ,,1  , то 

с.в. Y принимает значение ),,( 1 nxxfy = . При этом Y называют функци-

ей случайных величин nXX ,,1   и записывают: ),,( 1 nXXfY = . 

Рассмотрим вопрос о том, как найти закон распределения функции 

)(XfY = , если известен закон распределения аргумента X. 

1. Пусть X – дискретная с.в., принимающая значения nxxx ,,, 21    

с соответствующими вероятностями nppp ,,, 21  . Множество возмож-

ных значений с.в. Y образуют все различные числа среди чисел 
)(,),(),( 21 nxfxfxf  . Пусть jy  – одно из возможных значений с.в. Y. 

Событие jyY =  эквивалентно сумме тех событий ixX = , для которых 

ji yxf =)( . Поскольку все слагаемые в этой сумме – попарно несовмест-

ные события, то 

jiji yxfi
i

yxfi
ij pxXPyYP

==

 ====
)(:)(:

)()(  

(суммирование ведётся по всем i, для которых ji yxf =)( ). 

2. Пусть X – непрерывная с.в. с плотностью распределения )(xp X . 

Найдем функцию распределения с.в. Y. 

Согласно определению ),(yFY  для любого Ry  имеем 

).)(()()( yXfPyYPyF Y ==  

Пусть yG  – множество всех точек оси ,Ox  для которых .)( yxf    

Тогда события yXf )(  и yGX   эквивалентны, и следовательно, 

).()( yY GXPyF =  

Если  ,=yG  то .0)( =yFY  В противном случае yG  представляет собой, 

как правило, промежуток или объединение некоторого количества попарно 

непересекающихся промежутков. Пусть 
m

i
iyG

1

,
=

=  где i – промежуток 

оси Ox  с концами в точках ia  и ib  ),( ii ba   причём  ,= ji  если .ji   

Тогда событие yGX   эквивалентно сумме событий iX   ).,,1( mi =  

Так как все слагаемые в этой сумме – попарно несовместные события, то 


=

=
m

i
iy XPGXP

1

).()(  

Поскольку 

=
i

i

b

a
Xi dxxpXP )()(  
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(см. п. 2.4), то 

.)()(
1

 
=

=
m

i

b

a
XY

i

i

dxxpyF  

Подчеркнем, что количество интервалов i  и их расположение на оси 

Ox  зависит от y. 

Пример 2.7. С.в. X распределена равномерно на отрезке ]3;0[ . Найти 

плотность распределения с.в. .2XY =  

Решение. Найдём сначала функцию распределения )( yFY  случайной 

величины Y. По определению 

).()()( 2 yXPyYPyFY ==  

Решаем неравенство yx 2  относительно x. Если ,0y  то это неравенство 

решений не имеет; если ,0y  то его решением является интервал 

).,( yy−  Следовательно, 0)( =yFY  при ,0y  а при 0y  

,)()()( 
−

=−=
y

y
XY dxxpyXyPyF  

где )(xpX  – плотность с.в. X. Согласно условию (см. также п. 2.4), 








=

].3,0[при0

],3,0[при31
)(

x

x
xpX  

Поэтому при 90  y  

=
−

y

y
X dxxp )( ,3

3

1

0

ydx
y

=  

а при 9y  

=
−

y

y
X dxxp )( .1

3

13

0

= dx  

Таким образом, 















=

.9при1

9,0при3

,0при0

)(

y

yy

y

yFY  

Находим плотность с.в. Y: 








•


==

.9или0при0

,90при
6

1

)()(

yy

y
yyFyp YY  
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2.10. Числовые характеристики случайных величин 

 

Математическое ожидание. Математическим ожиданием дискрет-

ной с.в. X, имеющей закон распределения ii pxXP == )( , ,2,1=i , назы-

вается число ),(XM  определяемое формулой 

.)( =
i

ii pxXM  

Математическим ожиданием непрерывной с.в. X с плотностью рас-

пределения вероятностей )(xp  называется число 

.)()( 
+

−

= dxxpxXM  

Математическое ожидание обладает следующими свойствами: 

1. CCM =)( , если C – константа (дискретная с.в., принимающая зна-

чение C с вероятностью 1); 

2. )()( XkMkXM = , если k – константа; 

3. )()()()( 2121 nn XMXMXMXXXM +++=+++  ; 

4. )()()()( 2121 nn XMXMXMXXXM =   для независимых 

в совокупности случайных величин nXXX ,,, 21  ; 

5. Если 0X  (т. е. с.в. X принимает только неотрицательные значе-

ния), то 0)( XM . 

Теорема 2.5. Пусть )(Xf  – функция с.в. X. Тогда 









=





+



 ,янепрерывна  с.в. если,)()(

  ,дискретная  с.в. если,)(

))((

-

Xdxxpxf

Xpxf

XfM
i

ii

 

где ix  ( ,2,1=i ) – возможные значения дискретной с.в. X, ip  – вероятно-

сти этих значений; )(xp  – плотность распределения вероятностей непре-

рывной с.в. X. 

Дисперсия. Дисперсией с.в. X называется число )(XD , определяемое 

формулой 

]))([()( 2XMXMXD −=  = 

= 








−

−





+



я.непрерывна  с.в. если,)())((

,дискретная  с.в. если,))((

-

2

2

XdxxpXMx

XpXMx
i

ii

 

Дисперсия обладает следующими свойствами: 

1. 0)( XD ; 

2. 0)( =CD , если C – константа; 
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3. )()( 2 XDkkXD = , если k – константа; 

4. )()()()( 2121 nn XDXDXDXXXD +++=+++   для независи-

мых в совокупности случайных величин nXXX ,,, 21  ; 

5. )()()( YDXDYXD +=−  для независимых случайных величин  

X и Y; 

6. 22 )]([)()( XMXMXD −= . 

Среднее квадратическое отклонение. Средним квадратическим от-

клонением с.в. X называется число 

)()( XDX = . 

Пример 2.8. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение дискретной с.в. X из примера 2.1. 

Решение. Используя построенный в примере 2.1 ряд распределения 

с.в. X, находим 

2,1
30

1
3

10

3
2

2

1
1

6

1
0)(

4

1

=+++==
=i

ii pxXM , 

 =−=−=
=

4

1

2222 )()()()(
i

ii XMpxXMXMXD  

56,0)2,1(
30

1
3

10

3
2

2

1
1

6

1
0 22222 =−+++=  

(при нахождении )( 2XM  применили формулу из теоремы 2.5), 

748,056,0)()( == XDX . ● 

Пример 2.9. С.в. X имеет показательный закон распределения с пара-

метром .3=  Найти математическое ожидание и дисперсию с.в. .XeY =  

Решение. Согласно условию, плотность распределения случайной ве-

личины X имеет вид 








=

−

.0при0

,0при3
)(

3

x

xe
xp

x

X  

В силу теоремы 2.5 

.5,13)()()(
0

3 
+

−

+
− ==== dxeedxxpeeMYM xx

X
xX  

Вычисляем дисперсию 

=−=−= 
+

−

2222 )5,1()()()()( dxxpeYMYMYD X
x  

75,025,2325,23
0

32 =−=−= 
+

− dxee xx . ● 

Приведём выражения для математических ожиданий и дисперсий  

основных распределений, рассмотренных нами в пунктах 2.2 и 2.4. 
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Распределение с.в. X )(XM  )(XD  

Биномиальное np  npq  

Пуассона     

Геометрическое p1  2pq  

Равномерное 2)( ba +  12)( 2ab −  

Показательное 1  21   

Нормальное m  2  

 

Часть III. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ 

ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
 

3.1. Неравенства Маркова и Чебышёва. 

Теоремы Чебышёва и Бернулли 

 

Теорема 3.1 (неравенство Маркова). Пусть X – неотрицательная с.в., 

имеющая математическое ожидание )(XM . Тогда для любого 0  спра-

ведливо неравенство 




)(
)(

XM
XP  . 

Неравенство Маркова можно записать в другой форме: 




)(
1)(

XM
XP − . 

Пример 3.1. Суточный расход воды в типовом девятиэтажном доме 

составляет в среднем 1200 м3. Оценить вероятность того, что в ближайшие 

сутки расход воды в доме будет меньше 3000 м3. 

Решение. Пусть с.в. X – суточный расход воды в доме (в м3). Это неот-

рицательная с.в. По условию .1200)( =XM  Применяя неравенство Марко-

ва с ,3000=  получаем 

6,0
3000

1200
1)3000( =−XP , 

т. е. вероятность интересующего нас события не менее 0,6. ● 

Теорема 3.2 (неравенство Чебышёва). Пусть X – с.в., имеющая  

математическое ожидание )(XM  и дисперсию )(XD . Тогда для любого 

0  справедливо неравенство 

2

)(
)|)((|




XD
XMXP − .                              (3.1) 
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Другая форма неравенства Чебышёва: 

2

)(
1)|)((|




XD
XMXP −− . 

Теорема 3.3 (теорема Чебышёва). Пусть ,, 21 XX  – последова-

тельность независимых случайных величин, обладающих математически-

ми ожиданиями )( iXM  и дисперсиями )( iXD , причём существует такая 

константа 0C , что CXD i )(  для всех ,2,1=i . Тогда для любого 

0  

0)(
11

lim
1 1

=







− 

= =→


n

i

n

i
ii

n
XM

n
X

n
P . 

Следствие. Пусть ,, 21 XX  –– последовательность независимых 

одинаково распределённых случайных величин, mXM i =)( , 2)( =iXD , 

,2,1=i . Тогда для любого 0  

0
1

lim
1

=







−

=→


n

i
i

n
mX

n
P .                                (3.2) 

Утверждение теоремы 3.3 устанавливается предельным переходом 

при →n  в неравенстве  

,)(
11

2
1 1 


n

C
XM

n
X

n
P

n

i

n

i
ii 








− 

= =

                             (3.3) 

которое, в свою очередь, получается в результате применения неравенства 

(3.1) к с.в. 

.
1

1


=

=
n

i
iX

n
Y  

В задачах с большим числом случайных величин, дисперсии которых 

ограничены сверху одной и той же константой C, кроме неравенства (3.3) 

используют также неравенство 

,1)(
11

2
1 1 


n

C
XM

n
X

n
P

n

i

n

i
ii −








− 

= =

                           (3.4) 

получаемое из (3.3) переходом к противоположному событию. 

Пример 3.2. Среднее квадратическое отклонение каждой из 2500 не-

зависимых случайных величин не превосходит 3. Оценить вероятность то-

го, что абсолютная величина отклонения среднего арифметического этих 

случайных величин от среднего арифметического их математических ожи-

даний будет меньше, чем 0,3. 

Решение. Поскольку 9)()( 2 = ii XXD   для каждого i, то можно вос-

пользоваться неравенством (3.4), полагая в нем ,9=С  ,2500=n  3,0= : 
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.96,0
09,02500

9
13,0)(

11

11

=


−







− 

==

n

i
i

n

i
i XM

n
X

n
P  

Итак, вероятность рассматриваемого события не менее 0,96. ● 

Последовательность случайных величин ,, 21 YY  называется сходя-

щейся по вероятности к числу b, если для любого 0  

( ) 0lim =−
→

bYP n
n

 

(или ( ) 1lim =−
→

bYP n
n

); символическая запись: 

bY
P

n ⎯→⎯ . 

Таким образом, заключение следствия теоремы 3.3 можно записать  

в следующем виде: 

mX
n

n

i

P
i

=

⎯→⎯
1

1
. 

Теорема 3.4 (теорема Я. Бернулли). Пусть k – число наступлений со-

бытия A в n испытаниях, проводимых по схеме Бернулли. Тогда для любо-

го 0  

0lim =







−

→
p

n

k
P

n
, 

где p – вероятность появления события A в каждом из испытаний. 

 

3.2. Центральная предельная теорема  

 

Теорема 3.5. Пусть ,, 21 XX  – последовательность независимых 

одинаково распределённых случайных величин, имеющих математическое 

ожидание mXM i =)(  и дисперсию 0)( 2 =iXD , ,2,1=i . Тогда для 

любого Rx  





−

−

→

= =⎯⎯ →⎯





















− x t

n

n

i
i

dtexx
n

nmX

P 2
2

1

2

2

1
)(


.      (3.5) 

Замечание 3.2. Функция Лапласа )(x  является функцией распреде-

ления с.в. X, распределенной нормально с параметрами 0=m  и .1=  По-

этому соотношение (3.5) означает, что при →n  закон распределения с.в. 

2

1

n

nmX

Z

n

i
i

n

−

=


=  
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неограниченно приближается к нормальному закону распределения с па-

раметрами 0 и 1. 

С учётом этого замечания теорема 3.5 позволяет использовать для вы-

числения вероятности события bZa n   при больших n следующую при-

ближённую формулу: 

).()()()()( 00 ababbZaP n −=−  

Отсюда вытекает, что 








 −


−
=

=
22

1

)(









n

nm
Z

n

nm
PXP n

n

i
i  

.
2

0
2

0 






 −
−







 −










n

nm

n

nm
   (3.6) 

Пример 3.3. Случайная величина Y является суммой 3200 независи-

мых одинаково распределённых случайных величин: 
=

=
3200

1i
iXY , причём 

3)( =iXM , 2)( =iXD , 3200,1=i . Найти вероятность того, что случайная 

величина Y попадёт в интервал )9840;9360( . 

Решение. Используя приближённую формулу (3.6), находим 

=










−
−











−


23200

332009360

23200

332009840
)98409360( YP  

9973,0)3(2)3()3( 000 =−−= . ● 

 

Часть IV. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ  

 

4.1. Выборка. Статистическое распределение выборки 

и ее графическое представление 
 

Будем предполагать, что каждый исход некоторого случайного экспе-

римента характеризуется одним из возможных значений с.в. X. Повторив n 

раз эксперимент в одинаковых условиях, получим последовательность из n 

наблюдённых значений этой с.в.: nxxx ,,, 21  . Набор чисел nxxx ,,, 21   

называется выборкой. 

Числа ix  ( ),,2,1 ni =  называются элементами выборки, а их коли-

чество n – объёмом выборки. 

Выборку можно упорядочить, расположив её элементы в неубываю-

щем порядке: 

)()2()1( nxxx   . 
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Полученная таким образом последовательность чисел 

)()2()1( ,,, nxxx   

называется вариационным рядом. 

Различные значения с.в. X, представленные в выборке, называются 

вариантами. 

Если в выборке объема n варианта ix  встретилась in  раз, то число in  

называется частотой, а число 
n

n
w i

i =  – относительной частотой (ча-

стостью) этой варианты. Очевидно, что  


=

=
n

i
i nn

1

,               
=

=
n

i
iw

1

1. 

Статистическим рядом распределения выборки называют перечень 

вариант и соответствующих им частот или относительных частот. Обычно 

статистический ряд записывается в виде таблицы, первая строка которой 

содержит варианты ix , а вторая – их частоты in  (или относительные ча-

стоты iw ). При этом варианты располагаются в порядке возрастания. 

Как правило, статистический ряд распределения составляется в слу-

чае, когда наблюдаемая с.в. X является дискретной. 

Графически статистический ряд распределения выборки изображается 

следующим образом. В прямоугольной декартовой системе координат 

строят точки с координатами ),( ii nx . Последовательно соединив их от-

резками, получают ломаную линию, называемую полигоном частот. Ана-

логично строится полигон относительных частот.   

Пример 4.1. Имеется выборка значений случайной величины X объё-

ма 15=n : 

1,0,1,1,3,0,0,3,1,0,1,3,5,3,0 −−−−− . 

Вариационным рядом для неё будет последовательность 

3,3,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,3,3,5 −−−−− . 

Статистический ряд распределения данной выборки имеет вид 

ix  5−  3−  1−  0  1 3  

in  1 2 2 5 3 2 

или 

ix  5−  3−  1−  0  1 3  

iw  
15

1
 

15

2
 

15

2
 

15

5
 

15

3
 

15

2
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Полигон частот изображён на рис. 12. 

В случае, когда X является непрерывной с.в. или же вариационный 

ряд имеет большое количество вариант, элементы выборки объединяют  

в группы (разряды), представляя результаты опытов в виде интервального 

(группированного) статистического ряда распределения. Для этого интер-

вал, содержащий все значения выборки, разбивают на k непересекающихся 

интервалов 
],[,),,[),,[ 12110 kk aaaaaa − . 

Затем для каждого интервала разбиения определяют частоту – количество 

элементов выборки, попавших в этот интервал: in  – частота, соответству-

ющая i-му интервалу разбиения ),,2,1( ki = . Наряду с частотами нахо-

дят также относительные частоты 

n

n
w i

i =  

(n – объём выборки). Интервальный статистический ряд записывают в виде 

таблицы, в первой строке которой содержатся интервалы группировки,  

а во второй – соответствующие частоты ni или относительные частоты iw . 

Интервальный статистический ряд распределения изображают с по-

мощью гистограммы частот. Для этого на оси абсцисс откладывают ин-

тервалы группировки и на них, как на основании, строят прямоугольники  

с высотами 

1−−
=

ii

i
i

aa

n
h  ),,2,1( ki = . 

Аналогично строится гистограмма относительных частот. 

Пример 4.2. Выборка 100 значений наблюдаемой непрерывной слу-

чайной величины X представлена в виде следующего интервального стати-

стического ряда распределения: 

1−  3−  5−  0  1 3  
x  

in
 

1 

2  

3  

5  

Рис.12 ● 
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Интервал )24,22[  )26,24[  )28,26[  )30,28[  )32,30[  ]34,32[  

Частота 2 14 34 40 8 2 

Построить гистограмму частот. 

Решение. В данном случае 21 =− −ii aa  )6,5,4,3,2,1( =i . Находим 

высоты прямоугольников: 

1
2

2
1 ==h ,   7

2

14
2 ==h ,   17

2

34
3 ==h , 

20
2

40
4 ==h ,   4

2

8
5 ==h ,   1

2

2
6 ==h . 

 

Гистограмма частот изображена на рис. 13. 

 

4.2. Эмпирическая функция распределения 

 

Эмпирической (выборочной) функцией распределения с.в. X, построен-

ной по выборке nxxx ,,, 21  , называют функцию )(xFn
 , которая при 

каждом Rx  равна относительной частоте события xX  , т. е. 

n

n
xF x

n = )( , 

где xn  – число элементов выборки, меньших x . 

Эмпирическая функция распределения обладает следующими свой-

ствами: 

1. 1)(0   xFn  для любого Rx ; 

2. )(xFn
  не убывает на R ; 

26  28  30  34  
x  

ih
 

7  

0  

17  

20  

Рис. 13 

32  24  22  

4  
1 

● 
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3. 0)( = xFn  при minxx  , 1)( = xFn  при maxxx  , где minx  и maxx  – 

соответственно наименьший и наибольший элементы выборки; 

4. )(xFn
  непрерывна слева в любой точке R0x . 

График эмпирической функции распределения имеет ступенчатый 

вид. В промежутках между соседними вариантами выборки )(xFn
  сохра-

няет постоянное значение. В точках оси Ox , равных вариантам выборки, 

)(xFn
  претерпевает скачки; величина скачка в точке ixx =  равна относи-

тельной частоте варианты ix . 

Пример 4.3. В условиях примера 4.1 найти эмпирическую функцию 

распределения с.в. X и построить её график. 

Решение. В данном случае 15=n . По статистическому ряду распреде-

ления находим 



























−

−−

−−

−

=

.3при1

,31при
15

13

,10при
15

10

,01при
15

5

,13при
15

3

,35при
15

1

,5при0

)(15

x

x

x

x

x

x

x

xF  

График )(15 xF   изображён на рис. 14. 

1−  3−  5−  0  1 3  
x  

)(15 xF

 

1510
 

1513
 

1 

Рис. 14 ● 
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153  
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4.3. Числовые характеристики выборки 

 

Пусть nxxx ,,, 21   – выборка объёма n. 

Выборочным средним x  называется среднее арифметическое всех 

значений выборки: 


=

=
n

i
ix

n
x

1

1 . 

Выборочной дисперсией 2s  называют среднее арифметическое квад-

ратов отклонений значений выборки от выборочного среднего x : 

2

1

2 )(
1

=

−=
n

i
i xx

n
s . 

Выборочную дисперсию можно вычислять также по формуле 

2

1

22 )(1

=

−=
n

i
i xx

n
s . 

Замечание 4.1. Если выборка представлена статистическим рядом 

распределения, то значения x  и 2s  находят по формулам 


=

=
k

i
iinx

n
x

1

1 ,                                              (4.1) 

2

1

22

1

2 )(1)(1

==

−=−=
k

i
iii

k

i
i xnx

n
nxx

n
s ,                        (4.2) 

где ix  – варианты, in  – соответствующие им частоты. 

Замечание 4.2. Для интервального статистического ряда выборочное 

среднее и выборочную дисперсию также вычисляют по формулам (4.1)  

и (4.2). В качестве ix  берут середины интервалов ряда, а в качестве in  – 

частоты соответствующих интервалов. 

Выборочное среднее квадратическое отклонение s  определяется 

формулой 
2ss= . 

Модой 
oM  выборки называют варианту, имеющую наибольшую  

частоту. 

Медианой 
eM  выборки называется число, которое делит вариацион-

ный ряд 

)()2()1( ,,, nxxx   

на две части, содержащие равное число элементов, а именно: если kn 2=  

)( Nk , то  
2

)1()( +
+

=
kk

e

xx
M ; если 12 += kn , то .)1( +

 = ke xM  
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4.4. Точечные оценки неизвестных параметров распределения 

 

Пусть ),( xF  – функция распределения с.в. X,   – неизвестный  

параметр. Предполагаем, что общий вид функции ),( xF  известен. 

Пусть в результате n наблюдений за случайной величиной X получена 

выборка 

          nxxx ,,, 21  .                                             (4.3) 

По выборке требуется найти приближённое значение параметра  . 

Элементы выборки (4.3) можно рассматривать последовательно как 

частные значения n независимых случайных величин 

nXXX ,,, 21  , 

каждая из которых имеет тот же закон распределения, что и с.в. X. 

Любая функция случайных величин nXXX ,,, 21   называется ста-

тистикой. 

Пусть ),,,(
~~

21 nXXX  =  – некоторая статистика. Значение 

),,,,(
~

21 nxxx   принятое статистикой 
~

 на выборке (4.3), называется её 

выборочным значением. 

Важными примерами статистик являются выборочное среднее 


=

=
n

i
iX

n
X

1

1
 

и выборочная (статистическая) дисперсия 


=

−=
n

i
i XX

n
S

1

22 )(
1

. 

Определённые в пункте 4.3 числовые характеристики выборки x  (вы-

борочное среднее) и 2s  (выборочная дисперсия) являются выборочными 

значениями одноимённых статистик X  и 
2S . 

Статистика 
~

, выборочное значение которой принимается за прибли-

жённое значение неизвестного параметра  , называется его точечной 

оценкой или просто оценкой. 

Основными свойствами оценок, характеризующими их качество,  

являются несмещённость, состоятельность и эффективность. 

Оценку 
~

 параметра   называют несмещённой, если 

 =)
~

(M . 

В противном случае оценка называется смещённой. 

Разность  −)
~

(M  называется смещением. 

Несмещённость оценки гарантирует, что при оценивании неизвестно-

го параметра не будет систематических ошибок в сторону завышения или 

занижения. 
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Оценку ),,,(
~~

21 nnn XXX  =  параметра   называют состоятель-

ной, если она сходится по вероятности к   при →n , т. е. для любого 

0  выполняется соотношение 

0)|
~

(|lim =−
→

n
n

P . 

Свойство состоятельности означает, что с ростом объёма выборки вы-

борочные значения оценки приближаются к неизвестному значению пара-

метра. 

Теорема 4.1. Выборочное среднее X  является несмещённой и состоя-

тельной оценкой математического ожидания ).(XM   

Теорема 4.2. Выборочная дисперсия 
2S  является смещённой и состо-

ятельной оценкой дисперсии ).(XD  

При установлении смещённости оценки 2S  приходят к равенству 

),(
1

)( 2 XD
n

n
SM

−
=  

из которого следует, что статистика  

2

1

22
0 )(

1

1

1

=

−
−

=
−

=
n

i
i XX

n
S

n

n
S                                      (4.4) 

является уже несмещённой оценкой дисперсии ).(XD  Можно доказать 

также состоятельность этой оценки.  

Статистика 2
0S , определённая формулой (4.4), называется исправлен-

ной выборочной дисперсией. 

Отметим, что при больших значениях n выборочные значения стати-

стик 2S  и 2
0S  отличаются мало. Поэтому на практике оценку 2

0S  исполь-

зуют для оценки дисперсии в основном лишь при малых объёмах выборки 

(обычно при 30n ). 

Несмещённая оценка 
~

 параметра   называется эффективной, если 

она имеет наименьшую дисперсию среди всех возможных несмещённых 

оценок параметра  . 

Эффективность оценки означает, что статистика, используемая в ка-

честве точечной оценки неизвестного параметра, обеспечивает минималь-

ный среди всех несмещённых оценок разброс приближённых значений па-

раметра около его истинного значения. 

Рассмотрим один из наиболее распространённых методов получения 

точечных оценок неизвестных параметров распределения – метод макси-

мального правдоподобия. 

Предположим, что известен вид закона распределения случайной 

величины X, но неизвестен параметр  , которым определяется этот  

закон (параметр   может быть и векторным: ),,,( 21 r = ).  
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Пусть nxxx ,,, 21   – выборка наблюдений случайной величины X,  

по которой требуется оценить параметр  . 

Функцией правдоподобия для оценки параметра   называется функция 

),(),(),()( 21  nxpxpxpL = , 

где ),( xp  – плотность распределения случайной величины X, если эта 

величина непрерывная, и )(),( xXPxp == , если случайная величина X 

дискретная. 

Метод максимального правдоподобия состоит в том, что в качестве 

оценки параметра   принимается статистика 
~

 (векторная статистика 

)
~

,,
~

(
~

1 r = , если ),,( 1 r = ), выборочное значение которой 

),,,(
~

21 nxxx   доставляет максимум функции правдоподобия. Такую 

оценку называют оценкой максимального правдоподобия (коротко: МП-

оценкой). 

Для упрощения вычислений, связанных с получением МП-оценки,  

в некоторых случаях удобно использовать логарифмическую функцию 

правдоподобия ln L(). 

Пример 4.4. Найти МП-оценки математического ожидания m и дис-

персии 2  нормально распределенной генеральной совокупности. 

Решение. Пусть x1, x2,, xn – выборка наблюдений случайной величи-

ны X с плотностью распределения 

2

2

2

)(

2

1
),,( 




mx

emxp

−
−

= . 

Найдем функцию правдоподобия L(m, 2): 

),( 2mL  =  
2

2

2

)(

1 2

1 



mx
n

i

i

e

−
−

=

  =  
2

2

2

)(

2)2(

1 



 −
−

mx

nn

i

e . 

Логарифмическая функция правдоподобия имеет следующий вид: 

2

2
22

2

)(
ln

2
2ln

2
),(ln




 −
−−−=

mxnn
mL i . 

Используя необходимые условия максимума ),( 2mL , получаем си-

стему уравнений для нахождения оценок максимального правдоподобия: 










=−+−=




=−=








.0)(
2

1

2

),(ln

,0)(
1),(ln

2

422

2

2

2

mx
nmL

mx
m

mL

i

i
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Из первого уравнения системы находим 

 == xx
n

m i
1

. 

Подставляя это значение во второе уравнение, получаем 

222 )(
1

sxx
n

i =−=  . 

Таким образом, Xm=~ ,  2  = 
2S  – искомые оценки. ● 

 

4.5. Интервальное оценивание. Доверительные интервалы 

для параметров нормального распределения 

 

Пусть   – неизвестный параметр распределения случайной величи-

ны X.  

Пусть статистики ),,(
~~

111 nXX  =  и ),,(
~~

122 nXX  =  таковы, 

что интервал )
~

,
~

( 21   содержит (накрывает) истинное значение параметра 

  с заданной вероятностью −=1p : 

 −= 1)
~~

( 21P . 

Тогда интервал )
~

,
~

( 21   называется доверительным интервалом для пара-

метра  , вероятность −=1p  – доверительной вероятностью (надёжно-

стью), а число   – уровнем значимости. 

Пусть X – нормально распределённая случайная величина. Тогда: 

1. Если среднее квадратическое отклонение   известно, то довери-

тельный интервал для математического ожидания m имеет вид 









+−

n
uX

n
uX


 22 , , 

где n – объём выборки, X  – выборочное среднее, 2u  находится по таб-

лице значений функции Лапласа 


−

=
x t

dtex
0

2
0

2

2

1
)(


 

из условия 

2

1
)( 20




−
= u . 

2. Если среднее квадратическое отклонение   неизвестно, то довери-

тельный интервал для математического ожидания m имеет вид 









+− −−

n

S
tX

n

S
tX nn

0
1,2

0
1,2 ,  , 

где 



47 


=

−
−

=
n

i
i XX

n
S

1

2
0 )(

1

1
 

(исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение), 1,2 −nt  

находится по таблице квантилей распределения Стьюдента из условия  

( ) 2/1,21  = −− nn tTP  

(здесь 1−nT  – случайная величина, распределённая по закону Стьюдента  

с 1−n  степенью свободы). 

Пример 4.5. По результатам 6 независимых наблюдений над нор-

мально распределённой случайной величиной X найдены выборочное 

среднее 63,5=x  и исправленная выборочная дисперсия .0625,02
0 =s  Тре-

буется найти доверительный интервал для математического ожидания слу-

чайной величины X, соответствующий доверительной вероятности 

99,01 =− . 

Решение. Находим 25,00625,02
00 === ss . В нашем случае 

51=−n , 005,02/ = . По таблице квантилей распределения Стьюдента 

находим значение 03,45;005,01,2 ==− tt n . Вычисляем 

41,0
6

25,0
03,40

1,2 =−
n

s
t n . 

Искомый доверительный интервал таков: )41,063,5;41,063,5( +− , т.е. 

)04,6;22,5( . ● 

Доверительный интервал для среднего квадратического отклонения   

нормально распределённой случайной величины X имеет вид 
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где 2
1,21 −− n  и 2

1,2 −n  находятся по таблице квантилей 2 -

распределения из условий 

2/)( 2
1,21

2
1   = −−− nnP ,    2/)( 2

1,2
2

1   = −− nnP  

(здесь 
2

1−n  – случайная величина, имеющая 2 -распределение с 1−n  

степенью свободы). 
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4.6. Проверка гипотез о законе распределения 
 

Пусть необходимо проверить гипотезу, состоящую в том, что наблю-

даемая в эксперименте с.в. X распределена по некоторому известному за-

кону (нормальному, биномиальному, Пуассона и т.д.). Проверяемая гипо-

теза называется нулевой и обозначается 0H . 

Для проверки гипотезы 0H  производится выборка значений с.в. X. 

Требуется сделать заключение: согласуются ли данные выборки с выска-

занным предположением. Для этого используют специально подобранную 

статистику ),,( 1 nXXZ  , по выборочному значению которой судят  

о справедливости гипотезы 0H . 

Правило, согласно которому проверяемая гипотеза 0H  принимается 

или отвергается, называется критерием согласия, а статистика 
),,( 1 nXXZ  , с помощью которой это правило определяется, называется 

статистикой критерия. 

Поскольку проверка статистической гипотезы осуществляется на ос-

новании выборочных данных, носящих случайный характер, то всегда 

присутствует возможность ошибочно отвергнуть гипотезу 0H , когда на 

самом деле она верна. Поэтому заранее задаётся малое число   – вероят-

ность, с которой мы можем позволить себе отвергнуть верную гипотезу 

0H . Это число называют уровнем значимости критерия. Обычно для   

используются стандартные значения: ;001,0=  ;005,0  ;01,0  ;05,0  1,0 . 

Критериев согласия существует много. Рассмотрим наиболее часто 

используемый на практике критерий согласия – критерий  2  Пирсона. 

Предположим, что сформулирована гипотеза 0H , состоящая в том, 

что случайная величина X имеет закон распределения известного вида, за-

висящий от параметров r ,,1   (например, нормальный закон с пара-

метрами m  и   или закон Пуассона с параметром  ). 

Пусть в результате наблюдений за случайной величиной X получена 

выборка объёма n: nxxx ,,, 21  . 

Для проверки гипотезы 0H  с помощью критерия 2  Пирсона посту-

пают следующим образом. 

1. Выбирают уровень значимости   (вероятность отвергнуть гипотезу 

0H  в случае, если она верна). 

2. По выборке методом максимального правдоподобия (см. п. 4.4) 

оценивают параметры предполагаемого закона распределения. 

3. Область возможных значений случайной величины X разбивают на 

k непересекающихся множеств kSSS ,, 21 , которые представляют собой 

интервалы в случае, когда X – непрерывная случайная величина, либо 

группы отдельных значений, если эта величина дискретная. 
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4. Для каждого множества iS , ki ,,2,1 = , подсчитывают число in  

элементов выборки, попавших в это множество (т. е. находят эмпирические 

частоты). 

5. Используя предполагаемый закон распределения, вычисляют ги-

потетические вероятности ip  попадания случайной величины X в мно-

жества iS : 

)( ii SXPp = ,  ki ,,2,1 = . 

6. Находят теоретические частоты in  попадания значений случай-

ной величины X в множества iS : 

ii npn = . 

7. Вычисляют выборочное значение 2
в  статистики критерия 2  

Пирсона – случайной величины 


= 

−
=

k

i i

ii

n

nn

1

2
2 )(

 .                                          (4.5) 

Применение статистики (4.5) для проверки гипотезы 0H  основано на 

следующей теореме. 

Теорема 4.3. Если гипотеза 0H  верна, то статистика (4.5) критерия 

2  асимптотически при →n  распределена по закону 2  с 1−−= rk  

степенями свободы, где k – число множеств iS , r – число параметров пред-

полагаемого распределения, оцененных по выборке. 

8. По таблице квантилей 2 -распределения по заданному уровню 

значимости   и числу степеней свободы 1−−= rk  находят значение 
2

, , удовлетворяющее условию 

  = )( 2
,

2P . 

9. Сравнивают значения 2
в  и 2

, . В соответствии с критерием 2  

Пирсона гипотеза 0H  принимается, если 2
,

2
 в  (в этом случае говорят 

также, что гипотеза 0H  согласуется с результатами наблюдений). Если 

2
,

2
 в , то гипотеза 0H  отклоняется. 

Замечание 4.3. Необходимым условием применения критерия 2  

Пирсона является выполнение неравенства 5in  для всех множеств iS . 

Если для некоторых множеств iS  это условие не выполняется, то их следу-

ет объединить с соседними. 
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Пример 4.6. Результаты исследования прочности на сжатие 200 об-

разцов бетона представлены в виде сгруппированного статистического 

ряда: 

 

Интервалы прочности, МПа 19–20 20–21 22–23 23–24 24–25 25–26 

Частоты ni 10 26 56 64 30 14 

 

С помощью критерия 2  Пирсона требуется проверить гипотезу H0 о 

нормальном распределении прочности на сжатие (случайной величины X). 

Уровень значимости принять равным 0,05. 

Решение. Определяем значения xi* середин интервалов и находим то-

чечные оценки математического ожидания m и среднего квадратического 

отклонения  гипотетического нормального распределения: 

m~  =  x–  =  
1

n
 

k 

i = 1
 xi*ni  = 

=  
1

200
(19,510 + 20,526 + 21,556 + 22,564 + 23,530 + 24,514) = 

= 22,1 МПа; 

2s  =  
1

n
 

k 

i = 1
 (xi* − x–)2ni  = 

=  
1

200
((–2,6)210 + (–1,6)226 + (–0,6)256 + 

+ 0,4264 + 1,4230 + 2,4214)  = 1,52 МПа2; 

~  = 2s  =  1,52   1,233 МПа. 

По формуле 
~)~( mxu ii −=  

вычисляем концы нормированных интервалов, при этом наименьшее зна-

чение ui полагаем равным −, а наибольшее –– +: 

u0 = −;     u1  –1,70;     u2  –0,89;     u3  –0,08; 

u4  0,73;     u5  1,54;     u6 = +.   

Находим вероятности pi попадания случайной величины X, имеющей 

нормальное распределение с параметрами m = 22,1,  = 1,233, в частичные 

интервалы [xi – 1, xi) по формуле  

pi = P{ xi – 1  X  xi } =  Ф0(ui) – Ф0(ui – 1), 

где 

dtex
x t


−

=
0

2
0

2

2

1)(


. 
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Используем при этом таблицу значений функции Лапласа. Полученные ре-

зультаты, а также дальнейшие вычисления, необходимые для определения 

выборочного значения статистики критерия 2 , приведем в таблице: 

 
Интервалы 

наблюдаемых 

значений с.в. X 

[xi − , xi) 

Частоты 

ni 

Нормированные 

интервалы 

[ui − , ui) 

pi ni = npi (ni – ni)
2 (ni – ni)

2

ni
 

19 – 20 

20 – 21 

21 – 22 

22 – 23 

23 – 24 

24 – 25 

10 

26 

56 

64 

30 

14 

(−; –1,70) 
[–1,70; –0,89) 

[–0,89; –0,08) 

[–0,08; 0,73) 

[0,73; 1,54) 

[1,54; +) 

0,045 

0,142 

0,281 

0,299 

0,171 

0,062 

9 

28,4 

56,2 

59,8 

34,2 

12,4 

1 

5,76 

0,04 

17,64 

17,64 

2,56 

0,11 

0,20 

0,00 

0,29 

0,52 

0,23 

  n = 200 
 

1,000 200,0 
 2

в = 

= 1,35 

 

В результате вычислений получили 2
в  = 1,35. Находим по таблице 

квантилей 2 -распределения по заданному уровню значимости 05,0=  и 

числу степеней свободы  = k – r – 1 = 6 – 2 – 1 = 3 критическое значение 
2

3,5,0 = 7,815. Так как 2
в  2

3,5,0 , то гипотеза о нормальном распределении 

предела прочности на сжатие принимается. ● 
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