
(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)

УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 
«ГОМЕЛЬСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

ИМЕНИ ФРАНЦИСКА СКОРИНЫ»

УДК 512.548

ГАЛЬМАК
Александр Михайлович

п-АРНЫЕ ГРУППЫ И ИХ КЛАССЫ

Автореферат диссертации на соискание ученой степени 
доктора физико-математических наук

по специальности 01.01.06 -  математическая логика, 
алгебра и теория чисел

Гомель, 2011



УЧРЕЖДЕНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 
«ГОМЕЛЬСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

ИМЕНИ ФРАНЦИСКА СКОРИНЫ»

УДК 512.548

ГАЛЫМАК
Александр Михайлович

п-АРНЫЕ ГРУППЫ И ИХ КЛАССЫ

Автореферат диссертации на соискание ученой степени 
доктора физико-математических наук

по специальности 01.01.06 -  математическая логика, 
алгебра и теория чисел

Гомель, 2011



Работа выполнена в учреждении образования «Гомельский государственный 
университет имени Франциска Скорины»

Научный консультант: Шеметков Леонид Александрович,
доктор физико-математических наук, член- 
корреспондент НАН Беларуси, профессор, 
учреждение образования «Гомельский госу­
дарственный университет имени Франциска 
Скорины», заведующий кафедрой алгебры и 
геометрии

Официальные оппоненты: Артамонов Вячеслав Александрович,
доктор физико-математических наук, профес­
сор, Московский государственный университет 
имени М.В. Ломоносова, профессор кафедры 
высшей алгебры
Щербаков Виктор Алексеевич,
доктор физико-математических наук, Институт 
математики и информатики Академии наук 
Молдовы, главный научный сотрудник
Селькин Михаил Васильевич,
доктор физико-математических наук, профес­
сор, учреждение образования «Гомельский гос­
ударственный университет имени Франциска 
Скорины», профессор кафедры высшей матема­
тики

Оппонирующая организация -  Белорусский государственный университет

Защита состоится «01» июля 2011 года в 15ш часов на заседании совета по за­
щите диссертаций Д 02.12.01 при учреждении образования «Гомельский госу­
дарственный университет имени Франциска Скорины» по адресу: 246019, 
г. Гомель, ул. Советская, 104, ауд. 1-20. Телефон ученого секретаря: 57-37-91. 
Е-ттіаі1: ЗоуеШ021201 @ШС.Ьу.

С диссертацией можно ознакомиться в читальном зале №1 библиотеки учре­
ждения образования «Гомельский государственный университет имени Фран­
циска Скорины».

Автореферат разослан «31» мая 2011 года

Ученый секретарь
совета по защите диссертаций Ходано вич Д.А.

1



КРАТКОЕ ВВЕДЕНИЕ

Начало развитию теории п-арных групп положила опубликованная в 1928 
году в журнале "МаІІіетаШсЬс 2еіі$с1ігі1т" статья В. Дёрнте1, в которой впер­
вые было введено понятие п-группы, называемой также п-арной или полиади­
ческой группой. Уже из названия статьи видно, что истоки теории п-арных 
групп лежат в теории групп. Непосредственное отношение к возникновению 
новой теории имела также Эмми Нётер, по инициативе которой, как отмечает 
Дёрнте, он и занялся реализацией лежащей почти на поверхности идеи о замене 
в определении группы ассоциативной и однозначно обратимой слева и справа 
бинарной операции на ассоциативную и однозначно обратимую на каждом ме­
сте п-арную операцию.

п-Арную операцию [ ], определенную на множестве А, называют: ассоциа­
тивной, если для любого і = 1,2, ..., ив  А выполняется тождество

[[а, ... ап]а„+| ... Вт,, ]] ~ [а| ... а:[а;, ) ... а,.пЗ а,,,,,і ... :і2п )| ,

однозначно обратимой на і-ом месте, где і = 1 , 2, п, если для любых 
аь ..., аи , аі+і, ..., а„, Ь е А в А однозначно разрешимо уравнение

[а, ... ам Хіаі+і ... ап] =Ъ;

однозначно обратимой, если она обратима на і-ом месте для любого 
і = 1, 2, ,.,, п.

До В. Дёрнте такие тернарные, то есть 3-арные операции, удовлетворяю­
щие некоторым дополнительным условиям, изучал X. Прюфер2, опубликовав­
ший в 1924 году в том же "МаСІіешаПзсЬе 2еіізсЬгіГГ статью, в которой приме­
нял введенные им тернарные операции для исследования бесконечных абеле­
вых групп. Впоследствии алгебры с такими операциями стали называть груда­
ми Прюфера. Дёрнте установил, что груды Прюфера являются частным случа­
ем п-арных групп, а именно, полуабелевыми тернарными группами, все эле­
менты которых являются идемпотентами.

Первым, кто обратил серьезное внимание на указанную выше статью 
В. Дёрнте, был Э. Пост, который сумел разглядеть в небольшой статье зачатки 
многообещающей теории. В 1940 году Э. Пост опубликовал в "Тгапх. Ашег. 
Маііі. 5ое." объемную статью3, которая по важности полученных результатов и

'Оогпіе. V/. 1)Шег8іісЬйп§еп ііЬег еіпеп усгаП^етешегЧеп ОічіррепЬеіігіеІТ/ V/. І.)огпіе // Мііііі 7. - І‘Ш
ВсІ. 29. - 8 .  1-19.

2Ргіі1гег, Н. ТЬеогіе сіеі' аЬе^Ьеп Ошрреп. 1. ОгйпОеі^епясЬаІчеп і Н. РпіГег II МаШ. 7. Р>^4. -  1Ы 70. N.
165-187.

3Ро8Г, Е.Ь. Роіуасііс §гоіірз / Е.Ь. Ро5Г//Тпшз. Атег. Ма(1>. 5ос. -  1940, -  УоІ. 48, МІ'З. -  Р.208-150.
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предложенных идей является одним из краеугольных камней теории п-арных 
групп и во многом предопределила тематику современных исследований по 
п-арным группам. Одним из важнейших достижений Э. Поста является теорема, 
утверждающая, что любая п арная группа является смежным классом некото­
рой группы по её нормальной подгруппе, факторгруппа по которой является 
циклической порядка п -  1; при этом п-арная операция является производной от 
бинарной операции. Значение указанной теоремы для теории п-арных групп за­
ключается в том, что она дает удобный инструмент для их изучения, позволяя 
во многих случаях, в основном при получении п-арных аналогов бинарных ре­
зультатов, сводить его к исследованию групп. При получении результатов, не 
имеющих аналогов в теории групп, или вырождающихся при п = 2 в тривиаль­
ные утверждения, используются другие подходы и методы, отличные от тех, 
которые предлагает теорема Поста о смежных классах.

К числу основополагающих работ по п-арным группам относится также 
статья С.А. Чунихина4 5 6 * * * "К теории неассоциативных п-групп", опубликованная в 
1945 году в журнале "Доклады АН СССР".

Авторитет Э. Поста имел решающее значение для привлечения свежих сил 
к изучению п-арных групп. Число изучающих п-арные группы стало постепен­
но возрастать, хотя тематика исследований расширялась незначительно, груп­
пируясь в основном вокруг аксиоматики п-арных групп и приводимости п- 
арных групп к группам. После Э. Поста наибольший вклад в теорию п-арных 
групп внесли В.А. Артамонов5,6,7, К. Глазекк,9‘10 11 * *, а также С.А. Русаков, много­
численные результаты которого по п-арным группам, посвященные в основном 
силовскому строению п-арных групп и приложениям п-арных групп, система­
тизированы в двух его монографиях11,12.

Интерес к п-арным группам в значительной мере возрос после того, как 
А.Г. Курош включил в свою книгу15 отдельный раздел, посвященный п-арным 
группам. Информация по п-арным группам имеется в книгах А.К. Сушкевича14,

4Чунихин, С.А. К теории неассоциативных п-групп / С.А. Чунихин // Доклады АН СССР. -  1945. -  Т. 48,
№1. С,7-10.

5Артамонов, В.А. Свободные п-арные группы / В.А. Артамонов // Мат. заметки. -  1970. -  Т.8, №4. -  С. 
499-507.

6Артамонов, В.А. Универсальные алгебры / В.А. Артамонов // Итоги науки и техники. Сер. Алгебра. То­
пология. Геометрия, -  1976.-С .  191-248.

Артамонов, В.А. О шрайеровых многообразиях п-групп и п-полугрупп / В.А. Артамонов // Труды семи­
нара им. И.Г. Петровского. Вып. 5. -  1979. -  С. 193-202.

"СІдгек, К. ВіЫіо^гарЫ оі' п-^гоирк (роііаіііс доирз) апсі зате ^гонр Ііке л-агу зуяіетз / К. Сіагек // Ргос. о? 
Іііе зутроз. п-агу зігйспігез. -  Зкоріе, 1982. -  Р. 259-289.

‘Чліагек, К. АЬеІіап п-^гоиря / К, Сіагек, В. С1еісб^е\уіс1п II Ргос. Соп^г. Маііі, $ос. і. Воіуаі. -  Езгіег^от. -  
1977.-Р .  321-329.

шСІеісЙ§е\УІсЫ, В. Кетагкз оп п-^гонрз а$ аЬзігасі аІ^еЬгаз / В. Сіеісіі^е’л'ісій, К, ОІагек // Соік) МаіЬ. - 
1967.-УоІ. 17, № 2 .-Р. 209-219.

1'русаков, С.А. Алгебраические п-арные системы / С.А. Русаков. -  Минск: Навука і тэхйіка, 1992 -  245 с.
'"Русаков. С.А. Некоторые приложения теории п-арных групп / С.А. Русаков. -  Минск: Беларуская наву- 

ка, 1998. -  167 с.
11Курош, А.Г Общая алгебра : Лекции 1969/70 учебного года / А.Г, Курош. -  М.: Наука, 1974. -  160 с.
иСушкевич, А.К. Теория обобщенных групп / А.К. Сушкевич. - Харьков, Киев: Гос. научно-техн. изд-во

Украины, 1937. -  176 с.
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В.Д. Белоусова15, Р. Брака15, Л.А. Шеметкова и А.Н. Скибы17, Н. Бурбаки18 и Я. 
Ушана19, атакже в обзорах В.А. Артамонова211 и К. Глазека21.

К настоящему времени теория п-арных групп, несмотря на свой довольно 
почтенный возраст, значительно уступает в своем развитии теории групп. Од­
ной из причин сложившегося положения является бытующее заблуждение об 
отсутствии принципиальных различий между теорией групп и теорией п-арных 
групп при п > 3. На самом деле это не так. В теории п-арных групп наряду со 
свойствами, общими для групп и п-арных групп, систематически изучаются и 
свойства п-арных групп, отсутствующие у групп. Например, в п-арной группе 
при п > 3 может быть несколько единиц. Существуют п-арные группы, у кото­
рых все элементы являются единицами. Э. Пост установил существование цик­
лических п-арных групп, в которых нет собственных п-арных подгрупп, в том 
числе и одноэлементных. Понятно, что в таких п-арных группах вообще нет 
единиц.

В качестве еще одного отличия п-арного случая (п > 3) от бинарного случая 
(п = 2) можно указать отсутствие при п > 3 взаимно однозначного соответствия 
между конгруэнциями п-арной группы и её подалгебрами, являющимися 
п-арными аналогами нормальных подгрупп в группе. Можно привести еще 
много примеров, показывающих отличие п-арных групп от групп, но и уже ска­
занного достаточно для того, чтобы убедиться в том, что, в сравнении с груп­
пами, п-арные группы -  более сложно устроенные математические объекты. 
Поэтому методы, которые используются в теории групп, часто не применимы в 
теории п-арных групп.

Изучение свойств п-арных групп, отсутствующих у групп, среди которых 
встречаются и довольно экзотические свойства, является одной из главных за­
дач теории п-арных групп, причем не менее важной, чем получение п-арных 
аналогов известных групповых результатов.

Еще одной причиной замедленного развития теории п-арных групп (п > 3) 
является неразработанность или слабая разработанность многих её разделов, 
развитие которых приведет к значительному прогрессу каік в изучении самих п- 
арных групп, так и в их приложениях. К числу таких слабо разработанных или 
почти не разработанных разделов, требующих своего развития, можно отнести:

'"’Белоусоа, 8.Д. п-Арные квазигруппы / В.Д. Белоусов. -  Кишинев: Штиинцл, 1972. - ?.2Н с.
к,Вгиск, К.Н. А $иг\'еу о!7 Ыпагу зузіетз / К.Н.Ваіск. -  Вегіім, ЙекІеІЬегу, Ые\у Уогк : ЯргйцііЧ, 1966. • 185

Р-
І711кметкон: Л.А. Формации алгебраических систем / Л.А. Шеметков. А.I I, Скиба М.; Пауки, 1989. 246

с.
'^Бурбаки, Н. Алгебра. Алгебраические структуры, линейная и полилинейная алгебра. / II. ЬурОпки 

М.: Физматгиз. 1962. -- 516 с.
!Чі5ап, і. п-Огоирз іп (ііе Іі^Ы оГШе пешгаі орегаііопз / Г Пзап // МаОіепіабка Мшауіел. -  2001. - .Чрсчтл) 

Уоі. -  162 р.
^Артамонов. В.А. Универсальные алгебры / В.А. Артамонов // Итоги науки и техники. Сер Алі «бра. I «> 

гюлогия. Геометрия. -  1976. -С . 191-248.
31С1а2йк, К. ВіЫіо^гарІіі оі п-^гонрз (роііасііс ^гойрз) апсі зате ^гішр Ііке п-агу зузіетз / К. Оіа/.ек Н Гіос. 

оічізе зутроз. п-агу зцчісшгез. -Зкоріе, 1982. -  Р. 259-289.
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распознавание п-арных групп в классах универсальных алгебр с ассоциативной 
п арной операцией; представление п-арных групп автоморфизмами подходя­
щих универсальных алгебр; п-арные группы с идемпотентами; конгруэнции п- 
арных групп; классы п-арных групп.

Таким образом, до последнего времени оставалась открытой следующая 
актуальная проблема; развитие общей теории п-арных групп в таких направле­
ниях как распознавание п-арных групп в классах универсальных алгебр, 
п-арные аналоги морфизмов универсальных алгебр, п-арные группы с идемпо­
тентами, конгруэнции п-арных групп, классы п-арных групп. На реализацию 
этой актуальной задачи и направлено данное диссертационное исследование.

О Б Щ А Я  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р А Б О Т Ы

Связь работы с крупными научными программами и темами

Диссертация выполнена в рамках следующих госбюджетных тем:
“Структурная теория формаций и других классов алгебр” Гомельского гос­

ударственного университета им. Ф.Скорины. Тема входила в план важнейших 
научно-исследовательских работ в области естественных, технических и обще­
ственных наук по Республике Беларусь, утвержденный решением Президиума 
НАН Беларуси № 88 от 23 ноября 1995г. (номер госрегистрации в БелИСА -  
19963987), тема выполнялась в 1996 -  2000гг.;

“Структурная теория классов групп и других алгебр” Гомельского госу­
дарственного университета им. Ф.Скорины. Тема входила в план важнейших 
научно-исследовательских работ в области естественных, технических и обще­
ственных наук по Республике Беларусь, утвержденный решением Президиума 
НАН Беларуси № 94 от 5 июля 2001г. Государственная программа фундамен­
тальных исследований “Математические структуры” (номер госрегистрации в 
БелИСА -  20011225), тема выполнялась в 2001 -  2005гг.;

“Исследование п-арных групп с идемпотентами” Могилевского техноло­
гического института (номер госрегистрации в БелИСА -  19981035), гема вы­
полнялась в 1998г.;

“Исследование п-арных групп как универсальных алгебр с перестановоч­
ными конгруэнциями” Могилевского технологического института (номер гос­
регистрации в БелИСА -  1999959), тема выполнялась в 1999 -  2000гг.;

“Классы полиадических групп” Могилевского государственного универси­
тета продовольствия (номер госрегистрации в БелИСА -  20021704), тема вы­
полнялась в 2002 -  2005гг.;

“Универсальные алгебры с одной основной операцией” Могилевского гос­
ударственного университета продовольствия (номер госрегистрации в БелИСА 
-  2006953), тема выполнялась в 2006 -  2010гг.
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Цель и задачи исследования

Целью диссертации является создание новых методов изучения п-арных 
групп и их классов и их применение к развитию теории п-арных групп. Для до­
стижения этой цели необходимо было решить следующие задачи:

-  разработать методы распознавания п-арных групп в классах универсаль­
ных алгебр с ассоциативной п-арной операцией с помощью уравнений с числом 
неизвестных большим единицы;

-  определить п-арные аналоги морфизмов универсальных алгебр и изучить 
важнейшие свойства этих новых понятий;

-  развить теорию конгруэнций п-арных групп;
-  исследовать строение п-арных групп с идемпотентами;
-  разработать общие методы построения и описания классов п-арных 

групп.
Объектами исследования являются п-арные группы и их классы.

Положения, выносимые на защиту

В диссертации разработаны новые методы исследования п-арных групп и 
их классов, на основе которых установлены новые закономерности и свойства, 
включающие в себя:

1. Распознавание п-арных групп в классах универсальных алгебр с ассоци­
ативной п-арной операцией с помощью уравнений с числом неизвестных рав­
ным п -  1, теорема 2.1.4 [3—А];

2. Исследование свойств последовательностей морфизмов однотипных 
универсальных алгебр:

-  представлении п-арной группы п-арными подстановками, теорема 3.2.5 
[8-А];

-  представлении п-арной группы п-арными автоморфизмами подходящей 
последовательности однотипных универсальных алгебр, теорема 3.2.10 [8-А];

3. Развитие теории конгруэнций п-арных групп:
-  доказательство равномощности классов конгруэнции, определенной на 

п-арной группе, теорема 4.3.3 [ 1 —А, с. 137];
-  доказательство для п-арных групп первой теоремы об изоморфизмах, 

теорема 4.4.5 [1-А, с. 125] и теорема 4.4.18 [13—А]; второй теоремы об изомор­
физмах, теорема 4.4.10 [1-А, с. 131] и теорема 4.4.19 [! 3—А];

-  доказательство для п-арных групп теорем Шрайера, теорема 4.5. II 11 Л, 
с. 157] и Жордана-Гёльдера, следствие 4.5.12 [1-А, с. 160];

4. Исследование связи между коммутантом (полукоммутантом) и центром 
(полуцентром) п-арной группы:

-  доказательство конечности коммутанта (полукоммутапта) п-ариой 
группы, в которой центр (полуцентр) имеет конечный индекс, теорема 5.4.2
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[27-А] (теорема 5.4.3 [27-А]);
5. Исследование свойств п-арных групп с идемпотентами:
-  описание множества всех единиц п-арной группы, теоремы 6.1.1 и 6.1.9 

[30—А];
-  описание множества всех идемпотентов п-арной группы, теоремы 6.2.7 

и 6.2.9 [31-А];
-  описание силовского строения идемпотентных п-арных групп, теорема 

6.4.3 [32-А];
-  описание п-арных групп, допускающих автоморфизм с единственным 

неподвижным элементом, теоремы 6.5.20 и 6.5.21 [34—А];
-  описание силовского строения полуабелевых п-арных групп с идемпо­

тентами, теорема 6.6.2 [35—А];
6. Развитие теории классов п-арных групп:
-  исследование связей между многообразиями групп и многообразиями п­

арных групп, теоремы 7.2.9 [43-А] и 7.2.20 [44-А];
-  исследование связей между формациями групп и формациями п-арных 

групп, теоремы 7.2.27 [45-А] и 7.2.31 [45—А];
-  решение аналога задачи А.Ю. Ольшанского о существовании неабеле- 

вого многообразия групп, все конечные группы которого абелевы, для случая п­
арных групп, теоремы 7.2.17 [43-А] и 7.4.21 [48—А];

-  исследование Хгзамкнутых классов п-арных групп, теоремы 7.6.2 [49- 
А] и 7.6.9 [49-А].

Все результаты диссертации являются новыми, впервые получены авто­
ром.

Личный вклад соискателя .

Все результаты диссертации и разработанные в ней методы принадлежат 
соискателю, получены им самостоятельно и опубликованы без соавторов.

Апробация результатов диссертации

Основные результаты диссертации докладывались на следующих семина­
рах и конференциях: '

-  на семинарах кафедры алгебры и геометрии Учреждения образования 
«Гомельский государственный университет им, Ф. Скорины»;

-  на IV Международном семинаре «Универсальная алгебра, теория чисел и 
их приложения» (Волгоград, 2 октября 2009 г.);

-  на семинаре кафедры высшей алгебры МГУ им. М.В. Ломоносова 
(Москва, 9 ноября 2009 г.);

-  на алгебраическом семинаре в Институте математики НАН РБ (30 марта 
2010 г.);

-  Международная алг ебраическая конференция, посвященная памяти А.И.
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Ширшова (Новосибирск, 1991);
-  Международная конференция по алгебре, посвященная памяти М.И. Кар- 

гаполова (Красноярск, 1993);
- V I I  Белорусская математическая, конференция (Минск, 1996);
-  Международная алгебраическая конференция в Украине, посвящённая 

памяти профессора Л.А. Кулужнина (Винница, 1999);
-  VIII Белорусская математическая, конференция (Минск, 2000);
-  IV Международная алгебраическая конференция, посвященная 60-летию 

профессора Ю.И. Мерзлякова (Новосибирск, 2000);
-  Третья Международная алгебраическая конференция в Украине (Сумы, 

2001);

-  Международная математическая конференция, посвящённая столетию 
начала работы Д.А. Граве (1863-1936) в Киевском университете (Киев, 2002);

- V  М еждународная конференция «Алгебра и теория чисел; со­
временные проблемы и приложения» (Тула, 2003);

-М еж д ун арод н ая  алгебраическая конференция, посвящ ённая 
250-летию Московского университетата и 75-летию каф едры  высшей 
алгебры (Москва, 2004);

-  VI М еждународная конференция, «Алгебра и  теория чисел; со­
временные проблемы и приложения», посвящ ённая 100-летию Н.Г. 
Чудакова (Саратов, 2004);

-  ТЪе 5Йі Іп іегпаііопаі АІ^еЬгаіс СопГегепсе іп ТГкгаіпе (ОЛезза, 
2005);

-  М еждународная алгебраическая конференция «Классы групп и 
алгебр», посвящ ённая 100-летию со дн я  рож дения С.А. Ч унихина (Го­
мель, 2005);

-  Международная алгебраическая конференция «Классы групп, алгебр и 
их приложения», посвящённая 70-летию со дня рож дения Л.А. Шеметкова 
(Гомель, 2007);

-  М еждународная алгебраическая конференция, посвящ ённая 
100-летию со д н я  рождения А.Г. Куроша (Москва, 2008).

Опублнкованность результатов

Основные результаты диссертации опубликованы в 4 монографиях, 49 ста 
тьях в журналах, 4 препринтах и 19 тезисах докладов. Общий объём опублико­
ванных материалов -  70,0 авторских листа, в том числе в монографиях 49,8, 
статей в научных журналах -  13,2, препринты и тезисы -  7,0.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, обшей 
характеристики работы, семи глав основной части, заключения и библиографи­
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ческого списка в порядке цитирования в количестве 116 наименований исполь­
зованных источников и 76 наименований публикаций соискателя. Объем дис­
сертации -  199 страниц.

Автор выражает глубокую благодарность и признательность своему науч­
ному консультанту -  доктору физико-математических наук, член-корреспон­
денту НАН Беларуси Леониду Александровичу Шеметкову за консультации и 
внимание, оказанное им при написании данной диссертации.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации

В диссертации реализована исследовательская программа по развитию 
теории п-арных групп. Основные результаты диссертации следующие.

Во второй главе решена задача распознавания п-арных групп в классах 
универсальных алгебр с ассоциативной п-арной операцией с помощью уравне­
ний с числом неизвестных большим единицы.

В разделе 2.1 доказана основная теорема 2.1.4 [3-А, с. 6] и показано, что в 
этой теореме разрешимость уравнений нельзя заменить однозначной разреши­
мостью (теорема 2.1.8 [3-А, с. 11]).

В разделах 2.2 и 2.3 приведены важнейшие следствия из основной теоремы 
и показано, что многие известные результаты по распознаванию п-арных групп 
являются ее следствиями.

В главе 3 изучены общие свойства конечных последовательностей биекций 
равномощных множеств и конечных последовательностей морфизмов однотип­
ных универсальных алгебр.

В разделе 3.1 доказано, что множество всех п-арных автоморфизмов ко­
нечной последовательности п -  1 однотипных универсальных алгебр является 
п-арной группой (теорема 3.1.5 [7-А]). Доказано также, что п-арную полугруп­
пу всех эндоморфизмов последовательности п -  1 однотипных коммутативных 
универсальных алгебр можно превратить в коммутативную универсальную ал­
гебру, в которой выполняются п-арные аналоги тождеств ассоциативности и 
дистрибутивности (теорема 3.1.8 [7-А]).

В разделе 3.2 для п-арных групп доказана теорема Кэли, в которой роль 
симметрической группы играет полиадическая группа полиадических подста­
новок (теорема 3.2.5 [8—А]). Из этой теоремы получаются соответствующие ре­
зультаты Э. Поста и Ф. Сиосона (следствия 3.2.7 и 3.2.9). Получен также 
п-арный аналог теоремы Биркгофа о представлении группы автоморфизмами 
подходящей универсальной алгебры (теорема 3.2.10 [8-А]).

В разделе 3.3 доказано (теорема 3.3.3 [9—А]), что множество всех п-арных 
эндоморфизмов последовательности п -  1 абелевых ш-арных групп образуют 
(т , п)-кольцо. .

В главе 4 развита теория конгруэнций п-арных групп.
В разделе 4.1 доказан п-арный аналог бинарного результата о совпадении 

подгруппы, порожденной некоторым подмножеством группы, со множеством 
всех конечных произведений элементов из этого подмножества и обратных к 
ним (теорема 4.1.6 [1—А, с. 19)).

В разделе 4.2 изучена связь между п-арными подгруппами п-арной группы 
и подгруппами группы, к которой она приводима; в частности, -  между полу­
инвариантными п-арными подгруппами и нормальными подгруппами.
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Раздел 4.3 посвящен изучению свойств конгруэнций п-арной группы. 
Здесь, в частности, доказано (теорема 4.3.3 [1-А, с. 137]), что все классы кон­
груэнций п-арной группы имеют одну и ту же мощность.

В разделе 4.4 для п-арных групп доказаны несколько вариантов первой 
(теорема 4.4.5 [1-А, с. 125]; теорема 4.4.18 [13-А]) и второй (теорема 4.4.10 [1- 
А, с. 131]; теорема 4.4.19 [13-А]) теорем об изоморфизмах.

В разделе 4.5 доказаны теоремы Шрайера (теорема 4.5.11 [1-А, с. 157]) и 
Жордана-Гёльдера (теорема 4.5.12 [1-А, с. 160]) для п-арных групп.

В главе 5 получен положительный ответ на вопрос: будет ли коммутант 
п-арной группы конечным, если центр этой п-арной группы имеет в ней конеч­
ный индекс? Показано, что результат останется верным, если центр заменить 
полуцентром, а коммутант -  полукоммутантом.

В разделе 5.1 установлены соответствия между разложениями п-арной 
группы < А, [ ] > по её п-арной подгруппе < В, [ ] > и разложениями А* по 
В*(А) (предложение 5.1.1 [23-А]) и А„ по В„(А) (предложение 5.1.2 [24-А]).

В разделе 5.2 теоремой 5.2.2 [3-А, с. 230] установлена связь между центра­
лизатором п-арной подгруппы < В, [ ] > в п-арной группе < А, [ ] > и централи­
затором подгруппы В*(А) в универсальной обертывающей группе А*.

Свойства коммутанта и полукоммутанта п-арной группы изучены в разде­
ле 5.3 (предложения 5.3.10 и 5.3.11 [27-А]).

Результаты разделов 5.1 -5 .3  использованы в разделе 5.4 для доказатель­
ства теоремы 5.4.2 [27-А] о конечности коммутанта п-арной группы, в которой 
центр имеет конечный индекс, и теоремы 5.4.3 [27-А] о конечности полуком­
мутанта п-арной группы, в которой полуцентр имеет конечный индекс.

В главе 6 изучены п-арные группы с идемпотентами.
В разделе 6.1 доказано, что множество всех единиц п-арной группы явля­

ется характеристической подалгеброй, лежащей в её центре (теорема 6.1.1 [30— 
А]). Явный вид множества всех единиц п-арной группы указан в теореме 6.1.9 
[30-А]. Приведены многочисленные примеры п-арных групп с указанием для 
каждой из них п-арной подгруппы единиц.

В теореме 6.2.7 [31-Аф раздела 6.2 сформулировано необходимое и доста­
точное условие для того, чтобы множество всех идемпотентов п-арной группы 
было её п-арной подгруппой. Явный вид множества всех идемпотентов п-арной 
группы указан в теореме 6.2.9 [31-А].

Критерий идемпотентности п-арной группы (теорема 6.3.11 [31-А]) явля­
ется основным результатом раздела 6.3.

В разделе 6.4 изучено силовское строение идемпотентных п-арных групп. 
В частности, теорема 6.4.3 [32-А] утверждает, что если п -  1 и р -  простые чис­
ла, а числа р и т  -  взаимно простые, то конечная идемпотентная п-арная группа
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порядка ркт  является объединением т  своих непересекающихся полуинвари­
антных р-силовских п-арных подгрупп.

В разделе 6.5 приведены результаты об п-арных группах, допускающих ре­
гулярный автоморфизм. Здесь, в частности, доказано, что конечная п-арная 
группа, допускающая автоморфизм, оставляющий неподвижным единственный 
элемент, является полуразрешимой (теорема 6.5.20 [34-А]). Если же указанный 
автоморфизм имеет простой порядок, то п-арная группа является полунильпо- 
тентной (теорема 6.5.21 [34-А]).

Теорема 6.6.2 [35-А] из раздела 6.6 описывает силовское строение полуа­
белевых п-арных групп с идемпотентами.

В разделе 6.7 для всякого группоида А на декартовой степени А"”' опреде­
лена п-арная операция [ ]„ „_| и доказано, что, если группоид А является груп­
пой, то < А"-1, [ ]Пі п_, > -  п-арная группа (теорема 6.7.3 [4-А, с. 77]). В теореме 
6.7.4 [4-А, с. 105] указан явный вид множества всех идемнотенгов этой п-арной 
группы.

Глава 7 посвящена развитию теории классов п-арных групп.
В разделе 7.1 для каждой совокупности групп Т определены две совокуп­

ности Т'(п) и Т(п) п-арных групп и показано, что если I  -  класс групп, то Т'(п) и 
Т(п) -  совпадающие классы п-арных групп. Необходимые в дальнейшем свой­
ства класса Т(п) собраны в теореме 7.1.14 [42-А].

В разделе 7.2 доказано, что Т(п) является многообразием п-арных групп то­
гда и только тогда, когда I -  многообразие групп (теорема 7.2.9 [43-А]). Дока­
зано, что решётка всех многообразий групп изоморфно вкладывается в решётку 
всех многообразий п-арных групп (теорема 7.2.20 [44-А]). Аналогичные ре­
зультаты имеют место для формаций (теорема 7.2.27 [45-А], теорема 7.2.31 
[45-А]). Установлено существование неполуабелевого многообразия п-арных 
групп, все конечные п-арные группы которого полуабелевы (теорема 7.2.17 
[43-А]). Это полиадический аналог соответствующего результата А.Ю. Оль­
шанского для групп.

В разделе 7.3 для каждого класса групп Ж определен, класс Т*(п) п-арных 
групп и изучена связь между классами Ж*(п) и -Е(п). В частности, доказано, что 
имеет место строгое включение 1*(п) с  -Е(п), если Ж один из следующих клас­
сов групп: всех циклических групп; всех абелевых групп; всех нильпотептпых 
групп; всех сверхразрешимых групп (теорема 7.3.19 [47-А]).

В разделе 7.4 доказано, что если % -  формация групп, то §*(п) -  формация 
п-арных групп (теорема 7.4.15 [49-А]). В доказательстве теоремы 7.4.15 суще­
ственно используется теорема 7.4.10 [29-А], описывающая свойства обертыва­
ющей группы Поста. Теорема 7.4.20 [48-А] утверждает, что если Т -  многооб­
разие групп, то Т*(п)- многообразие п-арных групп, а согласно теореме 7.4.21 
если Т -  неабелево многообразие групп, все конечные группы которого абеле­
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вы. то 1*(п) -  неабелево многообразие п-арных групп все конечные п-арные 
группы которого абелевы.

В разделе 7.5 для всякого многообразия групп 1', определяемого системой 
тождеств Е, решена задача нахождения систем тождеств Цп) и Х*(п), опреде­
ляющих соответственно многообразия 1(п) и 1*(п) (теоремы 7.5.3 [50—А] и 
7.5.171 [51-А]).

Теорема 7.6.2 [49-А] из раздела 7.6 утверждает, что если Т -  Хгзамкнутый 
класс групп, то Т*(п) и Т (п) -  Ь,-замкнутые классы п-арных групп, а ввиду 
теоремы 7.6.9 [49-А], для классов 2Е(п) верно и обратное утверждение. Из тео­
ремы 7.6.2 вытекают соответствующие результаты Г. Виландта для конечных 
разрешимых групп, О. Кегеля для конечных нильпотентных групп и К. Дёрка 
для конечных сверхразрешимых групп.

Рекомендации по практическому использованию результатов

Работа имеет теоретический характер. Полученные в диссертации резуль­
таты могут быть использованы в дальнейших исследованиях по теории п-арных 
групп и их классов, проводимых в Гомельском государственном университете 
имени Франциска Скорины, в Волгоградском государственном университете, в 
Московском государственном университете имени М.В. Ломоносова. Основные 
результаты диссертации опубликованы либо в англоязычных [5-А, 9-А, 16-А,
21-А], либо российских и украинских переводных журналах [8-А, 27-А, 32-А], 
что делает их доступными для использования не только в науных центрах Бе­
ларуси, но и за её пределами.

Результаты диссертации могут быть использованы при изучении п-арных 
полугрупп, п-арных квазигрупп, топологических п-арных групп и других близ­
ких к п-арным группам универсальных алгебр, а также при чтении спецкурсов 
для студентов математических специальностей, написании курсовых, диплом­
ных работ и диссертаций.
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РЭЗЮІУІЭ

Гальмак Аляксандр Міхайлавіч 

п-Арныя трупы і іх класы

Ключавыя словы: п-арная аперацыя, п-арная трупа, п-арный гомамарфізм, 
идэмпатэнт, кангруэнцыя, камутант, шматстайнасць, фармация.

У дысертацыі распрацаваны новыя метады даследвання п-арных труп і іх 
класаў. Вызначаны новыя ўласцівасці і заканамернасці кангруэнцый п-арных 
труп, п-арных труп з ідзмпатэнтамі, фармаций і шматстайнасцей п-арных труп. 
Развязана задача распазнання п-арных труп у класах універсальных алгебр з 
асацыятыўнай п-арнай аперацыяй з дапамогай раўнанняў з лікам невядомых 
большим за адзінку. Вызначаны і вывучаны п-арные марфізмы. Атрыманы 
п-арны аналаг тэарэмы Біркгофа пра выяўленне трупы аўтамарфізмамі 
падыходзячай універсапьнай алгебры. Даказана, што п-арную паўгрупу ўсіх 
эндамарфізмаў паслядоўнасці п -  1 камутатыўных універсальных алгебр можна 
пераўтварыць ў камутатыўную універсальную алгебру, ў якой выконваюцца 
некаторыя сістэмы тоеснасцей. Развіта тэорыя кангруэнцый п-арных груп. 
Атрыманы тэарэмы Шрайера і Жардана-Гёльдэра для п-арных труп. Атрыманы 
станоўчы адказ на пытанне: ці будзе камутант п-арнай групы канечным, капі 
цэнтр гэтай п-арнай трупы мае ў ёй канечны індэкс? Разпрацавана тэорыя п- 
арных груп з ідэмпатэнтамі. Даказана, што рашотка ўсіх шматстайнасцей 
бінарных груп ізаморфна ўкладваецца ў рашотку ўсіх шматстайнасцей п-арных 
груп. Атрыманы п-арныя аналагі тэарэмы А.Ю. Альшанскага пра існаванне 
неабелевай шматстайнасці груп, усе канечные трупы якой абелевы. Развіта 
тэорыя фактарызацыі п-арных груп, у прыватнасці абагульнены тэарэмы Г. 
Віландта, О. Кегеля і К Дзёрка.

Усе асноўныя вынікі дысертацыі з'яўляюцца новымі. Яны маюць 
тэарытычны характар і могуць быць выкарастаны ў даследваннях па тэорыі п- 
арных групп і іх класаў, атаксама пры чытанні спецкурсаў вауніверсітэтах.
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РЕЗЮМЕ

Гальмак Александр Михайлович 

п-Арные группы и их классы

Ключевые слова: п-арная операция, п-арная группа, п-арный гомомор­
физм, идемпотент, конгруэнция, коммутант, многообразие, формация.

В диссертации разработаны новые методы исследования п-арных групп и их 
классов. Установлены новые свойства и закономерности конгруэнций п-арных групп, 
п-арных групп с идемпотенгами, формаций и многообразий п-арных групп. Решена 
задача распознавания п-арных групп в классах универсальных алгебр с ассоциативной 
п-арной операцией с помощью уравнений с числом неизвестных большим единицы. 
Определены и изучены п-арные морфизмы. Получен п-арный аналог теоремы Бирк- 
гофа о представлении группы автоморфизмами подходящей универсальной алгебры. 
Доказано, что п-арную полугруппу всех эндоморфизмов последовательности п -1  
коммутативных универсальных алгебр можно преобразовать в коммутативную уни­
версальную алгебру, в которой выполняются некоторые системы тождеств. Развита 
теория конгруэнций п-арных групп и даны некоторые приложения этой теории. По­
лучены теоремы Шрайера и Жордана-Гёльдера для п-арных групп. Получен положи­
тельный ответ на вопрос: будет ли коммутант п-арной группы конечным, если центр 
этой п-арной группы имеет в ней конечный индекс? Разработана теория п-арных групп 
с идемпотенгами. Доказано, что решетка всех многообразий бинарных групп изо­
морфно вкладывается в решётку всех многообразий п-арных групп. Получены п- 
арные аналоги теоремы А.Ю. Ольшанского о существовании неабелевого многообра­
зия групп, все конечные группы которого абелевы Развита теория факторизации 11- 
арных групп, в частности обобщены теоремы Г. Виландга, О. Кегеля и К. Дёрка

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют теорети­
ческий характер и могут быть использованы в исследованиях по теории п-арных групп 
и их классов, а также при чтении спецкурсов в университетах.
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81ММАКУ 

Аіехагкіег Саітак 

п-Аіу §гойрз апй іЬеіг сіаззез

Кеулуогсіз: п-агу орегайоп, п-агу дгойр, п-агу Ьототофііізт, ісіетросепі, соп§ш- 
епсе, коттніаіог п-агу зйЬ§гойр, уагіеіу, (оптіаііоп.

Іп іііі.ч іііхзепаііоп пеу/ теііюсіх (ог гехеагсЬ оі' ікігу дгойрз апсі іііеіг сіаззев аге сіе- 
уеіоресі. №\у 1а\уз апсі ргореіііез оГ соп^шепсез оГ п-агу §гойрз, п-агу §гойрз \уі(Ь ісіеш- 
роіепіх, Гогтаііопз аші уагіегіез ой п-агу §гойрз аге езІаЫізЬесі.'Піе ргоЫет оГ гесодпігіп^ 
п-агу ^гойрз іп іЬе сіаззез оі' йпіуегзаі аІ^еЬгаз \ уі[Ь аззосіаііуе п-агу орегайоп Ьу теапз оГ 
Іііе ериайопх ууіііі іііе пшпЬег оі' йпкпо\упз §геаіег іііап опе із зоіуесі. ТЬе п-агу гпофЬізш 
аге йейпесі апсі зіййіесі. Піе п-агу апаіо^йс ок Йіе ВігкІіоЙ гііеогет оп (Ііе гергезепіаііоп ой 
ргойр Ьу айіотогрЬізтз ок а зйікгЫе йпіуегзаі аІреЬга із оЫаіпесІ. Іі із ргоуесі Йіаі іЬе пагу 
зеті§гойр оі' аіі епсіотогрііізтз оГ а зецйепсе ок п -  1 соттйіаііуе йпіуегзаі аІ^еЬгаз сап 
Ье ігапзРоггпссі іпСо а йпіуегзаі согптйіаііуе аІ^еЬга, іп ууііісЬ зоте §іуеп зузГешз 1а\уз аге 
йдійііесі. ТЬе йіеогу ой сопдшепсез оС п-агу ^гойрз із сіеуеіоресі апсі зоше арріісайопз оі' 
(Іііз ІІасогу аге ріуеп. Тію Йіеогеіпз Зсіігеіег апсі Йогсігш-І ІоЙег ('ог п-агу §гойрз аге оЬ- 
(аіпесі. А и̂е5(:іоп гііаі Йіе когштшіасог п-агу зйЬ^гойр каз ітііе сагсіішіііу ій іЬе сепіег ой 
ІІіе п-агу §гойр Ьаз Ііпііе іпсіех із зоіуесі розігіуе. Тііе сііеогу оі' п-агу «гойрз \уіс1і ісіешро- 
Іепіз із сіеуеіоресі. [I із ргоуесі іііаі Ше Іайісе оі' аіі уагіеііез оШпагу §гойрз ізотофііісаііу 
етЬееІйесі іп Йіе ІаКісе оі’ аіі уагіеііез оГ п-агу ргойрз. 1( із оЬіаіпесІ п-агу ат!о<ше.з ок А.У. 
ОІзЬапзку іЬеогет оп сЬе ехізіепсе оі' попаЬеІіап уагіеіу оі' §гойрз іп \уЬіс1і аіі Йпііе ргойрх 
аге аЬеІіап. ТЬе Йіеогу оі’ Гасіогігаііоп ок п-агу §гойрз аге сіеуеіоресі, іп раяісйіаг Йіе Н. 
У/іеЗапсіі, О. КереІ шхі К. Регк'з іЬеогетз аге ̂ епегаіігей.

А11 Ьазіс гезйІСз оіЧЬе сііззеііагіоп аге пе\у. ТЬеу Ііауе а іііеогейсаі сйагасіег апсі тау 
Ье йзесі іп сЬе іпуезгі§агіопз іп Йіеогіех ок п-агу §гойрз апсі (Ііеіг сіаззез, апй аізо а[ геасііпе; 
зресіаі сойгзез іп йпіуегзійез.
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