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В работе все рассматриваемые группы конечны. Основополагающим результатом в теории классов Фиттинга явля-
ется теорема Гашюца–Фишера–Хартли, которая обобщает классические теоремы Силова и Холла и состоит в следующем: 
для любого класса Фиттинга 𝔉 в каждой разрешимой группе G существуют 𝔉-инъекторы и любые два из них сопряжены  
в G. Развитие и обобщение теоремы Гашюца–Фишера–Хартли приводит к задаче о существовании инъекторов в группе  
(в общем случае неразрешимой) и нахождения классов Фиттинга, в которых любые два инъектора сопряжены. Используя 
метод 𝜎-свойств А.Н. Скибы в теории классов Фиттинга, в настоящей работе такую задачу решим для ℌ-инъекторов,  
где ℌ – 𝜎-класс Хартли, определяемый постоянной 𝐻𝜎-функцией, и 𝜎 – произвольное разбиение множества всех простых чи-
сел. Доказано, что если ℌ – 𝜎-класс Хартли, определяемый 𝐻𝜎-функцией h такой, что ℎ(𝜎𝑖) = 𝔛 ≠ ∅ для всех 𝜎𝑖 ∈ Π = 𝜎(ℌ),  
и группа G такова, что фактор  𝐺 𝐺𝔛⁄  Π-скован, то в G существуют ℌ-инъекторы и любые два из них сопряжены. 

Материал и методы. Материалом для исследования являются инъекторы в группе и их свойства. При этом  
использованы терминология и методы абстрактной теории групп и теории классов групп, в частности, теории клас-
сов Фиттинга. 

Результаты и их обсуждение. Классом Фиттинга называется класс групп 𝔉, замкнутый относительно взятия нор-

мальных подгрупп и произведений нормальных 𝔉-подгрупп. Группу G называют 𝔉-скованной, если 𝐶𝐺(𝐺𝔉) ≤ 𝐺𝔉 . Пусть 

𝜎 – некоторое разбиение множества всех простых чисел ℙ. Класс Фиттинга называется 𝜎-классом Хартли, если 
ℌ =∩𝜎𝑖∈Π ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖

′𝔈𝜎𝑖
 для некоторого отображения (𝐻𝜎-функции) 𝑓: 𝜎 →  {классы Фиттинга}, где Π = {𝜎𝑖 ∈ 𝜎: ℎ(𝜎𝑖) ≠ ∅}. 

Пусть 𝔑Π  – класс всех Π-разложимых групп, т.е. класс всех 𝜎-нильпотентных Π-групп. Доказано, что если ℎ(𝜎𝑖) = 𝔛  
для некоторого непустого класса Фиттинга 𝔛 и всех 𝜎𝑖 ∈ Π и G – группа такая, что фактор 𝐺 𝐺𝔛⁄  Π-скован, то в G суще-
ствуют ℌ-инъекторы и любые два из них сопряжены. 

Заключение. В работе решена задача существования инъекторов и их сопряженности для 𝜎-класса Хартли, опреде-
ляемого постоянной 𝐻𝜎-функцией. 
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All groups in this paper are finite. The fundamental result in the theory of Fitting classes is the theorem of Gaschütz–Fischer–
Hartley which is in fact a generalization of the classical Sylow and Hall theorems and is as follows: for any Fitting class 𝔉 each soluble 
group G has 𝔉-injectors and every two of them are conjugate in G. The development and generalization of Gaschütz–Fischer–Hartley 
theorem leads to the problem about the existence of injectors in a group (generally unsolvable) and finding Fitting classes in which 
any two injectors are conjugate. Using the method of 𝜎-properties of A.N. Skiba in the theory of Fitting classes, in this paper such 
problem is solved for ℌ-injectors, where ℌ is a 𝜎-class Hartley, defined by invariable 𝐻𝜎-function and 𝜎 be a partition of the set of all 
primes. It is proved that if ℌ is a 𝜎-class Hartley, defined by 𝐻𝜎-function h such that ℎ(𝜎𝑖) = 𝔛 ≠ ∅ for all 𝜎𝑖 ∈ Π = 𝜎(ℌ) and G is  
a group such that factor 𝐺 𝐺𝔛⁄  is Π-constrained, group G has 𝔉-injectors and every two of them are conjugate. 

Material and methods. The material for the research is injectors in a group and their properties. The paper used the terminology 
and methods of abstract group theory and the theory of classes of groups, in particular, the theory of Fitting classes. 

Findings and their discussion. A Fitting class is a class of  𝔉 groups that is closed in relation to taking normal subgroups and 

products of normal 𝔉-subgroups. A group G is called 𝔉-constrained, if 𝐶𝐺(𝐺𝔉) ≤ 𝐺𝔉. Let 𝜎 be a partition of the set of all primes ℙ. 

The Fitting class 𝔉 is called 𝜎-class Hartley, if ℌ =∩𝜎𝑖∈Π ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

 for some mapping (𝐻𝜎-function) 𝑓: 𝜎 →  {Fitting classes}, where 

Π = {𝜎𝑖 ∈ 𝜎: ℎ(𝜎𝑖) ≠ ∅}. Let 𝔑𝛱 be a class of all Π-decomposable groups, that is, a class of all 𝜎-nilpotent Π-groups. It is proved that 
if ℎ(𝜎𝑖) = 𝔛 for some nonempty Fitting class 𝔛 and all 𝜎𝑖 ∈ Π and G is a group such that factor 𝐺 𝐺𝔛⁄  is Π-constrained, then G has  
𝔉-injectors and every two of them are conjugate. 
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Conclusion. In the paper the problem of the existence of injectors and their conjugacy for 𝜎-class Hartley, defined by 𝐻𝜎-function 
is solved. 
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се рассматриваемые группы в настоящей работе конечны, если не оговорено противное. В тер-

минологии и обозначениях мы следуем [1]. Классом групп называют всякую совокупность групп, 

содержащую вместе с каждой своей группой G и все группы, изоморфные G. Класс групп 𝔉 называется 

классом Фиттинга, если 𝔉 замкнут относительно взятия нормальных подгрупп и произведений нор-

мальных 𝔉-подгрупп. Если 𝔉 – непустой класс Фиттинга, то в любой группе G существует наибольшая 

нормальная 𝔉-подгруппа, которую называют 𝔉-радикалом G и обозначают 𝐺𝔉. Подгруппу V группы  

G называют 𝔉-инъектором, если 𝑉 ∩ 𝑁 является максимальной из подгрупп G, принадлежащих 𝔉, для 

любой субнормальной подгруппы N группы G. 

Основополагающий результат в теории классов Фиттинга разрешимых групп – теорема Гашюца, Фи-
шера и Хартли [2], которая обобщает классические теоремы Силова и Холла и состоит в следующем: 
для любого класса Фиттинга 𝔉 в каждой группе G существуют 𝔉-инъекторы и любые два из них 
сопряжены в G. 

Развитие теоремы Гашюца–Фишера–Хартли осуществлялось в двух направлениях. Во-первых, это 
ослабление условия разрешимости, во-вторых, описание структуры инъекторов и их характеризация. 
Решению первой задачи были посвящены работы Л.А. Шеметкова [3], В. Го и Н.Т. Воробьева [4]. Кроме 
того, в [5–7] описывалось решение проблемы существования 𝔛-инъекторов в произвольной группе  
[8, вопрос 11.117]. 

Во многих случаях определяющим в решении указанных задач является локальный метод изучения 
разрешимых групп посредством радикалов и классов Фиттинга, который впервые был предложен 
Б. Хартли [9]. В работах А.Н. Скибы [10–11] был предложен оригинальный метод исследования групп 
и их классов при помощи наличия у них 𝜎-свойств, дуализированный для локальных классов Фиттинга 
в [12] и состоящий в следующем. 

Пусть ℙ – множество всех простых чисел, 𝜋 ⊆ ℙ и 𝜋′ = ℙ\𝜋. Символом 𝜋(𝑛) обозначим множество 
всех простых делителей числа n, 𝜋(𝐺) = 𝜋(|𝐺|) – множество всех простых делителей группы G. Пусть 
𝜎 – некоторое разбиение ℙ, т.е. 𝜎 = {𝜎𝑖 ∶ 𝑖 ∈  𝐼} , ℙ =∪𝑖∈ 𝐼 𝜎𝑖  и 𝜎𝑖 ∩ 𝜎𝑗 = ∅  для всех 𝑖 ≠ 𝑗 ;  

𝜎(𝑛) = {𝜎𝑖: 𝜎𝑖 ∩ 𝜋(𝑛) ≠ ∅} и 𝜎(𝐺) = 𝜎(|𝐺|). Группа G называется 𝜎-нильпотентной или 𝜎-разложи-
мой, если 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 × … 𝐺𝑛 для некоторых 𝜎-примарных групп 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛. 

Напомним, что произведением 𝔉ℌ классов групп 𝔉 и ℌ называют класс групп (𝐺: ∃ 𝑁 ⊲ 𝐺, 𝑁 ∈ 𝔉  

и 𝐺 𝑁⁄ ∈ 𝔉); произведением 𝔉 ⋄ ℌ  классов Фиттинга 𝔉 и ℌ – класс групп (𝐺: 𝐺 𝐺𝔉⁄ ∈ ℌ). Хорошо  

известно, что если ℌ замкнут относительно взятия гомоморфных образов, то 𝔉ℌ = 𝔉 ⋄ ℌ [1, p. 566]. 
Более того, произведение двух любых классов Фиттинга является классом Фиттинга и операция умно-
жения классов Фиттинга ассоциативна [1, теорема IX.1.12(a), (c)]. 

Всякое отображение вида ℎ: 𝜎 → {классы Фиттинга} называется 𝜎-функцией Хартли или просто 
𝐻𝜎-функцией [12]. Если h – 𝐻𝜎-функция, то символом 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ) обозначают носитель h, т.е. множество 
всех 𝜎𝑖 ∈ 𝜎 таких, что ℎ(𝜎𝑖) ≠ ∅. 

Пусть Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ)  и 𝐿𝐻𝜎(ℎ) =∩𝜎𝑖∈Π ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

 для всех 𝜎𝑖 ∈ Π , где 𝔈𝜎𝑖
 и 𝔈𝜎𝑖

′  – классы всех  

𝜎𝑖-групп и всех 𝜎𝑖
′-групп соответственно. 

Определение. Класс Фиттинга ℌ назовем 𝜎-классом Хартли, если ℌ = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) для некоторой  

𝐻𝜎-функции h. В частности, если 𝜎 = 𝜎1 = {{2}, {3}, {5}, . . . }, то ℌ называют классом Хартли [4]. 

Пусть Π ⊆ 𝜎. Группу G назовем Π-разложимой, если 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 × … 𝐺𝑘, где 𝐺𝑖  – 𝜎𝑖-группа для всех 
𝜎𝑖 ∈ Π. Напомним, что G называют Π-группой, если |𝐺| является Π-числом. Символом 𝔑Π будем обо-
значать класс всех Π-разложимых групп, т.е. класс всех 𝜎-нильпотентных Π-групп. 

Если 𝔉 – непустой класс Фиттинга, то группа G 𝔉-скованна, если 𝐶𝐺(𝐺𝔉 ) ≤  𝐺𝔉 . В частности, если 

𝔉 = 𝔑Π и 𝐶𝐺(𝐺𝔑Π
) ≤  𝐺𝔑Π

, группу G назовем Π-скованной. 

Представляет интерес задача существования и сопряженности ℌ-инъекторов для 𝜎-класса Хартли  
в Π-скованных группах. Ее решение представляет  
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Теорема. Пусть 𝔛 – непустой класс Фиттинга, h – 𝐻𝜎-функция такая, что ℎ(𝜎𝑖) = 𝔛 для любого 
𝜎𝑖 ∈ Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ) и 𝐺 – группа. Если ℌ = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) и фактор 𝐺 𝐺𝔛⁄  Π-скован, то справедливы следую-
щие утверждения: 

1) подгруппа V группы G является ℌ-инъектором G в точности тогда, когда 𝑉 𝐺𝔛⁄  – 𝔑Π-инъек-
тор 𝐺 𝐺𝔛⁄ ; 

2) в G существуют ℌ-инъекторы и любые два из них сопряжены. 
Материал и методы. Материалом для исследования являются инъекторы в группе и их свойства. 

При этом использованы терминология и методы абстрактной теории групп и теории классов групп,  
в частности, теории классов Фиттинга. 

Предварительные сведения. Напомним, если 𝔉 – непустой класс Фиттинга, то в любой группе G 
существует наибольшая нормальная 𝔉-подгруппа, которую называют 𝔉-радикалом G и обозначают 𝐺𝔉. 

Лемма 1.1 [1, лемма IX.1.1(a)]. Пусть 𝔉 – непустой класс Фиттинга. Если 𝑁 ⊴ 𝐺, то 𝑁𝔉 = 𝑁 ∩ 𝐺𝔉. 

Класс групп 𝔉 называется гомоморфом, если из 𝐺 ∈ 𝔉 всегда следует 𝐺 𝑁⁄ ∈ 𝔉 для любой нормаль-
ной подгруппы N группы G. Если класс групп 𝔉 является одновременно гомоморфом и классом Фит-
тинга, то его называют радикальным гомоморфом. 

Лемма 1.2. Пусть 𝔉 и ℌ – непустые классы Фиттинга. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

1) 𝔉 ⊆ 𝔉 ⋄ ℌ [1, замечание IX.1.11]; 
2) пусть 𝔐 – радикальный гомоморф. Если 𝔉 ⊆ ℌ, то 𝔉𝔐 ⊆ ℌ𝔐 [13, лемма 4]. 
Пусть 𝔉 – класс групп. Подгруппу V группы G называют 𝔉-максимальной в G, если 𝐻 ∈ 𝔉 и из усло-

вий 𝑉 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺 и 𝐻 ∈ 𝔉 следует, что 𝑉 = 𝐻. 
Лемма 1.3 [1, замечание IX.1.3]. Пусть 𝔉 – класс Фиттинга и G – группа. Тогда справедливы 

утверждения: 
1) если V – 𝔉-инъектор G и 𝐾 ⊴ 𝐺, то 𝑉 ∩ 𝐾 – 𝔉-инъектор K; 
2) если V – 𝔉-максимальная подгруппа G и 𝑉 ∩ 𝑀 – 𝔉-инъектор для любой максимальной нормаль-

ной подгруппы M группы G, то V – 𝔉-инъектор G; 
3) если V – 𝔉-инъектор G и 𝛼: 𝐺 → 𝐺𝛼 – изоморфизм, то 𝑉𝛼 – 𝔉-инъектор 𝐺𝛼. 
Лемма 1.4 [3, лемма 5]. Пусть 𝔉 – класс Фиттинга и группа G 𝔉-скована. Если K – нормальная 

подгруппа группы G, то K является 𝔉-скованной. 
Лемма 1.5 [3, теорема 1]. Пусть 𝔉 = 𝔉1 × … × 𝔉𝑡  (𝑡 ≥ 2), где все 𝔉𝑖  являются непустыми клас-

сами Фиттинга и 𝜋(𝔉𝑖) ∩ 𝜋(𝔉𝑗) = ∅  при 𝑖 ≠ 𝑗 . Пусть G такая группа, что 𝐶𝐺(𝐺𝔉) ≤ 𝐺𝔉 . Пусть 

ℌ𝑖 =×𝑖≠𝑗 𝔉𝑗 и 𝐶𝑖 = 𝐶𝐺(𝐺ℌ𝑖
). Для каждого 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 выберем 𝔉𝑖-подгруппу 𝑉𝑖 в 𝐶𝑖, содержащую 𝐺𝔉𝑖

. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
1) 𝑉𝑖 ⋋ 𝑉𝑗 = 1 для всех 𝑖 ≠ 𝑗; 

2) 𝑉1𝑉2 … 𝑉𝑡 = 𝑉1 ×  𝑉2 × … 𝑉𝑡 – 𝔉-подгруппа, содержащая 𝐺𝔉; 

3) если 𝑉𝑖 𝔉𝑖-максимальна в 𝐶𝑖 для любого 𝑖, то 𝑉1𝑉2 … 𝑉𝑡 𝔉-максимальна в G; 
4) если для каждого 𝑖 подгруппа 𝑉𝑖 является  𝔉𝑖-инъектором в 𝐶𝑖, то 𝑉1𝑉2 … 𝑉𝑡 – 𝔉-инъектор в G; 
5) если 𝑆 – 𝔉-инъектор группы G, то 𝑆𝔉𝑖

 – 𝔉𝑖-инъектор в 𝐶𝑖 для любого 𝑖; 

6) если для каждого 𝑖 подгруппа 𝑉𝑖 сопряжена в 𝐶𝑖 с некоторой подгруппой 𝑈𝑖  из 𝐶𝑖, то 𝑈1𝑈2 … 𝑈𝑡  
является подгруппой, сопряженной с 𝑉1𝑉2 … 𝑉𝑡 в G. 

Пусть ℌ = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) и Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ). Тогда 𝐻𝜎-функцию ℎ назовем: 
(1) приведенной, если ℎ(𝜎𝑖) ⊆ ℌ для всех 𝜎𝑖 ∈ Π; 

(2) устойчивой, если ℎ(𝜎𝑖 ) ⊆ ℎ(𝜎𝑗)𝔈𝜎𝑗
′ для всех 𝑖 ≠ 𝑗 и 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 ∈ Π; 

(3) постоянной, если ℎ(𝜎𝑖) = ℎ(𝜎𝑗) для всех 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 ∈ Π. 

Лемма 1.6 [14, лемма 2.1]. Если ℌ = 𝐿𝐻𝜎(ℎ) для 𝐻𝜎-функции h, то 𝜎(ℌ) = Π, где Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ). 
Лемма 1.7 [14, лемма 2.4]. Каждый 𝜎-класс Хартли ℌ определяется устойчивой приведенной  

𝐻𝜎-функцией. 
Нетрудно заметить, что если 𝐻𝜎-функция ℎ 𝜎-класса Хартли ℌ постоянна, то она является устойчивой 

приведенной. Действительно, поскольку ℎ(𝜎𝑖) = ℎ(𝜎𝑗)  для всех 𝜎𝑖 ≠ 𝜎𝑗 , ℎ(𝜎𝑖) ⊆ ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑗
′ = ℎ(𝜎𝑗)𝔈𝜎𝑗

′  

и поэтому ℎ(𝜎𝑖) ⊆∩𝜎𝑖∈Π ℎ(𝜎𝑗)𝔈𝜎𝑗
′𝔈𝜎𝑗

= ℌ. 
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Основной результат работы доказывается в несколько этапов. Вначале для его доказательства уста-
новим справедливость трех лемм. 

Пусть G – группа и h – 𝐻𝜎-функция с носителем Π. Подгруппу 𝐺ℎ = ∏ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)𝜎𝑖∈Π  назовем ℎ𝜎-радика-

лом G. 
Напомним, что группу G называют: 
1) Π-группой, если для любого Π ⊆ 𝜎 верно включение 𝜋(𝐺) ⊆ Π; 
2) 𝜎-примарной, если G является 𝜎𝑖-группой для некоторого 𝜎𝑖 ∈ 𝜎; 
3) 𝜎-нильпотентной, если 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 × … 𝐺𝑛 для некоторых 𝜎-примарных групп 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛.  
Пусть 𝔑Π – класс всех Π-разложимых групп, т.е. класс всех 𝜎-нильпотентных Π-групп; 𝔈Π – класс всех 

Π-групп; 𝔈Π′ – класс всех Π′-групп. Класс групп 𝔉 называется формацией, если 𝔉 замкнут относительно 
взятия факторгрупп и подпрямых произведений. 

Лемма 2.1. Пусть ℌ = 𝐿𝐻𝜎(ℎ)  – 𝜎-класс Хартли для некоторой устойчивой приведенной  
𝐻𝜎-функции ℎ, Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ). Если G такая группа, что фактор 𝐺 𝐺ℎ⁄  Π-скован и 𝐺ℌ ≤ 𝑉, то 𝑉 ∈ ℌ в 

том и только том случае, если фактор 𝑉 𝐺ℎ⁄  является 𝔑Π-группой.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑉 ∈ ℌ  и 𝐺ℌ ≤ 𝑉 . Тогда 𝑉ℎ(𝜎𝑖) ∩ 𝐺ℌ = (𝐺ℌ)
ℎ(𝜎𝑖)

= 𝐺ℎ(𝜎𝑖) . Значит, 

[𝑉ℎ(𝜎𝑖), 𝐺ℌ] ≤  𝑉ℎ(𝜎𝑖) ∩ 𝐺ℌ = 𝐺ℎ(𝜎𝑖). Следовательно, 𝑉ℎ(𝜎𝑖) ≤ 𝐶𝐺(𝐺ℌ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ) для любого 𝜎𝑖 ∈ Π.  

Докажем, что 𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ = (𝐺 𝐺ℎ⁄ )𝔑Π
. Пусть (𝐺 𝐺ℎ⁄ )𝔑Π

= 𝑅 𝐺ℎ⁄ . Так как по определению 𝜎-класса 

Хартли 𝐺ℌ ∈ ℌ =∩𝜎𝑖∈Π ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

, то 𝐺ℌ ∈ ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

 для всех 𝜎𝑖 ∈ Π. Поэтому 𝐺ℌ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

. 

Поскольку 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

 – формация, ввиду изоморфизма  

(𝐺ℌ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ) (𝐺ℎ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ )⁄ ≅ 𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ , 

𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

 для любого 𝜎𝑖 ∈ Π . Следовательно, 𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ ∈∩𝜎𝑖∈Π 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

= 𝔑Π . Таким образом, 

𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ ≤ (𝐺 𝐺ℎ⁄ )𝔑Π
 и 𝐺ℌ ≤ 𝑅. 

Докажем обратное включение. Так как 𝑅 𝐺ℎ⁄ ∈ 𝔑Π , то 𝑅 𝐺ℎ⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

. Ввиду изоморфизма 

(𝑅 𝐺ℎ⁄ ) (𝑅ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ 𝐺ℎ⁄ )⁄ ≅ 𝑅 𝑅ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ⁄ , 𝑅 𝑅ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

 для всех 𝜎𝑖 ∈ Π . Поскольку 𝐺ℎ ⊴ 𝑅 , по 

лемме 1.1 𝐺ℎ(𝜎𝑖) = (𝐺ℎ)ℎ(𝜎𝑖) = 𝐺ℎ ∩  𝑅ℎ(𝜎𝑖) ≤ 𝑅ℎ(𝜎𝑖). Пусть 𝜎𝑖 ≠ 𝜎𝑗. Тогда  

𝐺ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ(𝜎𝑗) 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ≅ 𝐺ℎ(𝜎𝑗) 𝐺ℎ(𝜎𝑗) ∩ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ = 𝐺ℎ(𝜎𝑗) (𝐺ℎ(𝜎𝑗))
ℎ(𝜎𝑖)

⁄ . 

По лемме 1.7 𝐻𝜎 -функция h является устойчивой. Значит, 𝐺ℎ(𝜎𝑗) ∈ ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
′ . Следовательно, 

𝐺ℎ(𝜎𝑗) (𝐺ℎ(𝜎𝑗))
ℎ(𝜎𝑖)

⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′ для любого 𝜎𝑖 ∈ Π. Таким образом, 𝐺ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ(𝜎𝑗) 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄  – 𝜎𝑖

′-группа для всех 

𝜎𝑖 ≠ 𝜎𝑗. Поэтому 𝐺ℎ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′. Ввиду изоморфизма  

𝑅ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ 𝑅ℎ(𝜎𝑖)⁄ ≅ 𝐺ℎ 𝐺ℎ𝑅ℎ(𝜎𝑖)⁄ ≅ (𝐺ℎ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ) (𝐺ℎ ∩ 𝑅ℎ(𝜎𝑖) 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ )⁄  

получаем 𝑅ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ 𝑅ℎ(𝜎𝑖)⁄  – 𝜎𝑖
′ -группа для всех 𝜎𝑖 ∈ Π . Поскольку 𝐺ℎ ≤ 𝑅ℎ(𝜎𝑖) , 𝑅ℎ(𝜎𝑖)𝐺ℎ = 𝑅ℎ(𝜎𝑖)  и 

𝑅 𝑅ℎ(𝜎𝑖)⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

. Следовательно, 𝑅 ∈ ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

=  ℌ. Итак, 𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ = (𝐺 𝐺ℎ⁄ )𝔑Π
. 

Так как фактор 𝐺 𝐺ℎ⁄  Π-скован по условию и  𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ = (𝐺 𝐺ℎ⁄ )𝔑Π
, то 𝐶𝐺 𝐺ℎ⁄ (𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ ) ≤ 𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ . Тогда 

𝐶𝐺(𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ ) ≤ 𝐺ℌ . Из 𝑉ℎ(𝜎𝑖) ≤ 𝐶𝐺(𝐺ℌ 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ) ≤ 𝐶𝐺(𝐺ℌ 𝐺ℎ⁄ )  следует 𝑉ℎ(𝜎𝑖) ≤ 𝐺ℌ . Более того,  

𝑉ℎ(𝜎𝑖) = 𝐺ℎ(𝜎𝑖)  для всех 𝜎𝑖 ∈ Π . Поскольку 𝑉 ∈∩𝜎𝑖∈Π ℎ(𝜎𝑖)𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

, 𝑉 𝑉ℎ(𝜎𝑖)⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

 и  

𝑉 𝑉ℎ(𝜎𝑖)⁄ = 𝑉 𝐺ℎ(𝜎𝑖)⁄ ∈∩𝜎𝑖∈Π 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

= 𝔑Π. Следовательно, 𝑉 𝐺ℎ⁄ ∈ 𝔑Π. 

Обратно, пусть 𝑉 𝐺ℎ⁄ ∈ 𝔑Π. Тогда, используя рассуждения, аналогичные приведенному выше дока-
зательству включения 𝐿 ≤ 𝐺ℌ, получаем, что 𝑉 ∈ ℌ. 

Лемма доказана. 
Лемма 2.2. Пусть ℌ = 𝐿𝐻𝜎(ℎ)  – 𝜎-класс Хартли для некоторой устойчивой приведенной  

𝐻𝜎 -функции ℎ , Π = 𝑆𝑢𝑝𝑝(ℎ) . Если фактор 𝐺 𝐺ℎ⁄  Π-скован и 𝑉 𝐺ℎ⁄  – 𝔑Π -инъектор 𝐺 𝐺ℎ⁄ , то  
𝑉 – ℌ-инъектор G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства будем использовать индукцию по порядку группы G. 
Если G – единичная группа, то утверждение очевидно. Пусть 𝐺 ≠ 1 и 𝑀 – произвольная максимальная 

нормальная подгруппа 𝐺. Докажем вначале, что 𝐺ℎ 𝐺ℎ(𝜎𝑗)⁄  – 𝜎𝑗
′-группа. По лемме 1.7 ℎ(𝜎𝑖) ⊆ ℎ(𝜎𝑗)𝔈𝜎𝑗

′ 

для всех 𝜎𝑖 ≠ 𝜎𝑗. Тогда ввиду изоморфизма  
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𝐺ℎ(𝜎𝑗)𝐺ℎ(𝜎𝑖) 𝐺ℎ(𝜎𝑗)⁄ ≅ 𝐺ℎ(𝜎𝑖) (𝐺ℎ(𝜎𝑖))
ℎ(𝜎𝑗)

⁄  

имеем 𝐺ℎ(𝜎𝑗)𝐺ℎ(𝜎𝑖) 𝐺ℎ(𝜎𝑗)⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑗
′ . По определению класса Фиттинга 𝐺 𝐺ℎ(𝜎𝑗)⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑗

′  для всех 𝜎𝑗 ∈ Π. 

Пусть 𝑀ℎ = ∏ 𝑀ℎ(𝜎𝑖)𝜎𝑖∈Π . Тогда, используя изоморфизм  

(𝐺ℎ ∩ 𝑀)𝐺ℎ(𝜎𝑗) 𝐺ℎ(𝜎𝑗)⁄ ≅ (𝐺ℎ ∩ 𝑀)𝐺ℎ(𝜎𝑗) 𝑀ℎ(𝜎𝑗)⁄ , 

получаем (𝐺ℎ ∩ 𝑀) 𝑀ℎ(𝜎𝑗)⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑗
′ для любого 𝜎𝑗 ∈ Π. Поскольку  

(𝐺ℎ ∩ 𝑀) 𝑀ℎ(𝜎𝑗)⁄ 𝑀 𝑀ℎ(𝜎𝑖)⁄⁄ ≅ (𝐺ℎ ∩ 𝑀) 𝑀ℎ⁄ , 

то (𝐺ℎ ∩ 𝑀) 𝑀ℎ⁄ ∈∩𝜎𝑗∈Π 𝔈𝜎𝑗
′ = 𝔈Π′. Так как 𝜎(𝐺ℎ) ⊆ 𝜎(ℌ) и по лемме 1.6 𝜎(ℌ) = Π, то (𝐺ℎ ∩ 𝑀) 𝑀ℎ⁄ ∈

∈ 𝔈Π′ ∩ 𝔈Π = (1). Таким образом, 𝐺ℎ ∩ 𝑀 = 𝑀ℎ. 
Рассмотрим два возможных случая. Пусть 𝐺ℎ ≤ 𝑀. Тогда 𝐺ℎ = 𝑀ℎ. Поскольку 𝑉 𝐺ℎ⁄  – 𝔑Π-инъектор 

𝐺 𝐺ℎ⁄ , по утверждению 1 леммы 1.3 𝑉 ∩ 𝑀 𝑀ℎ⁄  – 𝔑Π-инъектор 𝑀 𝑀ℎ⁄ . Так как фактор 𝐺 𝐺ℎ⁄  Π-скован, 
то по лемме 1.4 𝑀 𝑀ℎ⁄  Π-скован. Следовательно, по индукции 𝑉 ∩ 𝑀 – ℌ-инъектор 𝑀. 

Пусть 𝑉 < 𝑉1 и 𝑉1 – ℌ-максимальная подгруппа 𝐺. Поскольку 𝑉 ∩ 𝑀 – ℌ-максимальная подгруппа в 
𝑀, 𝑉 ∩ 𝑀 = 𝑉1 ∩ 𝑀. Значит, 𝑉1 ∩ 𝑀 – ℌ-инъектор 𝑀 для любой максимальной подгруппы 𝑀 в 𝐺. Сле-
довательно, по утверждению 2 леммы 1.3 𝑉1 является ℌ-инъектором 𝐺. Тогда 𝐺ℌ ≤ 𝑉1. По лемме 2.1 

𝑉1 𝐺ℎ⁄ ∈ 𝔑Π. Так как 𝑉 𝐺ℎ⁄  – 𝔑Π-инъектор 𝐺 𝐺ℎ⁄ , 𝑉 𝐺ℎ⁄  – максимальная 𝔑Π-подгруппа 𝐺 𝐺ℎ⁄ , что про-
тиворечит 𝑉 𝐺ℎ⁄ < 𝑉1 𝐺ℎ⁄ . Таким образом, 𝑉 = 𝑉1 и 𝑉 – ℌ-максимальная подгруппа 𝐺 . По утвержде-
нию 2 леммы 1.3 𝑉 – ℌ-инъектор 𝐺. 

Пусть теперь 𝐺ℎ ≰ 𝑀. Тогда 𝐺 = 𝐺ℎ𝑀. Ввиду изоморфизма 𝐺 𝐺ℎ⁄ ≅ 𝑀 𝐺ℎ ∩ 𝑀⁄ = 𝑀 𝑀ℎ⁄ , по утвер-
ждению 3 леммы 1.3 𝑉 ∩ 𝑀 𝑀ℎ⁄  𝔑Π-инъектор 𝑀 𝑀ℎ⁄ . По индукции 𝑉 ∩ 𝑀 является ℌ-инъектором 𝑀. 
По аналогии с предыдущим случаем получаем, что 𝑉 – ℌ-инъектор 𝐺. 

Лемма доказана. 
Лемма 2.3. Пусть Π ⊆ 𝜎, 𝔑Π – класс всех Π-разложимых групп и группа 𝐺 Π-скована. Тогда в любой 

группе 𝐺 существуют 𝔑Π-инъекторы и любые два из них сопряжены. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства существования и сопряженности 𝔑Π -инъекторов 

группы G проверим выполнимость условий леммы 1.5. Заметим, что класс 𝔑Π  представим в виде 

𝔑Π = 𝔈𝜎1
× … × 𝔈𝜎𝑘

, где все 𝔈𝜎𝑖
 – непустые классы Фиттинга, и 𝜋(𝜎𝑖) ∩ 𝜋(𝜎𝑗) = ∅ при 𝑖 ≠ 𝑗. Теперь бу-

дем использовать обозначения, введенные в лемме 1.5. Пусть ℌ𝑖 =×𝑗≠𝑖 𝔈𝜎𝑗
 и 𝐶𝑖 = 𝐶𝐺(𝐺ℌ𝑖

). 

Поскольку по условию группа 𝐺 Π-скована, то по лемме 1.4 ее подгруппа 𝐶𝑖 является Π-скованной. 
Следовательно, 𝐶𝑖 Π-разложима и для каждого 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑘} в группе 𝐶𝑖 существует холлова 𝜎𝑖-под-
группа 𝑉𝑖 , которая является 𝔈𝜎𝑖

-инъектором в 𝐶𝑖 . Тогда по утверждению 4) леммы 1.5 подгруппа  

𝐻 = 𝑉1 × 𝑉2 × … × 𝑉𝑘 – 𝔑Π-инъектор группы 𝐺 и по утверждению 5) леммы 1.5 каждый 𝔑Π-инъектор 
строится таким образом. Сопряженность 𝔑Π -инъекторов в группе 𝐺  следует по утверждению 6) 
леммы 1.5, поскольку любые два 𝔈𝜎𝑖

-инъектора сопряжены в 𝐶𝑖. 

Лемма доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. 1. Пусть 𝑀  – максимальная нормальная подгруппа 𝐺 . По-

скольку ℎ – постоянная 𝐻𝜎-функция 𝜎-класса Хартли ℌ, ℎ является устойчивой приведенной 𝐻𝜎-функ-
цией. Ввиду Π-скованности фактора 𝐺 𝐺𝔛⁄  по лемме 2.3 в 𝐺 𝐺𝔛⁄  существует 𝔑Π-инъектор 𝑉 𝐺𝔛⁄ . Следо-
вательно, по лемме 2.2 𝑉 – ℌ-инъектор 𝐺.  

Обратно покажем, что если V – ℌ-инъектор 𝐺, то 𝑉 𝐺𝔛⁄  является 𝔑Π-инъектором 𝐺 𝐺𝔛⁄ . Поскольку 
V – ℌ-инъектор 𝐺, подгруппа 𝑉 ∩ 𝑆 является ℌ-максимальной подгруппой 𝐺 для любой субнормаль-
ной подгруппы 𝑆  группы 𝐺 . Так как 𝑉 ∩ 𝑆 ∈ ℌ =∩𝜎𝑖∈Π 𝔛𝔈𝜎𝑖

′𝔈𝜎𝑖
, то (𝑉 ∩  𝑆) 𝐺𝔛⁄ ∈ 𝔈𝜎𝑖

′𝔈𝜎𝑖
. Значит,  

(𝑉 ∩  𝑆) 𝐺𝔛⁄ ∈∩𝜎𝑖∈Π 𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

= 𝔑Π. 

Поэтому достаточно показать, что 𝑉 𝐺𝔛⁄ ∩ 𝑆 𝐺𝔛⁄ = (𝑉 ∩  𝑆) 𝐺𝔛⁄  – 𝔑Π-максимальная подгруппа 𝐺 𝐺𝔛⁄ .  
Предположим, что (𝑉 ∩  𝑆) 𝐺𝔛⁄  не является 𝔑Π -максимальной подгруппой 𝐺 𝐺𝔛⁄ . Тогда 

(𝑉 ∩  𝑆) 𝐺𝔛⁄ < 𝐷 𝐺𝔛⁄ , где 𝐷 𝐺𝔛⁄  – 𝔑Π-максимальная подгруппа 𝐺 𝐺𝔛⁄ . Очевидно, 𝐷 ∈∩𝜎𝑖∈Π 𝔛𝔈𝜎𝑖
′𝔈𝜎𝑖

=

= 𝐿𝐻𝜎(ℎ) = ℌ. Поскольку 𝑉 ∩ 𝑆 – ℌ-максимальная подгруппа 𝐺 , справедливо равенство 𝑉 ∩ 𝑆 = 𝐷. 
Получили противоречие. Таким образом, 𝑉 𝐺𝔛⁄  является 𝔑Π-инъектором 𝐺 𝐺𝔛⁄ . 
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2. Существование ℌ-инъекторов следует из утверждения 1). Докажем их сопряженность. Допустим, 
что 𝐹 – ℌ-инъектор 𝐺, отличный от ℌ-инъектора 𝑉 группы 𝐺. Тогда по утверждению 1) 𝐹 𝐺𝔛⁄  – 𝔑Π-инъ-
ектор 𝐺 𝐺𝔛⁄ . По лемме 2.3 подгруппы 𝐹 𝐺𝔛⁄  и 𝑉 𝐺𝔛⁄  сопряжены в 𝐺 𝐺𝔛⁄ . Следовательно, ℌ-инъекторы 
𝐹 и 𝑉 сопряжены в G. 

Теорема доказана. 
Заключение. В работе решена задача существования инъекторов и их сопряженности для  

𝜎-класса Хартли, определяемого постоянной 𝐻𝜎-функцией. 
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