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Понимаем, решаем, доказываем.
В статье рассматриваются основные методы доказательства неравенств. 

Указывается схема их применения. Каждый метод проиллюстрирован на подробно 
разобранном примере.

Введение. Выполнение заданий на доказатель-
ство оказывает положительное влияние на раз-
витие математического мышления школьников, 
формирование таких мыслительных операций как 
сравнение, аналогия, анализ, синтез, индукция, де-
дукция, а также умения совершать небольшие ис-
следования. В современной школе этой теме уде-
ляется мало внимания и задачи на установление 
истинности неравенств практически отсутствуют. 
Лишь в седьмом классе в параграфе «Числовые 
неравенства» рассматривается доказательство не-
равенств путем составления разности левой и пра-
вой частей неравенства. В связи с этим задачи на 
доказательство неравенств вызывают у учащихся 
непреодолимые трудности.

Цель исследования – выявить всевозможные 
методы доказательства неравенств, проиллю-
стрировав их примерами. 

Основная часть. Существуют различные 
методы доказательства неравенств. Далее будут 
приведены некоторые из них, достаточно удоб-
ные и легкие для понимания учащимися.

Первый метод (по определению).
Основан на использовании определения:

 )
тогда и только тогда, когда

 . 
Чтобы доказать неравенство , надо со-

ставить разность , и путем тождественных 
преобразований выражений показать, что данная 
разность положительна.

Пример 3. Доказать неравенство 
, если .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Составим разность
 

Так как 

то 

Следовательно, неравенство 
 доказано.

Второй метод (синтетический метод). 
Основан на синтетическом расуждении по следую-

щей схеме: , 
где A – условие доказываемого неравенства, T – 
совокупность ранее доказанных утверждений, 

 – выводимые друг за другом 
следствия, последнее из которых доказываемое 
неравенство. Самым сложным для учеников при 
использовании предложенного выше способа яв-
ляется начало доказательства .
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Пример 4. Доказать неравенство 

если . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем верное 

неравенство . 
Из него следует неравенство  .    Далее      сле-

дует неравенство  . Из него следует, что  
. Потом следует, что .  

И, наконец,  . Таким образом, послед-
ним следствием является доказываемое нера-
венство [1].

Третий метод (восходящий анализ). 
Основан на рассуждении по следующей схеме:

где  – достаточное условие для доказыва-
емого неравенства B,  – достаточное условие 
для , и так далее,  – достаточное условие для 

,  (условие доказываемого неравенства и 
совокупность ранее доказанных утверждений) – 
достаточное условие для .

Пример 5. Доказать неравенство 
, где a, b, c – любые 

действительные числа.
Доказательство. Для того чтобы дока-

зать данное неравенство, достаточно доказать 
. Для того чтобы 

доказать это неравенство, достаточно доказать 

Для того чтобы доказать получен-
ное неравенство, достаточно доказать 

. Для того чтобы 
доказать это неравенство, достаточно восполь-
зоваться известными , , 

, а также тем, что сумма неотрица-
тельных чисел неотрицательна. Таким образом 
наше неравенство доказано.

Четвёртый метод (нисходящий анализ). 
Основан на рассуждении по схеме: 

, где  – не-
обходимое условие для B,  – для  и так далее, 

 – необходимое условие для ,   – для . 
Вторая часть рассуждения 
проводится в обратном порядке: 

. 
В результате получаем доказательство требуемо-
го неравенства.

Пример 6. Доказать неравенство

где а – любое действительное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что дока-
зываемое неравенство верно. Из него последова-
тельно выводим следствия. Получим:

Получили истинное неравенство. Далее про-
ведем рассуждение в обратном порядке.

Следовательно, неравенство доказано.
Пятый метод (метод от противного). 

Покажем суть данного метода на следующем при-
мере:

Пример 7. Доказать неравенство 

если 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что 

доказываемое неравенство ошибочно. Тогда 
должно выполняться следующее неравенство:

являющееся отрицанием исходного неравен-
ства. Далее «построим» цепочку тождественных 
преобразований, приводящую к противоречию. 
Получим: 
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Последнее неравенство неверно, так как 
 и их сумма 

неотрицательна. Поэтому наше предположение 
ложно, а верно, что  

при .
Шестой метод (использование известных не-

равенств).
Пример 8. Доказать неравенство 

, где a, b, c – любые 
действительные числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся извест- 
ными неравенствами 

. Преобразуем их к виду 
 

Сложим эти неравенства и получим: 
 или  

. Разделим обе 
части неравенства на 2. В результате получим:

Таким образом, неравенство доказано.
Пример 9. Доказать неравенство 

, если  и .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся нера-

венством Коши:

где .
Можно записать 

 
Перемножим эти неравенства:

, т.е. 
.

Таким образом, неравенство доказано.
Седьмой метод (метод математической ин-

дукции). Основан на применении теоремы о ма-
тематической индукции. Практическое исполь-
зование данного метода сводится к следующему:

1) проверка справедливости неравенства при 
;

2) предполагается, что неравенство верно при 
;

3) на основе предположения доказывается, 
что неравенство верно при .

Пример 10. Доказать, что при  ( ) 
имеет место неравенство .

1) При  получаем - 
данное утверждения является верным. 

2) Допустим, что неравенство верно при 
, т.е. .

3) На основе предположения докажем, что 
при  неравенство   
верно.

Перепишем это неравенство в виде 
. Но полученное верно, так 

как  по предположению, а   
при . Тогда на основании принципа мате-
матической индукции делаем вывод, что нера-
венство  верно для всех натуральных 

 [2].
Изложенный выше материал можно предло-

жить учащимся в виде школьной лекции. Вместе 
с тем заключительным моментом здесь должно 
быть доказательство неравенства различными 
методами. Это хорошо вписывается в техноло-
гию укрупнения математических задач.

Пример 11. Доказать неравенство 

где .

Первый метод. Составим разность  
и покажем, что она неотрицательна. Получим:

Второй метод. Возьмем верное неравенство 
 и начнем выводить друг за дру-

гом следствия. Получим:

Третий метод. Для того чтобы выполнялось 
неравенство , достаточно чтобы соблю-
далось неравенство . А для него, что-
бы выполнялось неравенство . 
Для этого достаточно, чтобы . Для 
выполнения последнего неравенства достаточ-
но, чтобы были .

Четвёртый метод. Предположим, что нера-
венство верно. Начнем выводить из него след-
ствия.

Вторая часть рассуждения в обратном порядке: 
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Пятый метод. Предположим, что данное не-
равенство ложно. Тогда верно следующее нера-
венство: 

Преобразуем его следующим образом:

Последнее является противоречием. Сле- 
довательно, наше предположение неверно.

Заключение. Таким образом выявлены сле-
дующие методы доказательства неравенств:  
с помощью определения, синтетический, восхо-
дящий анализ, нисходящий анализ, от против-
ного, с использованием известных неравенств, 
математическая индукция. Для каждого из них 
определены точные схемы рассуждений, поль-

зуясь которыми можно доказать предложенное 
неравенство. Кроме того, под каждую схему при-
ведены убедительные примеры.

Вместе с тем данная тема может быть пред-
ложена учащимся профильных математических 
классов, на факультативных занятиях, при под-
готовке к олимпиадам, для творческой исследо-
вательской деятельности.

Следует также отметить, что учителю матема-
тики целесообразно подобрать систему заданий 
для самостоятельной работы под каждый метод 
доказательства. Положительный эффект можно 
получить и от неравенств, которые можно дока-
зать различными способами.
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