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ВВЕДЕНИЕ

Стохастические дифференциальные уравнения в гильбертовых про-
странствах вызывают большой интерес, поскольку они охватывают стоха-
стические дифференциальные уравнения в частных производных, стохасти-
ческие системы с запаздыванием и находят многочисленные применения при
моделировании диффузионных, колебательных явлений, нейрофизиологиче-
ских процессов1. Такие уравнения эффективно применяются для описания
изменений структуры популяций биологических видов, моделирования ди-
намики цен и опционов2. Несмотря на существенное усложнение объекта
исследований по сравнению со стохастическими дифференциальными урав-
нениями в конечномерных пространствах, усилиями Н.В. Крылова (1989),
Б.Л. Розовского (1983), Э. Парду (1972), М. Вио (1974), Г. Да Прато, Е. Заб-
чика (1992), Х. Франковской (1994), К. Лю (1997), М. Ондрежата (2006),
А.А. Левакова (2018) и других математиков доказаны теоремы существования
и единственности решений, исследованы общие и асимптотические свойства
решений стохастических систем в бесконечномерных пространствах. В на-
стоящей диссертации продолжаются эти исследования. Доказываются новые
теоремы существования слабых и мартингальных решений стохастических
дифференциальных уравнений в гильбертовых пространствах, включая си-
стемы с запаздыванием, уравнения с разрывными коэффициентами, играю-
щие важную роль в теории автоматического управления, задачах сопряже-
ния в математической физике 3, 4. Доказанные теоремы существования носят
конструктивный характер и позволяют строить численные методы для на-
хождения слабых решений и вероятностных характеристик мартингальных
решений, что позволяет непосредственно применять результаты настоящей
диссертации при построении и анализе математических моделей различных
естественно-научных явлений, финансовых процессов.

Процессы дробного броуновского движения широко применяются для

1Da Prato, G. Stochastic equations in infinite dimensions / G. Da Prato, J. Zabszyk. —

Cambridge: Cambridge university press, 2014. — 493 p.
2Filipovic, D. Consistency problems for Heath-Jarrow-Morton interest rate models

/ D. Filipovic. — Berlin; Heidelberg: Springer-Verlag, 2001. — 138 p.
3Филиппов, А.Ф. Дифференциальные уравнения с разрывной правой частью / А.Ф. Фи-

липпов. — М.: Наука, 1985. — 223 с.
4Maugeri, A. Elliptic and parabolic equations with discontinuous coefficients / A. Maugeri,

D.K. Palagachev, L.G. Softova. — Berlin: Wiley-VCH Verlag, 2002. — 256 p.
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моделирования тех явлений, которые характеризуются наличием долговре-
менной памяти. К таким явлениям можно отнести процессы, описываю-
щие динамику курсов валют, цен, изменение макроэкономических показа-
телей 5,6,7. Хотя процессы дробного броуновского движения были введены
еще в середине прошлого века в работах А.Н. Колмогорова (1940), Б. Ман-
дельброта, Й. ван Несса (1968), стохастические дифференциальные уравне-
ния, управляемые дробными броуновскими движениями, начали изучаться
только в начале 2000-х годов, что объясняется отсутствием до недавнего вре-
мени математического аппарата для исследования таких уравнений. Лишь
в конце 90-х годов усилиями М. Сале (1998), Д. Нуаларта (2002), Т. Лай-
онса (1998) были заложены основы теории интегрирования по процессам,
имеющим "грубые" траектории, в том числе по процессам дробных броунов-
ских движений. В течение последнего десятилетия усилиями М. Губинел-
ли (2006, 2010), М. Хайрера, П. Фрица (2014) теория грубых траекторий и
её приложения к стохастическим дифференциальным уравнениям достигли
выдающегося уровня развития и заняли ключевое место в современной тео-
рии дифференциальных уравнений. В настоящей диссертации продолжаются
исследования стохастических систем, управляемых дробными броуновски-
ми движениями. Рассматриваются стохастические дифференциальные урав-
нения смешанного типа, охватывающие как теорию стохастических диффе-
ренциальных уравнений диффузионного типа, так теорию стохастических си-
стем, управляемых дробными броуновскими движениями. Для таких уравне-
ний в диссертации доказываются новые теоремы существования сильных и
слабых решений, в том числе, для уравнений с разрывными и неограничен-
ными коэффициентами. Исследуются как общие свойства решений стохасти-
ческих дифференциальных уравнений смешанного типа, так и асимптоти-
ческие свойства при малых и больших значениях времени. В диссертации
разработан метод интегральных неравенств для стохастических систем сме-
шанного типа, что позволило впервые исследовать устойчивость по Ляпу-
нову и притяжение решений стохастических дифференциальных уравнений,
управляемых стандартными и дробными броуновскими движениями. В рабо-

5Петерс, Э. Фрактальный анализ финансовых рынков: применение теории хаоса в инве-
стициях и экономике / Э. Петерс. — М.: Интернет-трейдинг, 2004. — 304 с.

6Ширяев, А.Н. Основы стохастической финансовой математики в 2 т. / А.Н. Ширяев. —
М.: Фазис, 1998. — 2 т.

7Large deviations and asymptotic methods in finance / P. Friz [et al.]. — Cham : Springer
International Publishing AG, 2015. — 590 p.
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тах Н.В. Крылова (1971, 1977) установлены глубокие связи между детерми-
нированными уравнениями в частных производных эллиптического, парабо-
лического типов и стохастическими дифференциальными уравнениями Ито.
В настоящей диссертации рассматриваются аналогичные вопросы для сто-
хастических дифференциальных уравнений смешанного типа. Доказываются
аналоги оценок Крылова для распределений решений этих уравнений, так-
же приводятся достаточные условия, при которых для математических ожи-
даний и плотностей распределений решений могут быть получены аналоги
дифференциальных уравнений Колмогорова.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с научными программами (проектами), темами
Исследования проводились в рамках следующих научных проектов:
— Анализ структуры решений стохастических, дифференциальных и

дифференциально-алгебраических систем ("Асимптотические спектры диф-
ференциальных систем" , 2011 – 2015 гг., номер госрегистрации 20111922);

— Анализ асимптотических свойств решений дифференциальных и ал-
гебраических систем (2016 – 2020 гг., номер госрегистрации 20162496);

— проекта БРФФИ "Теоремы существования решений стохастических
дифференциальных уравнений со стандартным и дробным броуновскими
движениями" (2011 – 2013 гг., номер госрегистрации 20112582);

— проекта БРФФИ "Методы интегрирования обыкновенных и стохасти-
ческих дифференциальных уравнений" (2012 – 2014 гг., номер госрегистра-
ции 20122669);

— проекта БРФФИ "Асимптотические свойства решений обыкновен-
ных и стохастических дифференциальных уравнений в бесконечномерных
пространствах" (2014 – 2016 гг., номер госрегистрации 20142883);

— международного проекта "Stochastic modelling of the potential of a
neural fibre with a memory"(Швейцария, 2010 – 2011 гг.).

— международного проекта "CECL Mortgage Study" (США, 2016 г.).

Цель и задачи исследования
Целью диссертации является построение общей и асимптотической

теорий стохастических дифференциальных уравнений, управляемых стан-
дартными и дробными броуновскими движениями, включая доказательство
теорем существования, единственности, непрерывной зависимости решений
от начальных данных, теорем об устойчивости и притяжении, нахождение
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асимптотических разложений решений в окрестности начальных условий, а
также применение этих теорий к исследованию кредитных рисков.

Цель и задачи исследования
Объектом исследования являются стохастические дифференциальные

уравнения в гильбертовых пространствах и стохастические дифференциаль-
ные уравнения смешанного типа, управляемые стандартными и дробны-
ми броуновскими движениями. Предметом исследования являются общая
и асимптотическая теории стохастических дифференциальных уравнений,
управляемых стандартными и дробными броуновскими движениями.

Научная новизна
На основе разработанных новых методов функционального анализа и

теории случайных процессов в диссертации построены общая и асимптоти-
ческая теории стохастических дифференциальных уравнений со стандартны-
ми и дробными броуновскими движениями и дано их приложение к модели-
рованию кредитных рисков.

Положения, выносимые на защиту
Теоремы существования, единственности и непрерывной зависимости

от начальных данных решений стохастических дифференциально-функцио-
нальных уравнений в гильбертовых пространствах со случайными локально
липшицевыми коэффициентами.

Теоремы существования мартингальных решений стохастических диф-
ференциальных уравнений в гильбертовых пространствах с разрывными
неограниченными коэффициентами.

Достаточные условия, обеспечивающие корректную постановку задачи
Коши для стохастических дифференциальных уравнений смешанного типа,
управляемых стандартными и антиперсистентными дробными броуновскими
движениями.

Новые методы интегрирования и асимптотические разложения реше-
ний стохастических дифференциальных уравнений смешанного типа, управ-
ляемых стандартными и антиперсистентными дробными броуновскими дви-
жениями.

Аналоги оценок Крылова для функционалов от решений стохастиче-
ских дифференциальных уравнений смешанного типа и теорема существо-
вания решений стохастических дифференциальных уравнений смешанного
типа с разрывными коэффициентами и вырожденной матрицей диффузии.
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Теоремы существования сильных и слабых решений стохастических
дифференциальных включений смешанного типа.

Метод интегральных неравенств исследования устойчивости и притя-
жения решений стохастических дифференциальных уравнений смешанного
типа.

Алгоритмы анализа и прогнозирования текущих ожидаемых кредитных
потерь в области ипотечного кредитования.

Личный вклад соискателя ученой степени
Результаты, включенные в диссертацию и выносимые на защиту, полу-

чены лично автором диссертации. Основные результаты глав 2 и 3 получены
автором диссертации единолично, идея доказательства теоремы 3.2 принад-
лежит автору диссертации, а необходимые утверждения о селекторах мно-
гозначных отображений в гильбертовых пространствах получены А.А. Лева-
ковым и Я.Б. Задворным. Результаты главы 4, выносимые на защиту, полу-
чены автором диссертации единолично, при этом используются оценки сто-
хастических интегралов, полученные И.В. Качаном в совместных статьях с
автором диссертации. В главе 5 идея получения аналогов оценок Крылова
принадлежит автору диссертации. Автором диссертации были развиты идеи
совместных работ с А.А. Леваковым и с помощью аналогов оценок Крылова
доказаны теоремы существования слабых и сильных решений стохастиче-
ских дифференциальных уравнений и включений. В главе 6 теоремы 6.1 и
6.2 получены совместно с А.А. Леваковым на паритетных началах. Метод
интегральных неравенств исследования устойчивости в главе 6 был разрабо-
тан автором единолично. Алгоритмы анализа и прогнозирования кредитных
потерь на основе применения стохастических дифференциальных уравнений
с дробными броуновскими движениями были разработаны и реализованы
единолично автором диссертации на основе идей Д. Бридена о применении
моделей выживаемости в области анализа кредитных рисков. Также Д. Бри-
дену принадлежат обсуждение и экспертная оценка полученных результатов.
Основные результаты диссертации также отражены в совместной с А.А. Ле-
ваковым монографии, при этом соответствующие главы были написаны на
основе ранее опубликованных статей автора диссертации с последующим
развитием результатов.

Апробация диссертации и информация об использовании ее результатов
Результаты работы докладывались и обсуждались на пятых и шестых

Богдановских чтениях по обыкновенным дифференциальным уравнениям
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(Минск, 2010, 2015), на международной конференции по теории управле-
ния и математическому моделированию (Ижевск, 2015), на международных
конференциях "Аналитические методы анализа и дифференциальных уравне-
ний" (Минск, 2011, 2015), на международной конференции "Applied stochastic
models and data analysis" (Рим, Италия, 2011), на международных конферен-
циях "XI Белорусская математическая конференция" , "XII Белорусская мате-
матическая конференция" (Минск, 2012, 2016), на международной конферен-
ции "Stochastic modeling techniques and data analysis" (Ханья, Греция, 2012),
на международных конференциях "Еругинские чтения" (Минск, 2007; По-
лоцк, 2011; Гродно, 2013; Новополоцк, 2014; Минск, 2017; Гродно, 2018; Мо-
гилев, 2019), на международной конференции "Аналитические и численные
методы моделирования естественно-научных и социальных проблем" (Пен-
за, Россия, 2017), на международной конференции "Динамические системы:
устойчивость, управление, оптимизация" (Минск, 2018), на международной
конференции "Big Data and Advanced Analytics" (Минск, 2019), на между-
народной конференции "Устойчивость, управление, дифференциальные иг-
ры" (Екатеринбург, Россия, 2019), на международной конференции "Computer
Data Analysis and Modeling: Stochastics and Data Science" (Минск, 2019).

Результаты диссертации внедрены в учебный процесс БГУ, что под-
тверждается 4 актами о внедрении.

Опубликованность результатов диссертации
Основные результаты диссертационного исследования опубликованы в

46 научных работах, в том числе: 1 монографии (31 авторский лист); 20 ста-
тьях в научных журналах в соответствии с пунктом 18 Положения ВАК о
присуждении ученых степеней и присвоении ученых званий в Республике
Беларусь и зарубежных научных журналах (общим объемом 15.5 авторских
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Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, об-

щей характеристики работы, основной части, включающей 6 глав, заключе-
ния, библиографического списка и приложения, содержащего документы о
практическом применении результатов диссертации. Полный объем диссер-
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РЕЗЮМЕ

Васьковский Максим Михайлович
Существование и устойчивость решений стохастических

дифференциальных уравнений, управляемых стандартными и
дробными броуновскими движениями

Ключевые слова. Стохастическое дифференциальное уравнение, дроб-
ное броуновское движение, потраекторный интеграл, устойчивость, сильное
решение, слабое решение.

Цель работы. Построение общей и асимптотической теорий стохасти-
ческих дифференциальных уравнений со стандартными и дробными бро-
уновскими движениями, а также применение этих теорий к построению ал-
горитмов анализа кредитных рисков.

Методы исследования. Методы теории дифференциальных уравнений,
теории случайных процессов и функционального анализа.

Полученные результаты и их новизна. Для стохастических дифферен-
циальных уравнений, управляемых стандартными и дробными броуновски-
ми движениями построены общая и асимптотическая теории, включая до-
казательство теорем существования, единственности, о непрерывной зависи-
мости решений от начальных данных, об устойчивости решений, разработ-
ку новых методов интегрирования, получение асимптотических разложений
функционалов от решений в окрестности начальных условий, применение
построенных теорий к разработке алгоритмов анализа и прогнозирования
кредитных рисков. Все результаты диссертации являются новыми.

Рекомендации по использованию. Результаты и методы диссертации мо-
гут применяться при проведении исследований общих и асимптотических
свойств решений стохастических дифференциальных уравнений. Получен-
ные в диссертации алгоритмы могут быть использованы для анализа и про-
гнозирования кредитных потерь банков и кредитных союзов.

Область применения. Результаты исследования могут быть применены
в теории обыкновенных и стохастических дифференциальных уравнений, а
также в математическом моделировании, включая анализ кредитных рисков.
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РЭЗЮМЭ

Васькоўскi Максiм Мiхайлавiч
Iснаванне i ўстойлiвасць рашэнняў стахастычных дыферэнцыяльных
ураўненняў, кiруемых стандартнымi i дробнымi броўнаўскiмi рухамi

Ключавыя словы. Стахастычнае дыферэнцыяльнае ўраўненне, дробны
броўнаўскi рух, патраекторны iнтэграл, устойлiвасць, моцнае рашэнне, сла-
бое рашэнне.

Мэта работы. Пабудаванне агульнай i асiмптатычнай тэорый стаха-
стычных дыферэнцыяльных ураўненняў з стандартнымi i дробнымi броў-
наўскiмi рухамi, а таксама прымяненне гэтых теорый да пабудавання алга-
рытмаў аналiзу крэдытных рызык.

Метады даследавання. Метады тэорыi дыферэнцыяльных ураўненняў,
тэорыi выпадковых працэсаў i функцыянальнага аналiзу.

Атрыманыя вынiкi i iх навiзна. Для стахастычных дыферэнцыяльных
ураўненняў, кiруемых стандартнымi i дробнымi броўнаўскiмi рухамi, пабу-
даваны агульная i асiмптатычная тэорыi, уключаючы доказ тэарэм iснаван-
ня, адзiнасцi, аб непарыўнай залежнасцi рашэнняў ад пачатковых дадзеных,
аб устойлiвасцi рашэнняў, распрацоўку новых метадаў iнтэгравання, атры-
манне асiмптатычных раскладанняў функцыяналаў ад рашэнняў у наваколлi
пачатковых дадзеных, прымяненне пабудаваных тэорый да распрацоўкi ал-
гарытмаў аналiзу i прагназавання крэдытных рызык. Усе вынiкi дысертацыi
з’яўляюцца новымi.

Рэкамендацыi па выкарыстаннi. Вынiкi i метады дысертацыi могуць
выкарыстоўвацца ў дасладаваннях агульных i асiмптатычных уласцiвасцей
рашэнняў стахастычных дыферэнцыяльных ураўненняў. Атраманыя ў ды-
сертацыi алгарытмы могуць выкарыстоўвацца для аналiзу i прагназавання
крэдытных страт банкаў i крэдытных саюзаў.

Галiна прымянення. Вынiкi даследавання могуць выкарыстоўвацца ў
тэорыi звычайных i стахастычных дыферэнцыяльных ураўненняў, а таксама
ў матэматычным мадэляваннi, уключаючы аналiз крэдытных рызык.
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SUMMARY

Vaskouski Maksim Mikhailavich
Existence and stability of solutions of stochastic differential equations

controlled by standard and fractional Brownian motions

Keywords. Stochastic differential equation, fractional Brownian motion,
pathwise integral, stability, strong solution, weak solution.

The purpose of the research. Construction of general and asymptotic theories
of stochastic differential equations and application of these theories to credit risk
analysis.

Methods of the research. Methods of theory of differential equations, theory
of random processes and functional analysis.

The obtained results and their novelty. For stochastic differential equations
controlled by standard and fractional Brownian motions there are constructed
general and asymptotic theories including proof of theorems on existence,
uniqueness and continuous dependence of solutions on initial data, on stability
of solutions, developing of new integration methods, obtaining asymptotic
expansions of solutions functionals in a neighbourhood of initial conditions,
application of constructed theories to analysis and forecasting of credit risk. All
the results of the thesis are new.

Recommendations for use. The results and methods of the thesis can be
used in research of general and asymptotic properties of solutions of stochastic
differential equations. The obtained algorithms can be used by banks ad credit
unions in analysis and forecasting of credit risk.

Field of applications. The research results can be applied in theory of
ordinary and stochastic differential equations, as well in mathematical modeling
including analysis of credit risk.
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