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. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Как сказано в монографии Н.Г. Малки
на l) "С середины 50-х годов· акцент с исследования периодических 
колебаний сместился в сторону изучения условно периодических и 
почти периодических (п.п.) колебаний". Во многих интегрируемых 
задачах движение оказывается условно периодическим. Более точ
но: во многих физических системах с несколькими степенями свобо
ды множество периодических движений составляет "множество ме
ры О'', а множество полной меры составляют п.п. движения (напри
мер, движения небесных тел, движения твердого тела с закреплен
ной точкой без воздействия внешних сил, колебания, во;никающие в 
электри"!еских цепях). Кроме того, возмущающая сила в физических 
системах такж.е зачастую имеет п.п. характер. Одним из важных во
просов исследования является вопрос о существовании п.п. решения 
нелинейного дифференциального уравнения, в частности, уравнения 
Эйлера-Лагра.нжа (или системы уравнений Гамильтона), описываю
щего движение физической системы. Результаты исследований нахо
дят применение в теоретической механике, небесной механике, тео
рии электрических цепей и т.д. 

Одним из методов качественного изучения уравнений Эйлера
Лагранжа является переход ·к рассмотрению соответствующей ва
риационной задачи. По-видимому, впервые·в1оt J. доказал, что мно
жество п.п. решений уравнения Эйлера-Лагранжа совпадает со мно
жеством стационарных точек функционала 

11

Т 

J(xO) = M{L(x(t),.i(t))} == lim Т L(x(t),x(t)) dt, 
Т➔<:>0 о 

определеиного на множестве B1 (JR,Rn) п.п. по Бору вместе со своей 
производной функций. В работах 2 > з) он исследовал задачу 

J(x(•))-+ inf, х(•) Е B1 (R,JR"), (0.1) 

11Ма.пкин Н.Г. Некоторые задачи теории не.nииейиых 1tоде6а.иий. М.: Гостех•
издат, 1956. - 491 с. 

2} Blot J. Ca\culus of variatioщ; in mea.n and convex Jagrangia.ns. // J. Math. Anal.
- 1988. - V.134, №2. - Р. 312 - 321.

S)BJot J. Calculus of variations in mean and convex lagrangians. П-J /Bull. Austral.
Math. Soc. - 1989. - V.40. -Р.457 - 463. 
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назваюiую им простейшей задачеtt вариационного исчисления в сред
нем. Применение вариационного формализма позвмило ему приве
сти некоторые необходимые и досrаточные условия существования 
(а также отсутствия) n.п. решения уравнения Эйлера-Лагранжа, и 
исследовать структуру множества таких решений 4J. 

Другой актуальной задачей, связанной с п.п. движениями, явля
ется эада�1а п.п. оптимизации, и здесь следует отметить в первую 
очередь работы А.Г. Иванова. Зада�1а п.п. оптимизации возникает 
в случае, когда у управляемой системы координатные функции пе
риодичны, и периоды несоизмеримы. Такая ситуация встречается 
во многих прикладных задачах. За.дача п.п. оптимизации является 
непосредственным обобщением зада�1и периодической оптимизации, 
исследованием которой занимались многие авторы. Для этой зада
чи пмучен ряд сильных результатов, соста11ляющих теорию перио
дической оптимизации. В то же время задачи п.п. оптимизации ис
следованы пока недостаточно. Задача оптимального управления п.п. 
движениями 

М {f (t, x(t), d:(t)} ➔ extr, x(t) = tp(t, x(t), u(t)) 

исследовалась в работе r;) в предположении, что система уравиений в 
вариациях, отвечающая уравнению связи, является экспоненциаль
но дихотомичной. Вариационные задачи могут рассматриваться как 
.задачи оптимального управления п.п. движениями. Здесь следует от
метить, что при такой формализации в уравнеиии связи x(t) = u(t), 
t Е R управления u(·) должны быть таковы, что соответствующая 
функция x(t) = х(О) + J; и(з) ds почти периодична по Бору, а зна
чит, ограничена па Ill. Это обстоятельство потребовало при дока
зательствах построения вариаций специального вида. Отметим, что 
при формализации вариационных задач в виде задач оптимального 
управления п.п. движениями оптимальный процесс является реше
нием вариационной задачи в сильном смысле. Поэтому в диссертации 
рассматривались решения в сильном и слабом смыслах. 

Сказанное свидетельствует об актуальности задач, рассмотрен• 
ных в диссертации. 

•>шоt J. Ca1cu\uз of va.riations ln me&n з.nd convex Iз.gra.ngians. IV //Rkerche di
Math. 1991. V.XL, fasc. 1. Р. 3 - 18.L. 

5) Иваnов. А. Г. Оnт11ма.льное управление почти перио.Ц1,1чесЮ1ми деижеюiя.ми
пр11 напичюt ограничений иа средние. // Докдады РАН. - 1995 г. - Т.343, Nоб. -
с. 51- 53. 
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Цель работы. Основной целью работы ямяется вывод необходи
мых условий первоrо II вТ(lроГО nорядков решения в сильном и слабом 
смысле ряда экстремальных задач, определенных на множестве п. п. 
по Бору фупкцпй, производная которых принадлежит пространству 
ограниченных (в существенном) п. п. по Степанову отображений. 

Методы: решения. Используются методы теории п.п. функций, 
дифф{:ренци.альных уравнений с п.п. козффи.циента.ми, nариацион-
1100 исчисление, а также некоторые методы, использующиеся при 
изучении задач оптималыюrо управления 11.п. движениями. 

Научная новизна. В рамках · общих принципов т
еории экстре

мальных задач для ряда экстремальных: задач, определешп,rх: на м110-
жсстве п.п. по Бору функций, производная кО'l-орых принадлежит 
пространству ограниченных n.n. по Степанову отображений, приве
дены необходимые условия первого и второго порядков решений в
слабом и сильном смыслах. Для функционалов в виде сред11еrо зна
чения к�щцратичной формы с n.п. по Степанову коэффициентами 
nриведены необходимые и достаточные условия неотрицательности
и необходимое условие строгой положительности. D одномерном слу
чае получе11ы достаточные условия решения простейшей задачи ва
риацион1юго исчисления, определенной на указанном множес·rве n.п. 
функций. 

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит тео
ретических: характер. Результаты работы могут быть в дальнейшем использованы при исследонашm конкретных прикладных задач, в 
которых возникают колебательные процессы, и задач, допускающих 
управление такими процессами. 

Апробация рабо:rы. Основные результаты диссертации докла
дывались на городском семиirаре по дифферепциальш,1м урмшени
ям и теории управления (Ижевск, 1998-2006 годы), научной конфе
ре1щии молодых ученых (МГУ, Мехмат, :май 1998 года), семинаре
кафедры прикладной математики УрГУ (Екатеринбург, 2003 год), 
научной конференции "Четвертые Богдановские чтения по обыкно
венным диффсренциа.дьным уравнениям", (Минск, 2005 rод), науч
ной конференции "Теория управления и математическое моделиро
вание", посвященная 50-тn летию Ижевского государственного тех
нического университета (Ижевск; 2006 год), научной конференции 
"Теория управления и маrематическое моделирование", посвященная 
75-ти летию Удмуртского государственного университета (Ижевск, 

5 

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



2006 год). 
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы 

в пяrи рооотах (1Н5). 
Струк'l-ура R объем рабо-гы. Диссерта1щя состоит из введения, 

трех 1·лав, одшшадцати параграфов (нумерация параграфов сквоз
ная} и списка литературы. Объем диссертации 97 страниц. Биб;шо
граф11чеСЮ1й список содержит 47 на11меноваш1й.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во nведепии описывается общая постановка задачи и излагается

краткое содержание работы. 
D первом параграфе пр1шсдепы определения и используемые в 

дальнейшем свойства банаховых пространсrв В = B(R., JR.n ) nO'lmu 
периодических (п. п.) по Бору и S = S(R, R.") n. п. Стеnаш�ву функ
циii, а также пространства S00 = S00(1R, Rn ), состоящего из огра.ни
че1шых (о сущес-rвенном) п. п. по Степанову функций. 

Напом1щм, что каждой п. п. 1ю Степанову функции / можно по
ставить в соотвстетвис ряд Фурье Е с(л, l)ei>.t . В первом параграфе 

.\ER 
докааапа С.ЛедУющая 

'I'еорем·а О. 1. Еедv. ряд Фурье L с(>.., Л eiM , оmве'Чающщ'.1 функ
>.еR 

циu f Е S00 , coвnatJaem с формальио nродифференчироt'1анни.м р.я,дом 
Фурье � с( л, g )ei>.t длл. фy1tк1�uu g е S, то фун�ш g принадлежит 

M,R 
npocmpaнcmoy В, u t1pu no'Чmu всех t Е JR имеет место равенство 
g(t) = J(t). 

Рсзул1.таты второго параграфа носят вспомогательный характер. 
D нем введено в рас,смотршше пространство B{JR х U, R"'), 11.1 - ком

пактное множество в IR.", состоящее из пепреръшных отображений 
(t, tJ.) t-+ f(t, и), которые п. п. по t Е !R в смысле Бора р111111омер-
1ю по и Е U, а также просrрапсrво S(IR, C(U, IR._n)), состоящее из 
таких отображений / : JR х U ➔ IR", что для любого [а, ЬJ С R 
функция (t, и) t-t J(t, и), (t, u) € (а, ЬJ х U удовт:rrворяет услоrш
ям Каратеодори, 11 для любого ё > О множество Е. - . почти пер�одов 
Es (/, е) == n Es (f ( · , u), g) относительно плотно. 

иЕU 
Обоснована корректность определения 11а множес-rDе Soc (R., U) 

фующионазш. и ( ·) 1-i- :J ( u(,)) == М {g ( t, и( t)) } , отвечающего задан ной 
функции g Е S(JR, C(U, N:)), 11 указан ряд свойств этого фуиющонала. 
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Теорема 0.11.Пусmъ функциях Е 00- уJовлеmворяет следующим 

условиям: 
а) Jм no-tmu всех t Е Пi в·ыnолнем равенство (0.4); 
Ь) L�., , L�,.. Е 'В u inf L�.,(t) > О; 

tER 

с) на-йдетсл такая функция z Е 1В2
, ,что inf z(t) > О, u дм no'Чmu

teR 
всех t Е IR оператор L, отве"tающий фующии Лагранжа задачи (0.2), 
удовлетворяет неравенству L[z](t) :,;; О (nри этом L{z](t) � О). 

Тогда х лмлетсл решением зада"'и (0.3) в слабом смъ1сле.

Публикации по теме диссертации 

1. Воронецкая М. А., Иванов А. Г. О необходимых условиях сильно
го минимума для простейшей задачи вариационного исчисления
в классе почти периодических функций / / Известия Институ
та математики и информатики УдГУ. №2(13). - Ижевск: Изд-во
УдГУ. - 1998. С. 59-70.

2. Воронецкая М. А., Иванов А. Г. О некоторых вариационных зада
чах в классе почти периодических функций / / Деп. в ВИНИТИ
27.12.03, .№1902-В2003 .. УдГУ, Ижевск, 2003. 32 с.

3. Воронец,сая М. А., Иванов А. Г. Почти периодическая. задача
Больца. // Изйестия ВУЗов. Математика. 2005 . .№ 7 (518) С.8-.
24.

4. Воронецкал М. А. О ·некоторых свойствах среднего значения по
чти периодической квадратичной формы. //Вестник Удмуртско
го университета. Серия Математика. Ижевск, 2005. С. 19-34.

5. Воронецхал М. А. О задачах вариационного исчисления в клас
се почти периодических функций. / / Четвертые Богдановские
чтения по обыкновенным дифференциальным уравнениям. -
Минск. - 2005. ·с. 96-97.

14 

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



Оmеча-rано с ориnшал-маке-rа заказчика 

Подписано в печать 17.11.2006. Формат60х84 1/16. 
Тираж 100 экз. Заказ № 1957. 

Типоrрафия ГОУВПО «Удмуртсхиn государственный университеn) 
426034, Ижевск, ул. УRИsерситетская, l, корп. 4. 

(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)



(ОЗНАКОМИТЕЛЬНЫЙ ФРАГМЕНТ)




