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Целью исследования является получение асимптотических формул для нахожде-

ния частоты свободных колебаний круглой мембраны с вырезом. Полученные резуль-

таты можно использовать при изучении свободных колебаний барабанной перепонки в 

математическом моделировании среднего уха. 

Материал и методы. Рассмотрим малые колебания круглой мембраны с вырезом, 

где r=R1 и r=R2 – линии, определяющие края мембраны.  

В безразмерном виде в полярной системе координат (r, ) уравнение колебаний 

запишется следующим образом [1]: 

 

  (1) 

где  – оператор Лапласа, u – прогиб, а медленно зависит от r и , 

t – время.  

В качестве граничных условий рассмотрим следующие: 

 

 u(R1)=0,   u(R2)=0. (2) 

 

Будем искать u(r, , t) в виде [2]: 

 u(r, , t)=U(r, )cos(t). (3) 

 

Пусть 

 а(r, )=a0+a1(r, )+2a2(r, )+…,  

где ai  –  непрерывные функции. 

Разложим функции U(r, ) и  в ряды по степеням : 

 

 U(r, )=U 0+U 1(r, )+2U2(r, )+…,  (r)= 0+1+
22+…  (4) 

 

Результаты и их обсуждение. Подставив разложения (4), (3) в (1) и (2), приравняв 

нулю коэффициенты при 0, получим уравнения: 

 

  (5) 

с граничными условиями: 

 

 U0(R1)=0,   U0(R2)=0. (6) 

Уравнение (5) представляет собой уравнение, сводящееся к уравнению Бесселя по-

рядка n, его общее решение записывается в виде: 

 

 U0(r, )=(AJn(a00r)+BYn(a00r))sin(n), (7) 
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где Jn(a00r) и Yn(a00r) – функции Бесселя порядка n первого и второго рода соответ-

ственно. 

Из рассмотрения граничных условий (6) получим [3]: 

 

   0=nm, (8) 

где nm – корни алгебраического уравнения (8). 

Подставив разложения (4), (3) в (1) и (2),  приравняв нулю коэффициенты при 1, 

получим уравнение: 

 

  (9) 

с граничными условиями: 

 

 U1(R1)=0,   U1(R2)=0. (10) 

   

Заключение. Условие разрешимости неоднородной задачи  имеет вид [4]: 

 

   (11) 

Откуда найдем выражение для 1: 

 

  (12) 

Поступая аналогично, строим второе приближение и из условия разрешимости 

можно получить формулу для 2. С учетом разложения (4) для частоты  получим: 

 

  (13) 

Таким образом, получены асимптотические формулы для нахождения частоты ма-

лых колебаний круглой мембраны с вырезом. Полученные результаты можно  использо-

вать при изучении колебаний барабанной перепонки в математическом моделировании 

биомеханической системы среднего уха. 
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