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ВВЕДЕНИЕ 

 

 
Настоящие методические рекомендации являются продолжением ра-

нее вышедших учебных изданий авторов М.Н. Подоксенова и Т.Л. Сурин 

[9] и [10], где подробно излагается материал по теории дифференциальных 

уравнений первого и высших порядков.  

Данная работа предназначена для студентов, изучающих дисципли-

ны «Дифференциальные уравнения» (специальности «Физико-

математическое образование (математика и информатика)», «Прикладная 

математика», «Прикладная информатика (по направлениям)», «Компью-

терная безопасность») и «Дифференциальные и интегральные уравнения» 

(специальность «Физика»). Она также охватывает разделы, посвященные 

дифференциальным уравнениям и входящие в предметы «Математический 

анализ» (специальности «Программное обеспечение информационных 

технологий», «Информационные системы и технологии (в здравоохране-

нии)») и «Высшая математика» (специальность «Управление информаци-

онными ресурсами»). 

Авторами рассматриваются дифференциальные уравнения первого и 

высших порядков. Кратко приводятся теоретические сведения и предлага-

ются примеры решения задач. Основную часть издания составляют задачи, 

которые предназначены для решения на практических занятиях и обеспе-

чения самостоятельной работы студентов. Каждый параграф посвящен 

определенному типу задач. 

В конце методических рекомендаций приведен список литературы, 

необходимой для изучения вышеназванных разделов дифференциальных 

уравнений. Для построения решений на чертеже могут быть полезны неко-

торые сведения по геометрии, которые можно найти в [11].  

Материал теоретического и практического содержания, приведенный 

в пособии, соответствует учебным программам по дифференциальным 

уравнениям для вышеперечисленных специальностей. 
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ.  

РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ.  

ИЗОКЛИНЫ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Дифференциальным уравнением называется уравнение для отыска-

ния неизвестной функции, содержащее производные или дифференциалы 

этой функции.  

Порядок старшей производной или старшего дифференциала, вхо-

дящих в состав уравнения, называется порядком уравнения.  

Решением дифференциального уравнения называется функция, кото-

рая имеет непрерывные производные до порядка уравнения включительно, 

и при её подстановке в уравнение мы получаем тождество (предполагает-

ся, что эта функция определена при тех же значениях переменной  x, что и 

функции, задающие уравнение). 

Простейшее дифференциальное уравнение первого порядка имеет 

вид  y=f  (x). Из математического анализа известно, что если функция f(x) 

непрерывна на некотором интервале (а,b), то решением уравнения являет-

ся функция y =   f  (x)dx + С. Совокупность решений, содержащую произ-

вольную постоянную, называется общим решением. 

Пусть  y = y (x) – решение уравнения. Тогда график этой функции – 

это кривая на плоскости, которая называется интегральной кривой рас-

сматриваемого ОДУ. 

Рассмотрим уравнение y=f (x,  y). Возьмём произвольную точку  

(x,  y)D. В этой точке мы можем найти значение  f  (x,  y) , а, следователь-

но, найти значение 
dy

dx
 .  Это означает, что в каждой точке мы можем найти 

значение углового коэффициента касательной к проходящему через эту 

точку графику решения уравнения, т.е.          
dy

dx
 = tg.   

Если в каждой точке  (x,  y)  области  D  представить направление ка-

сательной, определяемое значением  f  (x,  y) , в виде некоторого единичного 

отрезка с центром в этой точке, то получим поле направлений.   

Геометрическое место точек плоскости, в которых наклон касатель-

ных к решению уравнения один и тот же, называется изоклиной. 

Чтобы приближенно построить решения уравнения y = f (x,  y), мож-

но начертить достаточное число изоклин f (x,  y) = k, а затем провести  

решения 
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2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Показать, что функция 
хС

еСy 2

1= является решением 

уравнения 
2)(yyy = . 

Решение. Функция 
хС

еСy 2

1=  определена и дифференцируема на всей 

числовой прямой. Найдем y и  y  : 
хС

еССy 2

21= ,  
хС

еССy 22

21
= . Найден-

ные значения подставим в уравнение: 
хС

еС 2

1 ∙
хС

еСС 22

21 =
2

21 )( 2 хС
еСС . Получи-

ли тождество. Значит, данная функция является решением уравнения. 

Пример 2. Найти решение уравнения y=2x.  

Решение. Его общее решение есть функция y=x2+C ,  которая задана 

на всей плоскости Oxy. 

Пример 3. Рассмотрим уравнение  
dy

dx
 =

x

y
− . Данное уравнение  

задано всюду, кроме точки  (0, 0). Пусть  
x

y
− =  k  = tg. Рассматриваем 

различные значения 

1)  –
y

x
 = 0 ,  x = 0 ,  (y0 ), = 0 ;  

2)  –
y

x
 = 1 ,  y = – x ,  =



4
 ;  

3)  –
y

x
 = – 1 ,  y = x ,  = –



4
 ;  

4) –
y

x
 = 2 ,  y = –

1

2
 x ,  = arctg 2 ;  

5) –
y

x
 = 2 ,  y =

1

2
 x ,  = – arctg 2 .  

Все эти значения изображены  

на рисунке 1. 

Из рисунка можно заметить, что 

интегральные кривые – это окружности  x2 + y2 = C. 
 

3. Задания для практических занятий 
 

Показать, что функции у = у(х), зависящие от произвольных посто-

янных, являются решениями соответствующих уравнений. Указать макси-

мальный интервал, на котором задано это решение. 

1. 
21 C

C
Cxy

+
+= ;                   

21 y

y
yxy

+


=− . 

1.2. y = C1cos 2x + C2sin 2x;            y  +4y = 0. 

рис. 1 

x 

y 
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1.3. y = C1cos 2x + C2sin 2x +x/4;            y  +4y = x. 

1.4. y = C1cos 2x + C2sin 2x +e2x;            y  +4y = 8e2x. 

1.5. 21 xCxy ++= ;  0)1()1( 2 =+−+ dyxdxxy . 

Составить дифференциальные уравнения семейства кривых. 

1.6. x2 + y2 –Cx = 0.                            1.7. y=sin x +Ccos x.   

1.8. y = eCx;                                        1.9. y=Cx3;      

1.10. y2 + Cx = x3.                              1.11. x2 + Cy2  = 2y. 

Проинтегрировать простейшие уравнения. 

1.12.  
24

3

+
=

x

x
y ;     1.13.   xxy 2cos= ;  

1.14. 
x

x
y

1ln2 +
= ;        1.15. 

1cos

sin
2 +

=
x

x
y ;  

1.16.   xy arctg= ;                                1.17. 
x

xx
y

322 ++
= ;  

1.18. 
)1(ln

1

−
=

xx
y ;  1.19. 3 2 1−= xxy . 

С помощью изоклин начертить (приближенно) решения данных 

уравнений. 

1.20. 
x

y
y = ; 1.21. 

y

x
y = ; 

1.22. 
x

y
y

2
= ;                                             1.23. 

yx

yx
y

−

+
= ; 

1.24. 
x

y
y −= ;                                            1.25. 

yx

y
y

+
= . 

 

 

2. УРАВНЕНИЯ С РАЗДЕЛЁННЫМИ  

И РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Дифференциальным уравнением с разделёнными переменными назы-

вается уравнение вида  

P(x)dx + Q(y)dy = 0 ,                                          (2.1) 

в котором функции P и Q зависят соответственно только от x и только от y. 
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Теорема. Общим интегралом уравнения (1) служит соотношение  

СdyyQdxxP =+  )()( .                                       (2.2) 

Если при этом в точке (х0,у0)  P(xo) и  Q(yo)  не равны нулю одновре-

менно, то решение задачи Коши с начальным условием  y(xо) = yо  задаётся 

формулой 

 =+
y

y

x

x

dyyQdxxP
00

.0)()(  

Уравнением с разделяющимися переменными называется уравнение 

вида 

p1(x)q1(y)dx + p2(x)q2(y)dy = 0 .                                 (2.3) 

Предположим, что в рассматриваемой области определения все 

функции  p1, q1, p2, q2, непрерывны и  p2(x),  q1(y) не обращаются в ноль. 

Тогда разделим уравнение (2.3) на произведение  p2(x)q1(y): 

p1(x)

p2(x)
 dx +

q2(y)

q1(y)
 dy = 0 .  

Мы получили уравнение с разделёнными переменными. Как его ре-

шать, мы уже знаем. 

Отдельно стоит рассмотреть случай, когда уравнения p2(x)=0,  

q1(y)=0 имеют вещественные корни  x=a   и  y=b соответственно.  

Это даст дополнительные решения вида x=a  (yb),  y=b (xa).  Эти ре-

шения могут оказаться особыми. 
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти общий интеграл уравнения  

2xe− dx +  
1

y
 dy = 0  ( y > 0).  

Решение. Общий интеграл уравнения 


−

x
xe

0

2

dx + 
y

y1

1
dy = C       

−
x

xe
0

2

dx  +  lny = C .  

Пусть дано начальное условие:  y (0) = 1. Тогда решением задачи  

Коши будет  равенство 
−

x

xe
0

2

dx  +  lny = 0 или функция 


−−

=

x

x dxe

ey 0

2

. 

Пример 2. Найти общий интеграл уравнения dxxdyy 2)1( =+ . 

Решение. Проинтегрируем уравнение  Cdxxdyy +=+ 
2)1(  ,  

следовательно, общий интеграл уравнения имеет вид  C
xy

y +=+
32

32

. 
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Пример 3. Найти общий интеграл уравнения 

2x ydx  +  (1 – x2)dy = 0  ( y0).  

Решение. Разделяем переменные и интегрируем: 

2x

1 – x2 dx  +  
dy

y
  =  0 ,  ( 1 – x2 ≠ 0, y ≠ 0). 

 
2x

1 – x2 dx +  
dy

y
 = C .  

Общий интеграл: 

– ln | 1 – x2| + 2 y = C .  

Мы делили на 1 – x2. Поэтому следует отдельно рассмотреть случай 

1 – x2 = 0 .  Получаем решения  x = 1  и  x  = – 1  ( у ≠ 0). Проверьте самосто-

ятельно подстановкой, что это действительно решения. Кроме этого,  

решением является функция у = 0 (х1, х− 1). Это решение является  

особым. 

В тех точках, где  2x y = 1 – x2= 0  поле направлений не определено.  

Это точки  (1,  0)  и  (–1, 0). Это существенно особые точки. К ним примы-

кают решения  y = 0 ,  x = 1  и  x = – 1 . Тем не менее, решения через эти 

точки не проходят. 

Предположим, что поставлено условие: найти интегральную кривую, 

которая проходит через точку  M (0, 1). Подставляем в общий интеграл  

x = 0  и  y = 1 . Найдём  C = 2 . Из равенства 

– ln| 1 – x2| + 2 y = 2   

можно получить решение в явном виде:  

2 y = 2 + ln| 1 – x2|      y =  .|1|ln
2

1
1

2

2








−+ x

 

 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее или частное решение (общий или частный интеграл) 

дифференциального уравнения: 

2.1.  ( ) .1)0(;021 22 ==+− yxyyx    

2.2.   .5.0)1(;2 ==+ yyyyx         

2.3.  .1)0(;2 −==+ yyctgxy       

2.4.  .22 22 =+ yyyx                  2.5. .22 xyxyy =−    

2.6.  .yxey −=                      2.7.  .1)0(;cos == yxyy    

2.8. .0)1())(1( 22 =+−−+ dyydyedxey yx                
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2.9. ;011 22 =−+− dyxydxyx   

2.10.  ( ) .0)( 2222 =−++ dyyxxdxxyy    

2.11. .2334 22 dxxyydyxydyxdx −=−  

2.12.  .011 22 =+++ xyyyx   

2.13.  .4 22 ydyxydydxy =−+  

2.14. .3266 22 dxxyydyxydyxdx −=−  

2.15. 023 22 =+++ dyxydxyx
 

2.16. ( ) .05 22 =++ dxyedye xx   

2.17.  dxxyydyxydyxdx 22 2366 −=−   

2.18.  .0)4( =−+ dxedyey xx  

2.19.  .04 22 =++− xxyyx  

2.20.  .01
1

1
2

2

=+
−

−


y

x
yy   .0)0()0)1() == yбya  

2.21.  .0)8( =−+ dxyedye xx  

2.22.  .222 22 dxxyydyxydyxdx −=−  

2.23. .014 22 =+++ dyxydxyx  

2.24.  .015 22 =−++ xyyy
 

 

 

3. ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Функция  f  (x,y)  называется однородной степени  m, если 

f  (tx,  ty) tm f  (x,  y).                                    (3.1) 

для всех  (x,y)  из области определения функции. Если это равенство вы-

полняется только для  t > 0, то функция называется положительно одно-

родной. 

Уравнение вида  

P (x,  y)dx + Q (x,  y)dy = 0 ,                                  (3.2) 

называется однородным, если функции  P (x, y)  и  Q (x, y)  являются одно-

родными одной и той же степени.  

Однородное уравнение можно привести к уравнению с разделяющи-

мися переменными с помощью подстановки  y=ux, где  u=u(x) – новая неиз-

вестная функция.  
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Чаще всего ОДУ-1 задается в виде  
dy

dx
 = f  (x,  y). В случае, когда это 

уравнение однородное, мы можем его привести к виду 

  
dу

dх
 =  f  (x,  y) =  







y

x
  .                                    (3.3) 

Данное уравнение является однородным, если f  (x,  y)  является одно-

родной функцией нулевой степени однородности.  
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти общее решение уравнения  

(y2 −2xy)dx + x2 dy = 0 .  

Решение. Покажем, что данное уравнение является однородным. 

Находим   

P (tx, ty) = (ty)2−2 txty=t2(y2 −2xy) = t2P(x,y), 

Q(tx, ty)=(tx)2=t2x2 = t2Q(x,y). 

Так как функции  P (x, y)  и Q (x, y)  являются однородными одной 

и той же степени, то рассматриваемое уравнение является однородным. 

Сделаем подстановку y = ux, где u = u (x) – новая неизвестная функция. 

Тогда  dy = udx+xdu. Подставим u = u (x) и dy в уравнение: 

((ux)2 − 2xux)dx + x2  ( udx + x du ) =  0 .  

Пусть  0х , сократим полученное равенство на х2. Получаем 

(u2− 2u)dx +  (udx + x du) =  0 ,  или 

(u2− u)dx + x du  =  0 .  

Разделив переменные и проинтегрировав уравнение, получаем 

ln |x| + l n
| y – x |

| y |
 = ln |C|      или    

х(y – x)

y
 =  С . 

Это общий интеграл уравнения.  

x = 0  (у0)  является частным решением. 
 

Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравнения  

yxyyx ++= 22  . 

Решение. Разделим обе части уравнения на х, получим 

x

уxy
y

++
=

22

 или 
x

y

x

y
y ++








= 1

2

 , 
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Рассмотрим функцию 
x

y

x

y
yxf ++








= 1),(

2

. Так как 

),(1),(

2

yxf
tx

ty

tx

ty
tytxf =++








= , то уравнение является однородным.  

Сделаем подстановку y= ux, где u – новая искомая функция. Тогда 

uxuy += .  Получим 

uuuxu ++=+ 12           или            12 += uxu . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделив их,  

получим  

x

dx

u

du
=

+12
  ( 0х );              +=

+
12 1

C
x

dx

u

du
,    RC 1

; 

xeuuCxuu
C11;ln1ln 2

1
2 =+++=++ ; 

( )}0{\,1 12 RCeCCxuu
C

==++ ; 

Cx
x

y

x

y
=+








+ 1

2

;          222 Cxyyx =++ . 

Это общее решение уравнения. Проверим, не потеряли ли мы реше-

ние x = 0. Подставляя в уравнение, получаем:  

yy += 20 ;       yy +=0 . 

Если y 0  то 00, т.е. x = 0 является решением уравнения  

в полуплоскости y 0 . 
 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее решение или общий интеграл уравнения. 

3.1. .
22

xy

xy
y

−
=                            3.2.  .1

2

y

x

x

y
y +








−=  

3.3. .7
2
+=

x

xy
y                                3.4.  .

3
2

2

x

xxy

dx

dy +
=  

3.5.  .5+=
x

y
y                                   3.6.  .)( 222 dxxxyydyx +−=  

3.7.  .3
3

2

−=
x

yx
y                               3.8.  .

43
2

2

x

xxy
y

−
=  

3.9.  .0222 =+++ xxyyyx               3.10.  .2)( 22 xydydxyx =+  
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3.11.  .
2

23
22

23

xy

yxy
yx

+

+
=                      3.12. 

yx

yx
y

−

+
=  

3.13.  .22 yyxyx ++=                     3.14. .662
2

2

++=
x

y

x

y
y  

3.15.  .
22

43
22

23

xy

yxy
yx

+

+
=             3.16. .

2

2

yx

yx
y

−

+
=  

3.17.  .483
2

2

++=
x

y

x

y
y                     3.18. .2 22 yyxyx ++=  

3.19.  .
22

2
2

22

xyx

yxyx
y

−

−+
=                   3.20. .2 22 yyxyx ++=  

3.21.  .
42

83
22

23

xy

yxy
yx

+

+
=                        3.22. .66

2

2

++=
x

y

x

y
y  

3.23.  .
42

83
22

23

xy

yxy
yx

+

+
=                       3.24. .3 22 yyxyx ++=

 

 

 

4. УРАВНЕНИЯ, ПРИВОДЯЩИЕСЯ К ОДНОРОДНЫМ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

1. Рассмотрим уравнение вида 

dу

dх
 =   f 







a1x+b1y + c1

a2 x + b2 y + c2
 .                            (4.1) 

Если  c 1 = c2 = 0 , то уравнение является однородным. Пусть хотя бы 

один из коэффициентов  c1,  c2  не равен нулю. 

1 случай. Пусть  

=






a1   b1

a2    b2
≠ 0. 

В этом случае сделаем замену переменных по формулам   

x = x0 + t,   y = y0 + z, 

где x0 и y0 – некоторые пока что неизвестные числа, а t и z новые перемен-

ные. Возьмем в качестве  x0 и y0 решение системы линейных уравнений 





 
a1x0 + b1y0  =  0 ,

a2x 0  +  b2y0  =  0 ,
 

и придем к уравнению 

dz

dt
 =  f  







a1t + b1z

 a2t + b2z
 , 

которое является однородным.  
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2 случай. Пусть  = 0. Тогда строки в этом определителе пропорци-

ональны и будет выполняться равенство   
a1

a 2
 =

b1

b 2
 = k. Уравнение (4.1) име-

ет вид:  
dу

dх
 = f 







a1x + b1y + c1

k(a1x + b1y) + c2
  . 

Это уравнение можно привести к уравнению с разделяющимися  

переменными, если сделать подстановку  z= a1x+b1y .  Тогда получим 

уравнение  
dz

dх
 = a1 + b1 f 







z + c1

kz + c2
. 

 

2. Обобщенное однородное уравнение. Уравнение 

P (x, y)dx + Q (x, y)dy = 0 

называется обобщенным однородным, если существует такое число k, при 

котором левая часть этого уравнения становится однородной функцией от 

величин х, у, dx, dy, имеющих первое, k-ое, нулевое и (k −1)-е измерения. 

При k = 1 обобщенное однородное уравнение является обычным однород-

ным уравнением. 

Обобщенное однородное уравнение при помощи подстановки y = zxk 

приводится к уравнению с разделяющимися переменными. 
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти решение уравнения .
7776

977720

−+

−+
=

yx

yx
y

 

Решение. Система 




=−+

=−+

,07776

,0977720

yx

yx
 имеет решение х0 = 1, у0 = 1. 

Сделаем подстановку x = 1 + t,   y = 1 + z. Для новой неизвестной 

функции z = z (t) получаем уравнение .
76

7720

zt

zt
z

+

+
=  Это однородное урав-

нение. Сделав подстановку z= ut, получим уравнение 
u

u
utu

+

+
=+

76

7720
. 

Преобразовав это уравнение, приходим к уравнению с разделяющимися 

переменными 
u

uu
tu

+

−+
=

76

20 2

. Разделим переменные 
t

dt

uu

duu
=

−+

+
220

)76(
.  

Проинтегрировав это уравнение, получим 
98 )5()4( −=+ utuС . Вернув-

шись к первоначальным переменным, имеем 
98 )45()54( +−=−+ xyxyС . 

При разделении переменных мы могли потерять решения u=5 и  u=−4, 

т.е. решения y+4 x−5=0  и y−5x+4=0. Непосредственной проверкой 

убеждаемся, что эти функции являются решениями уравнения. 
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Пример 2. Найти решение уравнения 2x4ydy=(4x6−y4)dx. 

Решение. Покажем, что это уравнение является обобщенным одно-

родным. Предположим, что величины х, у, dx, dy имеют соответственно 

первое, k−е, нулевое и (k −1)-е измерения. Тогда выражения  2x4ydy,  4x6dx  

и  y4dx имеют  (2k+3)-е, шестое и  4k-е измерения. Должно выполняться 

2k + 3 = 6 = 4k. Отсюда получаем, что  k = 3/2. 
 

Упражнение. Сделать подстановку  y = zx3/2  и найти решение урав-

нения.  Ответ.   x5(y2 − x3)/(y2 + 4x3) = C. 
 

3. Задания для практических занятий 
 

Решить уравнения. 

4.1. (2x – 4y + 6)dx + (x + y – 3)dy = 0;     

4.2. (2x + y + 1)dx – (4x + 2y – 3)dy = 0;  

4.3. (x – y – 1)dx + (–x + y + 2)dy = 0;         

4.4. (x + 4y)y’ = 2x + 3y – 5;  

4.5. (x – 5y + 7)dx + (4x – 2y + 10)dy = 0;   

4.6. (x + 2y + 1 )y’ = 2x + 4y + 3;  

4.7. xydx + (y4 –3x2)dy = 0;   

4.8. y3dx + 2(x2 – xy2)dy = 0;  

4.9. 2xy3dx + (x2y2 –1)dy = 0;        

4.10. y3dx + 2(x2 – xy2)dy = 0; 

4.11. 2(1 / 1) 2 0y x dx ydy+ − − = . 
 

 

5. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называ-

ется уравнение вида 

    
dy

dx
 + p (x)y  =  q (x),                                (5.1) 

где функции  p (x)  и  q (x)  непрерывны на интервале  (a,b) (возможно, что 

a  =  – , b  =  +). 

Если при этом правая часть равна нулю, то уравнение называется ли-

нейным однородным, а если правая часть не равна нулю – то линейным неод-

нородным. 
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Решение однородного уравнения можем выписать в явном виде: 

   y=Ce
–p(x)dx

.                                      (5.2) 

Есть два метода нахождения решения уравнения (5.1). 

Метод Лагранжа вариации произвольной постоянной.  

Вначале решаем однородное уравнение. Это уравнение является 

уравнением с разделяющимися переменными и его решение легко найти  

в виде (5.2).   

Решение неоднородного уравнения ищется в том же виде, как и ре-

шение соответствующего однородного, но постоянную представляем, как 

функцию от x:  y=C (x)e
–p(x)dx

. Подставив в уравнение и выполнив все 

преобразования, получим общее решение: 

y=e
–p(x)dx

 







q(x)e
p(x)dx

dx + C  . 

Метод Бернулли.  

Решение неоднородного уравнения ищут в виде произведения двух  

неизвестных функций:  y  =  u (x)·v (x).  
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти решение дифференциального уравнения 

x
x

exyyx

1

22
−

=− . 

Решение. Это линейное уравнение относительно y. Рассмотрим вна-

чале однородное линейное уравнение 02 =− yyx   

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделив их, по-

лучим  

  =−=− 122
;0 C

x

dx

y

dy

x

dx

y

dy
; 

1

1
ln C

x
y =+ ;         xCx

C

eeey

11

1
1 −−

==  ; 

( )}0{\;1

1

RCeCCey
Cx ==

−

. 

Частное решение неоднородного линейного уравнения найдем мето-

дом вариации произвольных постоянных (методом Лагранжа), т.е. поло-

жим xexCy

1

)(
−

= , тогда xx e
x

xCexCy

1

2

1
1

)()(
−−

+= . 
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Подставим это в уравнение. 

x
x

xxx exexCe
x

xCexCx

1

2

11

2

1

2 )(
1

)()(
−−−−

=−













+

. 
xexC = )( ;            CdxexC x += )( ;         CexC x +=)( . 

Общее решение уравнения имеет вид 

( ) x
x

xxx eCeeCey

111
−−−

+=+= . 
 

Пример 2.  Найти общее решение дифференциального уравнения  

y −
y

x
 =2xex (x 0). 

Решение. Делаем замену  y=u·v, y= u·v + u·v. Тогда 

u·v+u·v−
uv

x
 =2xex,     u·v+u(v −

v

x
 )=2xex. 

Приравниваем выражение в скобках к нулю и из получившегося 

уравнения находим функцию  v(x): 

v −
v

x
 =0 ,  

dv

dx
 =

v

x
 ,       

dv

v
 =

dx

x
 ,       

dv

v
 = 

dx

x
 , 

ln|v | = ln|x | + ln|С | ,   

ln|v | = ln(|x | |С |) ,   v= Сx. 

В качестве  С  берём любое число, например 1, т.е. нас устраивает 

решение    v= x. Теперь для нахождения функции  u(x)  мы имеем уравне-

ние u·x=2xex. Решаем его 

u=2ex,      u=2 exdx,     u=2ex+С. 

Ответ:  y=x(2ex+С). 
 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее решение (общий интеграл) или частное решение (част-

ный интеграл) дифференциального уравнения. 

5.1. ( ) 0)0(;022
2

==−+ ydydxxyxex .       

5.2. .2)2( 2 yyyx =−                  5.3. .sin 2yyxxy =+      

5.4. .2)2( yyxe y =−                   5.5. .ln4)2( ydyydxdyyx +=+  

5.6. .0
cos

1
=








−+ dx

x
ytgxdy            5.7. ( ) .02 4 =−+ xdydxyx  
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5.8. .2 xexyy =+                              5.9. .
3 2yx

y
y

−
=  

5.10.  ( ) .11;
2

2 ==+ yx
x

y
y  5.11. ( ) .1;

1
eye

x

x

x

y
y x =

+
=+  

5.12. ( ) .11;3 ==+ yx
x

y
y  5.13. ( ) .41;

12
3

=−=− y
xx

y
y  

5.14. ( ) .
1

;sin


 ==+ yx
x

y
y  5.15. ( ) .

6

5
1;

2 3 −
==+ yxy

x
y  

5.16. .
2

1

4
;cos2 =








=+


yxytgxy        

5.17. .4)2(;12)1( 2 =−+=+− yxxyyxx  

5.18. .0)0(;2sin
2

1
cos ==+ yxxyy  

5.19 .
2

3
)1(;2

2

2 =−+=
+

− yxx
x

y
y        

5.20. .1)0();1(
1

1
=+=

+
− yxe

x
y x         

5.21. .1
2

;sin =







=−


yxx

x

y
y  

5.22. ( ) .11;
ln

2 =−=− y
x

x

x

y
y                

5.23. ( ) .
3

2
0;

1

2

1

2
22

=
+

=
+

+ y
x

x
y

x

x
y       

5.24.  ( ) .31;1
1

2 2

2
=+=

+
− yx

x

xy
y  

 

 

6. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Уравнение Бернулли имеет вид 

     
dy

dx
 + p (x)y=q (x)yn,                                      (6.1) 

где  n – любое действительное число, n   0, n   1. 

Уравнение Бернулли (6.1) подстановкой 
nyz −= 1

 сводится к реше-

нию линейного уравнения (для функции z). 

При делении на  yn , если  n > 0, может потеряться решение  y = 0. 

Это решение будет частным, если  n > 1 и может быть особым, если  

0 < n < 1.  
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Замечание. Уравнение Бернулли можно решить, не прибегая к деле-

нию на  yn  и сведению уравнения к линейному, а применяя подстановку  

y = u·v. 

 

2. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения yxyyx 24 =− . 

Решение. Разделим обе части уравнения на х: yxy
x

y =−
4

.  

Это уравнение Бернулли. Здесь 
2

1
,)(,

4
)( ==−= nxxq

x
xp . Преобразуем 

уравнение, разделив его на y : xy
xy

y
=−

 4
.  

Положим  yz = , тогда z
y

y

y

y
z =


= 2,

2
. Следовательно, 

xz
x

z =−
4

2  или 
2

2 x
z

x
z =− .  Отсюда  


 −

+= dxe
x

eeCz
dx

x
dx

x
dx

x

222

2
 

или  

 +=+= xxxC
x

dx
xxCz ln

2

1

2

2222  

,ln
2

1
2

222








+== xxxCzy  

0=y  – особое решение. 
 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

y + 2exy = 2ex y. 

Решение.  Для данного уравнения  n  =  
1

2
 . Решим его методом  

Бернулли, с помощью подстановки: y = u·v,    y  =  u·v  +  u·v. 

u·v  +  u·v  + 2exu·v  = 2ex y.  

    u·v  +  u(v  + 2exv)  =  2ex y.  

Приравниваем скобку к нулю и решаем получившееся уравнение: 

dv

dx
 = – 2 exv,           

dv

v
 = – 2 exdx,   

 
dv

v
 = – 2 exdx,       ln |v | = – 2 ex. 
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Произвольную константу считаем равной 0,  поскольку нас интере-

сует только одно частное решение  v = e– 2 ex

 . 

Теперь получаем новое уравнение 

u·e– 2 ex

= 2ex y       u= 2 exe
2ex

 
xeue 2− . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделяем  

переменные и интегрируем 

xexee
u

du
2= ;      122 Ceeu

xex += ;  2)( Ceeu
xex += . 

Ответ:  y = u·v=e– 2 ex
2)( Cee

xex + .  

 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее решение (общий интеграл) или частное решение (част-

ный интеграл) дифференциального уравнения. 

6.1. .
1 2

yxy
x

x
y =

+
+                6.2. .33 xyyxy −=  

6.3. .22 33yxxyy =+                   6.4. .1)1(;ln2 ==+ yxyyyx  

6.5. .03 32 =++ xyyy                 6.6. .0)0(;2 ==− yxyyy  
6.7. .0)0(;2 ==− yyyyx          6.8. .0)0(;2 ==+ yxyyyx      

6.9. .
2sincos

2
2 yayx

x

dy

dx

+
=         

6.10. .3)1(;ln)(3 2 ==+ yxyyyx  

6.11. .1)1(;ln)2(ln2 =+−=− yxxyyyx        

6.12. .1)0(;223
222 −==+ −− yexyxyy x

 
6.13. .2)0(;)1()(2 2 =+=+ − yyexxyy x

        
6.14. .3)1(;)(3 2 ==+ yxyyyx  

6.15. .2)0(;22 33 ==+ yyxxyy  

6.16. .
2

1
)0(;2 2 ==− yxyyy  

6.17. .1)1(;ln2 ==+ yxxyyyx  

6.18. .0)0(;)(9 3

2

252 =+=− yyxxyxy         

6.19. .1)0(;)cos32(cos32 12 =+=+ − yyxexy x  

6.20. .1)0();sin1(coscos2 1 =+=+ − yxxyxyy  

6.21. .
2

1
)1(;)35(32 32 =+−=− yyxyyx
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6.22. .1)0();1(44 3423 −=−=+ yxeyyxy x

  

6.23. .
22

1
)1(;)1220(32 32 =+−=− yyxyyx

 
6.24. .1)0(;)1(44 2433 =+=+ − yyexyxy x

 
 

 

7. УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Пусть дано уравнение  P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 .   Если левая часть 

уравнения представляет собой полный дифференциал некоторой функции 

двух переменных, то оно называется уравнением в полных дифференциа-

лах. Это уравнение является уравнением в полных дифференциалах тогда и 

только тогда, когда выполняется условие 

       
y

P




 = 

x

Q




.                                           (7.1) 

Условие (7.1) называют условием полной дифференцируемости. 

Так как в этом случае уравнение принимает вид dU(x,  y)= 0, то об-

щим интегралом будет  U(x,  y)= С ,  где функция  U(x,  y) удовлетворяет 

двум условиям:  U/x =  P(x,  y),       U/y =  Q(x,  y).  

Функция U(x,  y)  восстанавливается следующим образом. Из первого 

условия находим  

 U(x,y)=P(x,y)dx +(y),                      (7.2) 

где    (y) – некоторая функция, которая предполагается дифференцируе-

мой. Найдем теперь от обеих частей равенства (7.2) частную производную 

по  y  и заменим   U/y  на  Q: 

Q(x,y)=
у






P(x,y)dx  +(y)    (y) =Q(x,y)–  

у






P(x,y)dx .  

Находим функцию  (y)  и подставляем в (7.2). 

Замечание. Решение уравнения в полных дифференциалах можно 

найти, пользуясь криволинейными интегралами. Функция U(x,y) будет 

равна 

U(x,y)=  +
),(

),( 00

),(),(
yx

yx
dyyxQdxyxP +С, 

где  (x0,y0) – произвольная фиксированная точка из области определения 

уравнения (в этой точке должно быть задано поле направлений).  
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Общий интеграл может быть записан записать в одном из следую-

щих видов: 

 x

xo

P(x,y)dx +

 y

yo

Q(x0,y)dy = С ,        

 x

xo

P(x,y0)dx +

 y

yo

Q(x,y)dy = С  . 

 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти общее решение уравнения  

01
2222
=

−
−














−

− yx

ydy
dx

yx

x
. 

Решение.   P(x,y) = 1
22
−

− yx

x
;   Q(x,y)=

22 yx

y

−
− . 

Проверим, является ли это уравнение уравнением в полных диффе-

ренциалах. Для этого найдем 
( )322 yx

xy

y

P

−

=



;  

( )322 yx

xy

x

Q

−
=




 т.е.  

x

Q

y

P




=




, следовательно, это уравнение есть уравнение в полных диффе-

ренциалах и его общий интеграл можно найти по формуле  

  =+
x

x

y

y

CdyyxQdxyxP
0 0

),(),( 0 , 

где ),( 00 yx некоторая точка из области задания уравнения. 

Возьмем ,  00 =y . Тогда общий интеграл 

( ) =
−

−













−

−

yx

C
y

ydy
dx

yx

x

0
2

1
22

;
1

1  

( ) ;1
01
|| 222 Cyxyx
yx =−+−−  

;1111 2222 Cyyxyx =−−++−−−−  

Cxyx =−− 22 – общий интеграл уравнения. 

Общий интеграл можно найти и другим способом. Так как  

dy
y

u
dx

x

u
dyyxQdxyxPdU




+




=+= ),(),( , 
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то, интегрируя по x коэффициент при dx, получим 

),(1),(
22

ydx
yx

x
yxU +














−

−
=   

где )(y некоторая функция, зависящая только от  у. 

).(),( 22 yxyxyxU +−−=  

Дифференцируя по у и приравнивая коэффициент при dy, получим 

2222
)(

yx

y
y

yx

y

−
−=+

−
−  , 

откуда 0)( = y , а тогда 1)( Cy = , 1
22),( CxyxyxU +−−= . Полагая 

CyxU =),( , найдем общий интеграл: .22 Cxyx =−−  

 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее или частное решение (общий или частный интеграл) 

дифференциального уравнения. 
 

7.1. ( ) .0)2(2 2222 =+++ yyxyyxx  

7.2. .1)1(;0
32
4

22

3
==

−
+ ydy

y

xy

y

xdx
   

7.3. ( ) ( ) .09264 232 =−+− xdxxyydyxy  

7.4.  ( ) .0)46(63 3222 =+++ dyyyxdxxyx  

7.5. ( ) .0)2(sec22 =+++ dytgxxydxxyy  

7.6. .0)cos()sin3( 32 =−++ dyyxdxxyx  

7.7. .0
3

2
2

2

2 =









−+








+ dy

y

x
yxdx

y

x
xy  

7.8. .0
2222
=

+
−














+

+ yx

xdy
dxe

yx

x x  

7.9. .0
231

34

2

2
=−










+ dy

x

y
dx

x

y

x
 7.10. ( ) .0ln3 =++ dyxydx

x

y
 

7.11. .0
2

2

=
+

− dy
y

yx

y

dx
 7.12. .0

1
2

=
+

− dy
x

xy
dx

x

y
 

7.13. .0
1

2
=−








+ dy

x
dx

x

y
xex  7.14. .0)(cos =++ dyxeydxe yy

 

7. 15. .0sin
sin

cos
5

sin

1
10 32

2

2 =







−++








− dyyy

y

yx
xdx

y
xy  
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7.16. .0
1

sinsin
1

coscos =







+++








+− dx

x
xyydy

y
xyx  

7.17. ( ) .1)1(;012 22 ==−−−+ ydyyxdxyxx  

7.18.  ( ) .0)0(;0cos22sin1 22 ==−+ yxdyydxxy  

7.19. .0
111

22222
=














−+

+
+














++

+
dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x
 

7.20. .0)0(;0cos)cos(sin 2 ==++ yxydyxdxxxyxy  

 

7.21. .0)cos(2))cos(22(sin =+−+− dyyxdxyxx  

7.22. .0
2222

=














+
++














+

+
dy

yx

y
xdxy

yx

x
 

7.23. .0)32()323( 23 =+++++ dyyxxdxyyx  

7.24. .02cos
1

cos
2

=







+− dyy

x

y

x
dx

x

y

x

y
 

 

 

8. ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Предположим, что мы имеет уравнение                         

     P (x, y)dx + Q (x, y)dy = 0,                      (8.1)  

которое не является уравнением в полных дифференциалах. Функция  

=(x,y)  называется интегрирующим множителем уравнения (8.1), если  

после умножения на нее, уравнение станет уравнением в полных диффе-

ренциалах 

 (x, y) P (x, y)dx + (x, y) Q (x, y)dy = 0. 

Можно показать, что функцию  (x, y)  можно найти из уравнения 

   Q 


x
 – P



y
 =






P

y
 – 
Q

x
 .                                  (8.2) 

Уравнение (8.1) имеет интегрирующий множитель =(x), который 

зависит только от  x, когда 

1

Q
 







P

y
 – 
Q

x
 =(x). 

В этом случае = Ce(x)dx. Взяв C=1, получим    = e(x)dx. 



25 

Аналогично, если интегрирующий множитель зависит только от y, 

мы можем найти его по формуле 

= e(y)dy. 

Для этого должно быть выполнено условие 

–
1

P
 







P

y
 – 
Q

x
 =(y). 

В общем случае, если     

)(
)/()/(

//





−

−

yPxQ

xQyP
, 

где ω− заданная функция от х и у, то неизвестную функцию =(x,y), 

можно найти по формуле 

= e
(ω)dω. 

 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти общее решение уравнения  

(2xy2 – 3y3) dx + (7   – 3xy2) dy = 0, 

приведя его к уравнению в полных дифференциалах и зная, что оно имеет 

интегрирующий множитель вида =(x) или =(у). 

Решение. Проверим, существует ли интегрирующий множитель вида 

=(x). Найдем 

1

Q
 







P

y
 – 
Q

x
 = 

−

+−
2

22

37

394

xy

yyxy
 (x). 

Следовательно, данное уравнение интегрирующего множителя вида 

=(x) не имеет. Попробуем найти интегрирующий множитель вида 

=(у). 

–
1

P
 







P

y
 – 
Q

x
 = −=

+−

−

yyxy

yxy 2

32

64
22

2

(y). 

= e
(y)dy=

2

ln2
2

y

C
Cee

ydy
y ==

−− . 

В качестве С мы можем взять С = 1.  Умножив уравнение на 
2

1

y
,   

получим уравнение в полных дифференциалах 

(2x – 3y) dx + (7/y2   – 3x) dy = 0. 

Его общий интеграл имеет вид  x2 – 3хy −7/y = C. 
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При умножении на интегрирующий множитель мы могли потерять 

решение у = 0. Эта функция является решением уравнения, но это частное 

решение; оно содержится в общей формуле при С = ∞. 
 

Пример 2. Найти общее решение уравнения  

(tg(x + y) + x) dx + x dy = 0. 

Решение. Так как под знаком тангенса присутствует выражение 

x + y, то попробуем найти интегрирующий множитель, зависящий от x + y. 

ω = ω(x + y).       1/,1/ == yx  . 

)()(
)(

1
)(cos

1

)/()/(

// 2




=+−=
+−

−
+

=
−

−
yxtg

yxtg

yx

yPxQ

xQyP
. 

Тогда = e
(ω)dω = )cos( yxC + . Можно взять = cos(x+y). Умножая 

исходное уравнение на  ,  получим 

(sin(x + y) + x cos(x+y)) dx + x cos(x+y )dy = 0. 

Общий интеграл этого уравнения     хsin(x + y) = С. 
 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее решение уравнения дифференциального уравнения, 

приведя его к уравнению в полных дифференциалах и зная, что оно имеет 

интегрирующий множитель вида =(x) или =(у). 

8.1. 2xyln ydx +(x2 + y2 12 +y ) dy = 0.  

8.2. (x2 + y) dx  – x dy = 0. 

8.3. (2xy2 – y) dx + (y2 + x + y) dy = 0.  

8.4. 011 =







−+








+ dy

y

x
dx

y

x
. 

8.5. (x + sin x + sin y)dx + cos ydy = 0 

8.6. (xy2 + y) dx  – x dy = 0. 

Решить уравнения с помощью интегрирующих множителей одного 

из видов: =(x + y), =(xy), =(x2 + y2), =(x2 − y2). 

8.7. (x2y3 + y) dx + (x3y2 −x) dy = 0. 

8.8. 04
1

4
1

2222
=








−

−
+








+

−
dy

yx
ydx

yx
x . 
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8.9. 03
)(

1
2

)(

1
22

=







++

+
+








+

+
dyxy

yx
dxy

yx
. 

8.10. (x2 + y) dy + (x −xy) dx = 0. 

8.11. xdx + ydy + x(xdy –ydx) = 0. 

8.12. (x2  − y2 + 1)xdx + (x2  − y2)y dy = 0. 

  
 

9. ОДУ-1, НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ  

ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

ОДУ-1 не разрешенное относительно производной имеет вид 

    F(x, y, y) = 0.                                       (9.1) 

Уравнения вида (9.1) желательно разрешить относительно производ-

ной. Это часто удается для уравнения п-ой степени. 

Уравнением первого порядка n-ой степени называется уравнение  

вида 

  yn + A1(x, y)yn – 1 + … + An – 1(x, y)y+ An – 1(x, y) = 0 .     (9.2) 

Если это уравнение получится разрешить в элементарных функциях 

относительно  y, то мы можем получить несколько уравнений вида 

      y= fk (x, y), (k=1,…,m, mn).                             (9.3) 

Предположим, что для каждого из уравнений (9.3) найден общий  

интеграл 

k (x, y) = C , 

тогда общим интегралом уравнения (9.2) является 

(1(x, y) – C) (2(x, y) – C) …  (k (x, y) – C) = 0 .  

Особым решением уравнения (9.2) может быть только его дискрими-

нантная линия. Дискриминантная линия для уравнения (9.1) находится 

следующим образом. Запишем систему 




 
F(x, y, y)=0,

Fy(x, y, y)=0.
 

Исключая  y, получим уравнение вида  (x,y)=0. Оно задаёт  

дискриминантную линию уравнения (9.1). Дискриминантная кривая мо-

жет оказаться одной точкой, а может оказаться особым решением или 

просто кривой. 
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Однако не всегда уравнение (9.1) разрешается относительно произ-

водной, а если и разрешается, то полученные уравнения не всегда легко 

интегрируются. Поэтому уравнение (9.1) часто решают методом введения 

параметра.  

Предположим, что уравнение (9.1), не разрешенное относительно 

производной, допускает параметрическое представление   

   x =(u,v), y =(u,v), y=(u,v),                       (9.4) 

где  u,  v – параметры. Тогда его можно свести к уравнению, разрешенному 

относительно производной. Подставим (9.4) в основное дифференциальное 

тождество  dy = ydx: 



u
du +



v
dv=(u,v) 









u
du +



v
dv  . 

Теперь можем выразить из этого уравнения     

    
dv

du
= f(u,v).                                               (9.5) 

Предположим теперь, что найдено общее решение в явном виде 

уравнения (9.5):  v = w(u,C). Тогда мы можем выписать общее решение 

уравнения (9.1) в параметрическом виде: 

x =(u,w(u,C)), y =(u,w(u,C)). 

Если уравнение  (9.5)  имеет особое решение  v =  w1(u), то решение 

x =(u,w1(u)), y =(u,w1(u)) 

может оказаться оcобым решением уравнения  (9.1). 

Если уравнение  (1)  можно разрешить относительно  x  или  y, то за 

параметры можно взять оставшиеся переменные.  

I случай.  Пусть удалось разрешить (9.1) относительно  y:  

y =(x,y). 

Тогда за параметры берём  x  и  y, причём введём обозначение  y= p.  

y =(x,p), y= p. 

Подставляя это в основное дифференциальное тождество  dy = ydx,  

получаем  

        


х
dx +



p
dp = pdx.                                  (9.6) 

Допустим, что мы нашли его общее решение p = p(x,C). Тогда, под-

ставив его в первое уравнение, получаем общее решение  

y =( )x, p(x,C)  . 
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Если мы нашли общее решение уравнения (9.6) в виде x = x(p,C), то, 

подставив его в первое уравнение, получаем общее решение в параметри-

ческой форме:  

x = x(p,C),    y =( )x(p,C),p  . 

Если уравнение (9.6) имеет особое решение  p = p(x), то  y =(x,p(x))  

может быть особым решением уравнения (9.1). 

II случай. Пусть уравнение (9.1) удалось разрешить относительно  x:  

     x =(y,y).                                        (9.7) 

Тогда параметрическое представление выглядит так: 

x =(y,p), y= p. 

Подставляя это в основное соотношение,  получаем: 

        dy = p








y
dy +



p
dp  .                                    (9.8) 

Допустим, что мы нашли общее решение этого уравнения: p = p(y,C). 

Тогда, подставив его в первое уравнение , получаем общее решение  

x =( )y,p(y,C)  . 

Если мы нашли общее решение уравнения (9.8) в виде y = y(p,C), то, 

подставив его в первое уравнение, получаем общее решение в параметри-

ческой форме:  

x =( )y(p,C),p  ,    y = y(p,C). 

Если уравнение (9.8) имеет особое решение  p = p(y), то  x =(y,p(y))  

может быть особым решением уравнения (9.7). 

Частные случаи. 1. Рассмотрим уравнение вида 

     F (y)  =  0 .                             (9.9) 

Пусть  y= ak , k=1,2,… есть действительные решения уравнения 

(9.9), тогда находим решения   y = akx + C    ak=
y – C

x
 . Подставляем в (9.9) 

и получаем общий интеграл 

F 







y – C

x
 = 0 .  

2. Рассмотрим уравнение, не содержащее искомой функции: 

      F(x,y) = 0 .                           (9.10) 
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Если оно оказывается разрешимым в элементарных функциях отно-

сительно y, т.е  y=  fk
 (x), k=1,2…, то мы можем выписать решения в яв-

ном виде: 

y =  fk
 (x)dx + C , k=1,2…. 

Кроме этого, могут существовать решения вида  x=a, которые могут 

оказаться особыми.  

Если уравнение (9.10) неразрешимо относительно y, то можно попы-

таться подобрать такие функции   (t), (t), что  F((t),(t))0. Тогда 

уравнение можно переписать в виде 

       x =(t), y=(t).                                   (9.11) 

(9.11) это параметрическое представление уравнения (9.10). 

Допустим, что уравнение допускает параметрическое представление. 

Тогда мы можем найти  dx =(t)dt  и подставить это в основное диффе-

ренциальное тождество dy = ydx: 

dy =(t) (t)dt. 

Отсюда получаем  y =  (t) (t) dt + C . Теперь записываем уравнение 

интегральных кривых в параметрическом виде: 





 
x =(t),

y = (t)(t)dt + C .
 

3. Рассмотрим теперь уравнение, не содержащее независимой пере-

менной: 

       F(y,y) = 0 .                             (9.12) 

Предположим, что это уравнение разрешимо относительно  y:  

y= fk(y), k=1,2…. Тогда оно имеет общий интеграл 

 
dy

fk (y)
 = x + C , k=1,2…. 

Если имеет место равенство  F(a,0) = 0 , то уравнение имеет решение  

y = a ,  которое может оказаться особым. 

Если не удаётся разрешить (9.12) относительно  y, то можно попы-

таться найти параметрическое представление y =(t), y=(t). 

Подставим это в основное дифференциальное тождество dy=ydx: 

(t)dt =(t)dx      
dx

dt
 =

(t)

(t)
 . 
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Отсюда получаем общий интеграл в параметрической форме: 






 
x = 

(t)

(t)
 dt + С ,

y =(t).
 

 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти общий интеграл уравнения  

y2 –








2x +
1

y
y+

2x

 y
= 0. 

Решение. Это уравнение вида (9.2). Разрешив его относительно  y,  

получаем:  

y= 2x  или  y=
1

 y
 . 

Отсюда находим два общих интеграла 

y – x2 = C, x –
y2

2
 = C. 

Их можно записать вместе с помощью одного уравнения:  

( )y – x2 – C








x –
y2

2
 – C  = 0. 

Область определения уравнения: 








2x –
1

y
 
2

0 , y ≠ 0 .  Первое неравен-

ство выполнено всегда. Дискриминантная кривая (гипербола) имеет урав-

нение   

2x –
1

y
 = 0     y =

1

2x
 . 

На рисунке 2 изображены два 

семейства решений. Выделены точки 

дискриминантной линии.  

В этих точках уравнение опре-

деляет только одно направление, но 

через них проходит по два решения. 

Дискриминантная кривая не является 

решением уравнения. 

 
 

Пример 2. Найти общий интеграл уравнения  

y2 – 2y + 1 – y + x = 0. 

рис. 2. 
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Решение. Поскольку уравнение можно переписать как   

(y – 1)2 = y – x, 

то область определения уравнения задается неравенством y – x  0. Эта  

область изображена на рисунке 3. Разрешив данное уравнение относитель-

но  y,  получаем:  

y= 1 + y–x    или  y= 1 – y–x  . 

Подстановкой можно убедиться, что имеем два семейства инте-

гральных кривых: 

y = x +
(x + C)2

4
  (x–C),  y = x +

(x + C)2

4
  (x–C). 

Каждое из решений представляет собой ветвь параболы. По одной 

кривой из каждого семейства сливаются вместе в одну кривую. Дискрими-

нантная кривая  y = x  является особым решением (рисунок 4). Действи-

тельно, подстановка в уравнение даёт тождество, и уравнения при  y = x   

определяют только одно направление  y= 1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 3. Найти общий интеграл уравнения  

y3 + y2 – y+ 1 = 0 .  

Это уравнение вида (9.9). Мы сразу можем выписать общий  

интеграл: 







y – C

x

3

+






y – C

x

2

–
y – C

x
+ 1 = 0 .  

 

Пример 4. Найти решение уравнения  

y2 + x2 – 4 = 0 .  

Решение. Очевидно, подстановка  x = 2cos t,   y = 2sin t  обращает 

данное уравнение в тождество. По основному дифференциальному тож-

деству 

рис. 3 рис. 4 
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dy = –4sin2t dt,  

y = –4sin2t dt = –4
1 – cos 2t

2
 dt = – 2t + sin 2t + С . 

Общее решение: 




 
x = 2cost,

y = – 2t + sin 2t + С .
 

 

Пример 5. Найти решение уравнения  

y = y2 + 1  .  

Решение. Очевидно, подстановка  y=ch t, y= sh t  обращает данное 

уравнение в тождество. Тогда  sh t dt = sh t dx    dx/dt = 1. Получаем общее 

решение 





 
x = t + С ,

y = cht.
 

 

Выразим  t  из первого уравнения и 

подставим во второе: y = ch(x – C). Полу-

чаем семейство равных друг другу инте-

гральных кривых, получающихся из од-

ной  y = chx  сдвигом (рисунок 5). 

Напомним, что график гиперболического 

косинуса является цепной линией. Кроме 

этого, уравнению удовлетворяет  y= 0 ,  

y = 1 . Это есть особое решение. 
 

3. Задания для практических занятий 
 

Разрешив уравнения относительно y, построить полные решения. 

9.1.  yxyxyy +=+ 22 . 

9.3. 22 82 xyxy =− . 

9.5. 042 =− yy . 

9.7.  0
2

2 =−
a

xy
y . 

9.2. 0)2(3 =++ yexy . 

9.4. 0
4

13 =− y
x

y  

9.6.  0222 =− yxy . 

9.8. 4224 2 yyyy −=− .

Путем введения параметра построить полное решение следующих 

уравнений. 

9.9. yeyy
= 2 . 9.10. 0)(2 =−++ yyaxy . 

9.11. 0cossin =−+ yyyy . 9.12. 025 24 =+− yyy . 

9.13. 0sinln =−+ xyy . 9.14. 05cossin =−+ yyy .                          

x 

y 

1 

рис. 5 
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9.15. 0sin =− yy . 9.16.  yyx += 12 .                            

9.17.  0ln =− xyy . 9. 18. 02 32 =+= yyy . 

9.19. 
2

2
2 x

yxyy +−= . 9.20. 22 /2/ xyyxy += . 

9.21. 084 22 =+− yyxyy . 9.22. 22 /ln)/( yyyyyx −= . 

 

 

10. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА И КЛЕРО 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Уравнение вида 

   y =(y) x +(y)                                      (10.1) 

называется уравнением Лагранжа. Рассматриваем случай, когда (y)  не 

равно тождественно y. Параметрическое представление уравнения  имеет 

вид: 

y =(p)x +(p) ,  y= p. 

Подставив это в основное дифференциальное тождество dy = ydx,  

получим линейное уравнение относительно неизвестной функции  x=x(p).  

dx

dp
 +

(p)

(p) – p
 x=

(p)

p –(p)
 . 

Решив его, найдем общее решение уравнения Лагранжа в параметри-

ческом виде. 

Если уравнение   (p) – p = 0  имеет действительные корни  p1,…, pk , 

то подставляя их в первое из записанных  уравнений и принимая во внима-

ние, что (p) – p = 0 , получаем уравнения прямых   

y = pix +(pi), i = 1,…,k. 

Эти прямые всегда являются решениями уравнения Лагранжа. Также они 

могут быть особыми решениями. 

Уравнение вида 

   y = xy+(y) .                                        (10.2) 

называется уравнением Клеро.  

Его интегрируют по той же схеме, что и уравнение Лагранжа: 

y = xp +(p) ,  y= p. 

В результате общее решение получаем в виде  

    y = xС+(С) .                                      (10.3) 
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Особое решение найдем как дискриминантную кривую для семей-

ства прямых  (10.3): 




 
y = xС+(С) ,

0 = x+(С) .
 

Из второго уравнения находим x = –(С), и подставляя в первое по-

лучаем y = –(C)C +(C) .  

Итак, общее решение уравнения Клеро получается заменой в по-

следнем y на С, а особое решение ищется как огибающая семейства пря-

мых, составляющих общее решение. 
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти общее решение и особые решения уравнения 

y = x – 
4

9
 y2 + 

8

27
 y3. 

Решение. Параметризация уравнения: 

     y = x – 
4

9
 p 2+ 

8

27
 p3,    y= p.                              (10.4) 

Подставляем её в основное дифференциальное тождество dy=ydx:  

dx +








–
8

9
 p +

8

9
 p2

 dp = pdx     –
8

9
 p( )1 – p  dp = ( )p – 1  dx      

(1 – p)dx –
8

9
 p( )1 – p  dp = 0       (1 – p)









dx –
8

9
 pdp  . 

Уравнение распадается на два уравнения: 

  dx – 
8

9
 pdp = 0  или   1 – p = 0.                   ( 10.5) 

Из первого уравнения находим   x =
4

9
 p2+С .  Подставляем это в пер-

вое из уравнений (10.4) и получаем общее решение в параметрической 

форме:  x =
4

9
 p2+С ,  y =

8

27
 p3+С .   

Исключая параметр  p,  получаем общий интеграл 

(y – C)2 = (x – C)3. 

Второе из уравнений (10.5) даёт p = 1 ,  y = x –
4

27
 .  Это будет особое 

решение.  
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Пример 2. Найти общее решение и особые решения уравнения 

y2– xy+ y = 0 .  

Решение. Это уравнение является квадратным относительно  y,  

и одновременно это есть уравнение Клеро. Перепишем его так: 

y = xy– y2. 

Общее решение: 

  y = Cx – C2.                                              (10.6) 

Найдём дискриминантную кривую для семейства прямых  (10.6): 





 
y = Cx – C2,

0 = x–2С.
 

Отсюда x = 2C, y = C2.  Исключая  С,  получаем уравнение в явном виде: 

y =
1

4
 x2. Для исходного уравнения  (p) = – p2,  (p) = – 2  не меняет знак. 

Поэтому дискриминантная кривая является огибающей.  
 

3. Задания для практических занятий 
 

Проинтегрировать следующие уравнения. 

10.1. yyxy =+ 4 . 10.2. 
y

ytgyxy


+−=
cos

1
)( . 

10.3. yyyxy +−= lnln)ln1( . 10.4. 
yey eyeyxy


+−=
− 2)( . 

10.5. 32 2yyxy −= . 10.6.  2/1/ yyyx += . 

10.7. yyxy += sin2 . 10.8.  2yyxy += . 

10.9. 22 yyxy += . 10.10. 2/ yayxy += . 

10.11. 2yyyxy −+= . 10.12. )(33 yyxy −= . 

10.13. )4(2 2 += yxyy . 10.14. 2)1( yyxy ++= . 

10.15. Найти кривую, касательные к которой отсекают на осях коор-

динат отрезки, составляющие в сумме 2а. 

10.16. Найти кривую, касательная к которой образует с осями коор-

динат треугольник площадью 2а2. 
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11. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ,  
ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА 

 

1. Основные теоретические сведения 
 

I. Простейшие дифференциальные уравнения 

Простейшее дифференциальное уравнение имеет вид  

y(п) = f(x). 

Его общее решение можно найти последовательным интегрированием 

у =   
  

… 



 f(x)dx  … dx  dx  dx + C1

xn – 1

(n–1)!
 x + C2

xn – 2

(n–1)!
 + …+ Cn. 

 

II.  Дифференциальные уравнения, которые не содержат в яв-

ном виде искомую функцию и ее производные до порядка k−1 вклю-

чительно.   
Такие уравнения имеют вид 

F(x, y(k), … , y(n)) = 0 . 

Обозначим  y(k) = z (x). Тогда  y(k + 1) = z(x),…, y(n) = z(n – k )(x).  Мы получаем 
дифференциальное уравнение (n – k)-го порядка  

F(x, z, … ,  z(n – k )) = 0 . 

Если уравнение первоначальное уравнение было уравнением  
2-ого порядка, то сделав указанную замену, мы придем к уравнению пер-
вого порядка. 

III. Дифференциальные уравнения, которые не содержат в явном 

виде переменную   x .   

Такие уравнения имеют вид  F(y, y, … , y(n)) = 0 . В этом случае поря-

док уравнения можно понизить на единицу подстановкой  y= z(y). Полу-

чается, что  z − это сложная функция  и по правилу дифференцирования 
сложной функции 

y= (y)= z x = z y · yx = z y ·z , 

y′= (y′)= (z y ·z)′x =( z y ·z)′y ∙ y ′ x = zyy ∙ z 2 +(z′y)
2 ∙ z . 

Аналогичные выражения получаем для производных более высокого  
порядка. 
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти частное решение дифференциального уравнения  

y=sin x,  удовлетворяющее начальным условиям  y(0)=0, y(0)=1. 

n 
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Решение.       y=  sin x dx =− cos x + C1, 

y= (− cos x + C1)dx =− sin x + C1x + C2. 

Мы нашли общее решение. Подставляем теперь в него начальные 

данные. 

0=− sin 0 + C1·0 + C2 ,       1 =− cos 0 + C1. 

Получаем систему линейных уравнений относительно неизвестных  C1 

и  C2, из неё находим C1=2, C2=0 . Подставляем эти значения в общее  

решение, получим частное решение  y=− sin x + 2 x . 

Пример 2.  Найти общее решение дифференциального уравнения 

y=
y

x+4
 . 

Решение. Это уравнение в явном виде не содержит искомую функ-

цию у=у(х).  Обозначаем  y= z (x), тогда  y= z (x). Получаем дифференци-

альное уравнение 

z=
z

x + 4
          

dz

dx
 =

z

x + 4
 . 

Решаем его:   

dz

z
 =

dx

x + 4
 ,           ln |z |= ln |x+4 |+C0. 

eln |z | = eln |x + 4 | + C0,         |z | = |x+4 | ·eC0,     z=eC0(x+4). 

Мы можем обозначить  eC0, как новую постоянную  C1 (C1≠0). Итак, 

z=С1(x+4). 

Теперь решаем уравнение   

y= С1(x+4). 

dy

dx
 =С1(x+4),      dy = С1(x+4)dx,     y = С1 (x+4)dx,  

y = С 1

(x+4)2

2
 + C2. 

Величина  C1/2 − это тоже постоянная величина, которую снова 

можно обозначить как  C1. Заметим, что при делении на z мы теряем реше-

ние у=С, которое можно включить в формулу общего решения при C1=0. 

Общее решение имеет вид  y = С1(x+4)2 + C2. 

Пример 3.  Найти частное решение дифференциального уравнения 








=
=

=++

.2)0(

;1)0(

;02 42

y

y

yyyy
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Решение. Это уравнение второго порядка, не содержащее независи-

мой переменной. Порядок уравнения можно понизить, сделав замену 

yp = ,  где )(ypp =  – новая неизвестная функция. Тогда ppy =  и полу-

чим уравнение 

02 42 =++ ppppy . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Решаем его 

.0
2

42
=+

+ y

dy

pp

pdp
 (y=0; p=0?). 

;
2

42
C

y

dy

pp

pdp
=+

+
     ;||ln

2
ln

2

2

Cy
p

p
=+

+
 

;
1

||
2

|2
ce

p

yp
=

+
    ;

1
22

2

yC
p

p
=

+
   )

1
( 1 ce
C = ;    

1

1

1 −
=

yc
p . 

Согласно произведенной замене  

1

1

1
−

=
yc

y ; 1
1
− yc  dy= dx;     

2

3

1

1

)1(
3

2
CxyC

C
+=−− . 

Учитывая начальные условия, найдем 1C  и 2C . Так как 1)0( =y , то 

2

3

1

1

)1(
3

2
CC

C
=− .  Далее, ,2)0( =y тогда 

1

1
2

1 −
=

C
, .

4

5
1 =C  

Подставляя 
4

5
1 =C ,  имеем 

15

1
2 =C .  Поэтому 

5

4
)115(

15

1
3

2

++= xy   −  

искомое решение. 

Потерянные решения ,0=y  а также 0=p  или Cy =   не удовлетворя-

ют начальным условиям.  
 

3. Задания для практических занятий 
 

Проинтегрировать уравнения или найти частное решение, удовле-

творяющее поставленным начальным условиям или граничным условиям. 

11.1. 2+= xy .   11.2. xy sin= . 

11.3. .0)1(;0)1(;2 ==−= yyy    11.4. .0)0(;0)0(;6 ==−= yyxy  

11.5. .0)0(;0)0(;0)0(; ==== − yyyey x    11.6. .1)2(;0)1(;1 === yyy  

11.7. 0=− IVV yxy .                                     11.8. 
x

y
y IV 

= . 

11.9. 0)1( =++ yyx ; 2)0(,1)0( == yy .     11.10. 38yy = . 
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11.11. .)(( 22 yyx =   11.12. 022 =+ yyy . 

11.13. 1)(2 2 −= yyyx .  11.14. 2)(yy = .   

11.15. yyxy =+ 2)( 3 .                                 11.16. 12 =+ yxyx  

11.17. 4)4(;1)4(;32 3 === yyyy   11.18. 022 =+ yxctgy . 

11.19. 0643 =+yy ; 2)0(;4)0( == yy .  11.20. yyx = 2tg . 

11.21. 134 =+ yxyx .  11.22. .2
1

2
2

xy
x

x
y =

+
+  

11.23. .4)1(;1)1(;32 3 === yyyy  11.24. 123 =+ yxyx .          

11.25. ;2)0(;14 42 =−= yyyy  
22

1
)0( =y . 

11.26. .2)0(;1)0(;128 3 === yyyy    

11.27. .4)1(;
2

)1(;cossin32 3 === yyyyy


               

11.28. .
2

1
)0(;

2

2
)0(;1164 43 ==−= yyyyy  

11.29. .1)3(;1)1(;7)3(;0493 −==−==+ yyyyy       
 

 

12. УРАВНЕНИЕ F(x, y, y,… , y(n)) = 0 ,  

ЛЕВАЯ ЧАСТЬ КОТОРОГО  

ЯВЛЯЕТСЯ ОДНОРОДНОЙ ФУНКЦИЕЙ  

ОТНОСИТЕЛЬНО у, у′,…,у(п).  

УРАВНЕНИЕ, ЛЕВАЯ ЧАСТЬ КОТОРОГО  

ЯВЛЯЕТСЯ ТОЧНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

1. Если дано уравнение, левая часть которого является однородной 

функцией относительно у, у′,…,у(п), то в этом случае левая часть уравнения 

удовлетворяет условию 

F(x,ty,ty,…, ty(n))=tmF(x, y, y,…, y(n)). 

Уравнение допускает понижение порядка на единицу при примене-

нии подстановки  y= yz, где  z = z(x)  есть новая неизвестная функция.  

Тогда получаем   

y= yz + yz= yz2+ yz= y(z2+ z), 
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y′′′= y(z2 + z) + у(2zz′ + z ) = yz(z 2 + z) + у(2zz′ + z′′) = y(z+3zz′ + z3) 

и т.д. Подставляя в уравнение и вынося за счет однородности за скобки 

множитель ym, получаем уравнение, порядок которого на единицу ниже 

порядка исходного уравнения. 

2. Пусть дано уравнение F(x, y, y,…, y(n))= 0. Если окажется, что  

F(x, y, y,…, y(n))= 
d

dx
(x, y, y,…, y(n – 1)), 

то в этом случае каждое решение этого уравнения является решением 

уравнения 

(x, y, y,…, y(n – 1))=C 

и, наоборот. Тем самым порядок уравнения понижается на единицу. 
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти общее решение дифференциального уравнения  

yy– (y)2 = 0 . 

Решение. Проверим уравнение на однородность. Подставим вместо  

y, y′, y  соответственно ty, ty′, ty . Получаем  tyty– (ty)2 = 0  или  

t2(yy– (y)2) = 0 . Значит, левая часть является однородной функцией.  

Совершаем подстановку  y= yz, y= у (z2+ z): 

y2(z2 + z) – y2z2 = 0 . 

Отсюда  y = 0  или  z= 0 .  

Второй случай даёт  z = C1    y= C1 y    y = C2e
C1x. Это решение 

включает в себя также и случай  y = 0 . 

Таким образом, общее решение дифференциального уравнения име-

ет вид   y = C2e
C1x. 

Пример 2.  Найти общее решение дифференциального уравнения    

yy+ (y)2 = 0 . 

Решение. Очевидно, что  yy+ (y)2 = (уу′)′. Тогда уу′ = С1  и это урав-

нение можно записать в виде ydy=C1dx. Общим интегралом является 

у2 = С1х+С2. 

Замечание. Иногда левая часть уравнения становится точной произ-

водной некоторого дифференциального выражения только после умноже-

ния на некоторый множитель μ(x,y,y′,…,y(n – 1)). При этом могут как по-

явиться лишние решения, обращающие этот множитель в ноль, так и воз-

можна потеря решений, если этот множитель разрывен. 

Пример 3.  Найти общее решение дифференциального уравнения  

yy− (y)2 = 0 . 
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Решение. Умножим обе части на  =
1

y2 . Получим 

yy− (y)2

y2  = 0   или    
d

dx
 






y

y
 = 0 . 

Следовательно,   
y

y
 = C1  или  

dy

y
 = C1dx . После интегрирования имеем     

ln |y |=C1x + C2 , C20 . 

Выражаем у:  y = C2e
C1x, C20 .  

При умножении на =
1

y2  было потеряно решение y = 0 . Его можно 

включить в полученное решение, если считать, что может быть C2 = 0 .   

Таким образом, общее решение уравнения:  y = C2e
C1x.  

 

3. Задания для практических занятий 
 

Понизить порядок данных уравнений, пользуясь их однородностью, 

и решить эти уравнения. 

12.1. yyyxyxy =− 2 . 12.2. yyyxyxy =+ 22 . 

12.3. 022 =+ yyyx . 12.4. yyyyyxx =−+ ))((4 24 3 . 

12.5. 02))(1( 22 =+−+ yxyyyyx . 12.6. xyyyy 22 15+= . 

12.7. 22 )( yxyyyx −= . 12.8. 222 )2( yyyyx =− . 

12.9. yyyyyxx =− 2)(cossin 2 .    12.10. xeyyyyyy 22 ++= . 

Решить уравнения, преобразовав их к такому виду, чтобы обе части 

уравнения являлись полными производными. 

12.11. 
x

x
ctgxy

x

y
y

42 cos

sin3

sin
+−= . 12.12. 22y y y  = . 

12.13. )1(
2

xe
x

y

x

y
y x +=+


− . 12.14. yyyyx −= 2 . 

12.15. xxy
x

y
y cos)ctg

sin
(2

2
+−= .    12.16. 12 =+ yyy . 

12.17. shx
x

yxy
y +

−
=

2

)(2
 12.18. 03 =+ yyyy
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13. УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩИЕ ПАРАМЕТРИЗАЦИЮ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Иногда бывает удобно перейти к параметрическому представлению 

уравнения и найти решение в параметрическом виде. 

Случай 1. Пусть уравнение  

F(x, y(n)) = 0                                            (13.1) 

неразрешимо относительно y(n). Предположим, что оно допускает пара-

метрическое представление x=(t), y(п)=(t), где функции (t) и (t) тако-

вы, что F((t),(t))0 . Так как 

d y(n – 1)= y(n) dx =  (t) ′(t) dt, 

то 

y(n – 1)= (t) ′(t) dt + C1=1(t, C1). 

Поступая аналогично, находим y(n – 2),…,y′ и   y=1(t, C1,…,Cn). Об-

щее решение уравнения (13.1) в параметрической форме имеет вид  

x = (t),      y=1(t, C1,…,Cn). 

Параметрическое представление уравнения (13.1) легко получить  

в случае, когда уравнение разрешимо относительно х, т.е. представимо  

в виде x= (y(n)). В этом случае можно за параметр  t  взять y(n). Получаем 

представление x=(t),    y(n)=t. 

Случай 2. Уравнение вида F(y(n), y(n–1)) = 0. Если данное уравнение 

неразрешимо относительно y(n), то оно может допускать параметриче-

ское представление y(п)=  (t), y(n–1)=  (t), при этом F( (t),  (t))0.  

Используем соотношение  dy(n–1)=y(n)dx. Тогда dx=
dy(n–1)

y(n)  =
(t)dt

(t)
  и 

x=
(t)dt

(t)
 +C1.  

Далее находим последовательно: 

dy(n – 2)= y(n – 1)dx=
 (t)(t)dt

(t)
 ,  y(n – 2)= 

 (t)(t)dt

(t)
 + C2, 

dy(n – 3)= y(n – 2)dx, … ,  dy = ydx, 

y=  ydx+Cn. 

Случай 3. Уравнение вида F (y(n), y(n – 2)) = 0. Если данное уравнение 

неразрешимо относительно y(n), то оно может допускать параметрическое 

представление y(п)=  (t), y(п – 2)=  (t), при этом F( (t), (t))0. Используем 

соотношения d y(n–1)=y(n)dx, d y(n–2)=y(n–1)dx.  Исключая dx, получаем уравне-
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ние  y(n – 1)dy(n – 1)= y(n)dy(n – 2) , или, в силу параметрического представления, 

y(n – 1)dy(n – 1)= (t) (t) dt. Отсюда интегрированием находим y(n – 1) . Имея па-

раметрическое представление y(n – 1)  и  y(n – 2) , мы свели задачу к случаю 2. 
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти общее решение дифференциального уравнения  

siny+ y= x. 

Решение. Положим y= t, тогда получим  sint + t = x . Выразим у через 

параметр t. Имеем dy= ydx = t(cost + 1)dt.  Отсюда 

y=  t(cos t + 1)dt + C1= tsint + cost +
t2

2
 + C1, 

y = 








tsint + cost +
t2

2
 + C1  dt + C2 = – t cost + 2sint +

t3

6
 + C1t + C2. 

Общее решение уравнения имеет вид 

x = sint + t , y = – t cost + 2sint +
t3

6
 + C1t + C2. 

 

3. Задания для практических занятий 
 

Проинтегрировать уравнения. 

13.1. 02sin =+− yyx . 

13.3. yex y +=
− . 

13.5. 
21 y

y
x

+


= . 

13.7. 022 =−− xyy . 

13.9. 21 yy += . 

13.2. 21 yyy += . 

13.4. 5yyx += . 

13.6. yyyx −= sincos . 

13.8. )1( −=


yex y . 

13.10. yyx += ln3 . 

 

 

14. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С ПОСТОЯННЫМИ  

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Линейное однородное уравнение порядка п с постоянными  

коэффициентами имеет вид 

 y(n) + p1у
(n – 1) + p2у

(n – 2) + … + pn – 1у+ pnу = 0,             ( 14.1) 

где p1, p2,…, pn  –  заданные действительные числа. 
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Решение этого уравнения будем искать в виде  y = eλx, где   – произ-

вольное постоянное число (может быть, комплексное). Тогда  у=eλx,   

у=2eλx,…,   у(n) =пeλx. Сделаем подстановку в (14.1) и вынесем общий 

множитель  eλx за скобки:   

L(eλx) =0       eλxP()=0, 

где P()=n + p1
n – 1 + p2

n – 2 + … + pn – 1+ pn .  

Поскольку eλx> 0, то должно выполняться   

P()=0 .                                              (14.2) 

Таким образом, функция  y = ex будет решением уравнения (14.1), 

тогда и только тогда, когда число    является корнем алгебраического 

уравнения (14.2). Оно называется характеристическим уравнением для 

дифференциального уравнения (14.1), а его корни называются характери-

стическими числами. 

I случай.  Пусть все корни уравнения (14.2) действительные и раз-

личные:  1, 2,…, n. Тогда мы имеем  n  решений уравнения (14.1)  

у1=e1x, у2=e2x, …, уn=enx. 

Эти решения определены на всей числовой прямой и линейно неза-

висимы. Поэтому эти решения образуют фундаментальную систему  

решений для уравнения (14.1). Их сумма с произвольными постоянными 

коэффициентами даёт общее решение: 

у=С1e
1x +С2e

2x+…+ Спe
nx. 

II случай.  Пусть все корни уравнения  (14.2)  различны, но среди них 

есть комплексные. Напомним, что если коэффициенты уравнения действи-

тельные числа, то в этом случае все комплексные корни являются парными: 

если  1=+i  является решением, то и  2=–i  тоже является решением 

уравнения. В формуле общего решения каждой паре сопряженных ком-

плексных корней будет соответствовать слагаемое вида  

ex(C1cosx+C2sinx) .  

III случай. Пусть среди корней уравнения (14.2) есть кратные и 

пусть корень  1   действительный и имеет кратность  k.  Можно доказать, 

что в этом случае функции   

у1=e1x, у2=xe1x, у3=x2e1x,…, уk=xk – 1e1x 

являются решениями уравнения и эти функции линейно независимы.  

Поэтому корню  1  в формуле общего решения соответствует их линейная 

комбинация, т.е. группа слагаемых вида: 

C1 e
1x +  C2 x e2x +  C3 x

2e2x + … + Ck x
k – 1e1x= 

= e1x (C1+  C2x+  C3x
2+ … + Ckx

k – 1). 
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IV случай. Если корень    1 =+i  комплексный кратности k, то 

корнем уравнения с действительными коэффициентами будет и число  

2 =–i, причем его кратность тоже будет равна k. Этой паре комплексно 

сопряжённых корней кратности  k  будут соответствовать  2k  действитель-

ных частных решения, которые получаются, как и в случае II, разделением 

действительных и мнимых частей:   

ex·cosx ,  xex·cosx , … ,  xk – 1ex·cosx ,

ex·sinx,   xex·sinx  , … ,  xk – 1ex·sinx .
 

В формуле общего решения будет группа слагаемых вида: 

ex((C1 +С2х+…+Ck x
k – 1) cosβx+(Ck+1+Ck+2x+…+C2k x

k – 1)sinx) .  

После того, как мы нашли решения, которые соответствуют различ-

ным (не кратным) действительным и комплексным корням, кратным дей-

ствительным и комплексным корням, мы берём сумму всех этих решений c 

произвольными коэффициентами и получаем общее решение однородного 

линейного уравнения (14.1). 

 

2. Примеры решения задач 

 
Пример 1. Найти общее решение линейного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами:  

yIV – 16y = 0. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение и находим его 

корни:    

4 – 16 = 0;   (– 2)(+ 2)(2 + 4) = 0; 

1λ 2= , 2λ 2= − , 3λ 2i= , 4λ 2i= − . 

Корни характеристического уравнения простые. Значит, фундамен-

тальная система решений имеет вид: 

xey 2

1
= , xey 2

2

−= , xxey x 2cos2cos0

3
==  ,  xxey x 2sin2sin0

4
==   

Общее решение исходного уравнения:  

xCxCeCeCy xx 2sin2cos
43

2

2

2

100
+++= − . 

Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравнения  

y−2y+5y  =  0. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение:  λ2−2λ+5=0 . 

Дискриминант  D=22−4·5=−16,  D = 4i,  корни:  1=1+2i , 2=1−2i .  

Общее решение уравнения:  y = ex(C1cos2x+C2sin2x) .  
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Пример 3. Найти общее решение дифференциального уравнения  

y−6y+9y=0. 

Решение. Составляем характеристическое уравнение:  2−6+9=0. 

Дискриминант  D=0, корни:  1=2=3.  

Общее решение уравнения:  y = e3x(C1x+C2) .  
 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее решение линейного дифференциального уравнения  

с постоянными коэффициентами. 

14.1. .054 =+− yyy  14.2. .0485 =−+− yyyy  

14.3. .02422 =−+−+− yyyyyy IVV  14.4. .032 =+− yyy   

14.5. .02 =++ yyy  14.6. .096 =++ yyy  

14.7. .053 =++ yyy  14.8. .032 =−− yyy  

14.9. .032 =−− yyy  14.10. .0375 =+++ yyyy  

14.11. .06 =−+ yyy  14.12. .096 =+− yyy IV  

14.13. .022 =−−+ yyyy IV  14.14. .023 =++ yyy  

14.15. .096 =+− yyy IV  14.16. .033 =−+− yyyy IV  

14.17. .034 =++ yyy  14.18. .02 =++ yyy IV        

14.19. .02 =++ yyy IV   14. 20. .01213 =−− yyy  

14.21. .0=+ IVV yy  14. 22. .02 =++ yyyV  

14.23. .03 =+ yy IV 14. 14.24. .0186 =+− yyy   

 

 

15. МЕТОД ЛАГРАНЖА  

(ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ) 

НАХОЖДЕНИЯ ЧАСТНОГО РЕШЕНИЯ  

НЕОДНОРОДНОГО ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Неоднородное линейное уравнение имеет вид 

  y(n) + p1(x)y(n – 1) + p2(x)y(n – 2) + … + pn – 1(x)y+ pn(x)y = f(x).   (15.1) 

Для нахождения частного решения неоднородного уравнения исполь-

зуют метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа). В общем 
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решении однородного уравнения заменяют произвольные постоянные  

на функции зависящие от  x, и ищут решение уравнения (15.1) в виде 

ȳ(x) = C1(x) у 1(x) + C2(x) у2(x) + … + Cn(x) уn(x) ,  

где   у1,  у2,… ,  уn  есть фундаментальная система решений однородного 

уравнения.  

Для нахождения неизвестных функций C1(x) , C2(x) , … , Cn (x)  записы-

ваем систему линейных уравнений  





 

C1у1+ C2у2+ … + Cпуп= 0 ,

C1у1+ C2у2+ … + Cп(x)уп= 0 ,…

C1у1
(п-1)+ C2у2

(п-1)+ … + Cп(x)уп
(п-1)= f(x).

 

Эта система имеет единственное решение 

C1(x) =1(x), C2(x) =2(x), … ,  Cп(x) =п(x).  

Отсюда находим 

C1(x) = 1(x)dx + C1
*, C2(x) = 2(x)dx + C2

*, … , Cп(x) = п(x)dx + Cп
*.  

Если подставить эти функции в формулу общего решения, то мы получим 

общее решение  ȳ(x)  уравнения (15.1).  
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1.  Найти частное решение дифференциального уравнения    

;
1

2
2 +

=+−
x

e
yyy

x

 2)0(;1)0( == yy . 

Решение. Вначале найдем общее решение однородного уравнения  

02 =+− yyy . Соответствующее ему характеристическое уравнение 

0122 =+−   имеет один корень 1=  кратности 2. Общее решение этого 

уравнения определяется формулой  

xexССy )( 2100 += . 

Частное решение неоднородного уравнения ищем методом вариации 

произвольных постоянных (методом Лагранжа): 

x

чн
exxCxCy ))()((

11
+= . 

Составляем систему для нахождения неизвестных функций )(1 xC    

и )(2 xC : 









+
=+


+



=


+


1
))(()(

;0)()(

221

21

x

e
xeexCexC

xexCexC
x

xxx

xx
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Сократив уравнения на xe , получаем 









+
=+


+



=


+


.
1

1
)1)(()(

;0)()(

221

21

x
xxCxC

xCxC
 

Определитель (вронскиан) последней системы: .1
1

    
1
1

=
+

=
x

х
W  

По формулам Крамера находим 

;   
11

1

1
0

1
)(

2
2

1
+

−=+
+

=


x

x
x

x

x

W
xC  

   
1

1

1

1
1

01
1

)(
2

2
2

+
=

+

=


xxW
xC . 

Проинтегрируем полученные уравнения: 

;С1-ln 
1

)( 1
2

21 ++=
+

−=


 х
x

xdx
xC  

222 Сarctg 
1

)( +=
+

=


 x
x

dx
xC . 

Следовательно, х
чн exxхy )1ln arctg ( 2 +−= . 

Таким образом, общее решение неоднородного уравнения имеет вид  

).1lnarctg( 2
21 +−++=+= xxхxCCeyyy x

чнооон  

Найдем частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным 

условиям  2)0(;1)0( == yy . Вычислим :онy  

).1lnarctgarctg()0( 2
221 +−++++= xxxxCxCCey х

он  

Подставляя значение 0=x  в выражения для онy  и онy , с учетом 

начальных условий получаем: 

;1)0( 1Cyон ==  .1;1;2)0( 2121 ==+== CCCCyон  

Следовательно, искомое частное решение:  

).1lnarctg1( 2 +−++= xxxxey x  

 

3. Задания для практических занятий 
 

Найти частное решение дифференциального уравнения. 

15.1. ;
cos

1

x
yy =+  .1)0(;1)0( == yy  
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15.2. ;
1

1
xe

yy
+

=+  .1)0(;0)0( == yy  

15.3. ;3xeyy =−   .0)1(;1)1( == yy  

15.4. ;
cos

54
2

x

e
yyy

x

=+−  .1)0(;2)0( == yy  

15.5. ;
2

1

tgx
yy =+    ;

2

2
)

4
( =


y  .0)
4

( =


y  

15.6. ;2
x

e
yyy

x

=+−  .1)1(;0)1( == yy  

15.7. ;
sin

1

x
yy =+  ;1)

2
( =


y  .1)
2

( =


y  

15.8. ;232 +=++ − xeyyy x    .2)0(;3)0( == yy  

15.9. ;
cos

2
2 x

yy =+  .0)0(;1)0( == yy  

15.10. ;
1

2
xxe

yyy =++
 
 .3)1(;0)1( == yy  

15.11. ;
3

9
3

3

3

x

x

e

e
yy

−

−

+
=−    .)14ln3(3)0(;4ln4)0( −== yy  

15.12. ;4ctgxyy =+  .4)
2

(;4)
2

( ==


yy  

15.13. ;
2

4
86

2xe
yyy

−−
=+−  ;3ln31)0( +=y   .3ln10)0( =y  

15.14. ;
2

4
86

2

2

x

x

e

e
yyy

+
=++

−

   
;0)0( =y   .0)0( =y  

15.15. ;
3sin

9
9

x
y =+

    
;4)

6
( =


y
   

.
2

3
)

6
(


=y  

15.16. ;
3cos

9
9

x
yy =+

  
;1)0( =y     .0)0( =y  

15.17. ;244 xctgyy =+    ;3)
4

( =


y
  

.32)
4

( =


y  

15.18. ;
2 x

x

e

e
yy

−

−

+
=−

    
;27ln)0( =y    .19ln)0( −=y  

15.19. ;
1

4
86

2

2

x

x

e

e
yyy

−+
=+−

   
;0)0( =y     .0)0( =y  

15.20. ;
4sin

16
16

x
yy =+

   
;3)

8
( =


y
   

.2)
8

( 


=y  

15.21. ;
24

1

4

x
ctg

y
y =+

    
;2)( =y     .

2

1
)( = y  

15.22. ;
4cos

16
16

x
yy =+

 
;3)0( =y  .0)0( =y  
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15.23.  ;
1

4
2

2

2

x

x

e

e
yy

−

−

+
=−

  
;4ln)0( =y      .24ln)0( −=y  

15.24. ;
2

1
23

xe
yyy

−+
=+−

  
;3ln31)0( +=y   .3ln5)0( =y  

 

 

16. МЕТОД НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

НАХОЖДЕНИЯ ЧАСТНОГО РЕШЕНИЯ  

НЕОДНОРОДНОГО ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ  

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

1. Основные теоретические сведения 
 

Рассмотрим неоднородное линейное уравнение 

  y(n) + p1y
(n – 1) + p2y

(n – 2) + … + pn – 1y+ pny = f(x)         (16.1) 

и совместно с ним однородное уравнение  

   y(n) + p1y
(n – 1) + p2y

(n – 2) + … + pn – 1y+ pny = 0.         (16.2) 

При решении линейных неоднородных уравнений с постоянными 

коэффициентами во многих случаях легко можно подобрать частное реше-

ние и задача сводится к интегрированию однородного уравнения. Это все-

гда можно сделать, когда правая часть представляет из себя квазиполином 

вида  

eax [Rm(x)cosbx + Rs(x)sinbx ], 

где Rm(x) = amxm+am-1x
m-1+…+a0 – многочлен т-ой степени, а Rs(x) − много-

член s-ой степени. Рассмотрим различные частные случаи квазиполинома.  

1 случай. Пусть правая часть уравнения (16.1) есть многочлен т−ой 

степени:  f(x) = Rт(x).   

1 а) Пусть число  = 0  не является корнем характеристического 

многочлена. Тогда ищем частное решение  учн  в виде 

учн = Qт(x), 

где   Qт(x)  есть многочлен степени  m  с неопределенными коэффициен-

тами: Qт(x) = bmxm + bm-1x
m-1 + … + b0. Для того, чтобы найти его коэффици-

енты, мы подставляем это решение в уравнение (16.1) и приравниваем ко-

эффициенты при одинаковых степенях  x  в левой и правой частях полу-

чившегося равенства. 

1 б) Пусть число  = 0   является корнем характеристического мно-

гочлена кратности  k. Тогда ищем частное решение  учн  в виде 

учн = x k Qт(x), 

где  Qт(x)  есть многочлен степени  m  с неопределенными коэффициентами. 
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2 случай. Пусть правая часть уравнения (16.1) есть произведение 

многочлена на показательную функцию:  f(x) = Rm(x)eax , где степень мно-

гочлена  Rm(x)  равна  m.  

2 а) Пусть число  ν = a  не является корнем характеристического мно-

гочлена. Тогда ищем частное решение  учн в виде 

учн= Qm(x)eax , 

где Qm(x) есть многочлен степени m с неопределенными коэффициентами.  

2 б) Пусть число  ν = a  является корнем характеристического много-

члена кратности  k. Тогда ищем частное решение  учн  в виде 

учн = xk Qm(x)eax , 

где Qm(x) есть многочлен степени m с неопределенными коэффициентами. 

3 случай. Пусть правая часть уравнения (16.1) имеет вид: 

f(x) = eax Rт(x)cosbx    или   f(x) = eax Rт(x)sinbx , 

где  Rт(x)  – многочлен, старшая степень которого равна  m, а  a  и  b – 

действительные числа.  

3 а) Если число  ν=a+bi  не является корнем характеристического 

многочлена, то частное решение ищем в виде 

учн = eax [Qт(x)cosbx + Рт(x)sinbx ], 

где  Qт(x) и  Рт(x) – многочлены степени  m  с неопределенными коэффи-

циентами. Для того чтобы найти коэффициенты, мы подставляем решение 

в уравнение (16.1) и приравниваем коэффициенты при  cosbx  и при  sinbx . 

Получим равенство двух многочленов, а затем приравниваем коэффициен-

ты при одинаковых степенях  x. 

3 б) Если число  ν =a+bi  является корнем характеристического мно-

гочлена кратности  k, то частное решение ищем в виде 

учн =  xkeax [Qт(x)cosbx + Рт(x)sinbx ], 

где  Qт(x) и  Рт(x) – многочлены степени  m  с неопределенными коэффи-

циентами. 

4 случай. Пусть правая часть уравнения (16.1) имеет вид: 

f(x) = eax [Rт(x)cosbx + Т р(x)sinbx ], 

где  Rт(x) и  Т р(x) – многочлены, старшая степень которых равна  m и р со-

ответственно, а  a  и  b – действительные числа.  

4 а). Если число  ν =a+bi  не является корнем характеристического 

многочлена, то частное решение ищем в виде 

учн = eax [Qs(x)cosbx + Рs(x)sinbx ], 

где  Qs(x) и  Рs(x)– многочлены степени  s=max{m, p}  с неопределенными 

коэффициентами. 
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4 б) Если число  ν =a+bi  является корнем характеристического мно-

гочлена кратности  k, то частное решение ищем в виде 

учн =xk eax [Qs(x)cosbx + Рs(x)sinbx ], 

где  Qs(x) и  Рs(x) – многочлены степени  s = max{m, p}  с неопределенны-

ми коэффициентами. 

Таким образом, чтобы решить неоднородное уравнение с постоян-

ными коэффициентами и правой частью в виде квазиполинома, нужно: 

1. Выписать однородное уравнение, составить по нему характери-

стическое и найти корни характеристического уравнения с учетом их крат-

ностей. 

2. Выписать правую часть уравнения (1) и выбрать один из 4-х слу-

чаев, который имеет правая часть. 

3. По правой части уравнения составить число ν. 

4. Проверить является ли число ν корнем характеристического урав-

нения и если является, то какова его кратность. Соответственно этому вы-

брать подслучай а) или б). 

5. Записать вид частного решения. 

6. Подставить частное решение в неоднородное уравнение и найти 

неопределенные коэффициенты. 

7. Записать общее решение неоднородного уравнения.  
 

2. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Найти частное решение дифференциального уравнения: 

 .cos422 xeyyy x=+−                                     (16.3) 

Решение. Найдем общее решение дифференциального уравнения 

022 =+− yyy  . Составляем характеристическое уравнение  

0222 =+−   и находим его корни: i=12,1 . 

Общее решение однородного уравнения имеет вид  

).sincos( 2100 xCxCey x +=  

В уравнении (I6.3) правая часть имеет вид  

bxxPe
r

ax cos)(  

где )(xP
r

 – многочлен степени r, a,b – некоторые числа. В нашем случае 

.0 ,1 ,1 === rba  Проверим являются ли числа bia =  корнями характе-

ристического уравнения. Так как i=1  корни кратности I, то частное ре-

шение неоднородного уравнения ищем в виде ).sincos( xBxAxey x

чн
+=  
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Найдем 
чн

y  и 
чн

y  : 

);sincossincossincos( xAxxBxxBxxAxxBxAey x

чн
−++++=  

);sincossincossincos(2 xAxxBxxAxBxBxAey x

чн
−+−++=  

и подставим в уравнение (I6.3); 

;cos4)sincos(2 xexAxBe xx =−  





=−

=

;02

;42

A

B
 





=

=

.  0

;  2

A

B
 

Следовательно, .sin2 xxey x
чн =  

Пример 2. Найти частное решение линейного уравнения 

y−5y+4y = 4x2e2x. 

Решение. Рассмотрим однородное уравнение y−5y+4y = 0 .  Будем 

искать его решение в виде у=еλх. Составим характеристическое уравнение 

λ2−5λ+4= 0  и  найдем его корни.  Корни характеристического уравнения:  

1 = 1, 2 = 4. Выпишем правую часть уравнения: f(x) = 4x2e2x. Правая часть 

соответствует случаю 2.  

Запишем по правой части число  ν = 2. Оно не совпадает ни с одним 

из корней характеристического уравнения. Имеем случай 2 а). Поэтому 

ищем частное решение в виде 

учн = (ax2 + bx + c)e2x . 

Тогда   

учн= (2ax + b)e2x + 2(ax2 + bx + c)e2x = (2ax2 + (2b + 2a)x + b + 2c)e2x ; 

учн= (4ax + 2b + 2a)e2x + 2(2ax2 + (2b + 2a)x + b + 2c)e2x =  

= (4ax2 + (4b+ 8a)x + 2a + 4b + 4c)e2x . 

Подставляем в уравнение и сразу сокращаем обе части на  e2x ,  

поскольку эта величина строго положительна: 

4ax2 + (4b+ 8a)x + 2a + 4b + 4c−5(2ax2 +  

+ (2b + 2a)x + b + 2c) + 4(ax2 + bx + c) = 4x2. 

Собираем в левой части равенства коэффициенты при одинаковых сте-

пенях  x, и приравниваем коэффициент при  x2 к 4, а остальные – к 0. Получа-

ем систему линейных уравнений: 






 

–2a = 4,

−2b − 2a = 0,

2a – b – 2c = 0.
 

Отсюда  a = –2, b = 2, c = –3. Тогда  учн = (–2x2 + 2x – 3)e2x . 
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3. Задания для практических занятий 
 

Найти общее решение дифференциального уравнения. 

16.1. .184 xyy −=−   

16.2. .)48( xexyyyy +=−−+   

16.3. .2127 2 +=+− xyyy  

16.4. .3cos69 xyy =+    

16.5. ).cos3sin5(84 xxeyyy x −=+−  

16.6. .)94(23 2xexyyy +=+−  

16.7. .23 xyyy =++  

16.8. .423 xxeyyy −=−−  

16.9. .345 xyyy =+−    

16.10. .)116(2 xexyyy −−=−−  

16.11. .84 xyy −=+  

16.12. .)cos(sin42 xxeyy x +=+  

16.13. .386 2 −−=+− xyyy   

16.14. .)cos(sin252 xxeyyy x +−=++  

16.15. .485 2xeyyyy =−+−  

16.16. .6sin44 2 xeyyy x−=+−  

16.17. .123 2 +=++ xyyy  

16.18. .2sin52 xyyy −=++  

16.19. .2cos6sin2 xexxyy +−=+  

16.20. .423 xxeyyy −=−−  

16.21. .2cos6sin2 xexxyy +−=+  

16.22. .cos2 xeyy x +=−  

16.23. .612 +=+ xyyIV

 

16.24. .cos2 xeyy x +=−  
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