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О ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОМ МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ 
ПОЛИНОМОВ КОМПЛЕКСНОГО АРГУМЕНТА

Аннотация. Разработан численно-аналитический метод построения экстремальных в чебышевской норме по-
линомов, заданных на квадрате комплексной плоскости. Такие полиномы являются естественным обобщением 
классических полиномов Чебышева первого рода. Классические условия Чебышева об альтернансе не распростра-
няются на комплексную ситуацию, а критерий Колмогорова и критерий Иванова – Ремеза трудно проверяемы 
для установления свойства экстремальности конкретных полиномов в комплексном случае. С помощью разра-
ботанной авторами субдифференциальной конструкции вычислены явно экстремальные полиномы на квадратах 
в комплексной плоскости. Методы исследования – методы математического и функционального анализа с исполь-
зованием системы компьютерной математики Maple 2021, методы теории функций и некоторые общие результаты 
теории оптимизации.
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Abstract. This article is devoted to the development of a numerical-analytical method for constructing extremes in the 
Chebyshev norm polynomials, given on the square of the complex plane. The studied polynomials are a generalization of the 
classical Chebyshev polynomials of the first kind. In the complex case there are no classical Chebyshev alternance conditions, 
and the Kolmogorov criterion along with the Ivanov – Remez criterion are difficult to prove for establishing the extremality 
property of specific polynomials. On the basis of the subdifferential construction developed by the authors of the article the 
extremal polinomials on the squares of the complex plane are calculated in an explicit way. The basic research methods are the 
methods of functional and complex mathematical analysis, as well as the Maple 2021 computer mathematics system. Methods 
of function theory and some general results of optimization theory are also used.
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Введение. Почти 170 лет прошло со времени создания П. Л. Чебышевым теории полиномов, 
наименее уклоняющихся от нуля (экстремальные полиномы). Такие полиномы находят широ-
кие приложения в различных вопросах математического анализа и, что может быть самым важ-
ным, применяются для конструирования оптимальных итерационных процессов для уравнений 
с линейными ограниченными операторами в банаховых пространствах. Исследования в этом на-
правлении теории функций продолжили известные математики: А. Н. Коркин, Е. И. Золотарев, 
А. А. Марков, Г. Ф. Вороной, А. М. Ляпунов, В. А. Стеклов, Д. А. Граве, М. А. Красносельский, 
П. П. Забрейко, В. И. Лебедев.
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Основная сложность, которая возникает при переходе к комплексному случаю, – это отсут-
ствие понятия альтернанса и теорем, являющихся прямыми аналогами теоремы Чебышева. 

Напомним, что основной теоремой в теории равномерных (чебышевских) приближений, да-
ющей необходимые и достаточные условия того, чтобы для заданной на [a,b] непрерывной функ-

ции f(x) некоторый полином Pn(x) вида 
0

( )
n n j

n j
j

P x a x -

=
= ∑  был полиномом ее наилучшего при-

ближения степени n, является теорема Чебышева об альтернансе. 
Теорема 1 (П. Л. Чебышев, 1854). Пусть на отрезке [a,b] задана непрерывная функция f(x). 

Тогда для того, чтобы некоторый полином ( )nP x*  степени не выше n был полиномом, наименее 
уклоняющимся от f(x), необходимо и достаточно, чтобы на [a,b] нашлась по крайней мере одна 
система из n + 2 точек xj  a ≤ x1 < x2 <…< xn+2 ≤ b, в которых разность ( ) ( ) ( )n nf x P x r x*- =

1) поочередно принимает значения разных знаков; 
2) достигает по модулю наибольшего на [a,b] значения, т. е. в точках (1 2)≤ ≤ +jx j n  долж-

ны выполняться условия

1
1 2 2( ) ( ) ... (–1) ( ) .+

+= - = = = ±n
n n n n n Cr x r x r x r

Систему точек (1 2),≤ ≤ +jx j n  в которых имеют место данные равенства, называют альтер-
нансом или же чебышевским альтернансом.

При переходе в комплексную область критерии и методы построения экстремальных полино-
мов принципиальным образом меняются, поскольку в этом случае аналогов теоремы Чебышева 
об альтернансе не существует. В комплексной ситуации основные критерии оптимального при-
ближения восходят к описанным ниже критериям Колмогорова (1948) и Иванова – Ремеза (1952, 
1953), которые, однако, не дают явного аналитического метода построения экстремальных поли-
номов. 

Известно, что среди всех многочленов фиксированной степени со старшим коэффициен-
том, равным единице, заданных на отрезке [–1;1], наименее уклоняются от нуля многочлены 
Чебышева первого рода

1( ) 2 cos ( arccos ).n
nT x n x-=

Например, 

4
2 3

2 3
4 2 1( ) ( ) ( ) .1 3,     ,     

2 84
= - = - = - +T Tx T x x xxx xx

Некоторым комплексным аналогом отрезка [–1;1] является квадрат с вершинами в точках 
1 + i, –1 + i, –1 – i, 1 – i. Естественным обобщением полиномов Чебышева первого рода являет-
ся класс экстремальных полиномов комплексного аргумента, определенных на таком квадрате. 
Несмотря на простоту формулировки задачи, существенное продвижение в исследованиях по 
построению требуемых полиномов произошло только в самом конце XX – начале XXI в. Так, на-
пример, Ю. В. Трубниковым на рассматриваемом квадрате в аналитическом виде были постро-
ены экстремальные полиномы до шестой степени включительно [1]. Для этого использовался 
разработанный им критерий экстремальности, основанный на субдифференциальных конструк-
циях, который будет подробно рассмотрен в настоящей статье.

Цель статьи – на базе разработанной авторами субдифференциальной конструкции вычис-
лить явно экстремальные полиномы на квадратах в комплексной плоскости. 

Полученные результаты могут быть применены в итерационных процессах высоких поряд-
ков для решения линейных уравнений в банаховом пространстве с линейными ограниченными 
операторами, спектр которых локализован в некотором квадрате комплексной плоскости. Это 
станет темой последующих публикаций.
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Известные сведения из теории экстремальных в чебышевской метрике полиномов ком-
плексного аргумента. В связи с построением экстремальных полиномов в областях, лежащих 
в комплексной плоскости, напомним некоторые аспекты истории исследования этой задачи.

Отсутствие прямого комплексного аналога теоремы об альтернансе привело А. Н. Кол
могорова в 1948 г. к необходимости сформулировать новый критерий оптимальности прибли
жения функции комплексного аргумента обобщенными полиномами (в частном случае прибли
жения алгебраическими многочленами соответствующий критерий был доказан еще в 1911 г. 
Ш. Ж. де ла ВаллеПуссеном). Важным элементом критерия является понятие е-точки.

О п р е д е л е н и е  1 [2, с. 47]. Если на замкнутом ограниченном множестве M комплексной 
плоскости задана непрерывная функция f(z) и задан полином Pn(z) (вообще говоря, обобщенный), 
то всякая точка, z0 ∈ М, в которой выполняется равенство

0 0( ) ( ) max ( ) ( ) ,n n n
z M

f z P z f P f z P z
∈

− = − = −

называется е-точкой разности f – Pn.
Теорема 2 (А. Н. Колмогоров, 1948). Пусть на замкнутом ограниченном множестве М 

комплексной плоскости задано n + 1 фиксированных непрерывных функций 0 1φ ( ), φ ( ),...,φ ( )nz z z  
и непрерывная функция f(z), которую следует приблизить обобщенными полиномами вида

 0
( ) φ ( ).

n
n k k

k
P z c z


 

 
(1)

Тогда для того, чтобы некоторый полином

* *

0
( ) φ ( )

n
n k k

k
P z c z


 

был полиномом наилучшего равномерного приближения (экстремальным полиномом) для функ-
ции f(z) в том смысле, что

* inf ,
n

n n
P

f P f P− = −

необходимо и достаточно, чтобы на множестве *( )= nE E P  всех е-точек из М при любом поли-
номе Pn(z) вида (1) выполнялось неравенство

 
{ }*min Re ( ) ( ) ( ) 0.n n

z E
P z f z P z

∈
 − ≤   

(2)

В выражении (2) и далее по тексту статьи черта вверху символа означает комплексное сопряже
ние. Трудность использования этого критерия состоит в том, что е-точки разности *

nf P−  не из
вестны, и в проверяемые условия входит произвольный полином Pn(z).

Еще одним критерием, эквивалентным критерию Колмогорова, является критерий опти
мальности Иванова – Ремеза.

Теорема 3 (В. К. Иванов, 1952; Е. Я. Ремез, 1953). Для того чтобы для непрерывной на М 
функции f(z) некоторый полином *( )nP z  вида (1) был полиномом наилучшего приближения, необ-
ходимо и достаточно, чтобы существовало множество 1{ }  (1 2 3)≤ ≤ +m

kz m n  такое, что

 
* *( ) ( ) ,k n k nf z P z f P− = −

 
(3)

и положительные числа ρ ( 1, 2, ..., )k k m  такие, чтобы при любом полиноме Pn(z) вида (1) выпол-
нялось равенство
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f z P z P z



   
 

(4)

Подчеркнем, что в общей ситуации как применение критерия Колмогорова, так и проверка 
условия (4) весьма проблематичны, так как используемые при этом полиномы Pn(z) произвольны 
и система точек 1{ }  (1 2 3)≤ ≤ +m

kz m n  не известна. С другой стороны, рассматриваемая пробле
ма, по сути, является проблемой общей теории экстремальных задач. В данной работе для по
строения экстремальных полиномов в областях комплексной плоскости применяются классиче
ские критерии оптимальности, известные в теории экстремальных задач.

О субдифференциальном критерии оптимальности. Напомним, прежде всего, определе
ние субдифференциала нормы. Пусть ( ),E ⋅  – произвольное банахово пространство (действи
тельное или комплексное), ( )*

*,E ⋅  – пространство, сопряженное пространству Е. 
Определение 2 [3–6]. Функционал * *x E∈  называется субградиентом нормы в точке x E∈ ,  

если

 
*( ) Re , ,h E x h x x h∀ ∈ + − ≥ 〈 〉  (5)

где Re z – действительная часть комплексного числа z; *,x h〈 〉  – значение функционала х* на век-
торе h. Множество всех субградиентов нормы в точке х называется субдифференциалом нор-
мы в точке х и обозначается ,x∂  т. е.

 
( ){ }* * *: Re , .x x E h E x h x x h∂ = ∈ ∀ ∈ + − ≥ 〈 〉

 
(6)

Отображение x x→∂  является многозначным, т. е. каждому x ∈ E отвечает множество 
*x E∂ ⊂  (непустота x∂  вытекает из теоремы Хана – Банаха).

Из определения субдифференциала вытекает, что θ  совпадает с замкнутым единичным 
шаром сопряженного пространства, а структура x∂  при x ≠ 0 задается следующей леммой.

Лемма [3, с. 22]. Если x ≠ 0, то 

 
{ }* * * *

*
: 1,      Re , .∂ = ∈ = 〈 〉 =x x E x x x x

 
(7)

Пусть G – конечномерное подпространство банахова пространства E. Сформулируем факти
чески предложение из [4, с. 89], но в удобной для дальнейшего изложения форме.

Теорема 4 [3, с. 26]. Элемент y ∈ G тогда и только тогда является элементом наилучшего 
приближения точки x ∉ G, когда

    μ    Re μ, 0,y x x y h G h         (8)

где x∂  – субдифференциал нормы в точке x, μ,h  – значение функционала μ на векторе h.
На основе критерия (8) можно сформулировать следующую схему построения экстремально

го полинома (т. е. полинома, для которого достигается inf || ||nf P− ):
1) исходя из предположения о расположении корней полинома Pn (этот момент по существу 

является эвристическим), определенного на квадрате комплексной плоскости, найти систему то
чек, в которых достигается максимум модуля разности ( ) ( )nf z P z−  (eточки); 

2) решить систему уравнений

 Re μ, 0 ( 0,1,..., ), φ ,k kk n G     (9)

 Re μ, , μ .n n nf P f P f P      (10)
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Если в результате решения системы уравнений (9)–(10) будет найден соответствующий 
функционал µ, то этот факт в силу критерия (8) гарантирует экстремальность Pn. Если анализ 
системы (9)–(10) устанавливает факт отсутствия такого функционала, то, изменяя расположе-
ние корней полинома Pn (т. е. делая следующее эвристическое предположение), данную схему 
можно применить еще раз и т. д. Указанная схема становится эффективной, если есть возмож-
ность проследить зависимость между изменением параметров области задания приближаемой 
функции и движением корней экстремального полинома [7]. Она успешно применялась в рабо-
тах Ю. В. Трубникова [3, 6, 7].

Отметим, что прямоугольник, симметричный относительно действительной оси, являет-
ся удобной областью локализации спектра линейного ограниченного оператора. М. А. Крас-
носельским и В. С. Козякиным в 1979 г. были построены экстремальные полиномы первой 
степени на прямоугольнике, симметричном относительно действительной оси, не содержащем 
нуля [8]. Некоторые специальные случаи (объединение круга и отрезка действительной оси) бы-
ли рассмотрены А. М. Дементьевой и В. Я. Стеценко в 1984 г. Далее в 1994 г. А. П. Забрейко 
и П. П. Забрейко был развит метод построения экстремальных полиномов первой степени, осно-
ванный на свойствах чебышевского центра [9]. Были рассмотрены области типа сектора и круга, 
а также в качестве приложения развитых методов получены новые доказательства результатов 
М. А. Красносельского и В. С. Козякина. 

Эффективность чебышевских итерационных процессов неоднократно отмечали многие 
известные математики [10–14]. Схема чебышевского итерационного процесса произвольного 
порядка подробно изложена в [11]. Необходимым элементом этой схемы является экстремаль-
ный полином комплексного аргумента с условием P(0) = 1, заданный на области локализации 
спектра. Если это область является отрезком действительной оси, такие полиномы получаются 
преобразованиями обычных полиномов Чебышева первого рода. Актуальность построения экс-
тремальных полиномов на квадрате комплексной плоскости объясняется их дальнейшим приме-
нением для реализации итерационных процессов решения уравнений с линейными ограничен-
ными операторами со спектром, локализованным в сложных областях комплексной плоскости. 
Такие приложения будут предметом наших последующих публикаций.

Демонстрация методики применения субдифференциального критерия оптимальности 
на конкретном примере. Пусть D – квадрат с вершинами в точках 1 + i, –1 + i, –1 – i, 1 – i. 
Естественным обобщением полиномов Чебышева первого рода является класс экстремальных 
полиномов комплексного аргумента (наименее уклоняющихся от нуля), определенных на квад-
рате D. Ранее Ю. В. Трубниковым были построены экстремальные полиномы со второй по ше-
стую степень включительно, заданные на рассматриваемом квадрате. Для этого применялась 
схема из теоремы 4. В работе [2] доказана следующая

Теорема 5 (Ю. В. Трубников, 2003). Экстремальными на квадрате D являются следующие 
полиномы: 

2 3 4 5 6 2
1 2 3 4 5 6

3 7, , , , (9 5 2) , .
2 3

= = = = + = + - = +P z P z P z P z P z z P z z

Проиллюстрируем подробно, например, применение критерия теоремы 4 для доказатель-
ства экстремальности полинома 5

5 (9 5 2) .= + -P z z  Для него e-точками являются числа 
1 2 3 4 5 6 7 81, 1 , , 1 , 1, 1 , , 1 .z z i z i z i z z i z i z i= = + = =- + =- =- - =- = -

Обозначим через ( 1, 2, ..., 8)=kQ k  значения, сопряженные значениям 5 ( ) :kP z  

1 2 3 410 5 2,     5 5 2 (5 5 2) ,     (10 5 2) ,     5 5 2 (5 5 2) ,= - = - - - = - - = - + - -Q Q i Q i Q i

5 6 7 810 5 2,     5 5 2 (5 5 2) ,     (10 5 2) ,     5 5 2 (5 5 2) .= - + = - + + - = - = - + -Q Q i Q i Q i

Согласно (9), составим систему

2 3 4Re μ, 0, Re μ, 0, Re μ, 0, Re μ, 0, Re μ, 0, μ 1,c z z z z     
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где c = x + iy – произвольная комплексная константа. Учитывая конечномерность рассматривае-

мого семейства полиномов и условие μ 1,   будем искать функционал μ в виде 
8

1
μ ,δ kk z

k
b


   где 

δ kz  δ-функция точки zk, 
8

1
1,   0.

=
= ≥∑ k k

k
b b

Запишем вышеприведенную систему более подробно:

 

8 8

1 1
8 82 3

1 1
8 84

1 1

1 1Re 0, Re 0,
10 5 2 10 5 2

1 1Re 0, Re 0,
10 5 2 10 5 2

1 Re 0, 1.
10 5 2

= =

= =

= =

= =
- -

= =
- -

= =
-

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

k k k k k
k k

k k k k k k
k k

k k k k
k k

b Q b Q z

b Q z b Q z

b Q z b
 

(11)

В системе (11) сейчас 6 уравнений и 8 неизвестных ( 1, 2, ..., 8).kb k =  Нас устроит любое ре-
шение, удовлетворяющее выражениям (9) и (10). Доопределим систему, добавив туда следующие 
требования:

8 8 8 2

1 1 1

1 1 1Im 0, Im 0, Im 0,
10 5 2 10 5 2 10 5 2

k k k k k k k k
k k k

b Q b Q z b Q z
= = =

= = =
- - -

∑ ∑ ∑

 

8 83 4

1 1

1 1Im 0, Im 0.
10 5 2 10 5 2

k k k k kk
k k

b Q z b Q z
= =

= =
- -

∑ ∑
 

(12)

Получаем переопределенную систему (11)–(12) из 11 уравнений с 8 неизвестными. Ее решением 
является набор

1 3 5 7 2 4 6 8
1 2 2 1,     ,
2 4 4 4

= = = = - = = = = -b b b b b b b b

что гарантирует экстремальность полинома 5
5 (9 5 2) .P z z= + -  Найденный функционал μ дей-

ствует следующим образом:
8

1

1μ, ( ).
10 5 2

k k k
k

g b Q g z







Покажем неединственность требуемого функционала. Действительно, если

1 5 2 3 4 6 7 8
1 2 3 2 2 1 5 3 2 5,     ,     ,     ,     2 ,
2 4 4 2 4 4 4 4 4

= = - = - = = = - = - = -h h h h h h h h

то

8 8 8 2

1 1 1

1 1 31, 0, 2 ,
210 5 2 10 5 2

k k k k k k k
k k k

b h Q z h Q z i
= = =

 = = = - - -  
∑ ∑ ∑

8 83 4

1 1

1 1 15(6 4 2) , 5 2 ,
210 5 2 10 5 2= =

 = - = - - -  
∑ ∑k k k k kk
k k

h Q z i h Q z i

( )
8 5

5 5
1

1 10 5 2      ( 1, 2, ..., 8),
10 5 2 =

= - = = =
-

∑ k k kk
k

h Q z P z P k
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 а b

Рис. 1. Графики модулей экстремальных полиномов P4 (a) и P5 (b)

Fig. 1. Graphs of modules of extremal polynomials P4 (a) and P5 (b)

что полностью удовлетворяет условиям (9) и (10). В этом случае

8

1

1μ, ( ).
10 5 2

k k k
k

g h Q g z







Используя представленную методику, можно доказать экстремальность остальных поли-
номов, приведенных в теореме 5. Отметим, что в XX в. и на рубеже XXI в. практически все 
аналитические выкладки и представленные выше преобразования осуществлялись «вручную». 
С развитием возможностей систем компьютерной математики стало доступным существенное 
продвижение в рассматриваемом направлении исследований, а применение критерия теоремы 4 
оказалось едва ли не единственным универсальным способом доказательства экстремальности 
полиномов комплексного аргумента с помощью систем компьютерной математики. В данной ра-
боте мы систематически применяем методы компьютерной математики.

Весьма своеобразны графики модулей исследуемых экстремальных полиномов. Например, 
на рис. 1 изображены графики модулей полиномов 4 5

4 53 / 2,   (9 5 2) .P z P z z= + = + -
Аналитическое нахождение экстремального полинома седьмой степени. Отметим, что 

аналитическое построение на квадрате D экстремальных полиномов комплексного аргумента 
седьмой и более высоких степеней было существенно затруднено из-за того, что количество е-то-
чек начинает неуклонно расти с увеличением степени полинома, а точное расположение некото-
рого их количества становится неизвестным (е-точки начинают «блуждать» по сторонам квад-
рата D). Действительно, е-точками у полиномов P4, P5, P6 являются вершины квадрата, а также 
середины его сторон. Покажем аналитически, что в случае P7 это не так. В силу симметрии, 
а также по аналогии с полиномами меньших степеней выражение для P7 следует искать в виде 

 
7 3

7 7 ( ) ,P P z z p z= = +  (13)

где p – действительный параметр.
Пусть

7 3
7 ( ) ( ) .= + + +P x iy p x iy

Согласно теореме о максимуме модуля аналитической функции, максимум модуля достигается 
на границе области, поэтому все е-точки расположены на сторонах квадрата D.

Исследуем модуль полинома P7 на экстремум. Составим выражение квадрата модуля поли-
нома P7, например, для верхней границы области, т. е. при y = 1 (в силу симметрии достаточно 
рассмотрение только одной стороны квадрата):
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 ( )2 8 6 42 2 23
7 1 1 4 ( .2 6) ( 12 4) (( ) ( 1 ))= += + + + + - + + +=yP x x x pL x px p x

 
(14)

Производная этого выражения равна

 
2 8 6 4 4 2 2 2( ) 2 ( )( ).1 7 28 10 42 44 3 28 6 7x x pL x x x x x px p x p′ + + + + + - += - +  

Исследуем точку x = 0. Для этого вычислим значение второй производной в этой точке: 

26 12 14.(0) pL p′ - +′ =

Дискриминант последнего выражения отрицательный, значит, L″(0) > 0, т. е. квадрат модуля 
имеет в точке x = 0 локальный минимум при любом значении параметра p. Это также свидетель-
ствует об увеличении числа е-точек с 8 до 12, что объясняется раздвоением ранее находящейся 
в нуле e-точки, обеспечивающим локальный минимум, а также симметричностью e-точек отно-
сительно осей координат.

В начале 2022 г. авторами настоящей статьи численными методами при помощи системы 
компьютерной математики Maple 2021 была решена задача о нахождении явного вида полино-
ма P7 [15], а также доказана экстремальность на квадрате D полинома

 

7 3
7

111 .
2

P z z
 

= + +  
   

(15)

С точки зрения методологии математики данный результат представляет определенный ин-
терес, поскольку с помощью численных методов удалось получить точное выражение в радика-
лах. Далее представлено аналитическое построение данного полинома методами схемы (9), (10).

По аналогии с полиномами меньших степеней ищем P7 в виде (13). Исследуем выражение (14) 
квадрата модуля полинома P7 на верхней стороне квадрата при y = 1. Обозначим через d вели-
чину наибольшего уклонения от нуля квадрата модуля 2

7 ,P  т. е. значение 2
7P  в e-точках на 

границе квадрата равно d. 
Поскольку в выражение (14) переменная x входит только в четных степенях, то достаточно 

рассмотреть интервал x ∈ (0;1). Так как в e-точке x1 (при y = 1) из этого интервала функция L(x) 
(14) имеет локальный максимум, то производная от этой функции в данной точке обращается 
в нуль, что с учетом предыдущих требований позволяет построить нелинейную систему для 
нахождения тройки неизвестных параметров {p,x1,d}:

1

1

(1) ;
( ) ;
( ) 0,

L d
L x d
L x


 
  

которая в развернутом виде принимает вид

( ) ( )
( )( )

2

2 8 6 4 2 2
1 1 1 1 1

2 8 6 4 2 2
1 1 1 1

3

1 1

8 64 128 ;

1 4 (2 6) ( 12 4) (1 ) ;

1 7 28 (10 42 42 0;) (28 4 ) 3 6 7



 ⇒+

 =

- + =

+ + + + - + + + =

+ + + + + - - + +x

p p d

x x x p x p x p d

x x x p x p x p p
 

 

( ) ( )
2

2 8 6 4 2 2
1 1

3
1 1 1

8 6 4 2 2
1 1 1 1

8 64 128 ;

1 4 (2 6) ( 12 4) (1 ) ;

7 28 (10 42) (28 44 ) 03 6 .7



⇒



- + =

+ + + + + - + + + =

+




= + + + + - - +

p p d

x x x p x p x p d

x x p x p x p p
 

(16)
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Получение конечной системы (16) «вручную» было затруднительно (необходимо разложить 
на множители многочлен четырнадцатой степени), а ее решение без помощи компьютера являет-
ся куда более сложной задачей. Система компьютерной математики Maple 2021 в явном виде не 
генерирует значения всех решений данной системы. Так, в явном виде находятся четыре тройки 
решений:

1 1
28 2048{ 4; 1; 0},      ; 1; ,
3 9

 = = = = = = 
 

p x d p x d

1 1
28 2048{ 4; 1; 0},      ; 1; .
3 9

 = = - = = = - = 
 

p x d p x d

Ни одно из них нам не подходит, потому что полученные значения x1 не принадлежат рассматри-
ваемому промежутку (0;1). 

Пятая тройка сгенерирована в виде

2 2
1

5 ; ; 22 48 ,
2

p t x t d t = + = = - 
 

где t – корень биквадратного уравнения

 
4 22 6 1 0.t t+ - =  (17)

Корнями уравнения (17) являются числа

1,1 1,2 1,3 1,4
2 11 6 2 11 6 2 11 6 2 11 6,      ,     ,     .

2 2 2 2
- - + +

= = - = = -
i ix x x x

Из представленных четырех значений в контексте нашей задачи имеет смысл только первое вы-
ражение – значение x1,1 ≈ 0,3978849017. Таким образом, получаем тройку чисел

1
11 2 11 61 ; ; 94 24 11 .
2 2

p x d
 - = + = = - 
  

Шестая тройка решений сгенерирована с использованием корня уравнения двенадцатой сте-
пени, приводить которое не будем, так как к этому моменту рассуждений мы уже построили 
нужный функционал, гарантирующий экстремальность полинома P7. Кроме того, не ясно, мож-
но ли решить данное уравнение двенадцатой степени в радикалах. Приближенное же решение 
нас не устраивает, поскольку нам уже известно точное значение P7.

Теперь осталось согласно схеме, представленной в предыдущем пункте статьи, аналитиче-
ски доказать экстремальность полинома

7 3
7

111 .
2

P z z
 

= + +  
 

Занумеруем против часовой стрелки на квадрате D идущие подряд 12 e-точек zk (k = 1, 2, ..., 12) 
начиная с z1 = 1 + i:

2 3 4 5
2 11 6 2 11 6 2 11 6,      ,      1 ,      1 ,

2 2 2
- - -

= + = - + = - + = - +z i z i z i z i

и т. д.
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Обозначим через Qk (k = 1, 2, ..., 12) значения, комплексно сопряженные значениям P7(zk): 

1 26 11 (6 11) , (26 11 91) 2 11 6 (315 95 11) ,     = - + - = - - + -Q i Q i

3 4(26 11 91) 2 11 6 (315 95 11) , 6 11 (6 11) ,     = - - - + - = - + + -Q i Q i

5 6 ,   1  315 95 11 (26 11 91) 2 11 6, 315 95 11 (26 11 91) 2 1 6= - + + - - = - + - - -Q i Q i

7 86 11 (6 11) , ( 26 11 91) 2 11 6 (315 95 11) ,     = - + - - = - + - - -Q i Q i

9 10(26 11 91) 2 11 6 (315 95 11) , 6 11 (6 11) ,     = - - - - = - - -Q i Q i

11 12 .   315 9 9  5 11 (26 11 91) 2 11 6, 315 95 11 (26 11 1) 2 11 6= - - - - = - - - -Q i Q i

Согласно (9), составим систему

2 3

4 5 6

Re μ, 0,      Re μ, 0,      Re μ, 0,      Re μ, 0,

Re μ, 0,      Re μ, 0,      Re μ, 0,      μ 1.

c z z z

z z z

   

   

Дополнительно потребуем 

2 3Im μ, 0,      Im μ, 0,      Im μ, 0,      Im μ, 0,c z z z   

4 5 6Im μ, 0,      Im μ, 0,      Im μ, 0.z z z  

Таким образом, окончательно получаем систему

 

12 12 12

1 1 1

6 11 6 1 .11, Re 0, Im 0, ( )
2

,
2

0,1 2, .
5 2 5

. ,
2

. 6m m
k k k k kk k

k k k
b b b Q z mQ z

= = =

+ +
= = = =∑ ∑ ∑

 
(18)

Можно в эту систему еще включить условие (10) 

7
7 7μ, ( ) 94 24 11 (6 11) 2,kz P z P     

но не будем сейчас этого делать, поскольку она и без того переопределенная (15 уравнений и 12 не-
известных), а это условие легко проверить после нахождения коэффициентов bk (k = 1, 2, ..., 12).

Решением системы (18) является набор чисел

1 4 7 10 2 3 5 6 8 9 11 12
5(9 11 29) 6 11,      .

4(41 11 121) 2(41 11 121)
- -

= = = = = = = = = = = =
- -

b b b b b b b b b b b b

Найденный функционал μ действует следующим образом:

12

1

6 11μ, ( ),
25 2

k k k
k

g b Q g z



 

что полностью доказывает экстремальность полинома (15). На рис. 2 изображен график модуля 
полинома (15).
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Рис. 2. График модуля экстремального полинома P7 

Fig. 2. Graph of modulus of extremal polynomial P7

Численно-аналитическое построение экстремальных полиномов с восьмой по одиннад-
цатую степень, заданных на квадрате комплексной плоскости. После приведенного аналити-
ческого построения при помощи системы компьютерной математики экстремального полинома 
седьмой степени P7 (15) естественно попытаться провести аналогичное построение полиномов 
более высоких степеней. Однако здесь мы встречаемся с новыми трудностями. Число и распо-
ложение e-точек у полиномов P4, P5, P6 было одинаковым. Если предположить, что количество 
e-точек для P8 будет, так же, как у P7, равно 12, а их локализация будет схожей с P7, то построен-
ный из этих соображений полином восьмой степени не будет являться экстремальным (система 
уравнений (9)–(10) не имеет решений). На самом деле численное моделирование показывает, что 
у экстремальных полиномов P8, P9, P10 и P11 на границе квадрата D будет ровно 16 e-точек, из ко-
торых 4 расположены в вершинах квадрата, еще 4 – на серединах его сторон, оставшиеся 8 сим-
метрично «блуждают» от середины сторон к вершинам квадрата, причем с увеличением степени 
полинома расстояние до вершин квадрата уменьшается.

По аналогии с экстремальными полиномами меньших степеней, а также с учетом симметрии 
задачи P8 следует искать в виде 

 
8 4

8 .P z a z b    (19)

Из условия совпадения значений квадрата модуля 2
8P  в e-точках z = 1 + i и z = i находим, 

что a = 3. Как и в случае построения P7, в силу симметрии задачи достаточно рассмотреть только 
одну половину стороны квадрата D, например, правую верхнюю при x ∈ [0;1], y = 1. Для анали-
тического нахождения значения коэффициента b необходимо решить нелинейную систему из 
двух уравнений, где первое уравнение отражает совпадение значений квадрата модуля полино-
ма (19) P8 в e-точках при x = 0 и x = x1 (x1 – неизвестная точка в диапазоне (0;1)), а второе – равен-
ство нулю производной от квадрата модуля на верхней стороне квадрата D в точке x = x1. То есть 
с учетом наложенных ограничений необходимо решить систему

14 1 6

12 10 8 6 4 2
1 1 1 1

2 10 8 4 2
1 1 1 1 1 1 1

1 1

16 112 408 440 (16 184) (336 456) (584 80) 184 64 0.

9 43 87 2( 32) 2(27 6) 46 16 0,

+ + + + - - +

+

+ - -

+ + +

=

+ - +

+

+ - =x b

x x x x b x b x b

x x x x

b

x

x

b b

Отметим, что система компьютерной математики Maple 2021, а также ее современная версия 
Maple 2022.1 не генерируют точное решение данной системы уравнений в радикалах, а предла-
гают искать x2

1 как корень уравнения седьмой степени

 
7 6 5 4 3 254 305 663 1607 5145 2976 708 0.- - - + + + - =s s s s s s s  (20)
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На промежутке (0;1) данное уравнение имеет единственное решение, которое находим чис-
ленно. Таким образом, 1 0,42355248654560012799; 0,38292867981572756694.x b≈ ≈  

Далее с помощью систем компьютерной математики несложно убедиться в том, что перео-
пределенная система, аналогичная (18), имеет единственное численное решение, удовлетворяю-
щее условиям (9)–(10), что окончательно доказывает экстремальность полинома

8 4
8 0,38292867981572756694.3P z z= + +

Для построения полиномов P9, P10 и P11 используется этот же подход (представленный выше 
при построении P8) к получению системы для нахождения координаты «плавающей» точки x1 
и коэффициентов полинома a и b. Однако в этих случаях строго аналитически найти точное 
значение какого-то из коэффициентов полинома затруднительно, но можно установить аналити-
ческую линейную связь между ними.

В [16] приведено численно-аналитическое доказательство экстремальности полинома P9 вида

 
9 5

9 .P z a z b z= + +  (21)

Коэффициенты a и b из выражения (21) связаны между собой следующим образом:

(9 5 2) ( 31 15 2),
31
-

= + +a b

а координата x1 неизвестной e-точки на верхней стороне квадрата D равна

1 0,55455136583876287241.x ≈

Таким образом, экстремальный полном P9 имеет следующий приближенный вид [16]:

9 5
9 3,297790325503337961 .3 0,78580851488163723 9( ) 67= + +P z z z z

Более подробно остановимся на построении и доказательстве экстремальности полинома P10. 
По аналогии с полученными ранее экстремальными полиномами P10 ищем в виде

 
10 6 2

10 10 ( ) .= = + +P P z z a z b z  (22)

В силу симметрии области достаточно рассмотреть одну сторону квадрата D, например, верх-
нюю. Пусть

10 6 2
10 ( ) ( ) ( ) .= + + + + +P x iy a x iy b x iy

Квадрат модуля этого выражения при y = 1 равен

( 16 14 12 10 2 82
10 1 8 (2 28) ( 4 56) ( 34 2 70)= = ++ + + + - + + - + +yP x x a x a x a a b x

 

( )2 6 2 4(4 – 56 – 56 56) 6 (2 34) 140 28+ + + + - + + +a a b x a b a b x
 

 ( ) )2 2 22 24 ( 12 4) 56 8 .1 (( ) 1)+ + - - - + + + + +a b a b x a b x
 

(23)

Поскольку правая часть выражения (23) представляет собой четную функцию по x, то рас-
сматриваем отрезок x ∈ [0;1]. Предполагаем, что максимум квадрата модуля 2

10P  при y = 1 на 
указанном отрезке достигается в трех точках, среди которых x = 0 и x = 1, т. е. 

( )1
22

0 .4 4max 16a bP - -=
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Подставляя это значение в (23), при x = 0 получаем, что b = –31 + 9а или b = –11 + 7а / 3. Одно из 
этих соотношений окажется справедливым, но проверить необходимо и то и другое.

Само по себе наличие простой линейной связи между коэффициентами a и b из (22) является 
интересным фактом. Подставим первое значение b = –31 + 9а в выражение (23): 

 

(
( )

( ) )

16 14 12 10 2 8

2 6 2 4

2 2 2 2

2
10 1

2( ) .4

8 (2 28) ( 4 56) ( 34 2 70)

(4 56 ) 6 (2 34) 146 0 28

4 ( 12 ) 5 8

5

6 ( 1) 1

56

= ++ + + + - + + - + +

+ - +

-

- - + + +

+ + - - + + +

+

+

=

+

+

y

b

x x a x a x a a b xP

a a x a b a b x

a b a b x a b x
 

С целью определения координаты x1 неизвестной e-точки (как точки локального максимума), 
расположенной между x = 0 и x = 1, вычисляем производную 

( ) (2 16 14 1
1

22
0

102
1 1 5 40 8 140 8 284 ( ) ( ) ( )0=

′
= + + ++ + + - +yP x x x a xx a x

 
2 8 2 6 2 43 58 164 12 1432 4496 54 1( ) ( ) ( )488 5936 +- + - ++ ++ + -a a x a a x a a x  

 )2 2 2 .( )132 960 1696 48 668 1772+ +- + - - +a a x a a  
(24)

Кроме того, необходимо учесть, что значение квадрата модуля 2
10 1yP =  в этой точке совпадает 

со значением в нуле, т. е. равно 2.4(4 16)a b- -  Значит, справедливо уравнение

( )( 16 14 12 10 22 2 8 6
1 1 1 1 1

2
1 1 111 (2  56) (2  176) 20 324 (7 616 211 ( ) 88)+ + + + + + - + + - + +-x x x a x a x a a x a xx a

 

 )2 4 2 2 2
1 1(40 588 1468) ( 12 104 .6 1334 3620) 9 6 3544 0+ - + + - + - + - =-a a x a a x a a  

(25)

Подставляя x = x1 в выражение (24) и приравнивая его правую часть к нулю, вместе с уравнением 
(25) получаем систему для нахождения пары {x1,a}. Вводя замену 2

1 ,=x s  окончательно получаем 
систему из двух уравнений восьмой степени относительно s. Эту систему решаем численно. 
В итоге получаем (все значащие цифры верные в строгом смысле)

1 0,6321119432190359708;      3,593033765965358671;≈ ≈ax

31 9 1,33730389368822804.b a ≈= - +

Остается проверить справедливость критерия (8). Занумеруем против часовой стрелки 16 под-
ряд идущих e-точек начиная с z1 = 1 + i. Значение ( )10 10 5,930337659653586712kP z P= ≈ . 

Обозначим через Qk (k = 1, 2, ..., 16) значения, сопряженные значениям P10(zk): 

1 25,930337659653586712 ; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 ;iQ Qi +≈ - ≈

3 45,930337659653586712; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 ;iQ Q -≈ - ≈

5 65,930337659653586712 ; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 ;iQ iQ -≈ ≈ -

7 85,930337659653586712; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 ;Q Q i+≈ ≈ -

9 105,930337659653586712 ; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 ;iQ Qi +≈ - ≈

11 125,930337659653586712; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 ;iQ Q -≈ - ≈

13 145,930337659653586712 ; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 ;iQ iQ -≈ ≈ -

15 165,930337659653586712; 4,476271748081576299 3,889973778167699850 .Q Q i+≈ ≈ -
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Рис. 3. График модуля экстремального полинома P10

Fig. 3. Graph of modulus of extremal polynomial P10

Таким образом, аналогично (18) получаем систему

 110 10

16 16 16

1 1
0,1, 2, ..., 9 .1 11, Re 0, Im 0, ( )m m

k k k k kk k
k k k

h h Q z h mz
P

Q
P= = =

= = ==∑ ∑ ∑
 

(26)

Условие (10) 10
10 10μ, ( ) 5,930337659653586712kz P z P      в переопределенную систему 

(26) можно сразу не включать, а проверить после нахождения ( 0,1, 2, ...,16).kh k =
Приближенным решением системы (26) является набор

1 5 9 13 0,0486886874845206738;h h h h= = = ≈

2 4 6 8 10 12 14 16 0,0654308978954007203;h h h h h h h h= = = = = = = ≈

3 7 11 15 0,0704495167246778855.h h h h= = = ≈

Функционал μ действует следующим образом: 
16

1

1μ, ( ),
5,930337659653586712 k k k

k
g h Q g z


    

что гарантирует экстремальность полинома

10 6 2
10 3,5930337659653586 .71 1,33730389368822( 4) 80P z z z z≈ + +

Для случая, когда b = –11 + 7а / 3, переопределенная система уравнений для нахождения коэффи-
циентов hk (k = 1, 2, ..., 16) типа (26) не имеет решения. На рис. 3 изображен график модуля най-
денного экстремального полинома P10.

Экстремальный на квадрате D полином одиннадцатой степени абсолютно аналогичным об-
разом ищется в виде

11 7 3
11 11( ) ,P P z z a z b z= = + +

т. е. 

11 7 3
11 ( ) ( ) ( ) .P x iy a x iy b x iy= + + + + +
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Остановимся только на основных полученных результатах. Связь между коэффициентами a 
и b линейная:

40 2 513 127 .
33 10 2

ab - +
=

-

Координата x1 «плавающей» (при y = 1) между x = 0 и x = 1 e-точки

1 0,68318100905399512212.x ≈

Непосредственно сам экстремальный полином

11 7 3
11 3,895719974561614912 .71 2,03230750309549816( 0) 25P z z z z≈ + +

В последних двух выражениях все значащие цифры верные.
Итак, подытожим: рассмотренным выше численно-аналитическим способом можно полу-

чить с любой необходимой степенью точности приближенное значение коэффициентов экстре-
мальных полиномов, являющихся комплексными аналогами полиномов Чебышева первого рода, 
с восьмой по одиннадцатую степень включительно. Основной предпосылкой для этого служило 
наличие e-точек на серединах сторон квадрата D (при x = 0). Приравнивая значения квадрата 
модуля в данных точках, а также вершинах квадрата, легко получалось выразить один неизвест-
ный коэффициент полинома через другой (а в случае полинома восьмой степени и вовсе полу-
чить коэффициенты аналитически). 

Отметим, что при вычислении экстремального полинома P12 мы сталкиваемся с новыми эф-
фектами (трудностями). Согласно результатам численного моделирования в системе компьютер-
ной математики Maple 2021, квадрат экстремального полинома P12 при y = 1 имеет локальный 
минимум в точке x = 0 (как в случае P7), а «плавающая» е-точка x1 между x = 0 и x = 1 «раздва-
ивается», что доводит общее число е-точек по периметру квадрата D до 20. То есть для построе-
ния P12 численными методами необходимо одновременно искать 5 неизвестных параметров, 3 из 
которых являются коэффициентами данного полинома.

Основные сведения о всех известных экстремальных полиномах, заданных на квадра-
те D. Для обобщения и целостного восприятия уже известных результатов, касающихся анало-
гов полиномов Чебышева первого рода (как наименее уклоняющихся от нуля со старшим коэф-
фициентом, равным единице) на квадрате комплексной плоскости удобно представить их в виде 
таблицы.

Старшая
степень Точная или приближенная формула Информация о корнях Число и расположение e-точек

1 z z1 = 0 4; в вершинах квадрата D
2 z2 z1 = z2 = 0 4; в вершинах квадрата D
3 z3 z1 = z2 = z3 = 0 4; в вершинах квадрата D

4 4 3
2

z +

4 корня в вершинах квадрата с центром 
в нуле

( )
1/4 1/4

1,2 3,4
6 61 , ( 1 );

2 2
= ± = - ±z i z i

1/46 / 2 0, )( 78254229≈

8; вершины квадрата D
и середины его сторон

5
5 (9 5 2)+ -z z
5 )1,92( 89321+z z

1 корень z1 = 0 и 4 корня в вершинах  
квадрата с центром в нуле

( )
1/4

2,3
(9 5 2) 2 1 ,

2
-

= ±z i

1/4

4,5
(9 5 2) 2 ( 1 ),

2
-

= - ±z i

где 
1/4(9 5 2) 2 / 2 0,83332468- ≈

8; вершины квадрата D
и середины его сторон
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Старшая
степень Точная или приближенная формула Информация о корнях Число и расположение e-точек

6 6 27
3

z z+

1 кратный корень z1 = z2 = 0 и 4 корня 
в вершинах квадрата с центром в нуле

( )
1/4

3,4
189 2 1 ,

6
z i= ±

 

( )
1/4

5,6
189 2 1

6
z i= - ±

1/4189 2 / 6 )0( ,87393513≈

8; вершины квадрата D
и середины его сторон

7

7 3111
2

z z
 

+ +  
 

( )7 32,6583123z z+

1 кратный корень z1 = z2 = z3 = 0
и 4 корня в вершинах квадрата

с центром в нуле

( )
1/4

4,5
(8 11 16) 2 1 ,

4
+

= ±z i

1/4

6,7
(8 11 16) 2 ( 1 ),

4
+

= - ±z i

где число 
1/4(8 11 16) 2 0,90289346

4
+

≈

12; вершины квадрата D,
а также 

1,2 3,4; 1 ;e l i e i l= ± + = - ±

5,6 7,8; 1 ,e l i e i l= ± - = ±

где 

0,397884902 11 6
2
-

= ≈l

8 8 4 0,382928683z z+ +

4 корня в вершинах квадрата с центром
в нуле 1,2 0,92006712(1 ),≈ ±z i
3,4 0,92006712( 1 ),≈ - ±z i  а также

4 корня в вершинах меньшего квадрата 
5,6 0,42749394(1 ),≈ ±z i

7,8 0,42749394( 1 )≈ - ±z i

16; вершины квадрата D,  
середины его сторон, а также

1,2 3,4; 1 ;e l i e i l= ± + = - ±

5,6 7,8; 1 ,e l i e i l= ± - = ±

где 0,42355248l ≈

9 9 53,2977903 +0,78580851z z z+

1 корень z1 = 0, 4 корня в вершинах  
квадрата с центром в нуле

( )2,3 0,93363279 1 ,z i≈ ±

( )4,5 0,93363279 1 ,z i≈ - ±  а также
4 корня в вершинах меньшего квадрата

( )6,7 0,50422351 1 ,z i≈ ±

( )8,9 0,50422351 1z i≈ - ±

16; вершины квадрата D,  
середины его сторон, а также

1,2 3,4; 1 ;e l i e i l= ± + = - ±

5,6 7,8; 1 ,e l i e i l= ± - = ±

где 0,55455136l ≈

10
10 63,5930337z z+ +

21,3373039 z+

1 кратный корень z1 = z2 = 0 и 4 корня
в вершинах квадрата с центром
в нуле ( )3,4 0,94361771 1 ,z i≈ ±

( )5,6 0,94361771 1 ,z i≈ - ±  а также
4 корня в вершинах меньшего квадрата

( )7,8 0,56981181 1 ,z i≈ ±

9,10 0,56981181( 1 )≈ - ±z i

16; вершины квадрата D,  
середины его сторон, а также

1,2 3,4; 1 ;e l i e i l= ± + = - ±

5,6 7,8; 1 ,e l i e i l= ± - = ±

где 0,63211194l ≈

11
11 73,8957199z z+ +

32,0323075 z+

1 кратный корень z1 = z2 = z3 = 0
и 4 корня в вершинах квадрата

с центром в нуле
4,5 0,95125007(1 ),≈ ±z i

6,7 0,95125007( 1 ),≈ - ±z i  а также
4 корня в вершинах меньшего квадрата

8,9 0,62758515(1 ),≈ ±z i

10,11 0,62758515( 1 )≈ - ±z i

16; вершины квадрата D,  
середины его сторон, а также

1,2 3,4; 1 ;e l i e i l= ± + = - ±

5,6 7,8; 1 ,e l i e i l= ± - = ±

где 0,68318101l ≈

Окончание таблицы
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З а м е ч а н и е. В отличие от хорошо изученных полиномов Чебышева первого рода, к настоя-
щему моменту не установлено, выражаются ли в радикалах коэффициенты, корни и e-точки экс-
тремальных на квадрате D полиномов высоких степеней. Для практического применения этих 
полиномов, например при построении итерационных процессов высоких порядков, более чем 
достаточно того, что коэффициенты полиномов можно получить с любой степенью точности. 
Тем не менее для полноты исследования, а также «красоты» результатов можно пытаться с по-
мощью компьютера подобрать соответствующие числа, содержащие радикалы. Вторым направ-
лением деятельности по усилению результатов может стать доказательство того, что конечные 
алгебраические уравнения для нахождения координат «плавающих» e-точек типа (20) разреши-
мы или не разрешимы в радикалах.

Заключение. Подробно рассмотрено применение субдифференциального критерия опти-
мальности (8) для доказательства экстремальности полиномов со старшим коэффициентом, 
равным единице, заданных на квадрате комплексной плоскости. Получен явный аналитический 
вид и рассмотрены основные свойства требуемого экстремального полинома седьмой степени. 
На примере полинома десятой степени продемонстрирован численно-аналитический подход 
к построению рассматриваемых экстремальных полиномов с восьмой по одиннадцатую степень 
включительно. Обнаружены принципиальные трудности, с которыми сталкивается исследова-
тель при численном построении экстремального полинома двенадцатой степени. Возможно, чи-
тателя могут заинтересовать работы [17–19], в которых рассмотрен другой класс экстремальных 
полиномов комплексного аргумента с условием P(0) = 1, заданных на прямоугольнике комплекс-
ной плоскости.
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