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1. Введение

Все рассматриваемые в работе группы предполагаются конечными, если не 
оговорено противное. В терминологии и обозначениях мы следуем [1]. Множе
ство &  подгрупп группы С? [2,3] называют множеством Фиттинга (7, когда 
выполняются следующие условия:

(1) если Т  <  У € то Т  €
(2) если У ,Т  € и У ,Т  ^  вТ, то ВТ е
(3) если 5  € &  и х € (7, то Бх €
Легко видеть, что совокупность всех множеств Фиттинга группы (7, частич

но упорядоченная включением С, образует решетку, в которой .^Г\Ж — нижняя 
грань и &  V Ж  =  и Ж ) — верхняя грань для любой пары множеств
Фиттинга и Ж  группы (7. Здесь символом РйзеД,^" и Ж ) обозначено мно- 
жество Фиттинга (7, порожденное объединением &  и Ж . т. е. РИ ве^^иЖ ) — 
пересечение всех тех множеств Фиттинга С, которые содержат &  и Ж .

Заметим, что в теории классов групп для описания свойств решеток классов 
используется концепция кратной локализации, которая была впервые предло
жена в теории формаций А. Н. Скибой и нашла приложения в вопросах класси
фикации групп и их классов, а также для нахождения новых семейств решеток 
формаций групп (см. [4, гл. 4]). Указанная концепция была дуализирована при 
изучении локальных классов Фиттинга в [5]. Идея такой локализации получила 
дальнейшее развитие при изучении обобщенно локальных классов Фиттинга в 
[61 -

До настоящего времени свойства решетки всех классов Фиттинга остаются 
малоисследованными: до сих пор неизвестно, является ли решетка таких клас
сов даже в разрешимом случае модулярной [7, вопрос 14.47], хотя А. Н. Скибой
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и Н. Н. Воробьёвым [8, теорема], а также независимо Рейффершейд [9, тео
рема 2.2.14(в)[ было доказано, что решетка всех тотально локальных классов 
Фиттинга (примитивных насыщенных формаций) разрешимых групп дистри
бутивна. В теории классов Фиттинга известны также результаты Лауша [10] и 
Н. Т. Воробьёва и А. В. Марцинкевич [11] о том, что решетка всех разрешимых 
нормальных классов Фиттинга и решетка всех локально нормальных классов 
Фиттинга модулярны. Однако, как установлено нами в [12], такие решетки и 
решетка всех классов Фиттинга не дистрибутивны.

Исследованию решеток формационных фиттинговых множеств посвящена 
работа А. Н. Скибы [13]. Вместе с тем результаты по изучению свойств решеток 
семейств произвольных фиттинговых множеств группы до настоящего времени 
отсутствовали. В частности, остаются открытыми вопросы о том, являются ля 
решетка всех множеств Фиттинга группы модулярной и решетка всех тотально 
локальных множеств Фиттинга разрешимой группы дистрибутивными.

Поиск решения указанных вопросов приводит к задаче описания семейств 
множеств Фиттинга группы, для которых справедливы дистрибутивное и моду
лярное равенства. Решению такой задачи посвящена настоящая работа. Нами 
определены семейства множеств Фиттинга и семейства я-локальных (в частно
сти, локальных) множеств Фиттинга, для которых выполняются дистрибутив
ное и модулярное равенства (см. теоремы 4.2 и 4.5).

2. Предварительные сведения

Напомним, что классом групп называют всякую совокупность групп, содер
жащую вместе с каждой своей группой С? все группы, изоморфные С?. Группу, 
принадлежащую классу групп X, называют X-группой.

Класс групп #  называется классом Фиттинга, если £  замкнут относитель
но взятия нормальных подгрупп и произведений нормальных ^-подгрупп.

Пусть &  — множество Фиттинга группы С и й  — класс Фиттинга. Тогда 
множество {3  < С : Б/Бз? е  3}} подгрупп О называют произведением Ж ш $ и 
обозначают через ^  © # . Если &  — 0  или У) =  0 . то полагают 3? © 3) =  0.

Лемма 2.1 [14, предложение 3.1]. Е с л и  3^ — множество Фиттинга группы 
С и & — класс Фиттинга, то произведение является множеством Фиттинга
(?.

Лемма 2.2 [14, предложение 3.4(3)]. Если &  — множество Фиттинга груп
пы СУ, 1э и ЯЛ — классы Фиттинга, то 33 © (У) П Ш) =  («^  © 3}) П © Ш ).

Лемма 2.3 [14, свойство 3.2(1)]. Если 33 — множество Фиттинга группы 
С и Игу — непустой класс Фиттинга, то &  С &  © 3).

Класс групп У называется гомоморфом, если из (3 € Ъ всегда следует О/Н 6 
Ъ для любой нормальной подгруппы N  группы (3, Если класс групп £  является 
одновременно гомоморфом и классом Фиттинга, то его называют радикальным 
гомоморфом.

Лемма 2.4 [14, предложение 3.4(1)]. Если &  и Ж  — множества Фиттинга 
группы С, &  С Ж  я Ш — непустой радикальный гомоморф, то^<Э9Я С Ж оШ .

Класс групп называется формацией, если он замкнут относительно гомо
морфных образов и подпрямых произведений. Если 3 — непустая формация, 
то любая группа С  имеет наименьшую нормальную подгруппу, фактор-группа 
по которой принадлежит 3- Ее называют корадикалом С? и обозначают через 
С*.
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Лемма 2.5 [6, лемма 2.1]. Пусть $ и Я — непустые формации. Если 3 С 15, 
то <  (7® для всех групп (7.

Напомним, что произведением ЗЙ двух классов групп называют класс ( б  : 
31\Г <  (7, IV € 3  и <3/АГ е й ) ;  произведением 3  0 Й формаций 3  и й  называют 
класс ((7 : в *  е  й)- Если 3 или й  — пустая формация, то полагают 3 °  Й =  0. 
Хорошо известно, что произведение двух любых формаций является формаци
ей и операция «о » ассоциативна на множестве всех формаций (см. [1, теоре
ма ГУ.1.8(а),(с)]). Если формация 3  замкнута относительно взятия нормальных 
подгрупп, то ЗЙ =  3 ° Й (см. [1, с. 338]).

Лемма 2.6 [1, теорема 1У.1.8(Ь)]. Если 3 и й  — непустые формации, то 
(7*°й =  для всех групп (7.

Для каждого непустого множества Фиттинга &  группы (7 любая подгруппа 
Н  группы С  имеет наибольшую нормальную ^"-подгруппу, которую называют 

радикалом Н  и обозначают через Н.?.

Лемма 2.7 [1, предложение \Г1П.2.4(<1)]. Пусть &  — непустое множество 
Фиттинга группы О. Если N  <  (7, то Ы& — N  П О # .

3. ег-Локальные множества 
Фиттинга группы и их свойства

В теории множеств Фиттинга группы мы развиваем сг-метод исследования 
строения групп и их классов, предложенный А. Н. Скибой (см. [13,15,16]).

Пусть Р  — множество всех простых чисел, 7 гС Р и 7 г ', =Р\7Т. Символом 
7г(п) обозначим множество всех простых делителей числа п, тг((7) — тг(]С?|) — 
множество всех простых делителей группы И. Пусть сг — некоторое разбиение 
Р, т. е. а — {сц : г € / }, Р =  и  и сг» П гг,- =  0  для всех % ф з; <т(п) =  {<ц :

<П Г)7г(п) Ф 0 } и <т(<7) =  сг(|Сг|).
Следуя [6], всякое отображение вида / : <т —>• {  множество Фиттинга группы 

С } назовем п-функцией Хартли группы О или просто На-функцией С. Если 
/ — Я„-функция, то символом 8ирр(/) обозначают носитель /, т. е. множество 
всех сг* таких, что /(и») ф 0.

Пусть АЕ5СТ(/ ) =  {£  <  О : Я =  1 или 5  ^  1 и е  / (щ ) для всех
сг,- е  сг(£)}, где (бег. и <2Ц — классы всех оч-групп и всех ст'-групи соответственно.

О п р е д е л е н и е  3.1. Множество Фиттинга группы О назовем а-локальным, 
если &  =  ЬЕ8„{ф) для некоторой Я„-функции /. В частности, если сг — а1 — 
{ {2 } .  { 3 } . . . . } ,  то гХ назовем локальным множеством Фиттинга И.

Заметим, что каждому классу Фиттинга 3  соответствует множество 3-под
групп группы О, т. е. {&' <  С  : 5  е  3 }, которое обозначают через Тгдг(<7) и 
называют следом класса Фиттинга 3  в группе 6?. Очевидно, Тгд^С?) является 
множеством Фиттинга <7, хотя обратное в общем случае неверно (см. [1, при
мер УП.2.2(с)]).

П р и м е р ы  3.2. (1) Множество Фиттинга, состоящее только из единичной 
подгруппы {1 }  группы С, локально, т. е. {1 }  =  АЯ5<Г(/ ) для //„-функции / 
такой, что /(сц) =  0  для всех г € /.

(2) Пусть &  =  Т г^ . ( б )  — множество Фиттинга всех ^-подгрупп группы (7. 

Если 5  <  (3 и 5  ё  то ~  Ь Я 5 „(/ ) для Я„-функции такой,
что /(оч) =  и /(сг.,-) =  0  для всех г ^  у
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(3) Напомним, что группу G называют a-примарной, если G является сг*-
группой для некоторого г € I, и о-нилъпотпентной [15], если G =  G\ х • • х Gt 
для некоторых сг-примарпых групп G\,... ,Gt. Пусть 36 — множество Фиттинга 
группы G, — класс всех <т-нильпотентных групп, 36 © — произведение
36 и класса Фиттинга 01̂  и / — Я ст-функция такая, что /(сг*) =  56 для всех г. 
Тогда по лемме 2.2

LFS<r{f) =  f )  дг © =  аг о  =  х  © m *
£Ti £Г<

и 66 © 91(7 сг-локальное множество Фиттинга группы G .

(4) Положим У1* (Â ;eN ),9T ° — класс групп порядка 1. Пусть
^  < 1 *шшУ

к
T i’tîi (G) — след класса Фиттинга в группе G. Тогда Тгэт* (G) — сг-локальное
множество Фиттинга группы G с Я„-функцией / такой, что /(сг*) =  Tr^t- i (G) 
для всех сг*. В частности, Тгд;^ (G ) — п-локальное множество Фиттинга группы 
G  с Яо-функцией / такой, что /(сг*) =  {1 }  для всех сг*.

Л ем м а  3.3. Пусть &  =  LFS „{f) и П =  Supp(/). Тогда справедливы 
следующие утверждения:

(1) П =  сг (^ );
(2 ) S < G  и ,9 € &  тогда и только тогда, когда S £ /(сг*) © <£ai для всех

сг* g сг(5), т. е. ^  =  {5  <  G  : S € /(сг*) О

(3 ) ^  =  T r£n (G )  Л  (  П  / Ы  0  С *  . ‘
<т*еп

Д о к а з а те л ь с т в о . (1) Если сг* £ П, то {1 }  £ /(сг*) и для любой ^-под
группы S группы G  такой, что S Ф 1, имеем a(S) =  {сг*}. Так как {1 }  € 
/(сг*), по лемме 2.3 S 6 {1 }  © €a, Ç {1 }  © <£**©*' Ç /(сг*) © для любого
сг* £ П. По определению произведения множества Фиттинга группы G  и класса 
Фиттинга S/Sffa) £ и поэтому S ^ ^  Ввиду определения

/(сг*)-радикала <  <?/(^)- Следовательно, S£°i£6 g /(сг*) и S 6
Значит, П С ст(^).

Если сг* е  ст(^), то для некоторой подгруппы S Е .6- группы G имеем

сг* 6 сг(Я) и 5 е"’ г<г>' 6 /(сг*). Значит, сг* £ П и cr (^ ) Ç П. Таким образом,
П -  cr(J?).

(2) Если сг* £ cr(S') и S — ^-подгруппа группы G, то S’ '̂7’ ^  £ /(сг*). Ввиду
^ g у

того, что S ** л  <  5/(ст.) и — формация, п олзаем

(S/Se*ie<)/(S}(ai)/ S ^ * < )  -  $/S>M  € e CTi£CT;.

Следовательно, S € /(сг*) © для всех сг* £ сг(5).
Обратно, если для любого сг* € сг(5) имеем S £ /(сг*) ©  <£Ci , то S/S{(aii £

<£^€<7'. Тогда <  S/^.). Поскольку Бе,г*е< <  Sf (<,.), то S£"i£6 е  /(сг*).
Следовательно, S Е &.

(3) Пусть Я — ^"-подгруппа группы G. Тогда |5| — сг(^)-число. Ввиду
утверждения (1) ст(^ ) =  П, |5| — П-число и S — П-подгруппа G. Следова
тельно, 5  £ ©п и 5  £ Tr€n(G). Кроме того, из S £ ^  по утверждению (2) 
следует 51 £ /(о-*) © для всех сг* £ сг(£). Если сг* £ П \ сг(5), то S £ С
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<£ai <£„< Ç /(cr.¿) © <£ai . Таким образом, S € T ren(G) П ( f |  / ( 04) © €CTi <£,„< ) и
* * сг4€П

справедливо включение &  Ç Tr,en (C?) П ( f )  / ( 04) 0  €ег4£<г'). Обратно, если 
* <ч€ п

5  € T ï€n(G ) П (  f|  /(o-i) 0  е ^ )
Cigll

для всех 04 € 0 (5 ), то 5  € /(о-») 0  <£„г <£„>.. Следовательно, по утверждению (2)

леммы 5  € J2" и Тг€п((3') П ( f )  / (04) © ç
^ 6 П

Лемма доказана.

О п р е д е л е н и е  3.4. Пусть &  — о--локальное множество Фиттинга группы 
G. Тогда Я^-функцию / множества назовем

1) внутренней, если / (04) Ç для всех 04 € П;
2) полной в случае, когда / (04) =  /(«"г) О для всех 04 € П;
3) полной внутренней, если / является одновременно полной и внутренней 

Я а-функцией.

Лемма 3.5. Пусть &  — о-локалыюс множество Фиттинга группы G. То
гда справедливы следующие утверждения:

(1) J2' определяется внутренней I I„ -функцией;
(2) &  определяется полной внутренней Ha-функцией.
Д о к а з а т е л ь с т в о  . (1 )  Поскольку множество Фиттинга &  0-локально, по 

утверждению (3) леммы 3.3 существует такая Я^-функция /, что

*  = Т*«п(С0 О ( П  f(* i) © 6 ^ ) ,
04 €П

где П =  Supp(/) =  &{&)■ Определим Я^-функцию у> такую, что ¥>(0») =  / (04) П 
^  для всех i € I. Тогда <¿3(04) Ç / (04) для любого щ € &(&)• Следовательно, 
по лемме 2.4 <¿>(04) © €ст, <£&> С / (0i) © €CTi и поэтому LFS„(<p) Ç ,^\

Обратно, пусть 5 6 Тогда 5 € / (04) © . Значит, S/Sf (CTi) €

Поэтому S'£,’i<t‘ri <  Sf(ai) и SC<7’ e  / (04). Поскольку Se'ri£''i <3 5, то

5e'**'î € JC  Следовательно, S * * * * ’ * € =  9(04). Отсюда получаем
5 € y?(0i) © €<r< для всех 04 € 0(«^) и

5 6 Tren(G) n ( f| ¥>(04) © -  LFSa(<p).
04 €П

Стало быть, С ЯРЯДуз) и =  ¿РТУДу»). Утверждение (1) доказано.
(2) Пусть ^  -  ТЯ 5£Г(¥’) для некоторой внутренней Я ст-ф ункции. Рас

смотрим Яо-ф ункдию ф такую, что ^ ( 04) ■= <р(щ) 0  €<г4 Для каждого г € I. 
Очевидно, ф — полная Я 0-функция. Покажем, что ф является внутренней Н„- 
функцией ■#’.

Пусть 5 € ф{(Гг). Тогда 5/ 5^ )  € € СТ4 С Следовательно, 5  €

¥>(0«) © Пусть 0  ̂ ^  0*. Тогда € 0-,. С <£„/. По лемме 2.5 5 © <  5 г<ч.
£ ; <2*̂ . £ I

Отсюда (5 © ) 3 С 6 4>{п})- Используя лемму 2.6, получим

,<£».■ О  <е„
=  5 € y>(a.Э)'
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Значит,

(S/S£^ ) / ( S vi^ / S e^ )  s  S/Sv{ffj) £ 6^ .

Тогда <9 £ © бст, 6Ц для всех j  ф г. Получаем 5  € «ДоД © ©л бст- для всех
о* € П. Следовательно, согласно утверждению (2) леммы 3.3 5  6  X .

Лемма доказана.

Если X  — совокупность подгрупп группы С, то символом ВЙБеД.ЗГ) будем 
обозначать пересечение всех множеств Фиттинга С, содержащих X . Очевидно, 
Рйве^^Г) является множеством Фиттинга С.

Пусть О. — совокупность всех Я^-функций множества Фиттинга X  груп
пы О. Определим на О отношение порядка <  следующим образом: если /, ¡р £ 
П, то / <  у? тогда и только тогда, когда /(оД С <д(оД для всех оч £ П. Ми
нимальный элемент из О назовем минимальной На-функцией множества Фит
тинга X  группы в.

Лемма 3.6. Пусть X  — п-локальное множество Фиттинга группы G. То
гда справедливы следующие утверждения:

(1) X  определяется единственной минимальной На-функцией / такой, что
/ (04) =  F itset{5 < G : S сопряжена с X  £ X }  для всех щ £ Supp(/);

(2) X  определяется единственной минимальной полной внутренней 
H#-функцией / такой, что /(стД =  Fitset{5 <  G : Se<T̂ сопряжен с Х £'* £">, 
X  £ X }  © б  о-,, для всех щ £ Supp(/).

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1 ) Пусть X  -  LFS^tp) для внутренней Я^-функции 
<р■ Определим множество подгрупп группы G следующим образом: /1 (04) =  

{S  < G : S сопряжена с , X  £ X }.  Пусть / (04) =  Fitset Д  (04). Вви-

ду X  € &  получаем X  ^  . По утверждению (2) леммы 3.3 X  е

у?(пД © ‘¡a, бД • Следовательно, X  "iCcri 6 <Доч). Так как подгруппа S сопря-

жена с A" £ <Дсц), то S £ у?(оч). Значит, /1 (04) Ç <д(оД и Fitset /1 (04) — 
/ (04) Ç Fitset <р(щ) =  tp((Ti). Стало быть, LFSa{f )  Ç X .

Докажем обратное включение. Пусть S <  G и S £ X . Поскольку £ai б ст/- 
корадикал S£'7i'£'T‘' сопряжен с с<т>', по определению функции / имеем 

ç  {5  <  G ; 5  сопряжена с А (£'т’ г 'п '} Ç /(оД. Следовательно, 5  е 
/ (04) © ба;бст.-' для всех Hi £ Supp(/). По утверждению (2) леммы 3.3 S £ 
LFSa(f). Значит, X  Ç LFS,,{f) и X  =  LFSa(f ).  Утверждение (1) доказано.

(2) По утверждению (2) леммы 3.5 X  =  LFSa{<p) для полной внутренней 
Я,,-функции ip множества Фиттинга X  группы G, т. е.

&  =  Ъ е п (G) n ( f j  <р(а) © б * « ^ ) .
очбП

Пусть tpi(<7i) — {S < G : Se*i сопряжен c X e<r*e<ri, X  £ X ).  Если 

S £ tpi(<Ti), to Se"i сопряжен c A для некоторой подгруппы X  £ X . 
Поскольку X  £ X .  по утверждению (2 ) леммы 3.3 следует X  £ <ДоД © б ^ б ^ .

Тогда X/X^^i) £ 6Д  ба '. Значит, £ <р(щ). Ввиду сопряженности У'5'& 7« с

Х е”̂ е°< имеем Следовательно, S £ <¿>(04) © 6 ffi =  ^(пД и С
<р(пг) для всех щ £ Supp(ip). Значит, Fitset у  1 (04) © 6 ffj С Fitset <р(щ) © 6 CTi. 
Итак, / <  ip для любой полной Я ст-функции <р множества Фитинга X  группы 
G. В частности, справедливо включение LFSa(f )  С X .
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Обратно, пусть 5 — ^-подгруппа группы (?. Ввиду леммы 2.6 справедливо 

‘ равенство (5 е'* ) * "  =  5 Сеч ̂ . Следовательно, 5 *^  € уДоч) Я /(гг^). По 

лемме 2.5 <  5 £"*. Тогда е  /(<ц) и 5  € /(^¿) © <£сг, £<т' для всех
<ц € п (^ ) .  Ввиду утверждения (2) леммы 3.3 ,9 € ХЯ5,т(/). Следовательно, 
^  С £Я5д(/ ) и ^  =  ¿ Е З Д ) .

Пусть {/» : г € / } — множество всех полных Яд-функций. Тогда ф =  ("] /г- —

минимальная полная Яд-функция. Поскольку по утверждению (2) леммы 3.5 
любое ст-локальное множество Фиттинга группы Я  определяется полной внут
ренней Яд-функцией, среди множества всех полных Яд-функций &  существу
ет хотя бы одна полная внутренняя Яд-функция. Следовательно, ф =  р| /* —

ш
минимальная полная внутренняя Яд-функция £  и ф — /. Утверждение (2) 
доказано.

Лемма доказана.

Следующее утверждение вытекает непосредственно из леммы 3.6.

Следствие 3.7. Пусть &  — ^  =  ТЯ5д(Л), где / и Н — мини
мальные Яд-функции множеств Фиттинга &  и Ж  группы Я  соответственно. 
Тогда / <  }г в том и только том случае, если &  С

Если / и /г — Яд-функции, то символом / Уд к будем обозначать Яд- 
функцию такую, что (/  Уд Ь)(оч) — /(<ц) \/д Ь(гтф для каждого г, и символом 
/ А й  — Яд-функцию такую, что (/ Л Л)(оч) — /(¿г,) Л Ь(аф для каждого г.

Заметим, что множество всех п-локальных множеств Фиттинга группы С 
образует решетку по включению относительно операций Ает и Уд, которые опре
деляются для любых <т-локальных множеств Фиттинга &  и Ж  группы О  сле
дующим образом: ^  Ад ^  ^  Л ^  и ^  Уд и ^ ) .

Лемма 3.8. Пусть &  — ЬРЗо-(/) — о-локальное множество Фиттинга 
группы С, П - <г{ Ж), тп — Н„-функция такая, что

т(<п) =  БИ8е1;{5*"*'*' : в  < 0 ,  5 ё ^ }

для  всех о* € П и т{щ) — 0  для всех о» е П '.  Тогда
(1) ^  =  1РЗа(т);
(2) гп((тф С Л(<ц) Л ^  для  каждой Н„-функции К множества Фиттинга ¿Р 

группы Я  и для каждого сл.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

&{<п) =  ( 5 * " * '* '  : 5 <  С, 5  6 ^ }

для всех (Г; € П и ^  =  ЬРЗ„{т). Тогда Ж С С другой стороны. ^"(оч) С 
/(оч) и поэтому 771(04) С /(стД для всех о, е  П. Кроме того, имеет место т(<т,) =  
0  С / (04) для всех 04 6 П'. Следовательно, Ж  С ¿Р и поэтому Ж  — &.

Лемма доказана.

4. О признаках дистрибутивности и модулярности

В данном разделе определим семейства множеств Фиттинга группы (7, для 
которых справедливы дистрибутивное и модулярное равенства.
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Лемма 4.1. Если &  и Ж  — множеств а Фиттинга группы б ,  X и 2) -  
радикальные гомоморфы такие, что Э£ Л 2) — (1) и С . ^  © ;£ и Ж  С #  © 2), 
т о ^ У ^  =  { 5 < С . : 5  =

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 2.3 С © 2), и по условию &  с  Ж  о  X. 
Следовательно, &  С Ж  О Х П ^  Е>2). Аналогично Ж С Ж О Х п Ж С ^ о О ) .  
Поэтому имеет место включение Ж  С Ж  © X П ^  © 2) ■

Итак, &  и Ж  — множества Фиттинга группы (? из .Ж © 3£ Л ^  0  2). По
скольку по определению решеточного объединения &  V Ж  — это наименьшее 
множество Фиттинга (7, содержащее ^  и Ж , то

& У Ж С  Ж® Х П £ ? 0 % ) .  (4.1)

Докажем справедливость обратного включения: Ж  © X П &  О 2) С .'Р У Ж  
Пусть — {<7 <  (7 : Я&Яж} и Ж  =  Ж ©ЗЕЛ#'©2). Покажем, что справедливо 
равенство

Ж  =  Ж . (4.2)

Пусть 5  € Ж. Тогда 5  Е Ж  © Т и 5 ' € , ^ ' © 2 ) .  Следовательно, Я/Я& 6 
2), Поскольку 2) — гомоморф. Я/Я& / Я & /5 >  Е 2). Ввиду изоморфизма
Я/ Я& / Я&Яж/Я& ~  Я/Я&Яж и Я/Я&Яж Е 2). Аналогично из Я Е Ж  © X 
получаем Я/Яж € Э£, Я/Яж/Я&Яж/Яж € X и Я/Я&Яж € X. Следовательно, 
Я/ЯрЯж Е Т  П 2). Поскольку Я/Я&Яж — единичная группа, 5 =  ЯрЯж- 
Значит, Я Е Ж  и справедливо включение Ж  С Обратно, пусть 5  € Ж  
Тогда 5 =  ЯрЯж- По условию теоремы С 0  1  и поэтому 5 >  С Яж®х- 
Значит, 5  С ЯжехЯж =  Я жох- Следовательно, Я — Я жох-, т. е. Я Е Ж  <ЭХ . 
Аналогично Я Е ^  & Х) и Я Е Ж  О X П &  © 2), и равенство (4.2) доказано.

Далее покажем, что Ж  С &  у Ж . Пусть Я Е Ж. Тогда Я =  Я&Яж- По 
определению ^-радикала Я& Е &  С ^  V .Ж  Аналогично Яж Е Ж  С. ^  У Ж. 
По определению множества Фиттинга Я,? Я ж € & У  Ж . Поскольку 5  =  Я&Яж, 
то Я Е &  У Ж . Таким образом, Ж  С &  V Ж . Учитывая (4.2), получаем 
включение

Ж е х п ^ о ^ с & у ж .  (4.з)

Теперь ввиду (4.1). (4.3) и (4.2) Ж  ®ХС\& &  У Ж  и &  У Ж  =  {Я < в
Я=Я#Яж} -

Лемма доказана.

Определим семейство множеств Фиттинга группы в , для которых выпол
няется дистрибутивное равенство.

Теорема 4.2. Если & , Ж , Ж  — множества Фиттинга группы О и С 
Ж  © <В1Т, Ж  С  3̂  О <£„> для некоторого множества простых чисел л, то

Ж  П (&  У Ж ) =  {Ж  П & ) У {Ж  Л Ж ).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что {Ж  О & ) У {Ж  П Ж ) с . Ж п { & У  Ж) .
Покажем, что Ж  П V Ж)  С ( Ж  П &)  У { Ж  П Ж),  Пусть Я <  (7 и 

Я Е Ж  П У Ж) .  Следовательно, Я е Ж и Я е & У  Ж . Тогда по лемме 4.1 
ввиду &  С Ж  О и /  С ^ б  получаем Я — Я&Яж- Из Я Е Ж  и 
5  =  Я&Яж следует Я& Е Ж  и Яж Е Ж. Тогда г ж  Е Ж  и Яжож Е Ж. 
Значит, Я — Я&гЛ(Яжс\М ■ Отсюда Я Е (Ж  Л & ) У ( Ж  ПЖ) .  Итак, справедливо 
включение Ж  Л (¿?У Ж ) С ( ^ П ^ У ^ Л ^ ) .  Следовательно, Ж  Л {& У Ж ) — 
{ЖС\&) У{ЖГ\Ж) ,

Теорема доказана.
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Л ем м а  4.3. Пусть =  1/Р5гг(/г), i € 1} — множество и-локальных мно
жеств Фиттинга группы С и X  ~  Г) ^  /Щя всех * £ I- Тогда X  =  ТЕ  Ба ( |") /,;)

•является а-локальным множеством Фиттинга группы <3.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть П* =  о (<^ ) для всех г е  I. Тогда

П п * =  Р | с ( ^ )  =  о - ( П ^ )  =  <К<Я-

Пусть 5 е  Тогда

Я € ^  =  Тг£п. (С?) П (  р| Л ( ^ )  0  ЙЦ « ц )

для всех j  е J и i е I. Значит, 5 € Х  =  Т гСп<((3) и 5  € /¿(д,) О ЗЦ £ст'. для
всех j  е Т и г е I- Из 5  6 ^  -  Тггп. ((3) следует 51 6 -  р) Тгг . (С ). Тогда

* ¡е/

5 € Т г П е  ( С ) = '& вп(С).
»е/

Поскольку 5  € /¿(<тД О £о^о'., имеем 5/5/д^.) € £СТ;) £<т' ■ Так как класс 
С с г , — формация, то 5/ П Тогда б’/б’р  /;(ст.) € £<г3€<т'.

3 г€/ ¡€/
Следовательно, 5  € П /¿(оД © <В̂ €о->.. Таким образом,

Щ1 3

5  е  Ъ гп (С ) п ( П  П  Л ( ^ )  °  ^ < Ч ) '
г€/

Значит, 5  6 ЬР8а ( Р| /¿) и ^  С Т Е 5^ ( р) Д ) — о-локальное множество Фит- 
1б/ ' г€/

тинга группы С. Обратное включение очевидно.
Лемма доказала.

Напомним, что если X  — любая совокупность подгрупп группы б , то сим
волом X (о?) обозначаем множество {б1 <  С : 5 е"1 ет ' 6

Л ем м а  4.4. Пусть Х\ - ЬРЗа(/1 ) и ^  =  ТЕ.З'Д/2) — <т-локальные мно
жества Фиттинга группы <3, где / 1 и /2 — внутренние На-фушщии, и X  — 
.^ 1 Х/Ст ^ 2- Тогда ^  =  Т Е З Д / 1 V,, /2) является а-локальным множеством Фит
тинга группы (3.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^  — минимальная Я а-функция множества Фит
тинга ^  группы б  и р — минимальная полная внутренняя -функция мно
жества Фиттинга группы (3 для  ̂ € {1 ,2 }. Для любого г € / ввиду леммы 3.8 
имеем Д»(£ц) С С рД оД  Более того,

Д(<7Д =  РИаеЩХг Ш ^ Х ^ г )) =  Е ^ е Х ^ Д о Д и ^ Х о г ))  =  ЕИяеДД! (о Д и ^ о ч ))  

С /(оч) С ЕЬяеХЛДоД и Дг(пД) © С Ыд{) О <£СТ1 ~ р(оч).

Значит, Д(сгг) С /(<тД С р(оД для всех г € I  и X  ~  ЬРЗ„(ф).
Лемма доказана.

Если X  — совокупность подгрупп группы (3, то операцию замыкания 5П на 
определяют следующим образом: 3П( Х )  — {5  <  С : 3 Я  для некоторой 

подгруппы Я  е  .5Г} (см. [17, с. 171]).
Следующая теорема определяет семейство а-локальных множеств Фиттин

га группы (3, для которых выполняется модулярное равенство.
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Теорема 4.5. Пусть &  =  LFSa{f), Ж  -  L F S jh ), Л  =  LFSff{m) -  
о-локальные множества Фиттинга группы G и f , A, m — минимальные Ha- 
функции множеств Фиттинга & , Ж , Л  группы G соответственно, причем 
/ <  то. Если Н„-функцяи f  и h таковы, что f (o i)  V h(oi) — ¿'«{/S' <  G : 
5  =  для всех оч таких, что /(ач) и А(оч) — непустые множества
Фиттинга группы G, то (JP У„ Ж ) П Л  — SF У a {Ж  П Л ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем вначале, что для минимальных Я,„-функций 
/, h u m  выполняется (/(оч) У„ h(cri)) П т((Т ;) =  /(сг¿) У„ (А(еч) Л т (о ч )) для всех
Oi.

Так как / <  m и / <  / V* А, то / <  ( / А)  П т . Кроме того, А П т  <  / У0 А 
и А Л т  <  т .  Следовательно, А П m <  (/ А) П m и

/ V„ (А Л m) <  (/ V„ А) П т .  (4.4)

Проверим справедливость обратного вложения Я„-функций:

(/ Vtr А) Л m <  / V„ (А П / ). (4.5)

Если гп(оч) — 0 , то вложение (4.5) тривиально. Рассмотрим отдельно случаи, 
когда /(сг,) или А(оч) пуст. Пусть /(оч) =  0 . В этом случае, очевидно, (/ (04) V/ 
A (c i)) Пт((Тг) =  А(пч) Л т / г ,) и для Я^-функций /, А и т  справедливо (/(<rf) V„ 
A(Vf)) П т (оч ) =  / (04) Vff (А(оч) П т(гт,)).

Предположим, что А(нД =  0 . Тогда ввиду вложения А <  m имеем

(/(сгч) V̂ . А(оч)) П m(oi) — f { a )  У a (A (04) Пт(стч)) =  /(оч).

Таким образом, остается рассмотреть случай, когда ни одно из множеств 
Фиттинга /(оч), h(a,) и т (оч ) не является пустым. Пусть К  — подгруппа из 
(Д о /  Уa h{<Ji)) Пш(оч). Поскольку К  € /(crj) VCT А(оч), по условию существу
ют подгруппа 5 — Sm(ai)Sh(ai) и изоморфизм ф такие, что К  ~  ф(К) <<J S. 
Отождествляя К  с ее изоморфным образом, получаем

К  <<3 =  S П Sm{ai) =  5/(0-i)5^(0.i) П 5т(о..)

Sf(<Ti){Sh(<Ti) 0<S'm(crij) Sf(ai’)Sfl(ai')rn(aip

Следовательно, Я  € /(сч) V/ (А(оу) П т (п ч )) и вложение Я^-функций (4.5) до
казано. Из (4.4) и (4.5) получаем

( / VffA) Лтте =  / Vff ( А П т ) .  (4.6)

Докажем теперь справедливость равенства

( ^  У а Ж) Г \ Л  =  ^ У а  { Ж П Л ) .

Поскольку Я^-функции / и m множеств Фиттинга &  и Л  внутренние, по след
ствию 3.7 из вложения / <  тп следует, что &  С Л .

Ввиду леммы 4.4 /Vff А — Я ст-функция множества &  У a Ж . Следовательно, 
по лемме 4.3 (/ Уа А) Л m — Я ст-функция множества ( ^  Vff Л Л .

Аналогично по лемме 4.3 А П т  — Я„-функция множества Ж  Л Л  и тогда 
по лемме 4.4 Я^-функция / V/ (А Л /) определяет множество Фиттинга &  Уа 
[ Ж  Л Л ) .  Следовательно, ввиду (4.6) Уа Ж ) Л Л  — Уа {Ж Л Л ) .

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  4.6. Следуя концепции кратной локализации А, Н. Скибы (см. 
[16]), легко получить обобщение результата о признаке модулярности семейств
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сг-локальных множеств Фиттинга группы G. Каждое рассматриваемое множе
ство Фиттинга группы G будем называть 0-кратно а-локальным, и если п >  1, 
то множество Фиттинга, &  группы G назовем п-кратно а-локальным, если либо 
&  =  {1 },  либо SP имеет Я ст-функцию f  такую, что всякое ее непустое значение 
(п — 1)-кратно о-локально.

Для любых двух множеств Фиттинга /  и J f  группы G положим &  V”  
Ж  — Fitset(,^  U Ж ), где символом Z” F itse t(^  U Ж ) обозначим п-кратно
сг-локальное множество Фиттинга группы G, порожденное &  U Ж. Если / 
и h — Я*-функции, то / V”  h — п-кратно локальная Я а-функция такая, что 
(/V"/i)(cTt) =  /(о*) V"/i(<7j) для всех г и /П/i — íb-кратно локальная Я^-функция 
такая, что (/ П Л)(<т») =  /(сд) П hfa ) для всех сц.

Легко видеть, следуя доказательству теоремы 4.5 и используя индукцию по 
п, что эта теорема верна для случая п-кратно сг-локальных множеств Фиттинга 
группы G.
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