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В работе рассматриваются только конечные группы. Мы используем терминологию, приня
тую в [1-3]. Напомним, что ф орм ацией  называется класс групп, замкнутый относительно гомо
морфных образов и конечных подпрямых произведений.

Пусть со всякой группой G сопоставлена некоторая система ее подгрупп т(С). Говорят, что т -  
подгрупповой ф ункт ор  [2, с. 16], если выполняются следующие условия: 1 ) С е  x(G) для любой 
группы G; 2) для любого эпиморфизма (р: А >—> В и для любых групп Н  е т (А) и Т е  т (В) имеет 
место ЕГ9 е т(В) и Гф е т(Н). Если т(G) = {G], то подгрупповой функтор т называется т риви а ль
ным. Формация ^  называется т-зам кн ут ой  [2, с. 23], если t(G) с  ft для любой ее группы G. Мы 
будем рассматривать лишь такие подгрупповыс функторы т, что для любой группы G все под
группы, входящие в t(G), субнормальны в G.

Пусть м -  некоторое непустое множество простых чисел, со' = Р \ со. Символом Ср (G) обозна
чают пересечение централизаторов всех тех главных факторов группы G, у которых композици
онные факторы имеют простой порядок р  (если в группе G нет таких факторов, то полагают 
C P(G) = G). Для произвольной совокупности групп 3i через Com (I)  обозначают класс всех про
стых абелевых групп А таких, что А = Н / К для некоторого композиционного фактора Н  / К 
группы G G J. Символом 7?W(G) обозначают <5ш-радикал группы G, т. с. произведение всех таких 
ее разрешимых нормальных подгрупп, которые являются со-группами.

Следуя [3], ф ункции/: to U {со' } —> {формации групп] сопоставим класс групп

C F J f )  = (G I G / RM(G) е /(с о ') и G / С р (G) е /( / ;)  для всех р  е со п  л (Com (G))).

Если формация ft такова, что ft = СГ\ф / ) ,  то ft называется со-ком позиционной ф орм ацией  
с (Л-композициоииым спут ником /[3 ]. Нетрудно заметить, что класс композиционных формаций 
совпадает с классом Р-композиционных формаций (см. подробнее [3]).

Всякая формация считается 0-кратно со-композиционной, а при п > 0 формация ft называется 
п-кратпо  со-ком позиционной  [3], если {s = С / / /  ), где все непустые значения спутника/являют
ся (п — 1 /кратно со-ком пози i тонн ым и формациями.

В книге [2, теорема 4.2.6] доказано, что при любых натуральных т  и п у решетки всех 
т-замкнутых m-кратно насыщенных формаций и у решетки всех т-замкнутых /7-кратно насы
щенных формаций системы тождеств совпадают. Позднее в [4] показано, что для любого беско
нечного множества простых чисел со и при любых различных натуральных т  и п системы тож
деств решетки всех ///-кратно (o-насыщенных формаций и решетки всех //-кратно со-насыщснных 
формаций совпадают, а в [5] этот результат был распространен на решетки функторно замкнутых 
формаций такого типа. F3 [6; 7] доказано, что для любого бесконечного множества простых чисел 
(о и при любых различных натуральных /// и // у решетки всех ///-кратно м-композиционных фор
маций и у решетки всех //-кратно м-композиционных формаций системы тождеств совпадают.

Целью данной работы является получение аналога этого результата в классе т-замкнутых 
//-кратно м-композиционных формаций (теоремы 2 и 3). Важным этапом в достижении этой цели

23



стали работы [8; 9]. где установлена индуктивность решетки всех т-замкнутых «-кратно 
м-композиционных формации [2, определение 4.1]. Кроме того, в настоящей работе доказано, 
что совокупность всех т-замкнутых /7-крагно м-композиционных формаций с / относительно 
включения er образует полную решетку (теорема 1).

м-Композициопный спутник/называется с / -тачным, если все его непустые значения при
надлежат решетке 4  . Пусть { /  I i е /  } -  набор всех м-композиционных -злачных спутни
ков формации 5- Согласно [3, лемма 2], /  = n  /  м-композиционный с(т0 -значный спутник фор-

;е/ ‘ "
мании 5, который называется м и н и м а льн ы м  -значны м  аз-композициоины м спут ником  ф ор

м ации  5 [3]. Если ^  = CF ( / )  и /(г/) er J  Для всех а е м U {м' }, то/называется внут ренним  
аз-ком позиционны м  спут ником  ф орм ации  / .

Л е м м а  1. ЕЪ/// Д — м-ком позиционная ф орм ация им еет  внут ренний z -значны й  м-ком 
позиционны й спут ник, т о она являет ся  z-зам кнут ой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть § = CF(0( / ) ,  г д е / -  внутренний м-композиционный спутник, 
вес значения которого т-замкнуты. Покажем, что формация §  т-замкнута.

Допустим противное, тогда найдется такая группа G е /  и подгруппа Я е t(G), что Я g 
Пусть (7 -  группа наименьшего порядка среди групп с таким свойством и R — минимальная нор
мальная в G подгруппа. Покажем, что R — единственная минимальная нормальная в G подгруп
па. Предположим противное. Пусть R и L -  две различные минимальные нормальные в G под
группы. Поскольку G е то G / R е g. Так как |G / /?| < |G|, то по выбору группы G для любой 
группы / / g t(G //?) следует, что II е Д. Заметим, что при каноническом эпиморфизме 
cp: G n  G / R мы имеем ер(Я) = H R / R. Значит, HR/ R е z(G/ R). Следовательно, И / R n H  = HR/'R е Д. 
Аналогично, H I  L гз Н = HL / С s  §. Но поскольку (R n  Н) n  (Z, п  Я) = 1, то Н = Н  / 1 = 
HI (R Г\ II) Г\ (ЬглН) е §> что противоречит выбору групп G и Н. Значит, /? -  единственная мини
мальная нормальная в G подгруппа. Очевидно, У?{0(/7) = Ra(G)rzH. Значит,

Я  / / / Я )  = Я  / (RfJG)  о  Я) -  HR(0(G) / F JG ) е t(G / ÄJG)).

Так как G е то G / RM(G) е/(со'). Следовательно, H I R(JH)  е / ( с o').
Пусть теперь // е  и п я  (С от (//)). Заметим, что C/'(G) = Gcs , где Ö -  класс всех таких 

групп, у которых все главные //-факторы центральны. Поскольку мы рассматриваем лишь такие 
подгрупповыс функторы т, что для любой группы G все подгруппы, входящие в t(G), субнор
мальны в G, то подгруппа II субнормальна в G. Очевидно, G(4  ̂ глН -  Я 0. Следовательно,

Я / Я к = I I /(G(S гз Н) = Я&’(4 /С.ч g t(G /G0; ).4 ф vV/> vчу; v V/4

Так как G е д, то G / С1’ (G) = G / G(4 е /( / ;) .  Значит, II I  С 1’ (Н) -  Н I Н ^  ^ е /( / ;) .
Таким образом, Я е д, что противоречит нашему выбору групп G и //. Следовательно, фор

мация д т-замкнута. Лемма доказана.
Символом <:/ ГоппТ обозначается пересечение всех тех т-замкнутых /7-кратно (о-компо- 

зиционных формаций, которые содержат совокупность групп Т.
Для произвольной совокупности т-замкнутых /7-кратно (о-композиционных формаций 

{д,-1 / е /} полагают

в частности,

® v co„ -b = t / (form(Tiu-V)).

Пусть { /  I / е /  } -  некоторая совокупность функций вида

/  : со U {со'} —> {формации групп}. 

Тогда через (/• | / е /)  мы обозначаем такую функцию /} что
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в частности,

/ ( M0 = C /o m i( u  /;(со')),
iel

( /  v <;„ / 2)(“ ') = f°rm(/i (У) u  / 2 (со'))

и при р е  со имеет место

/ ( p )  = 4 „ form( u /(p )X
;е/

в частности,

(/, v («„ /2 X/’) = ч  form(/i ( У u  /2 (р )Х

если по крайней мере одна из формаций /• (р) Ф 0 . Если же /■ (р) = 0  для всех г е /, то полагают
Я р) = 0-

Т е о р е м а 1. Совокупность всех т-замкнутых п-крстто ы-комнозициопных формаций с(т0 
является полной решеткой формаций, в которой наибольшим элементом является класс всех 
групп 0 , а для произвольного множества т-замкнутых п-крапто емком позиционных формаций 
\ \

Л<о 5; = п  % ~ точная нижняя грань и
" iel

V(o„ % — точная верхняя грань.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Совокупность всех т-замкнутых /7-кратно со-композиционных форма

ций сх частично упорядочена относительно включения ęz. Покажем сначала, что такое частич
но упорядоченное множество является решеткой.

Пусть {у;. I / е /} -произвольное непустое множество т-замкнутых /7-кратно со-композиционных 
формаций и /  -  внутренний со-композиционный с* -зиачный спутник формации / ,  / е /.
Пусть § = гг 5/- Проведем индукцию по /7.

/е/
Пусть /7=1. Тогда, согласно [3, лемма 2], § = CF(0( f ) ,  г д е / -  такой со-композиционный спут

ник, что f ( a ) =  гл/фа), 7/ 6 ю U {со'} и, тем самым, формация §  со-композиционна. По лемме 1
iel

формация 5 является т-замкнутой.
Таким образом, /  -  т-замкнутая со-композиционная формация, т. с. $  = /  = п  у, и, как

отмечено выше, v (T % = сх form( u  %). i :/
ie l

Итак, совокупность всех т-замкнутых со-композиционных формаций сф является решеткой. 
Пусть теперь п > 1 и при // — 1 лемма верна. Снова применяя [3, лемма 2] получаем у = CF ( /) ,  

где со-композиционный спутник/таков что f ( a )  = n / ( а ) ,  для всех а е со U {со'}. По индукции
iel ^

/ ( ö j e c ^  ]5 т. с. спутник /  с / -значен. Значит, формация у является т-замкнутой //-кратно 
(О-КОМ позиционной.

Таким образом, совокупность всех т-замкнутых //-кратно со-композиционных формаций с / 
является решеткой формаций, а для произвольного множества т-замкнутых //-кратно со-ком- 
позиционных формаций {у,-1 / е /} имеем: у, = Г\ у(- -  точная нижняя грань и, как отмечено
выше, v l  у( -  точная верхняя грань. ' '

Докажем теперь, что с / -  полная решетка. Для этого достаточно показать, что класс всех 
групп 0  является наибольшим элементом решетки сф .

Докажем сначала, что формация 0  //-кратно со-композиционна для всех целых неотрицатель
ных /7. Проведем индукцию по /7. Пусть /7 = 1. Согласно [3, пример 4], 0  = CFJg), где 
со-композиционный спутник g  гаков, что g(a) = 0  для всех а е со U {со'}. Поэтому формация 0  
со-композиционна.

Пусть /7 > 1 и при // -  1 утверждение верно. Согласно [3, пример 4], 0  = CFm{g), где 
со-композиционный спутник у  таков, что g(a) = 0  для всех а е со U [со'}. По индукции формация 
0  = g(p) (/?- 1)-кратно со-композиционна. Следовательно, со-композиционный спутник g  с"_,-зна-
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чей. Значит, формация й  /7-кратно м-композиционна. Кроме того, формация 05 наследственна, 
а значит, т-замкнута для любого подгруппового функтора т.

Итак, сф -  полная решетка формаций, в которой наибольший элемент -  формация всех 
групп 05. Теорема доказана.

Т с о р с м а 2 .  Пусть /? > 1. Тогда всякое тождество, справедливое в решетке всех т-замкиутых 
формаций с(х0о , выполняется и в решетке всех т-замкиутых п-кратио т-композиционных форма-
7/7/7/ сфп .

Отмстим основные следствия из теоремы 2.
С л е д с т в и е  1. Решетка всех композиционных формаций является модулярной.
С л е д с т в и е  2. Решетка всех п-кратио композиционных формаций является модулярной.
С л е д с т в и е  3. Решетка всех р-композшпюнных формаций является модулярной.
Напомним, что полуформацией называется класс групп, замкнутый относительно гомоморф

ных образов [1, с. 12].
Схема доказательства теоремы 2 заключена в следующих леммах.
Л с м м а 2. Пусть А — моиолитическая группа с неабелевым цоколем R, Ж -  некоторая полу- 

формаиия и А е сф form Ti. Тогда А е Ж' ш/7
Л с м м а 3. Пусть Ж -  полуформация и А е с( fonnuJl. Тогда справедливы следующие ут

верждения'.
1) если О (А) = 1 и р  е ю, то А е сф  ̂formTÜ|, где Ж, = {G / Op(G) | G е Ж};
2) если Rl0(A) = 1, то А е с(Х(|ГоттЖ2, гдеШ 2 = {G / 7?(0(G) | G e  Ж].
Л с м м а 4. П уст ь f . — м ини м а льн ы й  сф -злачны й ы -ком позиииоппы й спут ник т-замкнутой  у 1 ш/?-1 ' '

п-кратно (»-композиционной (формации где i е I. Тогда (/] | i e l )  - минимальный сф ^ -знач- 
иый w-композиционный спутник формации % = Vх (§,- | / е I).

Пусть 0  -  полная решетка формаций. Для произвольной совокупности формаций {Д,- i / е /} 
из 0  полагают

v 0 (5,- \І G j )  = 0 fo rm (u  %).
iel

Формации, принадлежащие 0, называются Q-формациями. Символом ©formG обозначают пере
сечение всех 0-формаций, содержащих группу G.

Пусть Т -  некоторый непустой класс групп. Полная решетка формаций 0  называется 
X-отделимой [2, с. 159], если для любого терма £(х,,. ..,хт) сигнатуры {П, V0}, любых 0-формаций 
5,, - Ът 11 любой группы Л еХ П  £(]s,, найдутся такие 1-группы Л, е ..., Ат е Дш, что
Л е ^(©ГоппЛ,, ..., ©formЛт ).

Л с м м а 5. Решетка сф й -отделима.Ш/7 —
Для всякого терма £ сигнатуры {n,v]0 } через с мы обозначаем терм сигнатуры {П, v }, 

получаемый из терма ę заменой каждого вхождения символа v x}( на символ Vх .
Л с м м а 6. Пусть t(.v,, ..., x;J() — терм сигнатуры !n ,v x1( j, /] — внутренний сф ] -заочный 

(й-композициоиный спутник формации д., где / = 1, ..., т. Тогда

Л с м м а 7. Пусть 0  — I -отделимая полная решетка формаций, ц — такая ее подрешетка, 
которая со всякой своей формацией 5 содержит и все ее однопорожденные ©-подформации 
вида ©ГоггпЛ, где А е I . Тогда тождество с, = с2 сигнатуры ]П, V q  } истинно в т|, если оно вы
полняется для всех одиопорождеиных ©-формаций из г).

Отмстим, наконец, следующий результат, который в определенном смысле является обрат
ным теореме 2.

Т с о р с м а 3. Пусть n > 1. Тогда если со — бесконечное множество, то системы тождеств 
решеток с,х и сф совпадают.

С л е д с т в и е  4. При любых целых неотрицательных т и п решетки ст и сп имеют одну и ту 
же систему тождеств.
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В заключение отмстим, что в ряде работ В. А. Ведерникова и его учеников (см., напр., [10; 11]) 
аналогичные вопросы исследовались в рамках оригинальной теории расслоенных формаций.
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LAWS OF LATTICES OF FUNCTOR-CLOSED PARTIALLY COMPOSITION FORMATIONS

Summary

It is proved that every law of the lattice of all т-closed formations of finite groups is fulfilled in the lattice of all т-closed 
»-multiply co-composition formations of finite groups, for every subgroup functor т and every natural number n.


