
2012
Доклады Национальной академии наук Беларуси 

ноябрь-декабрь Том 56 № 6

УДК 512.542

Н  Н. ВОРОБЬЕВ

О ПРОИЗВЕДЕНИЯХ ФОРМАЦИЙ, ВЛОЖИМЫХ 
В ОДНОПОРОЖДЕННУЮ  НАСЫ Щ ЕННУЮ  ФОРМАЦИЮ

(Представлено членом-корреспондентом Л. А. Шеметковым)

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины Поступило 24.09.2012

Хорошо известно [1, предложение 15.53], что многообразие групп ТІ может быть определено 
как такой гомоморф, что любая группа G обладает наименьшей нормальной подгруппой (обозна
чаемой символом T((G)), факторгруппа по которой принадлежит ТІ. Произведением Ti|> двух 
многообразий Ti и ф называется класс групп (G | |)(G) е Ti). Если рассмотрим эти две конструк
ции в классе всех конечных групп, то мы придем к определениям формации и произведения 
двух формаций (в этом случае вместо |)(G) обычно пишут G*).

Ранее было доказано, что если произведение % = T i|) нетривиальных многообразий ТІ и ф 
является кроссовым многообразием, т. е. многообразием, порожденным конечной группой, то ф 
абелево (П. М. Нейман [1]), ТІ нильпотентное, и ТІ, |)  обладают взаимнопростыми экспонентами 
(А. Л. Шмелькин [2]). В дальнейшем этот результат получил развитие в теории насыщенных и 
со-насыщенных формаций.

Напомним, что формация ^  называется со-насыщенной (или со-локальной), если для любого 
простого числа р е  со формация 5  содержит всякую конечную группу G с G/Op(0(G)) е Щ 
(Л. А. Шеметков [3]). Формация 5  называется разрешимо со-насыщенной (или ю-композиционной), 
если для любого простого числа р е  со формация 5  содержит всякую конечную группу G 
с GAt>(0^(G)) е 5  (А. Баллестер-Болинше и Л. А. Шеметков [4]). В случае, когда со = Р -  множе
ство всех простых чисел, символ со опускают. Пересечение всех таких со-насыщенных форма
ций, которые содержат некоторую фиксированную конечную группу G, называется однопорож- 
денной со-насыщенной формацией. По аналогии с этим, если $  является пересечением всех на
следственных насыщенных формаций (насыщенных формаций), содержащих группу G, то пи
шут §  = /sformG (5 = /formG) и говорят, что £  является однопорожденной наследственной насы
щенной формацией (однопорожденной насыщенной формацией соответственно).

А. Н. Скибой [5] доказано, что если произведение §  = Т?|) неединичных формаций *31? и -£) яв
ляется однопорожденной насыщенной формацией, то 1) ТІ метанильпотентна; 2) для любых 
групп А е T i и В е ф экспоненты А / Е(А) и В взаимнопросты; 3) если Ti ненильпотентна, то ф 
абелева. В дальнейшем, используя этот результат, А. Н. Скибой [6] было дано новое доказатель
ство вышеназванного результата П. М. Неймана и А. Л. Шмелькина. Отметим, что работа 
А. Н. Скибы [5] стимулировала большое число исследований, относящихся к изучению фактори
заций формаций (см., напр., [7-13]).

Если

(5 = т ~ %  со

-  произведение формаций 5 2, ..., S , и

S  * S {S 2 — $/-$<+: 1 -  S,

для всех i = 1, 2,..., t, тогда (1) называется несократимой факторизацией формации

34



В 2000 г. А. Н. Скибой на Гомельском алгебраическом семинаре была поставлена следующая 
задача.

П р о б л е м а  1. Пусть 3? = 30?|) -  произведение формаций 3D? и ■£), и эта факторизация 91 не
сократима. Предположим, что 31 -  подформация некоторой однопорожденной наследственной 
насыщенной формации ß. Что можно сказать об 31? В частности, верно ли, что 3D? разрешима?

При некоторых дополнительных ограничениях на 3? (например, если 91 насыщенная 
(А. Н. Скиба [5; 6]); разрешимо насыщенная (Го Вэньбинь, А. Н. Скиба, К. П. Шум [7-10]); раз
решимо со-насыщенная (Го Вэньбинь, В. М. Селькин, К. П. Шум [11]); T-насыщенная формация 
(А. Баллестер-Болинше, К. Кальво, Р. Эстебан-Ромеро [13]) и т. д.) ответ на оба вопроса, сформу
лированных в проблеме 1, известен. Первая теорема дает положительный ответ на второй из во
просов, поставленных в этой проблеме.

Т е о р е м а 1. Пусть ^  -  однопорожденная наследственная насыщенная формация. Пусть 
3D?|) <z где 3D? и |)  -  неединичные формации. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) любая простая группа в 3D? абелева',
2) если f) ^ 30?|), то 3D? разрешима.
Доказательство теоремы 1 весьма сложное, и следующие леммы отражают некоторые его 

этапы.
Л е м м а 1. Пусть 5  = /'formG -  однопорожденная наследственная насыщенная формация 

и 3D?|) с  5, где 3D? и ф -  неединичные формации. Тогда если В е f) и существует простое число р  
такое, что р щ | ехр(В), то \А\ = р  для всех простых групп А е 3D?.

Л е м м а 2. Пусть 5  = 3D?|) -  произведение неединичных формаций 3D? и f). Предположим, что 
каждая простая группа из 3D? абелева. Тогда если существует группа А е 3D? и некоторое нату
ральное число п такое, что для каждой группы В е |)  (\В\ > п) |)-радикал регулярного сплетения 
Т = А I В не содержится подпрямо в базе сплетения Т, то существует группа Zp простого по
рядка р и группа D экспоненты превосходящей р п, такая, что Z j e 3 D ? n |)w D e |) .

Л е м м а 3. Пусть 5  = 30?f), где 3D? и •£) -  формации и 3?pf) = f) для некоторого простого р. Если 
для каждой простой группы Л 6 3D? имеет место \А\ = р, то $  = |).

Л е м м а 4. Пусть р  -  простое число и с$ = 3D?|), где каждая простая в 3D? группа имеет поря
док р. Тогда G = Аь } (А / Аь) е J  для всех групп А е

Первым приложением теоремы 1 является следующая теорема.
Т е о р е м а  2. Предположим, что 30? и -  такие неединичные формации, что формация 30?|) 

разрешимо p -насыщена, где р  е со. Пусть 30?f) с  где 5  -  однопорожденная наследственная на
сыщенная формация. Тогда если •£) ^  30?Г), то 30? — p -насыщенная формация.

С л е д с т в и е  1 [11, Proposition А]. Пусть 30?|) cz 5, где 5  -  наследственная однопорожденная 
а-насыщенная формация и 30?Г) -  такая разрешимо (а-насыщенная формация, что формации 3D? 
и |)  являются неединичными. Если |)  Ф 30?|), то 3D? с= 9?щ9?.

Теорема 1 послужила отправной точкой и к решению следующей известной задачи, сформу
лированной в работе А. Н. Скибы и Л. А. Шеметкова [14] под номером 19.

П р о б л е м а 2  (А. Н. Скиба, Л. А. Шеметков, 1999). Описать несократимые факторизации 
однопорожденных со-насыщенных формаций.

Заметим, что решение аналогичной задачи для разрешимо со-насыщенных формаций -  это 
один из основных результатов работы Го Вэньбиня, В. М. Селькина и К. П. Шума [11].

Пусть 5  -  класс групп. Тогда символом &(со') обозначают класс

form(G//?m(G) I G e  U

а символом 5(р) обозначают класс

form(G/Op(G) I G Е $)•

Полное решение проблемы 2 достигается в следующей теореме, доказанной на базе теорем 1 и 2.
Т е о р е м а  3. Пусть 0? -  наследственная однопорожденная со-насыщенная формация и

5  = (2)
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Произведение (2) является несократимой факторизацией разрешимо (а-насыщенной форма
ции 5  в том и только в том случае, когда выполняются следующие условия:

1) t <3 и каждый фактор произведения (2) является неединичной формацией',
2) 5, -  однопорожденная ы-насыщенная подформация формации 9?ш9? и со П л(Сош(5)) £  л ^ ) ;
3) если ^  9?ш, то t = 2, -  абелева однопорожденная формация и (\AIFJA)\, |5|) = 1,

(IА / Оа{А)\, |5|) = 1 для любых групп А е и В е $2;
4) если 5, £  9?т и t = 3, то |n(5j)| > 1, _ однопорожденная абелева формация и для всех

р  е л(5,), формация ^ 2(р) является нильпотентной однопорожденной формацией, и 
л (А / Ор(А)) Л л (В) = 0  для всех групп А е с$2и В е

5) если £  9?ш, t = 2 u  |7i(5j)| > 1, то формации §,(со') и ограничены',
6) если 5, = -Яр для некоторого простого числа р  е ю, то 5,(оУ) и Ъ2{р) являются ограниченны

ми формациями, ^  5,, и существует такая группа В е ^ 2, что для всех групп А е § ,  
%2-корадикал Т *2 регулярного сплетения Т= А I В содержится подпрямо в базе сплетения Т.

В заключение отметим одно из приложений теоремы 3. Хорошо известен следующий резуль
тат Нейманов-Шмелькина [1, теорема 23.32]: если СО1? = С0?,С0?2 ... С0?(, где СО?!, С0?2, ..., С0?( -  неразло
жимые многообразия групп, тогда все факторы СО?, однозначно определены.

Относительно формаций групп аналогичный результат не доказан (проблема 10.58 в «Коу- 
ровской тетради» [15]). Тем не менее, как следствие теоремы 3 доказана следующая теорема.

Т е о р е м а  4. Пусть произведение Ъ$ 2 ... Ъ, является разрешимо (а-насыщенной формацией, 
причем формации $ ,  *$2, ... , $  неразложимы. Тогда если — Ъ, £  г^е Ъ ~ некоторая однопо
рожденная ы-насыщенная формация, то все факторы однозначно определены.
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PRODUCTS OF FORMATIONS CONTAINED 
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Summary

In this paper irreducible factorizations of one-generated formations are described.
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