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ТОЖДЕСТВА РЕШЕТОК ЧАСТИЧНО

КОМПОЗИЦИОННЫХ ФОРМАЦИЙ

Н. Н. Воробьев, А. Н. Скиба, А. А. Царев

Аннотация. Доказано, что всякое тождество решетки всех формаций конечных
групп справедливо в решетке всех n-кратно ω-композиционных формаций конечных
групп для любого непустого множества простых чисел ω и любого натурального n.
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Введение

В работе рассматриваются только конечные группы. В дальнейшем символ
ω означает некоторое непустое множество простых чисел и ω′ = P \ ω. Симво-
лом Cp(G) обозначают пересечение централизаторов всех тех главных факторов
группы G, у которых композиционные факторы имеют простой порядок p (если
в группе G нет таких факторов, то полагают Cp(G) = G). Для произвольной
совокупности групп X через Com(X) обозначают класс всех простых абелевых
групп A таких, что A ≃ H/K для некоторого композиционного фактора H/K
группы G ∈ X. Символом Rω(G) обозначим Sω-радикал группы G, т. е. про-
изведение всех таких ее разрешимых нормальных подгрупп, которые являются
ω-группами.

Формацией называется класс групп, замкнутый относительно взятия гомо-
морфных образов и конечных подпрямых произведений. В теории формаций
особую роль занимают так называемые ω-насыщенные формации. Формация F

называется ω-насыщенной, если ей принадлежит всякая группа G, удовлетво-
ряющая условию G/L ∈ F, где L ⊆ �(G)∩Oω(G). Значительно возросший в по-
следние годы интерес к ω-насыщенным формациям привел к возникновению их
естественных обобщений (ω-композиционные формации [1], X-локальные фор-
мации [2] и др.).

Пусть f — произвольная функция вида

f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}. (1)

Следуя [1], сопоставим функции f класс групп

CFω(f) = (G | G/Rω(G) ∈ f(ω′) и G/Cp(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(Com(G))).

Работа первых двух авторов выполнена при частичной финансовой поддержке Белорус-
ского республиканского фонда фундаментальных исследований (грант Ф10Р–231).
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Если формация F такова, что F = CFω(f) для некоторой функции f вида (1),
то F называют ω-композиционной формацией с ω-композиционным спутником

f [1].
Всякая формация считается 0-кратно ω-композиционной, а при n > 0 фор-

мация F называется n-кратно ω-композиционной [1], если F = CFω(f), где все
непустые значения спутника f являются (n − 1)-кратно ω-композиционными
формациями. Относительно включения ⊆ множество всех n-кратно ω-ком-
позиционных формаций cωn образует полную решетку [1]. Следует отметить,
что ω-композиционные (в частности, n-кратно ω-композиционные) формации
в отличие от класса насыщенных формаций, класса ω-насыщенных формаций
и класса композиционных формаций не вкладываются в теорию X-локальных
формаций, развитую в работе Баллестера-Болинше, Кальво и Л. А. Шеметко-
ва [2]. В то же время n-кратно ω-композиционные формации, как и n-кратно
ω-насыщенные формации, наиболее полезны в различных приложениях теории
формаций.

В книгах [3, 4] и в недавно вышедших книгах [5, 6] показано, что конструк-
ции и результаты теории решеток являются полезным инструментом при изу-
чении групп и формаций групп. В 1986 г. А. Н. Скибой [7] установлена мо-
дулярность решетки всех (насыщенных) формаций. Впоследствии этот факт
нашел много приложений при исследовании структуры насыщенных формаций
(см. [3, гл. 4; 4, гл. 4, 5; 5, гл. 4]). В монографии [4] А. Н. Скиба доказал, что при
любых натуральных m и n у решетки всех τ -замкнутых m-кратно насыщенных
формаций и у решетки всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций си-
стемы тождеств совпадают. Позднее Го Вэньбинь и А. Н. Скиба [8] показали,
что для любого бесконечного множества простых чисел ω и при любых различ-
ных натуральных m и n системы тождеств решетки всех m-кратно ω-насыщен-
ных формаций и решетки всех n-кратно ω-насыщенных формаций совпадают,
а в работе Л. А. Шеметкова, А. Н. Скибы и Н. Н. Воробьева [9] этот резуль-
тат распространен на решетки функторно замкнутых n-кратно ω-насыщенных
формаций.

Отметим, что в работе Го Вэньбиня и К. П. Шама [10] описаны ненильпо-
тентные тотально насыщенные формации F с булевой решеткой F/∞F∩N всех
тотально насыщенных формаций, заключенных между F и F ∩ N, а в работе
Го Вэньбиня [11] описаны τ -замкнутые n-кратно насыщенные формации F с бу-
левой решеткой F/τnF ∩ N всех τ -замкнутых n-кратно насыщенных формаций,
заключенных между F и F ∩ N.

Отметим, наконец, что в ряде работ В. А. Ведерникова и его учеников (см.,
например, [12–15]) аналогичные вопросы исследовались в рамках оригинальной
теории расслоенных формаций.

Среди открытых задач в данном направлении напомним следующий во-
прос, поставленный в работе [1, проблема 3, с. 796]: верно ли, что для любых
целых неотрицательных m, n и произвольного непустого множества простых
чисел ω у решеток cωm и cωn системы тождеств совпадают?

Главной целью данной работы является решение такой задачи в случае,
когда ω является бесконечным множеством простых чисел. Важным этапом в
достижении этой цели явилась работа [16], где установлена индуктивность ре-
шетки всех τ -замкнутых n-кратно ω-композиционных формаций (см. [4, опре-
деление 4.1]).

Мы будем использовать стандартную терминологию из [1, 3–6, 17].
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1. Предварительные сведения

Напомним, что полуформацией [3] называется класс групп, замкнутый от-
носительно взятия гомоморфных образов. Пусть X — произвольная совокуп-
ность групп. Через formX обозначается наименьшая формация, содержащая X.

Напомним несколько известных утверждений, которые потребуются нам
для доказательства основных результатов.

Лемма 1 [4, следствие 1.2.26]. Пусть X — полуформация и A ∈ F = formX.
Тогда если A — монолитическая группа и A 6∈ X, то в F найдется группа H с
такими нормальными подгруппами N , N1, . . . , Nt; M , M1, . . . , Mt (t > 2), что
выполняются следующие утверждения:

1) H/N ≃ A, M/N = Soc(H/N);
2) N1 ∩ · · · ∩Nt = 1;
3) H/Ni — монолитическая X-группа с монолитом Mi/Ni, который H-изо-

морфен M/N ;
4) M1 ∩ · · · ∩Mt ⊆M .

Лемма 2 [1, лемма 2]. Пусть F =
⋂
i∈I

Fi, где Fi = CFω(fi). Тогда F =

CFω(f), где f =
⋂
i∈I

fi.

Непустое множество формаций � называется полной решеткой формаций

[4], если пересечение любой совокупности формаций из � снова принадлежит
� и в множестве � имеется такая формация F, что H ⊆ F для любой формации
H ∈ �.

Пусть � — полная решетка формаций. Тогда если M, H ∈ �, то M ∩ H —
нижняя грань для {M,H} в �. Символом M ∨� H обозначается верхняя грань
для {M,H} в �. Спутник f называется �-значным [1], если все его значения
принадлежат решетке �. Следуя [4], символом �ωc будем обозначать совокуп-
ность всех формаций, обладающих ω-композиционным �-значным спутником.
Как показано в работе [1, с. 786, 789], �ωc и cωn — полные решетки формаций.

Для произвольной совокупности групп X ⊆ F ∈ � и для любой полной
решетки формаций � через � formX обозначается пересечение всех формаций
из �, содержащих все группы из X. В частности, пишут � formG в случае,
когда X = {G}. Таким образом, cωn formX — пересечение всех n-кратно ω-ком-
позиционных формаций, содержащих все группы из X.

Пусть {fi | i ∈ I} — набор всех ω-композиционных cωn−1-значных спутни-
ков формации F. Ввиду леммы 2 f =

⋂
i∈I

fi — ω-композиционный cωn−1-значный

спутник формации F, называемый минимальным. Следующая лемма дает спо-
соб построения минимального cωn−1-значного спутника формации F = cωn formX.

Лемма 3 [1, лемма 11]. Пусть X — непустая совокупность групп, F =
cωn form X, где n > 1, π = ω∩π(Com(X)), и пусть f — минимальный cωn−1-значный
ω-композиционный спутник формации F. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:

1) f(ω′) = cωn−1 form(G/Rω(G) | G ∈ X);
2) f(p) = cωn−1 form(G/Cp(G) | G ∈ X) для всех p ∈ π;
3) f(p) = ∅ для всех p ∈ ω \ π;
4) если F = CFω(h) и спутник h cωn−1-значен, то для всех p ∈ π имеют место

f(p) = cωn−1 form(A | A ∈ h(p) ∩ F, Op(A) = 1)
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и
f(ω′) = cωn−1 form(A | A ∈ h(ω′) ∩ F, Rω(A) = 1).

Лемма 4 [4, лемма 4.1.3]. Пусть N1 × · · · × Nt = Soc(G), где Ni — мини-
мальная нормальная подгруппа группы G (i = 1, . . . , t), t > 1, и Op(G) = 1.
Пусть Mi — наибольшая нормальная в G подгруппа, содержащая N1 × · · · ×
Ni−1 ×Ni+1 × · · · ×Nt, но не содержащая Ni (i = 1, . . . , t). Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) для любого i ∈ {1, . . . , t} фактор-группаG/Mi монолитична и ее монолит
NiMi/Mi G-изоморфен Ni и Op(G/Mi) = 1;

2) M1 ∩ · · · ∩Mt = 1.

Лемма 5 [17, теорема 2.2; 4, лемма 1.2.22]. Для любой совокупности групп
X имеет место равенство

form X = qr0(X).
Пересечение всех полуформаций, содержащих данную совокупность групп

X, называется полуформацией, порожденной X [4].

Лемма 6 [4, лемма 1.2.21]. Пусть F — полуформация, порожденная X.
Тогда F = qX.

Напомним, что класс групп F называется классом Фиттинга, если он зам-
кнут относительно взятия нормальных подгрупп и произведений нормальных
F-подгрупп. Всякому классу Фиттинга F можно сопоставить наименьший (по
включению) класс Фиттинга F∗, содержащий F и такой, что для любых групп
G и H справедливо равенство (G × H)F∗ = GF∗ × HF∗ . Напомним, что класс
Фиттинга F называется классом Локетта [18], если F = F∗.

Лемма 7 [18, X, теорема 1.9]. Пусть F — класс Фиттинга. Тогда следующие
условия равносильны:

1) F = F∗;
2) (G×H)F = GF ×HF для любых групп G и H .

Лемма 8 [19, лемма 2]. Пусть Zp — группа простого порядка p и G —
группа с Op(G) = 1. Тогда база регулярного сплетения T = Zp ≀ G совпадает с
Cp(T ) = Op(T ).

Лемма 9 [1, лемма 4]. Если F = CFω(f) и G/Op(G) ∈ f(p)∩ F для некото-
рого p ∈ ω, то G ∈ F.

Пусть � — полная решетка формаций. Для произвольной совокупности
формаций {Fi | i ∈ I} из � полагают

∨�(Fi | i ∈ I) = � form
(⋃

i∈I

Fi

)
.

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность �-значных спутников. Тогда через
∨�(fi | i ∈ I) обозначают такой спутник f , что

f(a) = � form
(⋃

i∈I

fi(a)
)

для всех a ∈ ω ∪ {ω′}.
Полная решетка формаций �ωc называется индуктивной [4], если для лю-

бого набора {Fi | i ∈ I} формаций Fi из �ωc и для всякого набора {fi | i ∈ I}
внутренних �-значных ω-композиционных спутников fi, где fi — ω-композици-
онный спутник формации Fi, имеет место

∨�ωc (Fi | i ∈ I) = CFω(∨�(fi | i ∈ I)).
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Лемма 10 [16, теорема 2.1]. Решетка всех n-кратно ω-композиционных
формаций cωn индуктивна.

Лемма 11 [11, лемма 3.4.3]. Отображение fin, сопоставляющее всякому
многообразию групп M класс fin M, является вложением решетки и полугруппы
локально конечных многообразий в алгебру всех формаций.

2. G-отделимость решетки cω
n

Лемма 12. ПустьA— монолитическая группа с неабелевым монолитом R,
M — некоторая полуформация и A ∈ cωn formM, n > 0. Тогда A ∈ M.

Доказательство. Проведем индукцию по n. Пусть n = 0. Тогда

A ∈ cω0 formM = formM.

Пусть A 6∈ M. Тогда по лемме 1 в формации formM найдется группа H с
такими нормальными подгруппами N , N1, . . . , Nt; M , M1, . . . , Mt (t > 2), что
выполняются следующие утверждения:

1) H/N ≃ A, M/N = Soc(H/N);

2) H/Ni — монолитическая M-группа с монолитом Mi/Ni, причем Mi/Ni
H≃

M/N , i = 1, . . . , t.
Поскольку монолит R ≃ M/N неабелев, то CH(M/N) = N . Кроме того,

Mi/Ni
H≃M/N . Значит, Ni ⊆ N . Поэтому A ≃ H/N ∈ M; противоречие. Таким

образом, утверждение леммы справедливо при n = 0.
Пусть теперь n > 0 и при n−1 лемма верна. Обозначим через f минималь-

ный cωn−1-значный ω-композиционный спутник формации F = cωn formM. Так
как R — неабелева группа, π(Com(R)) = ∅. Значит, Rω(A) = 1. Следовательно,
по лемме 3

A ≃ A/1 = A/Rω(A) ∈ f(ω′) = cωn−1 form(G/Rω(G) | G ∈ M).

Отсюда
A ∈ cωn−1 form(G/Rω(G) | G ∈ M) ⊆ cωn−1 formM.

Значит, по индукции A ∈ M. Лемма доказана. �

Лемма 13. Пусть M — полуформация и A ∈ cωn form M, n > 0. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1) если Op(A) = 1 и p ∈ ω, то A ∈ cωn formM1, где M1 = (G/Op(G) | G ∈ M);
2) если Rω(A) = 1, то A ∈ cωn formM2, где M2 = (G/Rω(G) | G ∈ M).

Доказательство. При A ∈ M утверждения очевидны. Поэтому в даль-
нейшем будем считать, что A 6∈ M.

Предположим, что A — монолитическая группа с монолитом R. Проведем
индукцию по n.

Пусть n = 0. Тогда поскольку A 6∈ M и A ∈ cω0 formM = formM, согласно
лемме 1 в формации formM найдется группа H с такими нормальными под-
группами N , N1, . . . , Nt; M , M1, . . . , Mt (t > 2), что выполняются следующие
утверждения: 1) H/N ≃ A, M/N = Soc(H/N); 2) N1 ∩ · · · ∩Nt = 1; 3) H/Ni —
монолитическая M-группа с монолитом Mi/Ni, H-изоморфным M/N .

Так как Op(A) = 1 и Rω(A) = 1, по лемме 1 получаем

H ∈ r0(H/N1, . . . , H/Nt) ⊆ r0Mj ,
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где j = 1, 2. Отсюда ввиду условия 1 леммы 1 и леммы 5

A ≃ H/N ∈ qr0(H/N1, . . . , H/Nt) = form(H/N1, . . . , H/Nt) ⊆ formMj ,

где j = 1, 2.
Пусть n > 0. Предположим сначала, что Op(A) = 1 и p ∈ ω. Если R —

неабелева группа, то по лемме 12 A ∈ M; противоречие. Значит, R — q-группа,
где q ∈ P \ {p}.

Пусть F = cωn form M и Hj = cωn form Mj , j = 1, 2. Пусть f и hj (j = 1, 2)
— минимальные cωn−1-значные ω-композиционные спутники формаций F и Hj
соответственно. Согласно лемме 3

f(ω′) = cωn−1 form(G/Rω(G) | G ∈ M), f(s) = cωn−1 form(G/Cs(G) | G ∈ M)

для всех s ∈ ω ∩ π(Com(M));

hj(ω′) = cωn−1 form(G/Rω(G) | G ∈ Mj), hj(s) = cωn−1 form(G/Cs(G) | G ∈ Mj)

для всех s ∈ ω ∩ π(Com(Mj)), j = 1, 2.
Для любой группы G имеет место

G/Rω(G) ≃ (G/Op(G))/(Rω(G)/Op(G)) = (G/Op(G))/Rω(G/Op(G)).

Последнее означает, что f(ω′) = hj(ω′), j = 1, 2.
Если q 6∈ ω, то Rω(A) = 1. Поэтому

A ≃ A/1 = A/Rω(A) ∈ f(ω′) = h1(ω′) ⊆ H1.

Пусть q ∈ ω. Покажем, что A/R ∈ H1. Так как A ∈ F, то A/Rω(A) ∈
f(ω′) = h1(ω′) ⊆ H1.

Рассмотрим случай, когда Op(A/R) = 1. Поскольку |A/R| < |A|, в силу
соображений индукции A/R ∈ H1.

Пусть Op(A/R) 6= 1. Пусть R ⊆ �(A) и D/R = Op(A/R). Тогда группа D
нильпотентна. Значит, D = Dp ×Dq, где Dp — силовская p-подгруппа группы
D; Dq — силовская q-подгруппа группы D. Следовательно, Dp = Op(A) = 1;
противоречие. Тем самым R 6⊆ �(A). Поэтому R = CA(R) = Cq(A).

Пусть q ∈ ω ∩ π(Com(A/R)). Для любой группы G имеет место

G/Cq(G) ≃ (G/Op(G))/(Cq(G)/Op(G)) = (G/Op(G))/Cq(G/Op(G)).

Последнее означает, что f(q) = h1(q). Так как по условию A ∈ F, то

A/R = A/Cq(A) ∈ f(q) = h1(q) ⊆ H1.

Итак, в любом из возможных случаев имеет место A/R ∈ H1. Значит,

A/Cr(A) ≃ (A/R)/(Cr(A)/R) = (A/R)/Cr(A/R) ∈ h1(r)

для всех r ∈ ω ∩ π(Com(A/R)) \ {q}. Следовательно, A/Cr(A) ∈ h1(r) для всех
r ∈ ω ∩ π(Com(A)). Кроме того, так как A ∈ F, то A/Rω(A) ∈ f(ω′) = h1(ω′).
Тем самым A ∈ H1. Этим доказано утверждение 1.

Докажем утверждение 2. По условию A ∈ F. Поскольку Rω(A) = 1, то

A ≃ A/1 = A/Rω(A) ∈ f(ω′)

= h2(ω
′) = cωn−1 form(G/Rω(G) | G ∈ M2) ⊆ cωn−1 formM2 ⊆ H2.

Таким образом, A ∈ H2.
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Рассмотрим случай, когда A не является монолитической группой, т. е.
когда Soc(A) = N1 × · · · × Nt, где Ni — минимальная нормальная подгруппа
группы A и t > 1. Пусть Mi — наибольшая нормальная в A подгруппа, содер-
жащая N1 × · · · ×Ni−1 ×Ni+1 × · · · ×Nt, но не содержащая Ni, где i = 1, . . . , t.
Cогласно лемме 4 A ∈ r0(A/M1, . . . , A/Mt). По условию A ∈ cωn formM. Сле-
довательно, A/Mi ∈ cωn form M. Значит, ввиду уже доказанного имеет место
A/Mi ∈ cωn form M1. Стало быть, A ∈ cωn form M1.

Рассмотрев доказательство леммы 4 и заменив условие Op(A) = 1 условием
Rω(A) = 1, можно заключить, что для любого i ∈ {1, . . . , t} фактор-группа
A/Mi монолитична с монолитом NiMi/Mi и Rω(A/Mi) = 1. Следовательно, по
доказанному выше A/Mi ∈ cωn formM2. Значит,

A ≃ A/1 = A/(M1 ∩ · · · ∩Mt) ∈ cωn form M2.

Лемма доказана. �

Для произвольной совокупности n-кратно ω-композиционных формаций
{Fi | i ∈ I} полагают

∨ωc
n (Fi | i ∈ I) = cωn form

(⋃

i∈I

Fi

)
.

Пусть {fi | i ∈ I} — некоторая совокупность cωn-значных функций вида

fi : ω ∪ {ω′} → {формации групп}.

Тогда через ∨ωc
n (fi | i ∈ I) обозначают такую функцию f , что

f(ω′) = cωn form
(⋃

i∈I

fi(ω′)
)

и f(p) = cωn form
(⋃

i∈I

fi(p)
)

для всех p ∈ ω.
Доказательство следующей леммы осуществляется прямой проверкой.

Лемма 14. Пусть n > 1, fi — минимальный cωn−1-значный ω-композици-
онный спутник n-кратно ω-композиционной формации Fi, i ∈ I. Тогда ∨ωc

n−1(fi |
i ∈ I) — минимальный cωn−1-значный ω-композиционный спутник формации
F = ∨ωc

n (Fi | i ∈ I).

Лемма 15. Пусть F1, F2 — произвольные n-кратно ω-композиционные
формации и A ∈ F1 ∨ωc

n F2, n > 0. Тогда найдутся такие группы Ai ∈ Fi
(i = 1, 2), что

A ∈
(
cωn formA1

)
∨ωc
n

(
cωn formA2

)
.

Доказательство. Проведем индукцию по n. Пусть n = 0. По лемме 5

A ∈ F1 ∨ωc
0 F2 = cω0 form(F1 ∪ F2) = form(F1 ∪ F2) = qr0(F1 ∪ F2).

Следовательно, A ≃ H/N , где H ∈ r0(F1 ∪ F2). Значит, группа H имеет нор-
мальные подгруппы N1, . . . , Nt (t > 2) такие, что

t⋂

i=1

Ni = 1 и H/Ni ∈ F1 ∪ F2, i = 1, . . . , t.
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Заметим, что HF1 ∩HF2 = 1. Значит, H ∈ r0(H/HF1 , H/HF2). Отсюда, приме-
няя лемму 5, получаем

A ≃ H/N ∈ qr0(H/H
F1 , H/HF2) = form(H/HF1 , H/HF2)

= form(H/HF1) ∨ωc
0 form(H/HF2) ⊆ F1 ∨ωc

0 F2.

Пусть n > 0, {p1, . . . , pt} = ω ∩ π(Com(A)) и A ∈ F1 ∨ωc
n F2. Тогда ввиду

леммы 14

A/Cpi(A) ∈ f1(pi) ∨ωc
n−1 f2(pi) и A/Rω(A) ∈ f1(ω′) ∨ωc

n−1 f2(ω
′),

где fj — минимальный cωn−1-значный ω-композиционный спутник формации Fj
для j = 1, 2 и всех i = 1, . . . , t. По индукции найдутся такие группы Ai1 ∈ f1(pi),
Ai2 ∈ f2(pi), T1 ∈ f1(ω′), T2 ∈ f2(ω′), что

A/Cpi(A) ∈
(
cωn−1 formAi1

)
∨ωc
n−1

(
cωn−1 formAi2

)
,

A/Rω(A) ∈
(
cωn−1 formT1

)
∨ωc
n−1

(
cωn−1 formT2

)
.

Заметим, что

cωn−1 form(Ai1 , Ai2 ) =
(
cωn−1 formAi1

)
∨ωc
n−1

(
cωn−1 formAi2

)
,

cωn−1 form(T1, T2) =
(
cωn−1 formT1

)
∨ωc
n−1

(
cωn−1 formT2

)
.

Пусть R1 — полуформация, порожденная группой Ai1 , R2 — полуформа-
ция, порожденная группой Ai2 , Y1 — полуформация, порожденная группой T1,
и Y2 — полуформация, порожденная группой T2.

Тогда по лемме 6

R1 = (B1, . . . , Bs) и R2 = (C1, . . . , Cr)

для некоторых B1, . . . , Bs ∈ q(Ai1) и C1, . . . , Cr ∈ q(Ai2 );

Y1 = (U1, . . . , Um) и Y2 = (V1, . . . , Vq)

для некоторых U1, . . . , Um ∈ q(T1) и V1, . . . , Vq ∈ q(T2).
Следовательно,

A/Cpi(A) ∈ cωn−1 form(Ai1 , Ai2) = cωn−1 form(R1 ∪ R2)

= cωn−1 form(B1, . . . , Bs, C1, . . . , Cr),

A/Rω(A) ∈ cωn−1 form(T1, T2) = cωn−1 form(Y1 ∪ Y2)

= cωn−1 form(U1, . . . , Um, V1, . . . , Vq).

Поскольку Opi(A/C
pi(A)) = 1 и Rω(A/Rω(A)) = 1, ввиду леммы 13 можно

считать, что

Opi(Bk) = 1 = Opi(Cl) и Rω(Ux) = 1 = Rω(Vz)

для всех k = 1, . . . , s и l = 1, . . . , r; x = 1, . . . ,m и z = 1, . . . , q.
Пусть Di1 = B1 × · · · × Bs, Di2 = C1 × · · · × Cr, U = U1 × · · · × Um и

V = V1 × · · · × Vq. Так как Npi , Sω — классы Локетта, по лемме 7

Opi(Di1) = (Di1)Npi
= (B1 × · · · ×Bs)Npi

= (B1)Npi
× · · · × (Bs)Npi

= Opi(B1) × · · · ×Opi(Bs) = 1 × · · · × 1 = 1,
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Rω(U) = USω = (U1 × · · · × Um)Sω = (U1)Sω × · · · × (Um)Sω

= Rω(U1) × · · · ×Rω(Um) = 1 × · · · × 1 = 1.

Аналогично Opi(Di2) = 1 и Rω(V ) = 1. Кроме того,

A/Cpi(A) ∈ cωn−1 form(R1 ∪ R2) = cωn−1 form(Di1 , Di2) = cωn−1 form(Ai1 , Ai2).

Пусть Zpi — группа порядка pi, Wi1 = Zpi ≀Di1 , Wi2 = Zpi ≀Di2 . Покажем,
что Wi1 ∈ F1. Пусть K — база регулярного сплетения Wi1 . Тогда по лемме 8

Wi1/K = Wi1/Opi(Wi1 ) ≃ Di1 ∈ f1(pi) ∩ F1,

где pi ∈ ω∩π(Com(A)). Значит, по лемме 9 Wi1 ∈ F1. Аналогично доказывается,
что Wi2 ∈ F2.

Поскольку T1 ∈ f1(ω′) и f1 является внутренним ω-композиционным спут-
ником формации F1, то T1 ∈ F1. Значит, Ux ∈ F1 для всех x = 1, . . . ,m. Анало-
гично убеждаемся, что Vz ∈ F2 для всех z = 1, . . . , q.

Пусть A1 = W11 ×W21 × · · · ×Wt1 × U , A2 = W12 ×W22 × · · · ×Wt2 × V .
Тогда A1 ∈ F1 и A2 ∈ F2. Пусть F =

(
cωn formA1

)
∨ωc
n

(
cωn formA2

)
. Покажем, что

A ∈ F. Для этого достаточно установить, что A/Rω(A) ∈ f(ω′) и A/Cpi(A) ∈
f(pi) для всех i = 1, . . . , t, где f — минимальный cωn−1-значный ω-композици-
онный спутник формации F. Ясно, что Wi1 ∈ F. Следовательно, по лемме 8
Di1 ≃ Wi1/K = Wi1/C

pi(Wi1) ∈ f(pi). Аналогично доказывается, что Di2 ∈
f(pi). Тогда A/Cpi(A) ∈ cωn−1 form(Di1 , Di2) ⊆ f(pi). Кроме того, U, V ∈ F.
Следовательно, по лемме 3

T1 ≃ T1/Rω(T1) ∈ f(ω′) = cωn−1 form(G/Rω(G) | G ∈ F).

Аналогично T2 ∈ f(ω′). Тогда A/Rω(A) ∈ cωn−1 form(T1, T2) ⊆ f(ω′).
Итак, A ∈ F. Лемма доказана. �

Пусть X — непустой класс групп. Полная решетка формаций � называется
X-отделимой [4], если для любого терма ξ(x1, . . . , xm) сигнатуры {∩,∨�}, лю-
бых формаций F1, . . . ,Fm из � и любой группы A ∈ X ∩ ξ(F1, . . . ,Fm) найдутся
такие X-группы A1 ∈ F1, . . . , Am ∈ Fm, что A ∈ ξ(� formA1, . . . , � formAm).

Докажем следующий факт, играющий существенную роль в доказательстве
основных результатов.

Предложение. Решетка всех n-кратно ω-композиционных формаций G-
отделима при любом целом неотрицательном n.

Доказательство. Пусть ξ(x1, . . . , xm) — терм сигнатуры
{
∩,∨ωc

n

}
, F1,

. . . , Fm — произвольные n-кратно ω-композиционные формации и A ∈ ξ(F1, . . . ,
Fm). Индукцией по числу r вхождений символов из

{
∩,∨ωc

n

}
в терм ξ покажем,

что найдутся такие Ai ∈ Fi (i = 1, . . . ,m), что A ∈ ξ
(
cωn formA1, . . . , c

ω
n formAm

)
.

При r = 0, очевидно, что A ∈ cωn formA.
Докажем, что утверждение верно при r = 1. Если A ∈ F1 ∩ F2, то A ∈

cωn formA ∩ cωn formA. Если же A ∈ F1 ∨ωc
n F2, то по лемме 15 найдутся такие

группы Ai ∈ Fi (i = 1, 2), что A ∈
(
cωn formA1

)
∨ωc
n

(
cωn formA2

)
. Итак, утвер-

ждение при r = 1 доказано.
Пусть теперь терм ξ имеет r > 1 вхождений символов из

{
∩,∨ωc

n

}
и для

термов с меньшим числом вхождений доказываемое утверждение верно. Пусть
терм ξ имеет вид ξ1(xi1 , . . . , xia)△ξ2(xj1 , . . . , xjb), где △ ∈

{
∩,∨ωc

n

}
, и

{xi1 , . . . , xia} ∪ {xj1 , . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}.
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Обозначим через H1 формацию ξ1(Fi1 , . . . ,Fia), а через H2 — формацию ξ2(Fj1 ,
. . . ,Fjb). Тогда найдутся такие группы A1 ∈ H1, A2 ∈ H2, что

A ∈ cωn formA1△cωn formA2.

С другой стороны, по индукции найдутся такие группы B1, . . . , Ba, C1, . . . , Cb,
что Bk ∈ Fik , Ck ∈ Fjk ,

A1 ∈ ξ1
(
cωn formB1, . . . , c

ω
n formBa

)
, A2 ∈ ξ2

(
cωn formC1, . . . , c

ω
n formCb

)
.

Пусть переменные xi1 , . . . , xit не входят в слово ξ2, а все переменные xit+1 ,
. . . , xia в это слово входят. Пусть Dik = Bk, если k < t + 1, Dik = Bk ×
Cq, где q такое, что xik = xjq при всех k > t + 1. Пусть Djk = Ck, если
xjk 6∈ {xit+1 , . . . , xia}. Обозначим через Rp формацию cωn formDip , а через Xc —
формацию cωn formDjc , p = 1, . . . , a, c = 1, . . . , b. Тогда A1 ∈ ξ1(R1, . . . ,Ra),
A2 ∈ ξ2(X1, . . . ,Xb). Следовательно, найдутся такие формации L1 = cωn formL1,
. . . , Lm = cωn formLm, что

A ∈ ξ1(Li1 , . . . ,Lia)△ξ2(Lj1 , . . . ,Ljb) = ξ(L1, . . . ,Lm),

где Li ∈ Fi, i = 1, . . . ,m. Таким образом, решетка cωn является G-отделимой.
Предложение доказано. �

Учитывая [1, замечание 3], получаем

Следствие 1. Решетка всех n-кратно L-композиционных формаций G-
отделима.

В случае n = 1 справедливо

Следствие 2. Решетка всех ω-композиционных формаций G-отделима.

В случае ω = P имеем

Следствие 3. Решетка всех n-кратно композиционных формаций G-отде-
лима.

При n = 1 и ω = P получаем

Следствие 4. Решетка всех композиционных формаций G-отделима.

3. Основные результаты

Для всякого терма ξ сигнатуры
{
∩,∨ωc

n

}
через ξ̄ будем обозначать терм сиг-

натуры
{
∩,∨ωc

n−1

}
, получаемый из терма ξ заменой каждого вхождения символа

∨ωc
n символом ∨ωc

n−1.

Лемма 16. Пусть ξ(xi1 , . . . , xim) — терм сигнатуры
{
∩,∨ωc

n

}
, fi — внут-

ренний cωn−1-значный ω-композиционный спутник формации Fi, где i = 1, . . . ,m;
n > 1. Тогда

ξ(F1, . . . ,Fm) = CFω(ξ̄(f1, . . . , fm)).

Доказательство. Проведем индукцию по числу r вхождений в терм ξ
символов из

{
∩,∨ωc

n

}
.

Основание индукции (случай r = 1) вытекает из лемм 2 и 10.
Пусть теперь терм ξ имеет r > 1 вхождений символов из

{
∩,∨ωc

n

}
. Пусть

терм ξ имеет вид

ξ(x1, . . . , xm) = ξ1(xi1 , . . . , xia)△ξ2(xj1 , . . . , xjb),
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где △ ∈
{
∩,∨ωc

n

}
,

{xi1 , . . . , xia} ∪ {xj1 , . . . , xjb} = {x1, . . . , xm}

и лемма для термов ξ1 и ξ2 выполняется. Тогда

ξ1(Fi1 , . . . ,Fia) = CFω(ξ̄1(fi1 , . . . , fia)), ξ2(Fj1 , . . . ,Fjb) = CFω(ξ̄2(fj1 , . . . , fjb)).

Понятно, что оба спутника ξ̄1(fi1 , . . . , fia) и ξ̄2(fj1 , . . . , fjb) внутренние. Значит,

ξ(F1, . . . ,Fm) = ξ1(Fi1 , . . . ,Fia)△ ξ2(Fj1 , . . . ,Fjb)

= CFω(ξ̄1(fi1 , . . . , fia)△̄ ξ̄2(fj1 , . . . , fjb)) = CFω(ξ̄(f1, . . . , fm)),

где △̄ = ∩, если △ = ∩, и △̄ = ∨ωc
n−1, если △ = ∨ωc

n . Лемма доказана. �

Теорема 1. Пусть n > 1. Тогда всякое тождество, справедливое в решетке
всех формаций cω0 , выполняется и в решетке всех n-кратно ω-композиционных
формаций cωn .

Доказательство. Зафиксируем некоторое тождество

ξ1(xi1 , . . . , xia ) = ξ2(xj1 , . . . , xjb ) (2)

сигнатуры
{
∩,∨ωc

n

}
. Пусть

ξ̄1(xi1 , . . . , xia ) = ξ̄2(xj1 , . . . , xjb ) (3)

— то же самое тождество, но уже в сигнатуре
{
∩,∨ωc

n−1

}
.

Предположим, что тождество (3) выполняется в решетке cωn−1. Пусть Fi1 ,
. . . ,Fia ; Fj1 , . . . ,Fjb — произвольные n-кратно ω-композиционные формации.
Докажем, что ξ1(Fi1 , . . . ,Fia) = ξ2(Fj1 , . . . ,Fjb).

Пусть fic — минимальный cωn−1-значный ω-композиционный спутник фор-
мации Fic (где c = 1, . . . , a), fjd — минимальный cωn−1-значный ω-композици-
онный спутник формации Fjd (где d = 1, . . . , b). Тогда по лемме 16

ξ1(Fi1 , . . . ,Fia) = CFω(ξ̄1(fi1 , . . . , fia)), ξ2(Fj1 , . . . ,Fjb) = CFω(ξ̄2(fj1 , . . . , fjb)).

Для произвольного простого p ∈ ω формации fi1(p), . . . , fia(p); fj1(p), . . . , fjb(p),
а также формации fi1(ω

′), . . . , fia(ω′); fj1(ω
′), . . . , fjb(ω

′) принадлежат решетке
cωn−1. Значит, по индукции

ξ̄1(fi1 , . . . , fia)(p) = ξ̄1(fi1(p), . . . , fia(p))

= ξ̄2(fj1(p), . . . , fjb(p)) = ξ̄2(fj1 , . . . , fjb)(p)

и

ξ̄1(fi1 , . . . , fia)(ω′) = ξ̄1(fi1(ω
′), . . . , fia(ω′))

= ξ̄2(fj1(ω
′), . . . , fjb(ω

′)) = ξ̄2(fj1 , . . . , fjb)(ω
′).

Следовательно, ξ1(Fi1 , . . . ,Fia) = ξ2(Fj1 , . . . ,Fjb). Таким образом, тождество (2)
выполняется в решетке cωn . Отсюда вытекает требуемое утверждение. Теорема
доказана. �
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Следствие 5 [20, теорема 5; 1, теорема 4]. Решетка всех n-кратно ω-ком-
позиционных формаций cωn модулярна, но не дистрибутивна.

Доказательство. Поскольку решетка cω0 модулярна (см. [7]), ввиду тео-
ремы 1 решетка cωn модулярна.

Покажем, что решетка cωn не дистрибутивна. Пусть M — класс локально
конечных групп, экспоненты которых делят данное простое число p 6= 2. Со-
гласно [21] M — многообразие. Пусть L(M) — решетка его подмногообразий.
Тогда ввиду результатов Хигмана [22] (см. также [23, § 54.24]) решетка L(M)
не дистрибутивна. Согласно лемме 11 решетка L(M) вкладывается в решетку
cω0 . Следовательно, ввиду теоремы 1 решетка cωn не дистрибутивна. �

Лемма 17. Пусть � — X-отделимая решетка формаций, η — ее подрешет-
ка, которая со всякой своей формацией F содержит и все ее однопорожденные
�-подформации вида � formA, где A ∈ X. Тогда тождество ξ1 = ξ2 сигна-
туры {∩,∨�} истинно в η, если оно выполняется для всех однопорожденных
�-формаций из η.

Доказательство. Пусть xi1 , . . . , xia — переменные, входящие в терм ξ1;
xj1 , . . . , xjb — переменные, входящие в терм ξ2; и пусть Fi1 , . . . ,Fia ; Fj1 , . . . ,Fjb ∈
η. Покажем, что

F = ξ1(Fi1 , . . . ,Fia) ⊆ ξ2(Fj1 , . . . ,Fjb) = M.

Не теряя общности, можем считать, что xj1 , . . . , xjt ∈ {xi1 , . . . , xia}, но {xjt+1 ,
. . . , xjb} ∩ {xi1 , . . . , xia} = ∅. Пусть A ∈ F. Тогда по условию найдутся такие
X-группы Ai1 , . . . , Aia , что Aik ∈ Fik (где k = 1, . . . , a) и A ∈ ξ1(� formAi1 , . . . ,
� formAia).

Пусть Hik = � formAik , и пусть

Hjk =





Hic , где xjk = xic ,

для некоторого c ∈ {1, . . . , a} для всех k ∈ {1, . . . , t},
� formBjk для некоторой группы Bjk ∈ Fjk для каждого k > t.

По условию ξ1(Hi1 , . . . ,Hia) = ξ2(Hj1 , . . . ,Hjb), но ξ2(Hj1 , . . . ,Hjb) ⊆ M. Зна-
чит, A ∈ M. Таким образом, F ⊆ M. Аналогично доказывается обратное вклю-
чение. Следовательно, F = M. Лемма доказана. �

Теорема 2. Пусть n > 1. Тогда если ω — бесконечное множество, то
системы тождеств решеток cω0 и cωn совпадают.

Доказательство. Зафиксируем некоторое тождество

ξ1(xi1 , . . . , xia ) = ξ2(xj1 , . . . , xjb ) (4)

сигнатуры
{
∩,∨ωc

n

}
. Пусть

ξ̄1(xi1 , . . . , xia ) = ξ̄2(xj1 , . . . , xjb ) (5)

— то же самое тождество, но уже в сигнатуре
{
∩,∨ωc

n−1

}
.

Предположим, что тождество (4) выполняется в решетке cωn . Покажем,
что тождество (5) выполняется в решетке cωn−1. Для этого ввиду леммы 17 и
предложения достаточно установить, что если Fi1 , . . . ,Fia ; Fj1 , . . . ,Fjb — про-
извольные однопорожденные (n − 1)-кратно ω-композиционные формации, то
ξ̄1(Fi1 , . . . ,Fia) = ξ̄2(Fj1 , . . . ,Fjb). Пусть

Fi1 = cωn−1 formAi1 , . . . ,Fia = cωn−1 formAia ;
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Fj1 = cωn−1 formAj1 , . . . ,Fjb = cωn−1 formAjb .

Выберем такое простое число p ∈ ω, что p /∈ π(Ai1 , . . . , Aia , Aj1 , . . . , Ajb). Пусть

Bi1 = Zp ≀Ai1 , . . . , Bia = Zp ≀ Aia , Bj1 = Zp ≀Aj1 , . . . , Bjb = Zp ≀ Ajb ,
где Zp — группа простого порядка p. Поскольку формации

Mi1 = cωn formBi1 , . . . ,Mia = cωn formBia ,

Mj1 = cωn formBj1 , . . . ,Mjb = cωn formBjb

принадлежат решетке cωn , то

F = ξ1(Mi1 , . . . ,Mia) = ξ2(Mj1 , . . . ,Mjb ) = M.

Пусть fic — минимальный cωn−1-значный ω-композиционный спутник формации
Mic (где c = 1, . . . , a), fjd — минимальный cωn−1-значный ω-композиционный
спутник формации Mjd (где d = 1, . . . , b). Ввиду леммы 16

ξ1(Mi1 , . . . ,Mia) = CFω(ξ̄1(fi1 , . . . , fia)),

ξ2(Mj1 , . . . ,Mjb) = CFω(ξ̄2(fj1 , . . . , fjb)).

Пусть f и m — минимальные cωn−1-значные ω-композиционные спутники фор-
маций F и M соответственно. Тогда по леммам 3 и 14

ξ̄1(fi1 , . . . , fia)(p) = ξ̄1(fi1(p), . . . , fia(p)) = f(p),

ξ̄2(fj1 , . . . , fjb)(p) = ξ̄2(fj1(p), . . . , fjb(p)) = m(p).

Значит,
ξ̄1(fi1(p), . . . , fia(p)) = ξ̄2(fj1(p), . . . , fjb(p)).

Так как Op(Aic ) = 1, по лемме 3 fic(p) = Fic , где c = 1, . . . , a. Аналогично
fjd(p) = Fjd , где d = 1, . . . , b.

Следовательно, ξ̄1(Fi1 , . . . ,Fia) = ξ̄2(Fj1 , . . . ,Fjb), т. е. тождество (5) истин-
но в решетке cωn−1. Таким образом, каждое тождество решетки cωn выполняется
в решетке всех формаций cω0 . Отсюда ввиду теоремы 1 вытекает требуемое
утверждение. Теорема доказана. �

Следствие 6. Пусть ω — бесконечное множество. Тогда для любых целых
неотрицательныхm и n решетки cωm и cωn имеют одну и ту же систему тождеств.

В случае ω = P получаем

Следствие 7. При любых целых неотрицательных m и n системы тож-
деств решеток cm и cn совпадают.

В заключение отметим, что, как показано в работе [24], множество всех
формаций решеточно упорядоченных групп образует полную брауэрову решет-
ку.

Отметим, наконец, что в связи с теоремой 1 возникает следующий есте-
ственный вопрос: верно ли, что для любых натуральных чиселm и n, гдеm > n,
решетка всех m-кратно ω-композиционных формаций не является подрешеткой
решетки всех n-кратно ω-композиционных формаций?

Для n-кратно ω-насыщенных формаций это так (см. [25]).

Авторы выражают искреннюю глубокую благодарность рецензенту за ряд
замечаний, позволивших существенно улучшить качество статьи.
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