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Все рассматриваемые группы конечны. Пусть {Fi | i ∈ I} –– некоторая система непустых подклассов класса групп F. 
Будем писать ,i I i∈⊕F = F  если для любых различных i, j ∈ I имеет место Fi ∩ Fj = (1) и, кроме того, каждая группа 

G ∈ F имеет вид G = А1× ... ×Аt, где 
1 11 ,..., .i t iA A∈ ∈F F  Доказана следующая 

Теорема. Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно (n  1) ω-насыщена в том и 

только в том случае, когда n-кратно ω-насыщена каждая из формаций Fi. 
 
Ключевые слова: формация конечных групп, дополняемая подформация, прямое разложение класса групп, ω-локаль-
ный спутник, n-кратно ω-насыщенная формация. 
 
All groups considered are finite. Let {Fi | i ∈ I} be a set of non-empty subclasses of a class of groups F such that Fi ∩ Fj = (1) 
for all distinct i, j ∈ I. We write i I i∈⊕F = F   to denote the collection of all groups of the form А1× ... ×Аt, where 

1 11 ,...,i t iA A∈ ∈F F  for some i1,…, it ∈  I. We proved the following theorem. 

Theorem.  Let ,i I i∈⊕F = F  where Fi is a formation.  Then  F  is  n-multiply (n  1) ω-saturated formation if and only if  Fi  is  

n-multiply  ω-saturated for all i ∈ I. 
 
Keywords: formation of finite groups, complemented subformation, direct decomposition of a class of groups, ω-local satellite, 
n-multiply ω-saturated formation. 

 
 

Введение  
Напомним, что подформация M формации 

F называется дополняемой в F [1], если в F име-
ется такая подформация H (дополнение к M в F), 
что F = form (M ∪ H) и M ∩ H = (1). Изучение 
дополняемых подформаций было начато в [1]. В 
дальнейшем это понятие анализировалось и при-
менялось в работах многих других авторов (см., 
в частности, [2]–[22]). В рамках теории допол-
няемых подформаций возникла следующая по-
лезная конструкция. Пусть {Fi | i∈ I} – некоторая 
система непустых подклассов класса конечных 
групп F. Будем писать  

,i I i∈⊕F = F  
если для любых различных i, j∈ I имеет место 
Fi ∩ Fj = (1) и, кроме того, каждая группа G ∈ F 
имеет вид  

G = А1× ... ×Аt, где 1 11 ,..., .i t iA A∈ ∈F F  

Всякое представление класса конечных групп F 
в виде i I i∈⊕F = F  называется прямым разложе-
нием этого класса [3].  

В монографии [3, теорема 4.3.8] доказано, 
что всякая формация, представимая в виде пря-
мого разложения некоторых формаций, n-кратно 
насыщена тогда и только тогда, когда n-кратно 
насыщена каждая из компонент этого разложе-
ния. Аналог этого результата для n-кратно ло-
кальных классов Фиттинга получен в работе [14]. 
Однако, как показывает пример работы [13], ана-
логичный результат для n-кратно композицион-
ных формаций и n-кратно ω-композиционных 
формаций (см. [21]) неверен. 

В данной работе мы показываем, что спра-
ведлива следующая 

Теорема. Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых 

формаций Fi. Тогда формация F n-кратно (n  1) 

ω-насыщена в том и только в том случае, когда 
n-кратно ω-насыщена каждая из формаций Fi. 

Все рассматриваемые группы конечны. Ис-
пользуется стандартная терминология [2], [3], 
[23], [24] и определения и обозначения, введен-
ные в работе [25]. 

МАТЕМАТИКА
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1 Предварительные сведения 
Напомним, что формацией называется класс 

групп, замкнутый относительно гомоморфных 
образов и конечных подпрямых произведений. В 
дальнейшем символ ω обозначает некоторое не-
пустое множество простых чисел, ω’= P \ ω. Че-

рез π(G) обозначено множество всех различных 
простых делителей порядка группы G. Напом-
ним, что для произвольного класса групп F ⊇ (1) 
символ GF обозначает пересечение всех таких 
нормальных подгрупп N, что G / N ∈ F. Нееди-

ничная группа называется монолитической, если 
она имеет единственную минимальную нор-
мальную подгруппу. Символы ,dGω  Fp(G), Оp(G), 
Оω(G) обозначают соответственно наибольшую 
нормальную подгруппу N группы G со свойст-
вом ω ∩ π(H / K) ≠ ∅ для каждого композицион-
ного фактора H / K из N, наибольшую нормаль-
ную p-нильпотентную подгруппу группы G, наи-
большую нормальную p-подгруппу группы G и 
наибольшую нормальную ω-подгруппу группы 
G. Пусть  f  – произвольная функция вида 

f : ω ∪{ω’} → {формации групп}. (1.1) 
Следуя [25], сопоставим функции  f  класс групп 

( ) ( | / ( )dLF f G G G fω ω ω′= ∈  

и  G / Fp(G) ∈ f (p) для всех p ∈ ω ∩ π(G)). 

Если формация F такова, что F = LFω ( f ) 
для некоторой функции  f  вида (1.1), то F назы-
вается ω-насыщенной формацией с ω-локальным 
спутником  f  [25]. 

Если ω = {p}, то ω-насыщенную формацию 
называют р-насыщенной. Если ω = P – множест-

во всех простых чисел, то символ ω опускают. 
Всякая формация считается 0-кратно ω-на-

сыщенной,  а  при n  1 формация F называется 

n-кратно ω-насыщенной [25], если F = LFω ( f ), 
где все непустые значения ω-локального спутни-
ка  f  являются (n – 1)-кратно ω-насыщенными 
формациями. Если формация F n-кратно ω-на-
сыщена для всех натуральных n, то F называется 
тотально ω-насыщенной. 

Напомним несколько известных утвержде-
ний, которые потребуются для доказательства 
основного результата.  

Лемма 1.1 [25, лемма 4]. Если F = LFω ( f ) и 
G / Оp(G) ∈ f (p) ∩ F для некоторого p ∈ ω, то 

G ∈ F. 
Лемма 1.2 [25, лемма 9]. Пусть формация 

F = LFω ( f ), где f (ω’) = F и G ∉ F. Тогда либо 

GF  ,dGω  либо найдется такое p ∈ ω ∩ π(GF), 

что G / Fp(G) ∉ f (p). 

2 Основной результат 
Доказательство теоремы. Достаточ-

ность.  Пусть каждая из формаций Fi   n-кратно 
ω-насыщена, и  fi – ее минимальный 1nl

ω
− -значный 

ω-локальный спутник. Пусть πi = ω ∩ π(Fi). То-
гда если i ≠ j, то по условию Fi ∩ Fj = (1). Значит, 
πi ∩ πj = ∅ . Построим ω-локальный спутник f 
таким образом, что 

, если ,
( ) ( ), если  для некоторого ,

, если \ . 
i i

i
i I

a
f a f a a p i I

a p

ω
π

ω π
∈

⎧
′=⎪

⎪= = ∈ ∈⎨
⎪∅ = ∈⎪⎩

∪

F
 

Покажем, что F = LFω ( f ).  
Пусть LFω ( f )  F, и G – группа минималь-

ного порядка из LFω ( f ) \ F. Тогда G –
монолитическая группа и ее монолит R = GF. По-
скольку G ∈ LFω ( f ), то G / Fp(G) ∈ f (p) для всех 

p ∈ ω ∩ π(G). Следовательно, если p ∈ ω ∩ π(G), 

то G / Fp(G) ∈ f (p) ≠ ∅. Значит, найдется такое 

i ∈ I, что p ∈ πi. Отсюда ω ∩ π(G) ⊆ i
i I

π
∈
∪ . Если 

R – ω’-группа, т. е. ω ∩ π(R) = ∅, то 1.dGω =   
Значит, 

/ ( )dG G G fω ω′∈ = F.  
Противоречие. Значит, R – pd-группа, т.е. 
ω ∩ π(R) ≠ ∅. Пусть p ∈ ω ∩ π(R). Тогда p ∈ πi 

для некоторого i ∈ I. Если R – неабелева группа, 
то Fp(G) = 1. Поэтому 

G  G / Fp(G) ∈ f (p) = fi (p) ⊆ Fi ⊆ F. 
Противоречие. Пусть R – p-группа. Значит, 
R = CG(R) = Fp(G) = Оp(G). Но тогда 

G / Fp(G) = G / R = G / Оp(G) ∈ f (p) = fi (p). 

Значит, по лемме 1.1 G ∈ Fi ⊆ F. Противоречие. 
Таким образом, LFω ( f ) ⊆ F. 

Допустим, что обратное включение невер-
но, и G – группа минимального порядка из 
F \ LFω ( f ). Тогда G – монолитическая группа. 
Поэтому найдется такое i ∈ I, что  

G ∈ Fi = LFω ( fi ). 
Значит,  

G / Fp(G) ∈ fi (p) = f (p) для всех p ∈ ω ∩ π(G) 

и из того, что G ∈ F, получаем 
/ ( ).dG G fω ω′∈ =F  

Следовательно,  
G ∈ LFω ( f  ). 

Противоречие. Значит, F ⊆ LFω ( f ). Таким обра-
зом, F = LFω ( f ), где f – 1nl

ω
− -значный ω-локаль-

ный спутник. Поэтому F – n-кратно ω-насыщен-
ная формация. 
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Необходимость. Пусть теперь формация F 
n-кратно  ω-насыщена, и f  – ее минимальный 

1nl
ω
− -значный ω-локальный спутник. Пусть i ∈ I и  

fi  – такой ω-локальный спутник, что 
 

, если ,

( ) ( ), если ,
, если \ . 

i

i i

i

a

f a f a a p
a p

ω

π
ω π

′=⎧
⎪
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F

 

 

Покажем, что Fi = LFω ( fi ). 
Предположим, что Fi  LFω ( fi ), и G – груп-

па минимального порядка из Fi \ LFω ( fi ). Тогда 
G – монолитическая группа с монолитом 
R = G LFω ( fi ). Поскольку G ∉ LFω ( fi ), то, согласно 

лемме 1.2, либо G LFω ( fi )  ,dGω  либо найдется 

такое p ∈ ω ∩ π(G LFω ( fi )), что G / Fp(G) ∉ fi (p). С 

другой стороны, так как G ∈ Fi ⊆ F, то 
/ ( )d i iG G fω ω′∈ =F  и для всex q ∈ ω ∩ π(G) име-

ет место 
G / Fq(G) ∈ f (q) = fi (q). 

Противоречие. Итак, Fi ⊆ LFω ( fi ). 
Допустим, что обратное включение невер-

но, и G – группа минимального порядка из 
LFω ( fi ) \ Fi. Тогда G – монолитическая группа с 
монолитом R = iGF . 

Пусть p ∈ ω ∩ π(R) ⊆ ω ∩ π(G). Тогда из 

G ∈ LFω ( fi ) следует, что G / Fp(G) ∈ fi (p). Значит, 
fi (p) ≠ ∅ и по построению ω-локального спутни-
ка  fi  имеем p ∈ πi. Итак, ω ∩ π(R) ⊆ πi. 

Кроме того, по построению ω-локального 
спутника  fi  справедливо fi  ≤  f . Значит, G ∈ F. 
Поэтому, ввиду монолитичности группы G, най-
дется такое  j ∈ I, что G ∈ Fj. Тогда ω ∩ π(R) ⊆ πj. 

Поэтому 
ω ∩ π(R) ⊆ πi ∩ πj = ∅. 

Значит, i = j, т.е. G ∈ Fi. Противоречие. Следова-
тельно, LFω ( fi ) ⊆ Fi. Таким образом, 
Fi = LFω ( fi ), где  fi  – 1nl

ω
− -значный ω-локальный 

спутник. Поэтому Fi – n-кратно ω-насыщенная 
формация. 

Теорема доказана. 
 

3 Некоторые приложения  
Отметим некоторые следствия, получаемые 

из основного результата. 
Следствие 3.1. Пусть i I i∈⊕F = F  для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F тоталь-
но ω-насыщена в том и только в том случае, 
когда тотально ω-насыщена каждая из форма-
ций Fi. 

Если в следствии 3.1 положить ω = P, то по-

лучим 
Следствие 3.2 [3]. Пусть i I i∈⊕F = F  для не-

которых формаций Fi. Тогда формация F то-
тально  насыщена в том и только в том случае, 
когда  тотально  насыщена  каждая из форма-
ций Fi. 

При n = 1 из теоремы вытекает 
Следствие 3.3 [11, теорема 1]. 
Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых формаций 

Fi. Тогда формация F ω-насыщена в том и толь-
ко в том случае, когда ω-насыщена каждая из 
формаций Fi. 

В случае ω = P получим 

Следствие 3.4 [3, теорема 4.3.8; 9, теорема]. 
Пусть i I i∈⊕F = F  для некоторых формаций Fi. 
Тогда формация F  n-кратно насыщена в том и 
только в том случае, когда n-кратно насыщена 
каждая из формаций Fi. 

При ω = {p} справедливо 
Следствие 3.5. Пусть i I i∈⊕F = F  для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F n-кратно 
p-насыщена в том и только в том случае, когда 
n-кратно p-насыщена каждая из формаций Fi. 

Если n = 1 и ω = {p}, то справедливо 
Следствие 3.6. Пусть i I i∈⊕F = F  для неко-

торых формаций Fi. Тогда формация F p-насы-
щена в том и только в том случае, когда p-на-
сыщена каждая из формаций Fi. 
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