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В работе рассматриваются только конечные группы. Мы будем использовать стандарт-

ную терминологию, принятую в [1], [2]. Напомним, что классом Фиттинга называется класс 
групп F, замкнутый относительно взятия нормальных подгрупп и произведений нормальных 
подгрупп из F. 

В дальнейшем ω обозначает некоторое непустое множество простых чисел и \   . 
Символы (1), Np и Gpʹ обозначают соответственно класс всех единичных групп, класс всех p-
групп и класс всех pʹ-групп. Символ dG  обозначает класс всех единичных и таких нееди-

ничных групп, у которых каждый композиционный фактор А таков, что ( )A   , где 
(A)  ‒ множество всех различных простых делителей порядка группы A.  

Для произвольного класса групп F   (1) через GF обозначено пересечение всех таких нор-

мальных подгрупп N, что G/N  F. В частности, Op(G) = pGN , Gωd = dG G  и Fp(G) = '( )p pGG N . 
Пусть f – произвольная функция вида  

f: ω  {ωʹ} → {классы Фиттинга} (*) 
где f(ωʹ) ≠ ∅. Следуя [2], сопоставим функции f класс групп  

LRω(f) = (G | Gωd(G)  f(ωʹ) и F p(G)  f(p) для всех p ( ))G   . 
Если класс Фиттинга F таков, что F = LRω(f) для некоторой функции f вида (*), то F назы-

вается ω-локальным классом Фиттинга с ω-локальной функцией Хартли f (более кратко –  
ω-локальной H-функцией). В случае, когда ω = {p}, класс Фиттинга называется p-локальным, а 
в случае, когда ω = , символ ω опускается и класс Фиттинга называется локальным. 

Настоящая работа посвящена изучению свойств порожденных ω-локальных классов 
Фиттинга. Следующая теорема дуализирует результаты, полученные А.Н. Скибой в теории 
формаций, связанные с доказательством индуктивности решетки всех функторно замкнутых 
n-кратно насыщенных формаций [1]. 

Теорема. Пусть M – разрешимый нормально наследственный класс и A   lωfitM. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

1) если Op(A) = A и p   ω, то A   lωfitM1, где M1 = (Op(G) │G  M); 
2) если Aωd = A, то A   lωfitM2, где M2 = (Gωd│G  M). 
Через lωfitX обозначено пересечение всех таких ω-локальных классов Фиттинга, кото-

рые содержат совокупность групп X. Символом lpfitX обозначено пересечение всех таких p-
локальных классов Фиттинга, которые содержат совокупность групп X. В частности, lfitX ‒ 
пересечение всех локальных классов Фиттинга, которые содержат совокупность групп X, а 
fitX ‒ пересечение всех таких классов Фиттинга, которые содержат совокупность групп X.  

Напомним несколько известных утверждений, которые потребуются для доказательст-
ва основного результата. 

Лемма 1 ([2, лемма 21]). Пусть F = , где i
i I
 F Fi  = LRω(fi). Тогда F = LRω(f), где f =  i . 

Ii
f
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Пусть {fi | i  I} ‒ набор всех ω-локальных H-функций класса Фиттинга F. Тогда по 
лемме 1 



i
i I

f

  ‒ ω-локальная H-функция класса F, называемая минимальной ω-локальной  

H-функцией класса Фиттинга F [2]. 
Следующее утверждение дает способ построения минимальной ω-локальной  

H-функции класса Фиттинга F. 
Лемма 2 ([2, лемма 22]). Если F = lωfitX и f – минимальная ω-локальная H-функция клас-

са F, то справедливы следующие утверждения: 
1) f(ωʹ) = fit(Gωd│ G  X); 
2) f(p) = fit(Fp(G) │ G  X) для всех pω; 
3) F = LRω(h), где h(ωʹ) = F и h(p) = f(p) для всех pω. 
Лемма 3 ([2, лемма 1]). Пусть N – нормальная подгруппа группы G. Справедливы сле-

дующие утверждения: 
1) если G/N – pʹ-группа, то Fp(G) = Fp(N); 
2) если G/N   Gωd, то Gωd = Nωd. 
Лемма 4 ([3, гл. IX, лемма 2.12]). Пусть F – фиттингова формация и пусть G = N1N2, 

где N1 и N2 – нормальные подгруппы группы G. Тогда GF = (N1)F (N2)F. 
Лемма 5. Если M – максимальная нормальная подгруппа группы G и N – любая, не со-

держащаяся в M, нормальная подгруппа группы G, то подгруппа NM также является 
максимальной нормальной в N. 

Лемма 6. Пусть  – такие максимальные нормальные подгруппы группы G (t > 2), 

что для любых трех попарно различных индексов i, j, k имеет место N
1,..., tN N

i Nj ⊈ Nk. Тогда  

1
1{ ,..., }

( ... )
r

t

i i
i ir

N N ,G    

где {i1, … , ir} пробегает всевозможные выборки по r элементов из {1, …, t} и 1 < r < t. 
Доказательство. Проведем индукцию по r. Пусть r = 2. Заметим, что, если найдутся та-

кие попарно различные индексы p, q, s   {1, …, t}, что Np Nq = NpNs, то получаем Np Nq 

N s = Np Ns, т. е. Np Ns	  N q. Последнее невозможно по условию. Значит, Np Nq  ≠ Np 

N s для любых трех попарно различных индексов p, q, s   {1, …, t}. Поэтому ввиду леммы 5  

1 2 1 3 1
{ , } {1,..., }

( ) (( )( )...( ))i j t
i j t

N N N N N N N N


      

2 3 2 4 2 1 1 2 2 1(( )( )...( ))...( ) ... ( )t t t t t tN N N N N N N N N N N N N G        


 

Допустим теперь, что r > 2 и при r ‒ 1 лемма верна. Пусть {j1, …, jr-1}  {1, …, t}. До-
пустим, что найдутся два таких различных индекса a, b   {1, …, t}\{j1, …, jr-1}, что 

. Тогда 1 1 1 1
... ...

r ra j j b j jN N N N N N
 

      

1 1
...

ra j jN N N N
 b     и 

1 1
...

rb j jN N N N
 a    . 

Поэтому . 
1 1 1 1 1

( ... )( ... ) ...
r ra j j b j j j jN N N N N N N N
 

        
1r

Если же , то по лемме 5 снова получаем  
1 1 1

... ...
ra j j b j jN N N N N N


      
1r

1 1 1 1 1 1r

Таким образом, для любой выборки {j

( ... )( ... ) ... .
r ra j j b j j j jN N N N N N N N
 

          

1, …, jr-1} множества индексов из {1, …, t} в 

1
1{ ,..., } {1,..., }

( ... )
r

tr
i i

i i
N N 




 
 

всегда найдутся два таких сомножителя, произведение которых равно . Значит, 

 
1 1

...
rjN


  jN

i1 1{ ,..., } { ,..., }1 1 1
( ... )

rt
j j

j jr

N N


  1
1{ ,..., } {1,..., }

( ... )
r

tr
i

i i
N N


  . Но по индукции  

1 1{ ,..., } { ,..., }1 1 1
( ...

rt
j

j jr

N N )j 

   = G. 
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Значит,  =
1 1{ ,..., } { ,..., }1 1 1

( ...
rt

j j
j jr

N N


  )
1

1{ ,..., } {1,..., }
( ... )

r
tr

i i
i i

N N


  = G. 

Лемма доказана. 
Группа G называется комонолитической, если в G имеется такая нормальная подгруппа 

M (комонолит группы G), что G/M – простая группа и любая собственная нормальная под-
группа N группы G содержится в M. Напомним, что коцоколем группы G (обозначается 
Cosoc(G)) называется пересечение всех максимальных нормальных подгрупп группы G. 

Лемма 7. Пусть Cosoc(G) = , где N1 ... tN  

1 ...i iN   
N

tN
i – максимальная нормальная подгруппа группы 

G и t > 1, Cosoc(G) ≠  для всех i 1 1...N N   {1, …, t} и G – группа с Op(G) = G, где 
pω. Пусть Mi – наименьшая нормальная в G подгруппа, содержащаяся в 

, но не содержащаяся в N1 1... i iN N N    1 ... tN i. Тогда справедливы следующие утвержде-
ния: 

 i  {1, …, t} группа Mi комонолитична с комонолитом1) для любого    i iM N , причем 
Op(M ) = Mi; i

2) 
1

i
i

t
M



= G.  

Доказательство. Пусть G – группа с O


p(G) = G, где p   ω, удовлетворяющая условиям 

лемм
о крайней мере 

двум
 Ni, то T Mi Ni, что

чт

р оре-
С M Ni

ч ≠  O (Mi) Mi 

ы. Докажем выполнимость первого утверждения леммы.  
Предложим, что группа Mi – не комонолитична. Тогда Mi обладает п
я различными максимальными нормальными подгруппами T и Mi   Ni. 
Если T   противоречит максимальности T. Следовательно, 

T   N
       

i и T   1 1 1... ...i i tN N N N      . Но ввиду того, о Mi – наименьшая из нормаль-

ных подгрупп группы G с этими двумя свойствами, то Mi   T. Поэтому Mi = T. П отив
чие. ледовательно, Mi – комонолитическая группа и ее комонолит совпадает с i   . 

Покажем, что O (Mp
i) = Mi. Предположим, то O (Mp

i)  Mi. Тогда
p     Ni =  

Cosoc(Mi) N . Поскол i  i/O
p(Ni)Np, тогд   ьку Op(Mi)O

p(N )/Op(Ni)  N а
M

i

Op(Mi)/O
p( i) Op(Ni)   Op( iM  )O (Np

i)/O (Np
i) Np. 

Отсюда O (Mp
i) = O (O (Mp p

i)) O (Mp
i)  O (Np

i)   Op(Ni). Итак, O (Mp
i)   O (Np

i). Вви-
ду того, что Mi ⊈ Ni имеем G = MiNi. Вмес  с тем по условию O (G) = G. Значит, G = 
O (M

те
), то G = (Mi)O (Ni) = 

Op(Ni ие. Следовательно, Op(Mi) = Mi. 
Докажем теперь второе утверждение леммы. 

Предположим, что

p

p
iNi). По лемме 4 G = O (Mp

i)O (Np
i). Так как O (Mp

i)   O (Np
i Op p

). Значит, GNi = G = O (Np
i)Ni = Ni. Противореч

 
1

i

t

i
M


    G и пусть R – максимальная нормальная подгруппа группы 

G, содержащая 
1

i
i

t

M

 . Если R = Ni,  некоторого i   {1, … , t}, то Mi 

1
i

i


t

M

   Nдля 

N i  , П м
ных нормальных ппы G входящих в Значит

.  

Следовательно, N  . 

Вместе с тем по лемме 6 )N = G. Полученное противоречие 

показывает

i. Проти-

воречие. Значит, R ≠ 
 

i iN 

i для всех   {1, … t}. оэто у R совпадает с одной из максималь-
п гру

 

 R

 
подгруп

tN  
не  Cosoc(G). ,  

1 1 1... ...N N   

	R1 1 1
1
( ... ... )ti i

t
N N N       

t
i

1i
1 1 1( ... ... ti iN N N 


    

учаем следу

, что 
i

iM
1

= G. Лемма доказана. 
t

Аналогично из лемм 4 и 6 пол ющее утверждение. 
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Лемма 8. Пусть Cosoc(G) = 1 ... tN N  , где Ni – максимальная нормальная подгруппа 

 1 1 1... ...i i tN N N N       для всех i 

 

группы G и t > 1, Cosoc(G) ≠   {1, …, t} и G – группа с 
Gωd = G. Пусть M  –  G , содержащаяся в 

едлив щие ут
верждения: 

ля лю {1, …, t} группа Mi комонолитична с комонолитом

i наименьшая нормальная в подгруппа
в1N  1 1... ...i i tN N N    , но не содержащаяся в Ni. Тогда спра ы следую -

1) д бого i    i iM N , причем d
i iM M  ; 

2) 
1

i

t

i
M


 = G.  

Доказательство. Пусть G – групп с Gа 
 леммы. Рассмотрев доказательство леммы 7 и 

замен ) = G усл ично можно ть, что Mi – ко
я том

ωd = G, удовлетворяющая условиям леммы. До-
кажем выполнимость первого утверждения

ив условие Op(G овием Gωd = G, аналог  показа моно-
литическа группа с комоноли  i iM N . 

Покажем, что d
i iM M  . Предположим, что d

i iM M  . Тогда d
i iM M     Ni = 

Cosoc i. (Mi)N / d
i iN N GПоскольку /d d d

i i iM N N    ωd, тогда /d d d
i i iM M N     

/d d d d
i i iM N N G    . 

О ( ) .d d d d d
i i i iтсюда d

iM M M N       Ввиду того, что MN   i ⊈ Ni им  Mеем G = iNi. Вме-

сте с тем по условию Gωd = G. Значит, G = (MiNi)
ωd. По лемме 4 G = d d

i iM N  , а так как 
d d

i iM N  , то G = d d d
i i iM N N   . Отсюда GN  = Gi i

dM  N  = N . е. Значит,  = i i Противоречи
d

i iM M  . 

Применяя рассуждения, емые при  ут  2 леммы 7, по-
м второе утверждение леммы. Лемма дока
емма 9 f  внутренняя ω-локальная H-функция класс  F, 

использу  доказательстве верждения
лучае зана. 

Л . Пусть ‒ а Фиттинга 
 если для каждого p   имеет место Fp(A) f(p) , то AF. ( / Cosoc( )).A A     Тогда

Доказательство. Пусть   = {p1, …, pt}, 'p pi iA DG
 и 1 pp

ip  ip ip

D = Тогда поскольку 
D   D, то A/ D  / D/ D     для всех

... tD D . 
 A/D  'ipG   pi  . Следовательно , A/D  pi

pi 



 S  = . 

A = D

S

Покажем, что . Допустим A   D. Тогда D  M дл  н й максимальной нор-
мальной подгруппы M группы A. Так как , то  


 M

я екоторо
 Cosoc(A) 

( / ) ( / Cosoc( ))A M A A     . 

Поэтому A/M  G . Следовательно, A/D / M/D   A/M   ' G G  = (1). Противоречие. 

Значит, A = D. Поскольку по условию ( ) ( )ip
iF A f p , то ipD    f(p)

ipN   F. Поэтому A = 

1pD … ipD    F. Лемма доказана.  
Доказательство теоремы. Докажем первое утвержден  теоремы. 

p p
ие

Если A M, то A = O (A)   (O (G)│GM)   lωfit(Op(G)│G  M). Пусть A  M. Пред-
положим, что A – комонолитическая ппа с комонолитом R. Поскольку группа A – разре-
шима, то A R – q-гру

 гру
/ ппа, для некоторого q   p}. Пусть F \{ 1 = lω itM и

а
f  f –  ω-

локал  
 

ʹ)  

минимальная
ьная H-функция класса Фиттинг F1. 
Пусть H1 = lωfit(Op(G) │ G  M) и h – минимальная ω-локальная H-функция класса

Фиттинга H1. Тогда ввиду леммы 2 
f(ω  = fit(Gωd │G  M),  f(q) = f qit(F (G)│G  M); 

G  p(G))│Gh(ωʹ) = fit((Op( ))ωd│ G   M), h(q) = fit(F q(O   M
о (Op(G)) = G

в пой. Значит, по л
е q

) для всех qω \ {p}. 
Так как G/Op(G) ‒ ωd-группа, то по лемме 3 имеет мест ωd ωd. Поэтому f(ωʹ) 

= h(ωʹ). Кроме того, фактор-группа G/Op(G) я ляется qʹ-груп емме 3 имеем 
Fq(G) = Fq(Op(G)), гд     \{p}. Поэтому f(q) = h(q).  
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Поскольку A   F1, то Fq(A)   f(q) для всех ( ) q A   . Заметим, что по лемме 3  

Fq(Op(A)) = Fq(A ельно, F p(A)) q(O h). Следоват (q) для , соглас-

но ле
Рассмотрим теперь случай, когда Cosoc(A) = 

 всех ( ( ))pq O A   . Значит

мме 9, A   H1. 

1 ...N N  t  (t > 1) и  

) Cosoc(A ≠ 1 1 1... ...i i tN N N N       для всех i   {1, …, t}. 

Пусть Mi еньшая нормаль ая в A подгруппа, содержащаяся в  – наим н

t

но не  = M1…Mt, где Mi – комонолитическая группа с 

комо

1 1 1... ...i iN N N N      , 

 содержащаяся в iN . Тогда по лемме 7 A

нолитом i i M N  . Поскольку  A   F1, то Mi   F1. Следовательно, по доказанному выше  

Mi   H1. Отсюда A  H1. 
Докажем второе утверждение теоремы
Если A M, то A = A

. 
ωd   (Gωd │G  M)   lωfit(Gωd │G  M). Пусть AM. Предполо-

жим, что A – комонолитическая групп R кольку гра с комонолитом . Пос уппа  – разрешима, 
то A/R – q- ппа, для нек рог

 A
гру ото о q    \{p}. Пусть F2 = 

2

lωfitM и f минимальная  
ω-лок   lω

d │ G M) – минималь-
ная ω а H2. Тогда ввиду леммы 2  

ωd │

 – 
и h . Пусть H2 = fit(Gωальная H-функция класса Фиттинга F   

-локальная H-функция ла са Фк с иттинг
f(ωʹ) = fit(G  G  M ; 

h( ʹ) = fit((Gωd
)

ω d│)ω Gωd  M
ω

A = Aωd (ωʹ) = h( d)ωd│G

). 
Так как G  = (G ) , то f(ωʹ) = h(ωʹ). 
Поскольку A = A

ωd ωd d

ωd и A   F , то  2

ωʹ) = fit((G f ω   M)  fitM  fit(G d │G M) H2. 
 

       	ω

Таким образом, A   H2.  
чай, когда Cosoc(A) = 1 ... tN NРассмотрим теперь слу    (t > 1) и  

Cosoc(A  1 1... ...i i tN N N N ) ≠ 1       

для в

t у

Следствие 1. Пусть M – разрешимый н й класс и A lfitM. Тогда  
Op(A

сех i   {1, …, t}. Пусть M  – наименьшi ая нормальная в A подгруппа, содержащаяся в 

1... ...i iN N N     , но не содержащаяся в N . Применяя теперь лемм  8, снова по-1 1N 
лучае

 i

м A  H2. Теорема доказана.  
Из теоремы непосредственно вытекает 

ормально наследственны    
)   lfit(O (G) p │G  M). 

Следствие 2. Пусть M – разрешимы следственный класс и A lpfitM. Тогда  й нормально на    
Apd   l fit(Gp

pd │G  M). 
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