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О БЩ А Я  Х А РА К ТЕРИ С ТИ К А  РА БО ТЫ

Актуальность темы диссертации. Наличие у группы тех или иных 
нормальных и обобщенно нормальных подгрупп в существенной степени 
определяет ее строение и поэтому результаты, связанные с изучением групп с 
заданными системами (обобщенно) нормальных подгрупп, составили важное 
направление современной теории групп.

Среди наиболее полезных обобщений нормальных подгрупп выделились 
по своему значению субнормальные, квазинормальные и с-нормальные под
группы.

Погрунпа Н группы G называется субнормальной, если в G имеется ряд 
подгрупп

Н = Н0 < Hi < Н2 < ... < H t-1 < Ht = G.
Субнормальные подгруппы Н группы G наследуют следующее важное свой
ство нормальных подгрупп: для любой силовской подгруппы Р группы G пе
ресечение РПН является силовской подгруппа в Н. Интересно отмстить тот 
удивительный факт, что любая подгруппа Н группы G, обладающая таким 
свойством, является субнормальной (первоначально это было доказано Ке- 
гелсм в разрешимом случае [21], а затем, на основе классификации простых 
групп, этот результат был доказан и для произвольных групп [22]). Этот 
важный результат лежит в основе изучения групп с различными заданными 
системами субнормальных подгрупп.

Согласно Оре [26] подгруппа Н группы G называется квазинормальной, 
если Н перестановочна со всеми подгруппами из G (т.с., если НА — АН для 
всех подгрупп А из G). В современной литературе квазинормальные подгруп
пы называют также перестановочными подгруппами (см., в частности, [13, 
24]). Понятно, что всякая нормальная подгруппа является перестановочной. 
Легко обнаружить примеры, показывающие, что обратное в общем случае не 
верно. Тем нс менее оказалось, что квазинормальные подгруппы всегда суб
нормальны [26]. Но в действительности, такие подгруппы обладают и рядом 
других интересных свойств (см. более подробно [28], [24]), что вызвало ши
рокий интерес к анализу перестановочных и частично перестановочных в це
лом. Прежде всего был обнаружен тот интересный факт, что многие свойства 
перестановочных подгрупп наследуют подгруппы, перестановочные лишь с 
силовскими подгруппами основной группы ( в этой связи см. прежде всего, 
работы Кегеля [21] и Дескинса [12], а также недавнюю работу П. Шмида 
[27]). Большое число исследований было связано с изучением групп, в кото
рых те или иные системы подгрупп (частично) перестановочны. Но возможно 
первый результат в этом направлении был получен Хуппертом, который до
казал [19], что разрешимая группа С.' сверхразрешима, если все максимальные
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подгруппы всех силовских подгрупп из G перестановочны с силовскими под
группами из G. Нетрудно построить примеры, показывающие, что обраще
ние этой теоремы Хупперта не верно. В связи с этим интересен следующий 
результат А.II. Скибы [29j: Группа G является сверхразрешимой тогда и 
только тогда, когда все максимальные подгруппы всех силовских подгрупп 
из G F(G)-перестановочны со всеми максимальными подгруппами из G (со
гласно [29], погруппы А и В называются Н-перестановочными, где Н С G , 
если в Н найдется такой элемент х, что АВХ = ВХА (отметим попутно, что 
в работе [29] на основе свойств //-перестановочных подгрупп найдены также 
новые характеризации нилыютентных, разрешимых и других классов групп). 
Поскольку согласно [20] для любой перестановочной подгруппы Н группы G 
факторгруппа Н/Нс  нилыютентна (здесь Нс -  наибольшая по включению 
нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в Н), то в работе Дескин- 
са 124] была высказана гипотеза, что в случае, когда группа G примарна, 
то секция Н/Н с  абелева. Отрицательное решение этой проблемы было дано 
Томпсоном в работе [31].

Подгруппа Н группы G называется с-нормальной, если G имеет такую 
нормальную подгруппу Т, что G =  НТ и Н П Т С На. Легко видеть, что 
подгруппа Н с-нормальна в G тогда и только тогда, когда Н/Нс обладает 
нормальным дополнением в G/ Нс- Таким образом, понятие с-нормалыюсти 
является естественным обобщением понятия нормальной подгруппы и зна
чение этого понятия связано прежде всего со следующим важным наблю
дением: Конечная группа G ]мзрешима тогда и только тогда, когда все 
ее максим.альные подгруппы с-нормальны [32] . Отметим попутно и следу
ющий интересный факт: Конечная группа G метанильпотентна тогда и 
только тогда, когда вес ее силовские подгруппы с-пормалыт [33] . Усло
вие с-нормальности можно встретить в работах многих авторов (см., напри
мер, О.Оре [26], Р. Бэр [11]), однако в явном виде впервые определение с- 
нормальности можно встретить лишь в недавней работе [32], где была по
строена общая теория с-нормальных подгрупп и рассмотрены некоторые ее 
приложения. Отметим, что после выхода работы [32] с-нормальные подгруп
пы стали активно использоватся в исследованиях многих авторов, связанных 
с изучением составных конечных групп. Таким образом, задача изучения ко
нечных групп с заданными системами нормальных и обобщенно нормальных 
подгрупп весьма актуальна и дальнейшей се реализации посвящена данная 
диссертация.

Связь работы с крупными научными программами, темами.
Диссертация выполнена в рамках следующей госбюджетной темы:

“Развитие методов теории классов в исследовании проективных и инъ
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ективных свойств групп и алгебр мальцсвского типа” Белорусского госу
дарственного университета транспорта (номер госрсгистрации в БелИСА — 
20011140). Тема входит в план важнейших научно исследовательских работ 
в области естественных, технических и общественных наук по Республике 
Беларусь, утверждённый решением Президиума НАН Беларуси № 94 от 5 
июля 2001 г. — Государственная программа фундаментальных исследований 
“Математические структуры 04”, выполнение темы запланировано на 2001 
2005 гг.

Цель и задачи исследования.
Цель диссертации — изучение строения конечных групп с заданными си

стемами нормальных и обобщенно нормальных подгрупп. Для достижения 
поставленной цели в диссертации решены следующие задачи:

найдены новые характеризации конечных разрешимых групп в терми
нах обобщенно нормальных максимальных подгрупп (теоремы 3.1.3, 5.3.4);

-  найдены новые характеризации конечных сверхразрешимых групп в 
терминах максимальных подгрупп силовских подгрупп (теоремы 3.3.3, 3.3.1);

-  получено новое описание дисперсивных по Оре групп (теоремы 3.2.1, 
3.3.6);

дана классификация конечных групп, у которых субнормально при
митивные подгруппы имеют нильпотентные холловские добавления (теорема 
4.1.5).

Объект и предмет исследования.
Объектом исследования являются конечные группы. Предмет исследова

ния изучение влияния систем обобщенно нормальных подгрупп настроение 
основной группы.

Методология и методы проведенного исследования.
В диссертации используются методы доказательства абстрактной теории 

конечных групп, а также методы теории классов групп, в частности, методы 
теории формаций.

/
Научная новизна и значимость полученных результатов.
Все полученные результаты в диссертации являются новыми. В диссерта

ции найдены новые характеризации конечных разрешимых групп в терминах 
обобщенно нормальных подгрупп и новые характеризации конечных свехраз- 
решимых групп в терминах максимальных подгрупп силовских подгрупп, 
получены новые характеризации дисперсивных по Оре групп . установлено 
описание конечных групп, у которых всех ее субнормально примитивные под
группы обладают холловскими нильпотентными добавлениями.
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Практическая (экономическая, социальная) значимость полу
ченных результатов.

Работа имеет теоретический характер. Результаты диссертации могут 
быть использованы при изучении строения конечных групп в зависимости от 
свойств обобщенно нормальных и обобщенно перестановочных подгрупп. От
дельные результаты могут быть использованы в учебном процессе при чтении 
спецкурсов на математических специальностях высших учебных заведений.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Новые характеризации разрешимых групп (теоремы 3.1.3, 3.1.G) в тер

минах обобщенно нормальных максимальных подгрупп.
2. Новые характеризации сверхразрсшимых групп (теоремы 3.3.3, 3.3.6) 

в терминах максимальных подгрупп силовских подгрупп.
3. Новое описание дисперсивных по Оре групп.
4. Классификация конечных групп, у которых субнормально примитив

ные подгруппы имеют нильпотентные холловские добавления (теоремы 4.1.4, 
4.1.5).

Личный вклад соискателя.
В совместных работах [35,45] основные идеи и методы принадлежат на

учному руководителю, а реализованы соискателем.
Остальные работы выполнены самостоятельно и опубликованы без соав

торов.

Апробация результатов диссертации.
Основные результаты диссертации докладывались на семинарах кафе

дры алгебры и геометрии Гомельского государственного университета имени 
Франциска Скорины; на VII Республиканской научной конференции студен
тов и аспирантов: "Новые математические методы и компьютерные техно
логии в проектировании, производстве и научных исследованиях" (Гомель, 
22 24 марта 2004 г.); на Международной алгебраической конференции , по
священной 250 летию Московского университета и 75--летию кафедры выс
шей алгебры ( Москва. 26 мая — 2 июня 2004 г.)

Опубликованность результатов.
Основные результаты диссертации опубликованы в четырех журнальных 

статьях, одной статье в сб. научных трудов, трех препринтах и четырех те
зисах докладов. Общее количество страниц опубликованных материалов 
59.

Структура и объём диссертации.



Диссертация состоит из перечня условных обозначений, введения, пяти 
глав, заключения и списка цитированной литературы в алфавитном порядке 
(70 наименований). Объем диссертации — 85 страниц.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Все рассматриваемые в диссертации группы конечны. Используются 
определения и обозначения, принятые в книгах [3, 8, 17].

Ниже охарактеризовано содержание диссертации по главам.

Глава 1 содержит обзор основных результатов диссертации.

В главе 2 собраны некоторые известные результаты, используемые в 
основном тексте диссертации.

Основное содержание диссертации представлено в главах 3 — 5.
Целью третьей главы является дальнейшее изучение строения групп в 

зависимости от свойств их с-нормальных подгрупп.
Пусть со всякой группой G сопоставлена некоторая система ее подгрупп 

t (G). И пусть X — такой класс групп, которому принадлежит всякая груп
па G , у которой вес подгруппы из t (G) с-нормальны. Естественный вопрос, 
возникающий в такой ситуации состоит в следующем: Берио ли, что всякая 
группа G, имеющая факторизацию G = AB, где все подгруппы из т(А), 
т(В) с-нормальны в G, также принадлежит классу X?

Несколько неожиданным является тот факт, что в классе конечных групп 
это действительно так во многих важных случаях. В разделе 3.1 это демон
стрируется на примере развития в этом направлении некоторых результатов 
работ [32, 33]. В частности, здесь доказаны следующие теоремы.

3.1.3. ТЕОРЕМА [35]. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда 
G имеет такие подгруппы А, В, что G =  AB и все максимальные подгруп
пы из А и из В  с нормальны в G.

Если подгруппы А и В группы G таковы, что AB = G, то В называется 
добавлением к А в G.

3.1.6. ТЕОРЕМА [35]. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда 
G имеет такие подгруппы А, В, что G = AB, А субнормальна в G и все 
силовские подгруппы из А и из В, не имеющие разрешимого добавления в 
G, с-нормальны в G.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации решены следующие задачи:
-  найденны новые характеризации конечных разрешимых групп в тер

минах обобщенно нормальных максимальных подгрупп ([35], [40], [43] );
найдены новые характеризации конечных сверхразрешимых групп в 

терминах максимальных подгрупп силовских подгрупп ([36 39]);
-  получено новое описание дисперсивных по Оре групп ([35], [45]);
-  дана классификация конечных групп, у которых субнормально прими

тивные подгруппы имеют нилыютентные холловские добавления ([44]).

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ источников

1. Беркович Я.Г. Разрешимые группы конечного порядка / /  Матем. сб. 
1967. -  Т. 74 (116). -  С. 75-92.

2. Го Веньбинь, Шам К.П., Скиба А.Н., G-накрывающие системы подгрупп 
для классов тьеверхразрешимых и р-нильпотентных конечных групп / /  
Сиб. мат. журнал. — 2004. — № 3. - С. 53 57.

3. Монахов В.С. Введение в теорию конечных групп и их классов. — Гомель: 
Гомельский государственный университет им. Ф.Скорины, 2003. -  319 с.

4. Поляков Л.Я. Конечные группы с перестановочными подгруппами / / В
сб. трудов "Конечные группы". Минск: Наука и техника. - 1966.
с.75-88.

5. Скиба А.Н. Н-нсрсстаповочные подгруппы / /  Известия Гомельского го
сударственного университета имени Ф.Скорины. — 2003. - № 4(19)
С. 37-39.

6. Косенок Н.С., Рыжик В.Н. Некоторые критерии сверхразрешимости ко
нечных групп. / /  Известия Гомельского государственного университета 
имени Ф.Скорины, .5(14), Вопросы алгебры 18, 2002. — С. 68-73.

7. Шсмстков Л.А. Формации конечных групп. М.: Наука, 1978. -  272 с.

8. Шсмстков Л.А., Скиба А.Н. Формации алгебраических систем. - М.: На
ука, 1989. — 253 с.

9. Buckley J. Finite groups whose minimal subgroups are normal / /  Math. Z. 
1970. -  № 116. -  P. 15 17.

10. Ballester-Bolinehes A.. Guo Xiuyun. On complemented subgroups of finite 
groups /  Arch. Math. -  1999. Xs 72. P. 161 166.



14

11. Baer R. Soluble Artinian Groups / /  Canad. J. Math. — 1967. — V. XIX. — 
P. 904-939.

12. Deskins W.E. On quasinormal subgroups of finite groups / /  Math. Z. 1963.
Bd.82. -  P. 125-132.

13. Doerk K., Hawkes T. Finite soluble groups. Berlin-New York: Walter de 
Gruyter, 1992. - 889 p.

14. Guo W., Shum К. P., Skiba A. N. G-Covering Subgroup Systems for the 
Classes of Supersolublc and Nilpotcnt Groups / /  Israel J. Math. 2003. - 
V.38. -  P. 125-138.

15. Guo W., Shum К. P., Skiba A. N. Conditionally Pcrmutable Subgroups and 
Supersolubility of Finite Groups / /  SEAMS Bull Math. -  2004. — V. 28, № 5.
-  P. 725-741.

16. Guo W., Shum К. P., Skiba A. N. On Primitive Subgroups. — Гомель, 2003. 
-- (Препринт/ ГГУ им. Ф.Скорины; Л"8 52).

17. Huppert В. Endliehc Gruppen I. Berlin Heidelberg New York: Springer,
1967. 793 p.

18. Huppert В. Normaltcilcr und maximale Untergruppen endlicher Gruppen / /  
Math. Z. -  1954. -  Bd.60. -  P. 409-434.

19. Huppert B. Zur Sylowstruktur auflösbarer Gruppen / /  Arch. Math. — 1961.
V.12. P. 161168.

20. lto N., Szep Uber die Quasinormaltcilcr von endlichen Gruppen / /  Act.
Sei. Math. -  1962. Bd.23...P. 168 170.

21. Kegel O. Sylow- Gruppen und Sunormaltciler endlicher Gruppen / /  Math Z.
-  1962. -  78. -  P. 205-221.

22. Kleidman P. A proof of the Kcgel-Wielandt conjecture on subnormal sub
groups / /  Ann. Math. 1991. № 133. — P. 369- 428.
bibitemjonh Johnson D.L. A note on supersolublc groups j  j  Canad. J. Math.
-  1971. -  V. 23. -  P. 562-564.

23. Lennox J. Stonchcwer S.E. Subnormal subgroups of groups. - - Oxford: 
Clarendon Press, 1987. — 253 p.

24. Miao L., Chen X., Guo W. Finite groups with c-normal subgroups / /  South
east Asian Bulletin of Mathematics. - 2001. V.25, X" 3.



15

25. Ore 0. Contributions in the theory of groups of finite / /  Duke Math. J. — 
1939. - V.5. - P. 431-460.

26. Schmid P. Subgroups Permutablc with All Sylow Subgroups / /  J. Algebra. 
-  1998. - V. 224. -  P. 285-296.

27. Shmidt R. Subgroups Lattices of Groups. — Berlin-New York: Walter de 
Gruyter, 1994. — 572 p.

28. Skiba A.N. Я -Pcrmutable subgroups of finite groups. Гомель, 2003. — 
(Препринт/ ГГУ им. Ф.Скорины; № 61).

29. Srinivasan S. Two sufficient conditions for supersolubility of finite groups / /  
Israel J. Math. 1990. V. 35. -  P. 210-214.

30. Thompson J.G. Finite groups with fixed-point-free automorphisms of prime 
oreder. — Proc Nat.Acad. Sei. USA. — 1959. -  V.45. -  P. 578 581.

31. Wang Y. c-Normality of groups and its properties / /  J.Algebra. — 1996.
№ 180. -  P. 954-965.

32. Zhu L., Guo W., Shum K.P. Weakly c-normal subgroups of finite groups and
their properties / /  Comm. Algebra. 2002. V.192. P. 133 142.

СПИСОК ОПУБЛИКОВАННЫХ АВТОРОМ РАБОТ 
ПО ТЕМЕ ДИССЕРТАЦИИ

Статьи в журналах:

33. Аль-Шсйхахмад А. Новые признаки разрешимости конечных групп j  j  
Известия Гомельского государственного университета имени Ф.Скорины, 
3(6), Вопросы алгебры 17, 2001. — С. 207-209.

34. Аль-Шсйхахмад А., Скиба А.Н. О конечных факторизуемых группах с 
заданными системами с-нормальных подгрупп / /  Весці НАН Беларусь 
Сер. фіз.-мат. навук. 2004. — № 2. -  С. 107 110.

35. Аль-Шейхахмад А. О сверхразрешимости одного класса конечных 
групп / /  Известия Гомельского государственного университета имени 
Ф.Скорины, 4(25). -  2004. -  С. 121-123.

36. Al Shcihahmad A. Finite groups with given c permutable subgroups / /  Al 
gebra discrete math. — 2004. -  №2. — pp. 74 -81.
Статьи в сборниках:



IG

37. Аль-Шейхахмад А. Критерии сверхразрешимости конечных групп / /  Из
вестия Мозырьского государственного педагогического университета. — 
2004. - т .  С. 43 49.
Тезисы докладов:

38. Аль-Шсйхахмад А. Критерии сверхразрешимости конечных групп / /  Те
зисы докладов Международная алгебраическая конференция , посвящен
ная 250-летию Московского университета и 75-летию кафедры высшей 
алгебры: тез. докл. науч. конф., Москва, 26 мая 2 июня 2004 г. /  МГУ 
им. М.В. Ломоносова, 2004. — С. 4-5.

39. Аль-Шейхахмад А. О конечных группах с заданными системами с- 
нормальных подгрупп / /  VII Республиканская научная конференции сту
дентов и аспирантов: “Новые математические методы и компьютерные 
технологии в проектировании, производстве и научных исследованиях”: 
Тез. докл. науч. конф., Гомель, 22 24 марта 2004 г. /  Гомельский государ
ствен ный университет им. Ф.Скорины. — Гомель, 2004. — С. 183.

40. Аль-Шейхахмад А. Конечные группы с заданными ограничениями на 
максимальные подгруппы силовских подгрупп / /  VII Республиканская 
научная конференции студентов и аспирантов: “Новые математические 
методы и компьютерные технологии в проектировании, производстве и 
научных исследованиях”: Тез. докл. науч. конф., Гомель, 22-24 марта 2004 
г. /  Гомельский государственный университет им. Ф.Скорины. Гомель, 
2004. С. 184.

41. Аль-Шсйхахмад А. Конечные группы с заданными ограничениями на 
максимальные подгруппы силовских подгрупп / /  Материалы междуна
родной математической конференции: “Алгебра, логика и кибернетика”, 
посвященной памяти профессора Али Ивановича Кокорина: Тез. докл. 
науч. конф., Россия, Иркутск, 25-28 августа 2004 г. 2004. С. 97.
Препринты:

42. Аль-Шейхахмад А. Конечные группы с системами с нормальных при-
марных подгрупп — Гомель, 2003. 8 с. (Препринт /  Гомельский го-
суниверситет; № 116(11)).

43. Аль-Шейхахмад А. Конечные группы с заданными примитивными под
группами — Гомель, 2003. — 14 с. (Препринт /  Гомельский госунивср- 
ситет; № 81).



17

44. Аль-Шейхахмад А., Скиба А.Н. Группы с заданными максимальными 
подгруппами силовских подгрупп — Гомель, 2004. — 12 с. — (Препринт /  
Гомельский госуниверситст; А8 82).



18

Р  Э  3  ю м  э

Аль-Шейхахмад Ахмад

Канечныя трупы з заданымі сістэмамй нармальніх і абагульня- 
юча нармальніх падгруп

Ключавыя словы: кансчная трупа, нармальная падгрупа, діспсрсівная 
трупа , нрымітыўная падгрупа, вырашалыіая трупа, найвырашальная трупа, 
с нармальная падгрупа, дабаўленпі к падгрупс.

У дысертацыі даслсдуюцца канечныя трупы з заданымі сістэмамй нар- 
мальніх і абагульняюча нармальніх падгруп

Найдзены новыя характарызацыі вырашальных и найвырашальных ка- 
нечных труп ў тэрмінах абагулюча нармальніх падгрун, найдзсны новыя ха- 
рактэрызацыі дісперсівных труп ў тэрмінах максімальных падгруп сілаўскіх 
падгруп, атрыманы апісанне труп, у якіх с нармальны усс іх субнармально 
прымітыўныс гіадгрупы.

Усе атрыманыя вынікі дысергацыі з ’яўляюцца новымі. Яны маюць 
тэарэтычны характар і могуць быць выкарыстаны ў даследаваннях па тэорыі 
канечных труп, а таксама пры чытанні спсцкурсаў ва універсітэтах і педа- 
гатічных ВНУ.
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Р Е З Ю М Е

Аль-Шейхахмад Ахмад

Конечные группы с заданными системами нормальных и обоб
щенно нормальных иогрупп

Ключевые слова: конечная группа, нормальная подгруппа, дисперсив- 
ная группа, примитивная подгруппа, разрешимая группа, сверхразрешимая 
группа, с-нормальная подгруппа, добавление к подгруппе.

В диссертации исследуются конечные группы с заданными системами 
нормальных и обобщенно нормальных подгрупп.

Найдены новые характеризации разрешимых и сверхразрешимых групп 
в терминах обобщенно нормальных подгрупп, найдены новые характериза
ции дисперсивных групп в терминах максимальных подгрупп силовских под
групп, получено описание групп, у которых с нормальны все их субормально 
примитивные подгруппы.

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они имеют те
оретический характер и могут быть использованы в исследованиях по теории 
конечных групп, а также при чтении спецкурсов в университетах и педвузах.
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S U M M A R Y

Al-Sheihahmad Ahmad

Finite groups with the given sistems of normal and generalized 
normal subgroups

Key words: finite group, normal subgroup, dispersive group, primitive sub
group, soluble group, supersoluble group, c-normal subgroup, supplement to a 
subgroup.

In the dissertation finite groups with given sistems of normal and generalized 
normal subgroups are investigated .

New characterizations of soluble and supersoluble groups in the terms of 
generalized normal subgroups are given, new characterizations of dispersive groups 
in the terms of maximal subgroups of Sylow subgroups are found, a description 
of groups in which all subnormally primitive subgroups are c normal is obtained.

All results of this dissertation arc new. They have a theoretical significance 
and may be used in the investigations in the theory of finite groups, and also 
while teaching special courses at universities and pedagogical institutions.


