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СВОЙСТВА СТРУКТУР ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ОТ РЕЗУЛЬТАНТА МНОГОЧЛЕНА СО СВОЕЙ 

ПРОИЗВОДНОЙ ПРИ НАЛИЧИИ КРАТНЫХ КОРНЕЙ
В классических и современных книгах, посвященных ал­

гебре полиномов и способам отыскания нулей алгебраических 
полиномов, почти не уделяется внимание нахождению кратных 
корней полиномов в символьном виде. Там же практически от­
сутствуют явные аналитические формулы, выражающие значе­
ния кратного корня через коэффициенты. Основной трудностью 
для развития данного направления являлась высокая трудоем­
кость ручных вычислений. В XXI веке ситуация принципиально 
изменилась в связи с развитием систем компьютерной матема­
тики.

Основным исследуемым объектом в настоящей работе яв­
ляются частные производные второго порядка от результанта 
двух многочленов комплексного аргумента, одним из которых 
является многочлен, имеющий кратный корень, а вторым -  про­
изводная от этого многочлена. В работе авторов [1] рассмотрена 
идея получения семейств точных формул для кратных корней в 
виде рациональных функций от коэффициентов полинома, в ос­
нове которой лежит анализ частных производных от упоминае­
мого результанта по коэффициентам второго многочлена.

Напомним, что одним из определений результанта двух
n

многочленов комплексного аргумента f (z) = а0^ ( z  — а .)  и
i=l

m

g  (z ) = b 0^ ( z  — p^) является произведение [2, с. 336]:
м
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R  = < g ( a l ) g ( a 2)-■■■•g(c0  =

= (-1)"” Kf  (ft )/(P2 )■•••■/ (P« )• (1)
Пусть f ( z )  = z n +a1z n-l + ... + an_1z  + an, a g ( z )  = f ' ( z )  -  

его производная.
Рассмотрим результант (1) многочлена с первой производ­

ной в виде

R = glg2---gn-lSn=glg2-Y\g

где g  = b z n 1 + h z n 2 +... + b -z. + b ,= ' 'y b .z n l'c> г 0 г 1 г n— 2 г n—1 j  г

2 L L & г ’
i=3 

n 1
- 1 —j -  значение

j = 0

^  8g ; n—1—jпроизводной на г-м корне многочлена. Тогда ---- = z t j
b

( j  = 0,1,..., n — 1) . Запишем семейство производных первого по­
рядка ( j  = 0,1,..., n -1 ) от результанта.

f  g 1 g 2  У Ш  + ^ 2 ^ Ш  =8bj dbj dbj

: (  z r  ̂  j g 2  +  z 2 ^  ̂  j g 1  )  П  g m ■ g 1 g 2 8bj ,=зП  g .

В случае единственного кратного корня z  = z2 = w, 
g  = g 2 = 0 как значение производной на кратном корне, а 
gm ФО (/» = 3 ,4 ,...,« ) . Видим, что вес частные производные пер­

вого порядка по коэффициентам bj равны нулю.

Вычислим вторые производные:

82 R f  8 Я Л

8bj8bk 8bk v 8bj у 8b

n

- (  z 1n—1— j g 2  +  z 2n—1— j g 1  )  П  g m +

+ ( z , n—1—> g 2 + z r  ■-j g ,  ) 8 -  П  g

k  m=3 І  ( П  g m

+  g g  • 8bj 8bk m=3П  g ~  = (  z , "  ' z ^ k +  z r  ‘—J z Г l - k ) П

m=3
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Я п
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+

. (  n—1—k . n—1—k ^ \  8  1  T ^  і ^  ^
+  ( Z 1 g 2 +  Z 2 g 1 )  ' 1 1  g m  + g 1g 2

d b j d b k  m=3
П g m  ■

Подставим в последнее выражение z  = z2 = w, 
g  = g 2 = 0 . Тогда все слагаемые, кроме первого, равны нулю. В 
итоге

d2R
dbj8bk

= 2w2(n̂ Hj+k) Y \ g m ( j , k  = 0 , l , . . . ,n - l ) .

Для удобства восприятия этот результат удобно предста­
вить в виде матрицы из вторых частных производных. Например,

) = (  z  - w)2( z  - Z 3 )  > g ( z )
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