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Аннотация. В настоящей работе найдены семейства обобщенно локальных классов Фиттинга, 
для которых справедлива гипотеза Локетта. Доказано, что каждый обобщенно локальный 
класс Фиттинга определяется как пересечение класса Локетта и некоторого нормального 
класса Фиттинга.
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Введение

В работе рассматриваются только конечные группы, если не оговорено противное. В 
определениях и обозначениях следуем [1]. Совокупность групп .Г, которая наряду с каждой 
своей группой содержит и все ей изоморфные группы, называют классом групп. Класс групп 
3 называется классом Фиттинга, если он замкнут относительно нормальных подгрупп и 
произведений нормальных 3-подгрупп. Если 3 — непустой класс Фиттинга, то в любой 
группе G существует наибольшая нормальная 3-подгруппа, которую называют 3-радикалом 
G и обозначают Gj.

Центральное место в теории классов Фиттинга занимают исследования структуры клас
сов Фиттинга, которые связаны с применением операторов Локетта «*» и «*»(см. [2], а также 
главы [1, X-XI]). Напомним, что для каждого непустого класса Фиттинга 3 оператор «*» со
поставляет наименьший класс Фиттинга 3*, содержащий 3 такой, что (G х Н ) у  = G y  х Н у  
для всех групп G и Я  и оператор «„» сопоставляет 3 класс Фиттинга 3» =  П{Х -  класс 
Фиттинга и X* = 3*}- Для любого непустого класса Фиттинга справедливы включения [1, 
теорема Х.1.15]

3* Q3 Q 3*- (1)
Класс Фиттинга называют нормальным в классе 6  всех разрешимых групп, если 3 Q & 
и для любой группы G G 6  ее 3-радикал является максимальной из подгрупп G, принад
лежащих 3- Заметим, что если 3 — класс Фиттинга разрешимых групп, то 3* Q ©» [1, 
предложение Х.1.18], где 6* — наименьший иеедипичпый нормальный класс Фиттинга раз
решимых групп и X* =  © [2, теорема 2.2(c)] для любого иеединичпого нормального класса 
Фиттинга X. Это определяет включения

3* с 3* П X С 3. (2) * 1
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Сравнение (1) и (2) приводит к следующей проблеме, которая была сформулирована 
Локеттом и известна в теории классов групп иод названием

Гипотеза Локетта [2, проблема стр. 135]. Верно ли, что для каждого класса Фиттинга 
S существует нормальный класс Фиттинга X такой, что S =  S* П X ?

Очевидно, каждый разрешимый нормальный класс Фиттинга S удовлетворяет гипотезе 
Локетта, поскольку ввиду [1, теорема Х.3.7] любой неединичный класс Фиттинга 5 является 
нормальным тогда и только тогда, когда 5* = в .  В работе [3] Брайсом и Косей было 
установлено, что класс Фиттинга S удовлетворяет гипотезе Локетта в точности тогда, когда 
выполняется равенство

S, =  Г  П е , .  (3)
Там же было доказано, что равенство (3) справедливо для всех локальных наследствен
ных классов Фиттинга, т.е. классов Фиттинга, замкнутых относительно взятия подгрупп. В 
последующем Бейдлемапом и Хауком [4] была подтверждена гипотеза Локетта для локаль
ных классов Фиттинга вида .Т'Л, £ 6 * 6 ,^ , где X произвольный непустой класс Фиттинга. 
Справедливость гипотезы Локетта для любого локального класса Фиттинга была установ
лена Воробьевым [5]. Дсрком и Хоуксом [1, теорема Х.6.1] было показано, что гипотеза 
Локетта справедлива и для класса Фиттинга 5 в универсуме £ всех групп тогда и только 
тогда, когда

5 * = Г П £ „  (4)
Галлего [6] было доказано, что равенство (4) верно в случае, когда 5 — локальный класс 
Фиттинга. Вместе с тем, Пипзом был построен пример класса Фиттинга 5, для которого 
5» ф 5* П £» (см. [7, пример 4.1]). Это приводит к задаче описания семейств классов Фит
тинга групп, в общем случае неразрешимых, для которых справедлива гипотеза Локетта. 
В настоящей работе такая задача решена для обобщенно локальных классов Фиттинга.

Ориентиром для таких исследований является ст-метод, предложенный Скибой [8], для 
изучения строения групп и формаций (см., также, [9]—[11]), который был дуализирован для 
классов Фиттинга в работе [12] и состоит в следующем.

Пусть Р — множество всех простых чисел, я С Р и 7г' =  Р \  7г. Символом 7г(п) обозначим 
множество всех простых делителей числа п, 7r(G) =  7t(|G|) — множество всех простых 
делителей группы G. Пусть а — некоторое разбиение Р, т.е. о =  {ог : i е /} , Р =  U и 
atHcTj =  0 для всех i ф j ;  о(п) = {сгі : агГтт(п) ф 0} и cr(G) =  er(|G|). Если 5 — класс групп, 
то символом <т(5) обозначают множество ст(5) =  U{<r(G) : G € 5}.

Всякое отображение вида /  : сг —>■ { классы Фиттинга} называется о-функцией Хартли 
или просто Н„-функцией. Если /  — //^-функция, то символом Supp(f)  обозначают носитель 
/ ,  т.е. множество всех гг; £ о таких, что /(оД  Ф 0-

Пусть L R a(f)  =  (G : G =  1 или G ф 1 и G а‘ £ /(<т;) для всех аг £ ct(G)), где £CTi 
и £ст/ — классы всех сг^-групп и всех <т'-групп соответственно, символом g 'E<’,Lct> обозначен 

-корадикал группы G — наименьшая нормальная подгруппа G, факторгруппа по 
которой Стг-замкнута.

Определение 1. [12] Класс Фиттинга S называется о-локалъным, если S = L R a( f )  для 
некоторой -Пи-функции / .  В частности, если <т =  а 1 = {{2}, {3},...}, то S называют ло
кальным классом Фиттинга. В случае а =  а 1 мы будем использовать символ L R( f )  вместо 
LRa(f)  и Нгп-функцию будем называть Я-функцией.

Основным результатом настоящей работы является следующая 

Теорема 1. Каждый а-локальный класс Фиттинга удовлетворяет гипотезе Локетта.
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1. П редвари тельны е  сведения

Напомним, что произведением ЗП классов групп 3 и S) называют класс групп (G : 3N  <G, 
N  £ $  и G /N  е  3); произведением 5<>И классов Фиттинга 5  и ij называют класс групп 
(G : G /G j € Ą). Хорошо известно, что если Ą замкнут относительно взятия гомоморфных 
образов, то ЗН =  5 о Ą (см. [1, стр. 566]). Более того, произведение двух любых классов 
Фиттинга является классом Фиттинга и операция умножения классов Фиттинга ассоциа
тивна [1, теорема IX.1.12(a), (с)].

Л ем м а 1. [13, лемма 2.3] Если З ъ  Зг w И — классы Фиттинга, то 1эо(Зі П З2) =  Ą o 3 i П
£>о 32.

Класс Фиттинга 3 называется радикальным гомоморфом, если 3 замкнут относительно 
гомоморфных образов. Радикальный гомоморф Ą называется насыщенным, если G 6 Ą 
тогда и только тогда, когда С/Ф(С) С И. где Ф(G) подгруппа Фраттини группы G.

Следующие свойства операторов Локетта «*» и < ,-> представляет

Лемма 2. Пусть 3  и Ą — классы Фиттинга. Тогда
1)  (5 .), =  5 . =  ( Г ) ,  с  ff с  3* =  (5,)* =  (У)* [1- теорема Х.1.15];
2) если S) — насыщенный радикальный гомоморф, то (ЗП)* =  3*П [5, лемма 3];
3) если 3  С S), то 3» С ід» [3, следствие 3.5].

Мы будем использовать общепринятые обозначения © и (£ для класса всех разрешимых 
и класса всех групп соответственно.

Если а — разбиение множества всех простых чисел Р и П С о, то подгруппу Я  группы 
G называют П-группой, если |Я | -- П-число, т.е. 7г(|Я|) С и^епФ - Символом (Sn будем 
обозначать класс всех П-групп.

Лемма 3. [12, лемма 3.1] Пусть 3  =  L R a(f)  «П  = Supp(f) .  Тогда справедливы следующие 
утверждения:

1) П = <т(3);
2) У =  (£пП(П<Гі€П/(<ті)(£(Ті(£„<).

Мы будем использовать следующую классификацию Я ст-функций <7-локального класса 
Фиттинга 3, предложенную в работе [12].

Пусть 3 =  L R a(f)  для Лс-фупкции /  и П = Supp(f) .  Тогда На-функция /  называется:
1) внутренней, если /(стг) С 3 для всех о, 6 П;
2) полной в случае, когда /(<т;) =  /(<тг)(ЕСТі для всех <7; е П:
3) полной внутренней, если f  является одновременно полной и внутренней На- функ

цией.
Класс Фиттинга 3 называется классом Локетта, если 3  =  3*-

Лемма 4. [12, теорема 1.1] Каждый о-локалъный класс Фиттинга 3  определяется един
ственной полной внутренней На-функцией F  такой, что F{oi) =  F{oi)£ai С 3  к F(oi) — 
класс Локетта для всех о, G <т(3)-

Функцию F  называют каноническим ег-локальным заданием класса 3-

Лемма 5. [12, теорема 1.2] Пусть 3 и Ą — сг-локальные классы Фиттинга. Тогда произ
ведение =  3  о Ą является a -локальным классом Фиттинга.

Л ем м а 6. [12, следствие 3.4] Д ля любого разбиения а множества Р о-локалъный класс 
Фиттинга является классом Локетта.
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Л ем м а 7. [12, предложение 7.3] Пересечение любого непустого множества а-локалъных 
классов Фиттинга является а-локальным классолі Фиттинга.

Пусть 5 и  Ą -  классы Фиттинга. Тогда 5 V Ą = F it ('S US}), где — наименьший
из классов Фиттинга, содержащий S U Ą.

Для любого ет-локалыюго класса Фиттинга S справедлива следующая модификация ре
зультата Галлего (см. [6, следствие 4.11]):

Л ем м а 8. Пусть S  — сг-локалъный класс Фиттинга, определяемый канонической На- 
функцией F. Если (S*£ai' П (J) V F(<Ji)£ai =  S, то S  61 <£* С S*&ai' для любого a i € сг(5).

Я р)

2. О сновной  РЕЗУЛЬТАТ
Л ем м а 9. Если X — непустой класс Фитинга, то Х<£„<£ / — класс Локетта для любого 
Л С Р.

Доказательство. Пусть S =  Х<£п<£ >. Ввиду леммы 6 достаточно выяснить, что S локален. 
Заметим, что если л  =  Р или 7г =  0, т о ( £ = < £ и З : =  L R( f )  для //-функции /  такой, что 
f(p) = £ для всех простых р 6 Р. Пусть 0 С л  с  Р. Построим //-функцию /  следующим 
образом:

Х<£п, если р е л,
S, если р е  л .

Тогда LR( f )  = (Прел-Т£„91р(£р/) П (Пpg^O lpC y). Поскольку (Ŝ Olp =  для всех р е л и  
= £тг' для вссхр е л ', по лемме 1 L R ( f ) =  Х<£7Г(Прб7Г(£р/)П5(Пр6^(£р'). Следовательно, 

LR( f )  =  S  П ££,, =  5 и  класс S  локален.
Лемма доказана. □

Доказательство теоремы 1. Пусть S — локальный класс Фиттинга, определяемый ка
нонической //^-функцией F. Тогда по утверждениям 1) и 2) леммы 3 S  — £пП(Пст,еп F(oi)£ai&0 
где П = сг(Зг). Ввиду леммы 4

Р Ы & ч  С 5 С F(ai)(EeitŁai. = F(ai)<£0i,. (5)
для всех Oi е cr(S).

Вначале покажем, что S Q 5»£аі/£ СТі. Поскольку класс групп <£a.i<£a. является насыщен
ным радикальным гомоморфом, по утверждению 2) леммы 2 <£0г- Так
как по лемме 6 S — класс Локетта, то Следовательно, справедливо
равенство

(3. <£*'<£„)* = S ^ a ^ a r  (6)
По лемме 5 класс S '£ СТі является классом Локетта, т.е. ( 5 = S*<£a/<£ar  Тогда 
ввиду (6) S^cTi'^oi =  S <£ol'£ ai и включение S Q 3*£оч'£сь доказано.

Таким образом, G/Gg,<j^, ę  <£„. и, учитывая (5), G /G /r^.j е  для всех G е S  и сг; е  П. 
Поскольку, Gg„e^, € 5, G g ,^  , =  Gg,eo ,ng- Так как классы групп £ CTi и £ СТі/ — гомоморфы, 
то ввиду изоморфизмов

(G/Gg .ca.,)/(G 5<i(Ê ,ngGF((Ti)/G g.g(ji,) =  G /G g.cCT_,ngGF((T.)
И

(G /G F(<T.))/(G 5>c^ ;njG f ((T.)/G f’(CTi)) =  G /G g .e ^ n jG ^ .) ,  
группа G/Gg.fn ,ngG;.-(CTi) e  <£„. гк£а .# =  (1). Следовательно, G =  Gg.^ ,n g G f^ ). Поскольку 
Gg.C(Ji,ng e (5*(£CT/ n 5) V F(CTj) и GF{ai) e  n 5) v Я(аг), G e n 5) v F fa ) .
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Значит, имеет место включение J  С (5*<£<ті' П 5) V К(щ). Из (5) и П J  С J  следует
справедливость обратного включения.

Таким образом, J  =  П J) V К(щ) и по лемме 8 для всех ст* £ П получаем
з п е ,  С (7)

Так как по лемме 6 класс J  — класс Локетта, для завершения доказательства достаточно 
выяснить справедливость равенства

® пе, = 5.. (8)
Ввиду утверждения 3) леммы 2 С (Е, и J ,  С J. Значит, J* С Jn<£„. Докажем обратное 

включение. Предположим, что оно не верно и G — группа минимального порядка из класса 
(5П(Н*)\5». Тогда G имеет единственную максимальную подгруппу М  такую, что М  = G j,. 
Так как группа G с 5, то cr{G) С cr(J) = П по утверждению 1 леммы 3. Следовательно, 
G е €п- Поскольку класс €ц — гомоморф, G /M  е £п- С другой стороны, ввиду (7) из G £ 
5П(Е, получаем G £ для всех сг, е П. Следовательно, по лемме 1 G £ П ^ п З * ^ '  =

= 3»£п'- Таким образом, G /M  е С <£гг =  (1) и G =  G j . . Полученное 
противоречие доказывает равенство (8).

Теорема доказана.

3. Следствия

Следствие 1. Если J и І) — <т-локальные классы Фиттинга, то для произведения J о Ą 
справедлива гипотеза Локетта, т.е. ( JoĄ)„  =  ( Jo/ j )* П (£».

Доказательство. По лемме 5 класс Joj)j гт-локатен и утверждение вытекает из теоремы 1.
□

В случае, когда а = а 1 = {{р}, {<?},...} — минимальное разбиение множества Р, получаем

Следствие 2. (Галлего, [6]) Каждый локальный класс Фиттинга удовлетворяет гипотезе 
Локетта в универсуме (£ всех групп.
Следствие 3. (Воробьев, [5, теорема]) Каждый локальный класс Фиттинга разрешимых 
групп удовлетворяет гипотезе Локетта.

В работе Лауэ [14] была сформулирована следующая проблема, известная в теории клас
сов как

Гипотеза Лауэ[14, Проблема II]. Верно ли, что если 6 С J , то П 6  =  6 ,  ?
Данная гипотеза подтверждена в работе Бергера [15, теорема 3.1]. Из теоремы 1 сле

дует простое альтернативное доказательство теоремы Дерка-Хоукса [1, теорема Х.6.15] и 
результата Бергера для пары классов 6  С (£, которое представляет
Следствие 4. Для пары классов Фиттинга в  С £ справедлива гипотеза Локетта и гипотеза 
Лауэ, т.е. 6 ,  =  6* П(Е, =  6 П £ , .
Доказательство. Справедливость гипотез вытекает из теоремы 1, поскольку класс 6  яв
ляется локальным классом Фиттинга и по лемме 6 является классом Локетта. □

В "Коуровской тетради"[16] Лауш предложил следующую проблему.
Проблема Лауш а [16, вопрос 8.30]. Пусть J и Ą — разрешимые классы Фиттинга 

такие, что J  П 0* =  J ,  и S) П 6* =  Ąt . Верно ли равенство (J  П 15) П 6 ,  =  (J  Г) Ą)„ ?
Утвердительный ответ на проблему Лауша был получен для разрешимых локальных 

классов Фиттинга J  и $) Воробьевым [6]. Положительное решение вопроса Лауша в универ
суме € всех групп для сг-локальпых классов Фиттинга дает
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Следствие 5. Пусть 5  и Ą -  сг-локальные классы Фиттинга, удовлетворяющие гипотезе 
Локетта. Тогда 5 П Ą удовлетворяет гипотезе Локетта и (£ П ij) П (£« =  (# П Д)*.

Доказательство. Поскольку $ и Sj — сг-локальные классы Фиттинга, по лемме 7 — а-
локальный класс Фиттинга. Тогда по теореме 1 удовлетворяет гипотезе Локетта. Кроме 
того, ввиду леммы 6, £П Д  — класс Локетта. Следовательно, (5 Л 5})* П (£, =  (5ПД)  П £* =  
(£ПЯ)„.  □

Зам ечание 1. (а) Теорема 1 верпа и в случае обобщенного варианта гипотезы Локетта (см. 
[1. предложение Х.6.1]). Если классы Фиттинга $ и S) таковы, что 5 — о-локален, Sj — 
класс Фишера и fi С S), то $ удовлетворяет обобщенной гипотезе Локетта в Sj, т.е. 
3» =  3* Л 55». Доказательство этого утверждения легко осуществить с учетом очевидных 
изменений, следуя доказательству теоремы 1.

(б) Заметим, что следствиями теоремы 1 являются указанные во введении результаты, 
подтверждающие гипотезу Локетта, полученные Брайсом и Косей (3, теорема 3.6], Бейдле- 
маном и Хауком [4, следствие 1].

(в) Класс Фиттинга 5 называется классом Фишера, если из того, что К  < Н < G € 5, 
К  < <G и Н /К  € для некоторого простого р, всегда следует II  6 5- Б работе Берге
ра и Косей [17] построен пример класса Локетта разрешимых групп, который не является 
классом Фишера, опровергающий в общем случае гипотезу Локетта. В связи с этим пред
ставляет интерес следующий вопрос, сформулированный первым автором работы.

Вопрос [18, проблема 11.15]. Верно ли, что каждый класс Фишера (в частности, со
стоящий из разрешимых групп) удовлетворяет гипотезе Локетта?
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