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Нормальные подгруппы конечной группы 

и индексы не содержащих ее максимальных 

подгрупп 

Рассматриваются только конечные группы. Пусть К - нормальная под

группа группы G. Если индекс каждой максимальной подгруппы, не содержа

щей К, является простым числом, то подгруппа К сверхразрешима. Это сле

дует из теоремы ЛА Шеметкова ([1], теорема 3.1), Если индекс каждой мак

симальной подгруппы, не содержащей К, является простым числом, или 

квадратом простого числа, то по теореме ля Полякова ([2], теорема 1) под
группа К разрешима, а ее инварианты (нильпотентная длина, р-длина) опре

делены в [3]. 
В настоящей статье рассматривается более общая ситуация, а именно, 

когда индекс каждой максимальной подгруппы группы G, не содержащей К, 

либо делится на наибольший простой делитель порядка К, либо является 

простым числом, или квадратом простого числа. Устанавливается нормаль

ное строение подгруппы К, откуда выводится, в частности, что подгруппа К 

разрешима, и ее нильпотентная длина не выше 6, р-длина не выше 1 для 

всех р > 3, а 2-длина и 3-длина не превосходят 2. 
Используются стандартные обозначения, соответствующие [4-5], В част

ности, через F(G) обозначается подгруппа Фиттинга группы G - произведе

ние всех нормальных нильпотентных подгрупп группы G, а Ф(G) - подгруппа 

Фраттини группы G, Запись G = [А]В означает полупрямое произведение с 

нормальной подгруппой А. Через 1t(G) обозначается множество простых де

лителей порядка группы G. Если 1t(G) = {Р1, Р2,""Рn}, Р1 > Р2> ... > рn, И группа 
G обладает нормальным рядом Е =Go < G1 < G2 < ... < Gn =G таким, что 

GJGi-1 изоморфна силовской р-подгруппе группы G, i = 1, 2, ... , п, то группа G 
называется дисперсивной по Оре. Нильпотентная длина разрешимой группы 

- это длина самого короткого нормального ряда с нильпотентными фактора

ми, Нильпотентная длина группы G обозначается через n(G), а Ip(G) - р-длина 

группы G. 
Пусть ~ - формация и G - группа. Пересечение всех нормальных подгрупп 

группы G, факторгруппы по которым принадлежат ~, обозначается через G\\ и 

называется ~-корадикалом группы G, см, [5]. Произведением формаций I и ~ 

называется класс I'E ={ G I G\\ Е I}, состоящий из всех групп G, у которых 

~-корадикал G\\ принадлежит I, Как обычно, запись I 2 означает произведение 
II. Формация I называется насыщенной, если из условия G/NeI, N~Ф(G) 

всегда следует, что G EI. 
Через Q{, U и ~ обозначаются классы всех абелевых, сверхразрешимых и 

нильпотентных групп соответственно. Если ~ - класс и 1t - некоторое множе
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ство простых чисел, то 'б" - класс всех п-групп из 'б. в частности, :Jlp и ~ 
классы всех р-групп и абелевых р-групп соответственно. 

Нам потребуются следующие леммы. 

Лемма 1. Если n = аЬ и п:; 1(mod р), Ь == 1(mod р), то а == 1(mod р). 

Д о к а з а т е л ь с Т В О - простая проверка. 

Лемма 2. ([1], следствие 3.1.1.) Если К - нормальная подгруппа группы и 

индекс каждой максимальной подгруппы, не содержащей подгруппу К, есть 

простое число, то К сверхразрешима. 

Лемма 3. ([3], следствие 1.2.) Пусть К - нормальная подгруппа группы G. 
Если индекс каждой максимальной подгруппы, не содержащей К, есть про

стое число, либо квадрат простого числа, то Ке ~(~2и (l Щ:ZЩз$2l2J. в част

ности, п(К)~ 4, а Ip(K) ~ 1 для любого простого нечетного р и 1 2 ( К ) ~ 2. 
Лемма 4. ([4J, лемма 111.4.4) Если А - вбвлввв нормальная подгруппа груп

пы G и А (l ф(G) =1, то существует подгруппа В такая, что G = [AJB. 
Лемма 5. Пусть N <:1 G. Если N n Ф(G) =1. то F(N) либо единична, либо 

является прямым произведением минимальных нормальных подгрупп груп

пы б. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть F(N) ~ 1 и К = К1 х ... х Kn - произведение 

минимальных нормальных подгрупп Kj группы G, содержащихся в F(N), с наи

большим п. Так как К (l Ф(G) =1, то по лемме 4 существует подгруппа L та
кая, что G = [K]L. Теперь F(N) = [K](F(N) (l L). Поскольку Ф(F(N» :s; Ф(G) по 

лемме 111.3.4 [4J, то Ф(F(N») =1, поэтому F(N) абелева и F(N) (l L <:1 G. По вы

бору К подгруппа F(N) (l L =1 и F(N) = К. Лемма доказана. 

Теорема 1. Пусть К - нормальная подгруппа группы G и р - наибольший 

простой делитель порядка К. Предположим, что индекс каждой максималь

ной подгруппы группы G, не содержащей К, либо делится на р, либо равен 

простому числу. Тогда подгруппа К р-замкнута и ее р'-холлова подгруппа 

сверхразрешима. В частности, подгруппа К дисперсивна по Оре и ее ниль

потентная длина не вышв З. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть Р - силовская р-подгруппа из К. а Р 1 

силовская р-подгруппа группы G, содержащая Р. Так как К <:1 G и Р =Р1 (l К, то 

Р <:1 Р 1 И Р 1 :s; NG(P). Если NG(P) = G, то подгруппа К р-замкнута. Предположим, 

что NG(P) - собственная подгруппа группы G и М - максимальная подгруппа 

группы G, содержащая NG(P). Тогда Р 1 :S; NG(P) =NM(P) :s; М -с- G и индекс IG:MI 
не делится на р. По лемме Фрапини G =NG(P)K, поэтому G =МК и К не со

держится в М. По условию леммы IG:MI = IK : К (l МI = г, где г - простое чис

ло, поэтому г < р. Так как NG(P) :s; М, то NK(P) = NG(P) n К S М (l К и IK : NK(P)I 
= IK : К (l MIIK (l М : NK(P)I.' 11 оскол ьку NK(P) =NK("\ М (Р), то по теореме Сило

ва IK : NK(P)I :: 1(mod р) и IK (l М: NK(P)I :: 1 (mod р). Теперь по лемме 1 число 

г = IK : К (l MI сравнимо с 1 по модулю р, Т.е. р делит г-1. Противоречие. По

этому допущение неверно и Р <:1 G. 
Пусть М/Р - максимальная подгруппа факторгруппы G/P, не содержащая 

К/Р. Тогда G =МК и IG : MI =IK : К (l MI не делится на р. По условию теоремы 

IG : М' = IG/P : M/Pj - простое число, а по лемме 2 подгруппа К/Р сверхразре

шима. Так как р'-холлова подгруппа группы К изоморфна факторгруппе К/Р, 

то она сверхразрешима. Из того, что р - наибольший простой делитель по

рядка К и сверхразрешимые группы дисперсивны по аре следует, что под

группа К дисперсивна по аре. Кроме того, сверх разрешимые группы мета· 

нильпотентны, Т.е. их нильпотентная длина не выше 2. Поэтому п(К) s З. Тео

рема доказана. 

При G = К получаем 
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Следствие 1.1. Пусть р - наибольший простой делитель порядка груп

пы G. Предположим, что индекс каждой максимальной подгруппы группы G 
либо делится на р, либо является простым числом. Тогда группа G р
замкнута и ее р'-холлова подгруппа сверхрвзрешима. В частности, группа 

G дисперсивна по Оре, и ее нильпотентная длина не выше 3. 
Пример 1. Для простых чисел 5 и 3 существует группа Шмидта S (нениль

потентная группа, все подгруппы которой нильпотентны) порядка 52з с нор
мальной силовской 5-подгруппой и ненормальной силовской З-подгруппой, 

см., например, [6]. г~уппа S несверхразрешима, а ее максимальные подгруп

пы имеют индексы 5 и 3. Поэтому в следствие 1.1 группа G, а значит и в тео

реме 1 подгруппа К, могут быть несверхразрешимыми. 

Лемма 6. Пусть К - нормальная {2,З}-подгруппа группы G и пусть индекс 

каждой ывксинвльной подгруппы группы G, не содержащей подгруппу К, ли

бо делится на 3, либо равен 2 или 4. Тогда К Е ( mз m2}2. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Так как (mэ m2}2 - насыщенная формация ([3], 
лемма 2) и условия леммы наследуются всеми факторгруппами G/N с нор

мальной подгруппой KN/N, то по индукции Ф(К} = 1 и по лемме 5 подгруппа 

Фипинга F =F(K} является минимальной нормальной подгруппой группы G. 
Поэтому G = [F]M, где М - максимальная подгруппа группы G. По условию 

леммы либо 3 делит IFI = IG : MI, либо IFI = IG : MI =2 или 4. Если F 
3-группа, то по индукции К/F Е ( :J'lэ m2}2 , а так как О э (К/F) = 1, то 
К/F Е ( :Jlэ m2}2 и К Е ( mэ m2}2. Заметим, что С к (F) =F. Если IFI =2, то К = F. 
Если IFI = 4, то К/F = К/Ск(F) изоморфна подгруппе из Aut(F} = GL(2,2} = SЭ. 

Поэтому КЕ (mэ m2}2. Лемма доказана. 
Лемма 7. Пусть К - нормальная подгруппа группы G и р - наибольший 

простой делитель порядка К. Предположим, что индекс каждой максималь

ной подгруппы группы G, не содержащей К, либо делится на р, либо явля

ется простым числом или квадратом простого числа. Тогда, либо под

группа К р-замкнута, либо рSЗ. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть Р - силовская р-подгруппа из К, а Р,

силовская р-подгруппа группы G, содержащая Р. Тогда Р = к n Р, и 

Р, S NG(P). Предположим, что Р не является нормальной подгруппой группы 

G. Тогда NG(P} - собственная подгруппа группы G. По лемме Фрапини 

G = KNG(P}. Через М обозначим максимальную подгруппу группы G, с;,одер
жащую NG(P}. Ясно, что М не содержит К. Так как Р, S Nэ(Р} S М, то индекс М 

в группе G не делится на р. По условию леммы IG : MI = г или q2, где г и q 
простые числа. Поскольку G = КМ, то IG : М! ='К : К n МI =r или q2. Кроме 
того, NK(P} =NG(P} n К S М n К, поэтому NK(P} = NK n м(Р}. По теореме Силова 

IK : NK(P}I =1(mod р} и IK n м : NK,.., M(P}I =1(mod р). Так как /К: NK(P}I = 
IK: KnMllK n М: NKnM(P}I, то 'К: к n МI =1(mod р) по лемме 1, Т.е. р делит 

г-1 или q2_1. Но Р - наибольший простой fелитель порядка К, а r и q Е п(К}. 
Поэтому р > г ир> q. Но теперь р делит q -1 и Р = 3, q = 2. Лемма доказана. 

Теорема 2. Пусть К - нормальная подгруппа группы G и р - наибольший 

простой делитель порядка группы К. Предположим, что индекс каждой 

максимальной подгруппы группы G, не содержащей К, либо делится на р, 

либо является простым числом или квадратом простого числа. Тогда 

справедливы следующие утверждения: 

(1) подгруппа К разрешима и ее {2,3}'-холлова подгруппа нормальна и 

дисперсивна по Оре; 

(2) если ps3, то КЕ ( Nэ N2}2 и n(K}S4; 
(3) если р > 3, то К Е Np N (N 2A n A2A~2); 
(4) в любом случае п(К} S 5, а ЦК} ~ 1 для любого r > 3 и 1 2(К } и !з(К}:::; 2. 
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д о к а з а т е л ь с Т В о. (1) Воспользуемся индукцией по числу jGI + IKI. 
Если р s 3, то подгруппа К либо примарна, либо бипримарна, поэтому К 
разрешимая {2,3}-подгруппа. Пусть р > 3. Тогда силовская р-подгруппа Р из К 

нормальна в G по лемме 7. Факторгруппа G/P с нормальной подгруппой КlP 

удовлетворяет условию теоремы. По индукции ее {2,3}'-холлова подгруппа 

Н/Р нормальна и дисперсивна по ере. Из того, что р - наибольший простой 

делитель порядка К замечаем, что Н - нормальная дисперсивная по ере 

{2,3}'-холлова подгруппа группы К. Поскольку КlH примарна или бипримарна, 

то подгруппа К разрешима. 

(2) Пусть р s 3. По лемме 6 подгруппа К Е ( ~3 mi. Ясно, что п(К) s 4, а 
1 2(К) и /з(К) s 2. 

(3) Пусть Р > 3. По лемме 7 силовская р-подгруппа Кр нормальна в G. 
Пусть M/Kp - максимальная подгруппа факторгруппы G/Kp, не содержащая 

КlK p. Тогда G = МК и IG : MI = IK : К n MI не делится на р. По условию 

IG : МI = IG/Kp: M/Kpl - простое число или квадрат простого числа, а по лемме 

3 подгруппа КlKp Е N ( N2A n д2дзд2) и п(КlКр ) s 4, а ЦКlKp) s 1 для любого 
простого нечетного г и 1 2 ( КlKp ) s 2. Отсюда получаем; что К Е ~ ~ ( ~221 n 
21ZЩз212), п(К) s 5, а ЦК) s 1 для любого простого нечетного r и 12( К) S 2. 

(4) Суммируя (2) и (3) получаем (4). Теорема доказана. 

Следствие 2.1. Пусть выполняются условия теоремы 2. Если порядок под

группы К нечетен, то подгруппа К дисперсивна по ере и п(К) s 4. 
Д о к а з а т е л ь с Т В о. Из (1) следует, что подгруппа К дисперсивна по 

ере. Если р s 3, то из (2) следует, что подгруппа К примарна, Т.е. п(К) S 1. Ес
ли Р > 3 то из (3) следует, что К е ~p ~ ~2Щ а поскольку 2 не делит порядок К, 

то К е Np N Д и п(К) s 4. Здесь используется метанильпотентность сверхраз

решимых групп. 

В случае G = К получаем 

Следствие 2.2. Пусть р - наибольший простой делитель порядка груп

пы G. Предположим, что индекс каждой максимальной подгруппы группы G 
либо делится на р, либо является простым числом или квадратом просто

го числа. Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) группа G разрешима и ее {2,3}'-холлова подгруппа нормальна и дис

пероиене по ере; 

(2) если р S 3, то G Е ( ~3 ~2)2 и n(G) S 4; 
(3) если р > 3, то G Е ~p ~ ( ~221 n 212213~2); 
(4) в любом случае n(G) s 5, а I,(G) S 1 для любого r > 3 и 12(G) и Iз(G) S 2; 
(5) если порядок группы G нвчвтвн, то группа G дисперсивна по ере и 

n(G) s 3. 
Д о к а з а т е л ь с Т во. (1)-(4) непосредственновытекают из теоремы 2. 

Проверим (5). Пусть порядок группы G нечетен. Из (1) получаем, что группа G 
дисперсивна по ере. Пусть Р - силовская р-подгруппа для наибольшего 

р Е 1t(G). Тогда Р нормальна в G и в группе G/P индексы всех максимальных 

подгрупп являются простыми числами или квадратами простых чисел. По 

следствиям 2 и 3 [7] получаем, что коммутант группы G/P нильпотентен, Т.е. 

n(G/P) s 2, а значит n(G) S 3. 
Отметим также, что частными случаями теоремы 2 являются теорема 1 из 

[2] и теорема Ф.Холла (см. [4], теорема VI.9.4). 
Пример 2. В простой группе PSL(3,3) индексы максимальных подгрупп ис

черпываются числами: 13, 24з2, 2·з213. Этот при мер указывает на то, что в 
условиях теорем 1 и 2 требование «р - наибольший простой делитель» от

бросить нельзя., 
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SUMMARY 
/n this рарег the nогmа/ subgroups К о' the finite group G with Iimited indices о' 

maxima/ subgroups is described. /t is proved that subgroups К so/ubIe and n(К) S 
5, ЦК) S 1 'ог r > З, /2СК) and /з(К) S 2. 
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УДК 539.3 : 534.1 

Г.И. Михасев 

о потере устойчивости безмоментного 
v 

напряженного состояния многослоиных 

конических оболочек 

Рассмотрим некруговую коническую оболочку, состоящую из N изотропных 

слоев. Пусть hk, Ek, Vk -толщина, модуль Юнга и коэффициент Пуассона k -го 

слоя (k = 1, ..., N). В качестве исходной поверхности примем срединную по

верхность одного из к-ых слоев. На исходной поверхности введем ортого

нальную систему криволинейных координат 5, q>, где s= R -I s* , s* - расстоя

ние до вершины конуса, R- характерный размер срединной поверхности, <р 
координата на направляющей, выбираемая таким образом, чтобы первая 

квадратичная форма поверхности имела вид dcr2 = R2 (ш 2 + s2 d«2), а радиус 

кривизны R 2 = Rsp-I(<p). Пусть оболочка занимает область П: 

sl (<р) ::; s::; s2 (<р),О ~ <р ~ <Pl'	 (1) 

где <р, - длина кривой, образующейся при пересечении исходной конической 

поверхности и сферы единичного радиуса с центром в вершине конуса. 

Для формулировки используемых здесь гипотез теории многослойных 

оболочек введем дополнительные обозначения. Пусть n - вектор нормали к 

исходной поверхности, направленный в сторону ее выпуклости, 8! (i =1, 2) 
вектора, касательные к линиям кривизн исходной поверхности, z - nопереч-. 

ная координата, отсчитываемая в направлении вектора n, Ok - расстояние 
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