
Матэматыка. Iнфарматыка 

УДК 512.542 

В.Г.СементовскИЙ 

Инъекторы конечных я-разрешимых 
'" '" 

групп для произведении и пересечении 

классов Фиттинга 

в работе [1] доказан признак существования и сопряженности инъекторов 

я-разрешимых групп. Данная работа посвящена нахождению классов Фиттин

га, удовлетворяющих этому признаку. Для этого сначала такие классы нахо

дятся путем непосредственной проверки, а затем доказывается, что для 

классов Фиттинга, удовлетворяющих данному признаку, их пересечение, а 

при некоторых ограничениях, и произведение, тоже удовлетворяет этому 

признаку. Таким образом получаем новые классы Фиттинга, для которых в 

в-разрешимых группах доказаны существование и сопряженность инъекто

ров. 

Рассматриваемые в работе группы - конечны 1t-разрешимы. Терминоло

гия работы общепринята. В данной работе будут использованы некоторые 

результаты работы [1]. Сформулируем их. 

Определение 1. Класс Фиттинга iJ назовем удовлетворяющим условию (*), 

если во всякой 1t-разрешимой группе G вида G=WG'It' , где W - нормальная 

iJ-подгруппа группы G, всякие две iJ-максимальные подгруппы группы G, со
держащие W, сопряжены. 

Определение 2. Пусть I=Go c:G1 с:. ..c:Gn =G, нормальный ряд п

разрешимой группы G и W- классФиттинга. Будем говорить, ч!о подгруппа v 
iJ-иньектирует заданный ряд, если для любого i = 1,2, ... ,п подгруппа VnG1 

будет iJ-максимальной в Gi. 

Из доказательства теоремы 10 и леммы 9 из [1] индукцией по числу факто

ров нормального ряда с 1t-разложимыми факторами группы G получим сле

дующий критерий существования и сопряженности инъекторов 1t-разрешимых 

групп. 

Теорема 1. Пусть iJ - класс Фиттинга и G - пооиэвольнвя 1t-разрешимая 

группа. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) класс iJ удовлетворяет условию (*); 
2) множество всех подгрупп группы G, которые iJ-инъектируютхотя 

бы один нормальный ряд с 1t-разложимыми факторами группы G, образует 

единственный класс сопряжеННblХ iJ-uньекmорое. 

Следствие1. Пусть класс Фиттинга if удовлетворяет условию (*) и Gee". 
Если G/N - 1t-разложима, R - iJ-инъектор подгруппы N и V- iJ-максимальная 

подгруппа группы G,содержащаяR, то V будет iJ-инъектором группы G. 
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Следствие 2. Пусть класс Фиттинга iJ удовлетворяет условию (*) и V 

8-инъектор 1t-разрешимой группы G. Если Vr;; Ас;; G, то V будет iJ-инъек

тором подгруппы А. 

Заметим, что если класс Фиттинга iJ удовлетворяет условию (*), то 

множество всех iJ-максимальных подгрупп группы G=WG"., содержащих W, 

будет единственным классом сопряженных iJ-инъекторов группы G. Пусть V 

iJ-инъектор группы G. Если G=W*G 1t/ , где W" - нормальная i)-подгруппа 

группы G. то 'vV*r;; V, и множество всех iJ-максимальных подгрупп группы G, 

содержащих W*, тоже образует единственный класс сопряженных iJ
инъекторов группы G. Таким образом, для проверки условия (*) в качестве W 

можно выбрать любую нормальную iJ-пОДГРУППУ группы G, содержащую G1t , в 

частности - G,. 
Применим теорему 1 к доказательству существования и сопряженности 

инъекторов 1t-разрешимых групп для некоторых классов Фиттинга. 

Теорема 2. Г1усmь ~ - произвольный класс Фиттинга, 1t-множество про

стых чисел и pr;; п, Тогда следующие классы Фиттинга удовлетворяют 

условию (*): 

1) iJ = ~p х ~p' = {Gee" I G=GpX Gp' ) Gpe ~};
 

2) iJ= ~p х ~'! = {Gee" I G=Gpx Gq I Gpe ~, qep'};
 

З) iJ = ~ ~p';
 

4) iJ = ~ ~q, где qEp';
 

5) iJ = ~P'~p;
 

6) 8 = ~q~p, где QEp' ;
 

7) фр = {GEe" I G/CG(( Op(G» Е ~p}.
 

Д О К а з а т е л ь с Т в о. Так как рс;; 1t, то всякая 1t-разрешимая группа G 
будет р-разрешимой. 

1) Пусть iJ = ~p х ~p' и G=WG p' Е е", где W- нормальная iJ-подгруппа 

группы G. Тогда W=Wpx Wp' и G= WpGp' причем Wp нормальна в G. Если VI 

iJ-максимальная подгруппа группы G и Wr;; V, то V= WpCGp·(Wp)=WpOp.(G) 

нормальна в G. Итак, iJ-максимальная подгруппа группы G, содержащая W, 

единственна, и класс iJ удовлетворяет условию (*). 

2) Пусть iJ = ~p х ~q И G=WGp' Е е;" , где W - нормальная if-подгруппа 

группы G. Тогда W=Wp х Wq и G= Wp Gp' , где Wp нормальна в G. Если V 

iJ-максимальная подгруппа группы G среди всех, содержащих W, то V= WpVq, 

где Vq - о-силовская из Ор' (G). Так как всякие две q-силовские подгруппы из 

Ор' (G) сопряжены, то сопряженными будут всякие две iJ-максимальные 

подгруппы группы G, содержащие W. 

Итак, класс iJ = ~p х Ес! удовлетворяет условию (*). 

З) Пусть if = ~ ~p' , G=WGp' е е", WE iJ и W нормальна в G. Так как 

W=WIWp' , то G= WIGp' . Тогда G= GIG p' ,и , следовательно GE iJ. Итак, класс 

if = ~ (fp' удовлетворяет условию (*). 

4) Пусть i'J =~ ~ч , где qEp' G=WGp' Е е", W-нормальная iJ-подгруппаI 

группы G. Так как W=WжWq, то G= W.Gp" Отсюда всякая iJ-максимальная 

подгруппа V группы G, содержащая W, имеет вид V=W",!Gq= V.Gq . Всякие две 
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подгруппы такого вида сопряжены. Следовательно класс iJ= ~ @q удовлетво
ряет условию (*). 

5) Пусть " = @р' ~p и G=WGp' Е ф", где W - нормальная iJ-подгруппа 

группы G. Тогда W = Wp WP' , где Wp е ~p. Пусть V и V*-подгруппы, 

8-максимальные в G и содержащие W. Так как G=Wp Gp" то V=Wp Wp' и 

V*=Wp V*p" При этом Vp' и V*p' будут максимальными подгруппами из Gp' 
среди всех подгрупп, нормализующихся подгруппой Wp . Итак Vp' = n Gp'

W 
' для 

всех We Wp. Теперь Vp'= ар' (G)=V*p' и V=W ар' (G)= V*. Итак, класс 8= @р' ~p 
удовлетворяет условию (*). 

6) Пусть" = "q ~P' qep' , G=WG p' е e!t, где W- нормальная 8-подгруппа 

группы G. Пусть V и V* - подгруппы, ,,-максимальные в G и содержащие W. 
Тогда V= WpVq и V*=WpVq*. Так как Vq и Vq*- максимальные подгруппы из Gp' 
среди всех, нормализующихся подгруппой Wp , то Vq ,Vq* ~ ар' (G) и будут 

VX
q-силовскими подгруппами в ар' (G). Поэтому Vq*= , где Хе ар' (G). Итак, 

V*=WVq 
X = VX

, и класс 8 = 4fq~p удовлетворяет условию (*). 

7) Пусть G = WGp' е en , где W - нормальная ФР-подгруппа группы G. То
гда W = WpCw (О, (W)) и G= WpGp' . Так как О, (G) с Gp ~W, то О, (G)= О, (W). 
Если V- произвольная подгруппа, содержащая W, то V=W Vp' и О, (V) ~ W. 
Тогда О, (V)= О, (W)= Op(G). Если V будет ФР-подгруппой группы G, то 

V=WCv (Op(G». Если V- ФР-максимальная подгруппа группы G, содержащая 

W, то Vр= WCG (Op(G)). Итак, V- нормальна в G, и класс фр удовлетворяет 

условию (*). 
Теорема доказана. 

Теорема 3. Если классы Фиттинга ~ и !) удовлетворяютусловию (*), то 

класс 8 = ~ n'l} - тоже. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть G=WG". , где W - нормальная iJ-подгруппа 

группы GEe" , а F, и F2 - 8-максимальные подгруппы группы G, содержащие 

W. Пусть V, и V2 - ~-максимальные подгруппы группы G, содержащие соот

ветственно F, и F2 .Так как класс 1 удовлетворяет условию (*), то V, = V29 , где 

9 EG. Тогда F, , F29 s:;;; V,. Теперь V,= W(V,)", , где W-нормальная в V, 
!)-подгруппа, г, и F29 -!) -максимальныев ч, подгруппы, содержащие W. Так 

как класс!) удовлетворяет условию (*), то F, = F2gv, где ч Е V, . Итак, класс 

Фипинга iJ удовлетворяет условию (*), и теорема доказана. 

Определение 3. Пусть iJ - класс Фиттинга. Группа G называется iJ
скованной, если CG(G,) ~ G,. 

Лемма 4. Пусть" =q ,где ~ и !J - классы Фиттинга и V - подгруппа 

1t-разрешимой группы G, содержащая G,. Если G/Gll - !)-сковвнная группа, 

moVz=G•. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть G", S:;;; V. Так как G, нормальна в V и ~ ~ 8 , 

то [V1l' G,]= Vll nG", = (G",). = G•. Тогда [V./G. , GvI GaJ= [V1l ,Gg]/ Gll =GI' /Gll и, 

следовательно, подгруппы V./G. и GvI G. поэлементно перестановочны. По

этому V. Ю. содержится в централизаторе подгруппы G" Gll В группе 

G/ Gll . Ввиду !J-скованности группы G/Gll этот централизатор содержится в 

GvI Gll . Тогда V./G. s:;;; GtI G•. Так как V. ~ G"" то Gll = (G",)11= V1I n G", = Vll , И 
лемма доказана. 
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Лемма 5. Пусть iJ= ~,гдe ~ и W- классы Фиттинга и V- подгруппа 

х-рвгрешииойгруппы G, содержащая G, . Если G/Gx - W-скованная группа, 

то: 

1) V будет iJ-подгруппой группы G тогда и только тогда, когда V/ G. 
W-подгруппа группы G/ G. ; 

2) подгруппа V iJ-максимапьна в G тогда и только тогда, когда под

группа V/ G. W-максимальнав G/ G" . 
Д о к а з а т е л ь с Т в о. 1) Если G, ~VE 8, то по лемме 4 V. =G" и V /G. 

=V N. Е W. Итак, V /G.-W-поАгруппа группы G/G•. 

Если G, ~V и V /G. Е W, то по лемме 4 V /G. =VN. eW· Отсюда Ve 8, и 

1) доказано. 

2) Пусть V / G. ~ L / G. Е W , И V - ty-максимальная подгруппа группы G. 

Тогда из G, ~V~L следует G, ~ L, и тогда по лемме 4 L. = G•. Отсюда LE iJ и 

V = L. Тогда V / G. = L / G•. 

Обратно, если V/ G. - W-максимальна в G / G. и V~Le iJ , то из G, ~ L по 

лемме 4 следует V / G. ~ L / G. = L / L" Е W . Итак, V / G. = L / G•. Теперь V = L. 
и 2) доказано. 

Лемма доказана. 

Теорема 6. Пусть iJ = ~ W ,где ~ и W - классы Фиттинга. Если G/G. 

fJ-скованная группа, то подгруппа V группы G будет i)-uньекmором группы 

G тогда и только тогда, когда V /G. - W-uньекmор группы G /G•. 
Д о к а з а т е л ь с Т в о. Пусть V - iJ-иньектор группы G и N/G" - нормаль

ная подгруппа группы G/G•. Тогда Vn N - 8-максимальна в N. Так как 

NIJ=NnG, ~Vn N, то по лемме 6.2) Vn N/ N" будет !В-максимальной подгруп

пой в N/ N•. 

Итак V/ N. n N/ N. - W-максимальна в N/ Nя > Так как N. = G. ,то V /G.I 

будет fJ-иньектором группы G /G•. 

Обратно, пусть V /G. - W-иньектор группы G/G. и К - нормальная под

группа группы G. Тогда V /G. nKG. IG. = (V nК) G._ !G. будет W

максимальной в KGif IGж подгруппой. Так как VnKnG.=KnG. =К" , то 

(VnK)GaJG" =.V nКlK•. 
Отсюда подгруппа VnКlКж -W -максимальна в КI К•. Так как ~ ~ V nК, то 

по лемме 6.2) подгруппа V nК будет iJ-максимальной в К. Итак, V - iJ-иньек

тор группы G. 
Теорема доказана. 

Теорема 7[2]. Для класса 1t-разложимых групп.о = 1чп X~1t' всякая «-оввов

шимая группа будет О-скованной. 

Через cr(G) обозначим множество простых делителей порядка группы G , а 

через a(~) - множество простых делителей порядков групп, содержащихся в 

классе групп ~. 

Лемма 8. Пусть G - 1t-разрвшимая группа, cr=cr(G). ~=1ЧпхQ'!t' - класс 

1t-разложимых групп и iJ - класс Фиттинга. Если 0<& iJ.,. то группа G бу

дет ij-скованноЙ. 
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д о к а з а т е л ь с Т В о. Очевидно в этом случае ОО'-радикал группы G 
совпадает с Go I а iJО' -радикал группы G - с G\!. Так как Go ~ Gg , и по теоре

ме 7 CG(Go) !; Go ' то CG(G,,) ~ CG(Go) ~ Go~ G" ' и группа G - if-скована. 
Лемма доказана. 

Следствие. Пусть G - rc-разрешимая группа, cr=cr(G) и 8 - класс 

Фиттинга. Если ~", ~ iJ и с nrc ~ cr( т, то G - if-скованная группа. в 

частности, если с nrc с а( m, то всякая rc-apynna будет if-скоеанноа. 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Обозначим 't = с nrc . Так как на множестве 

rc-разрешимых групп всякая я-группа будет разрешимом, то iJt~ et . Тогда по 

теореме IX.I.9 из [3] i1t, с 8 •. Поэтому ~ х (f", ~ iJt Х ~п' ~ iJ . По теореме 7 
группа G- (.iЛ,.х ~".) -скована. Теперь по теореме 8 группа G - (iЛ, х @11') -ско

вана, и, следовательно, G- 8-<:кована. 

Теорема 9. Если 8 = q ,где ~ и !) - классы Фиттинга удовлетворяют 

условию (*), и либо !J ~ е1l , либо (f1l' ~ !) , то класс iJ- тоже удовлетворяет 

условию (*). 

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Если либо ~ , либо !J - единичным класс Фипин

га, то утверждение тривиально. Итак, ни один ИЗ этих классов не единичным. 

Пусть р= а(!) ). Тогда ввиду rc-разрешимости рассматриваемом группы, в нем 

всегда существует единственным класс сопряженных р-холловских подгрупп. 

1) Пусть p~ rc I G=G" Gп' , и V- if-максимальная подгруппа группы G, со

держащая G". Тогда V= G" (VnG1I.)= G"Vп" где Vп' -rc'-холловская подгруппа 

мз V. Отсюда VN~ = G" VJV.. 'Vп' VJV... Так как p~ rc , VN~ е !) И Gg VJV.. ~ 

GiY N.. n Gg = GU / G.. е !) , то VN.. и GgVJV~ будут rc-группами. Тогда rc'-под

группа VreNJV. будет я-группов только тогда, когда она единичная. Отсюда 

VN.. = G,VJVIf и V= GVJV" .Так как G=GIY G п, = G,·G~ Gп, и G.. ~ VIf, то V. будет 

!-максимальнои подгруппом из G;rG,,' среди всех ~-подгрупп, 

нормализующихся подгруппом G, и содержащих GIf . Пусть V. ~ Х 

!-максимальную подгруппу из G..Gп' . Намдем V... Пусть R=nX9 , ДЛЯ всех 

ge G" Тогда R будет максимальном из подгрупп, нормализую!;уихся подгруп

пам G, . Так как Х и G, перестановочны, то R нормальна в XG\y и, следова

тельно, Re ~. Итак, R=V•. Аналогично, если V"' - 8-максимальная подгруппа 

группы G , содержащая G, ' то V*= G" V.... При этом V.* содержится в 

некотором ~-максимальномподгруппе Х* из G..G". и G. ~ V..*. Пусть R* = nX*9 
для всех geGg. Тогда R"' = V.... по условию теоремы класс ~ удовлетворяет 

условию (*). Поэтому Х*=ХУ , где у е G..Gп' . Теперь из RY ~ Х* следует R* = RY 

и V* = VY . Итак, всякие две iJ-максимальные подгруппы группы G = G\! Gп, , 

содержащие Gw, сопряжены, и в случае!J ~ e1I теорема верна. 

2) Пусть ~", ~!) и G = G, G п' . Тогда G/G.. = GgI G... Gп,G.. /G~ и, так как 

Gi G. и G1t,G. /G.. - р-группы, то cr(G/G.. ) ~ а( tJ ). Тогда по следствию леммы 

8 группа G/ G.. будет '-скованном. Пусть v- iJ-максммальная подгруппа груп

пы G, содержащая G". Тогда по лемме 5.2) V~ = G.. и V/ G.. будет 

!)-максимальном подгруппом группы G/ G.. , содержащем GgI G•. Так как 

!) удовлетворяет условию (*), то всякие две D-максимальные подгруппы из 
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G/ G;e содержащие GvI G;e , сопряжены. Ilоэтому сопряженными будут всякие 

две iY-максимальные подгруппы группы G , содержащие Gg. Итак, класс iY 
удовлетворяет условию (*). и теорема доказана. 

Следствие. Пусть!::J. ={п" п2, .... 7tn, •••} - такое разбиение множества всех 

простых чисел, в котором для некоторого j 7tj ;;2п' . Сопоставим каждому 7tj из 

!::J. класс Фиттинга f(7tj) . Пусть iY = nf(7ti) ~1ti (f1t;' . Если для любого i класс f(1tI) 
i 

удовлетворяет условию (*), то класс F -тоже. 

Д о к а э а т е л ь с т В о. По теореме 2.3) класс @"i (fm' удовлетворяет 

условию (*). Так как f(1t1 ) удовлетворяет условию (*), то по теореме 9 класс 

f(1tj) ~т ~т' тоже удовлетворяет условию (*). Тогда по теореме 3 класс iY 
удовлетворяет условию (*). 
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SUMMARY 
The present рарег proves the existence and conjugacy о, injectors о, 1t-sо/ubIе 

groups for Fitting c/asses with some conditions and a/so 'ог products 
andintersections о, such c/asses. 
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УДК 512.54 

Е.Н. Залесская 

о нелокальных классах Локетта 

Введение. Локальным метод изучения конечных разрешимых групп с по

мощью радикалов и классов Фиттинга был предложен в 1969 году Хартли [1]. 
Идея локализации Хартли состоит в изучении классов групп в терминах р

групп и радикалов, определяемых отображениями (функциями Хартли) мно

жества Р всех простых чисел во множества классов Фиттмнга. При этом класс 

Фиттинга Wназывается локальным, если существует функция Хартли f такая, 

что W=LR{f), где LR(f)=(,f,n(npe"f(p)9lpflp.), 1t=Supp(f)={peP I f(p);i:0}. Напомним, 

что функция Хартли f класса Фиттинга Wназывается 

1) приведеннои, если f(p)~ для каждого простого р; 

2) полнои, если f(p)9lp=f(p) для всех простых р. 

Развивая локальныи метод, АН. Скиба и Л.А Шеметков предложили идею 

частичном локализации [2] для исследования классов Фиттинга. 

Пусть (о - некоторое непустое множество простых чисел. КЛасс Фиттинга W 
называют (О-локальным [2], если IFitW~" где IFitW - локальным класс Фит

тинга, порожденным W. Заметим, что в общем случае о-локальным класс 

Фиттинга не является локальным. 
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