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ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ  
ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ МЕДЛЕННОГО РОСТА 
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Ставится задача ввести и исследовать вейвлет-преобразование на пространстве обобщенных функций медленного 
роста.  

Цель работы – изучить основные свойства вейвлет-преобразования на пространстве обобщенных функций медлен-
ного роста и построить соответствующее обратное вейвлет-преобразование. 

Приводятся сведения о полученных за последние годы результатах применения вейвлет-преобразования в различных 
разделах математики, экономики, сейсмологии, машиностроении и других областях.  

Материал и методы. Объектом исследования являются обобщенные функции медленного роста, определенные на 
числовой оси, предметом − вейвлет-преобразование обобщенных функций медленного роста. Для достижения постав-
ленной цели используются известные методы, свойства и теоремы теории математического и функционального ана-
лиза, в частности, теория вейвлетов и обобщенных функций. 

Результаты и их обсуждение. Доказана принадлежность вейвлет-преобразования функций из пространства Шварца на 
числовой оси пространству Шварца на открытой правой полуплоскости, определено вейвлет-преобразование на простран-
стве обобщенных функций медленного роста и доказана его линейность и непрерывность, а также справедливость теоремы 
об обратном вейвлет-преобразовании для восстановления обобщенных функций медленного роста при выполнении некото-
рых условий. Приведен пример, демонстрирующий справедливость формулы обратного вейвлет-преобразования.  

Заключение. Таким образом, рассмотрено вейвлет-преобразование обобщенных функций медленного роста и дока-
заны некоторые его свойства. Результаты, приведенные в данной работе, могут послужить дальнейшему развитию 
теории вейвлет-преобразования обобщенных функций и их приложениям.  

Ключевые слова: вейвлет, вейвлет-преобразование, обобщенная функция, обобщенная функция медленного роста, 
преобразование Фурье, пространство Шварца. 
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The task is to introduce and study the wavelet transform on the slow growing generalized functions spaces.  
The purpose is to learn general properties of the slow growing generalized functions wavelet transform and create the  

corresponding inverse wavelet transform. 
The introduction contains the latest year information about previous results of the wavelet transform applications of in various 

branches of mathematics, economics, seismology, mechanical engineering and other sciences.  
Material and methods. The study object is the slow growing generalized functions defined on the numerical axis. The study subject 

is the slow growing generalized functions wavelet transformation. Commonly known methods, properties and theorems of the  
mathematical and function analysis, are used to achieve the purpose; particularly, the theory of wavelet and generalized functions.  

Findings and their discussion. It is proved that the wavelet transform of Schwarz space functions belongs to the same space on 
the open right half-space. The wavelet transformation is defined on the slow growing generalized functions. The slow growing  
generalized functions wavelet transform linearity and continuity are proved. The theorem about the inverse wavelet transform for the 
recovery of slow growing generalized functions is given; its validity with certain conditions is proved. An example which demonstrates 
the inverse wavelet transform operation is given.  

Conclusion. Thus,  the wavelet transform of the slow growing generalized functions is consideredand; its properties are proved. 
The obtained results can be used for further development of the generalized functions theory and its applications. 

Key words: wavelet, wavelet transform, generalized function, slow growing generalized function, Furrier transform, Schwarz 
space. 



М А Т Э М А Т Ы К А 

радиционно вейвлет-преобразование определялось и рассматривалось в пространстве квадра-
тично интегрируемых функций, чему посвящено много работ [1; 2]. В последние годы дискретное 

вейвлет-преобразование продолжает использоваться в качестве альтернативного метода замены 
быстрого преобразования Фурьe для увеличения спектральной эффективности [3]. Вейвлет-преобра-
зование активно применяется в экономике, например, в стратегии динамического хеджирования, ос-
нованной на вейвлетах [4]. Независимо от того, в какой области науки получены и находят применение 
временные ряды, актуальным остается использование вейвлет-преобразований для их анализа. Это 
связано с тем, что вейвлет-анализ позволяет успешно решать задачи выделения периодичности, 
тренда, сезонных компонент и т.п., что продемонстрировано в работе [5]. 

В исследованиях последних лет описываются одни из первых вейвлетов, так, например, в [6] по-
строена вейвлет-фрактальная модель обнаружения геохимических аномалий на основе модифициро-
ванного ядра вейвлетов Морле.  

Результаты, полученные в сейсмологии, показывают, что разложенные на основе вейвлетов записи 
сейсмического отклика земли с использованием шумоподавления обеспечивают лучшую производи-
тельность при динамическом анализе по сравнению с разложенными записями на основе понижаю-
щей дискретизации [7]. 

Вейвлеты активно применяются в машиностроении, например, в работе [8] показаны преимуще-
ства и недостатки подхода к текстуре поверхности с использованием дробных сплайновых вейвлетов, 
которые могут быть напрямую применены для лучшей диагностики поверхности изготовленных дета-
лей машин.  

Ранее нами было введено вейвлет-преобразование на пространстве обобщенных функций медлен-
ного роста (см. [9]), финитных обобщенных функций [10].  

Цель статьи – изучение основных свойств вейвлет-преобразования на пространстве обобщенных 
функций и построение соответствующего обратного вейвлет-преобразования. 

Материал и методы. Объектом исследования являются обобщенные функции медленного роста, 
определенные на числовой оси. Предмет исследования − вейвлет-преобразование обобщенных функ-
ций медленного роста. Для достижения поставленной цели используются широко известные методы, 
свойства и теоремы теории математического и функционального анализа, в частности, теория вейвле-
тов и обобщенных функций. 

Результаты и их обсуждение. Рассмотрим вейвлет-преобразование медленно растущих обобщен-
ных функций. Обозначим S  пространство Шварца − пространство бесконечно дифференцируемых 
быстро убывающих комплекснозначных функций f  на числовой прямой  

 

 ( )( ) : ( )m kS f C x f x=   + , для всех 
0,k m , 

 

0
 − множество целых неотрицательных чисел.  

Определим вейвлет-преобразование для функции пространства Шварца, то есть для f S  и 

вейвлета S   

 

( ) ( )( , ) ( ) ( )a aW f a b f b f t b t dt  − −=  = − , (1) 

 

где с помощью 
a S −   обозначили вейвлет 1 t

a S
a

−
 

 
− 

, 0a  , b . 

Далее обозначим функциональное пространство ( )S +   – пространство всех бесконечно диф-

ференцируемых функций f , таких, что для 
0,k  и 

0,    (где 
0
 – множество всех неотрица-

тельных целых чисел) 
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Пусть 0 ,0 ,0 ,0r j k p q          и max{ , , , }m r j p q= .  

Зададим топологию при помощи счетной системы норм  
 

, , , ( )m m m mm
f f= . 

 
В работе [9] показано, что определение вейвлет-преобразования может быть представлено через 

преобразование Фурье, то есть, если использовать свойства преобразования Фурье для функций про-
странства Шварца, можем получить следующее: 

Определение 1. Вейвлет-преобразованием функции пространства Шварца f  называется функ-

ция ( , )W f a b , задаваемая равенством 

 

( )2ˆ ˆ( , ) , ( )i bW f a b f e a 

  = , (2) 

где f̂ , ̂  − преобразование Фурье соответственно функции f S  и функции S  . 

Следует отметить, что ранее не доказывалась принадлежность вейвлет-преобразования функций 
из пространства Шварца этому же пространству. 

Теорема 1. Пусть вейвлет ( )S  . Тогда вейвлет-преобразование W , определенное на про-

странстве Шварца ( )S , является непрерывным линейным отображением пространства ( )S  в 

пространство ( )S +  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуемся определением вейвлет-преобразования (1) быстро убывающих 
функций 

( )
( , )

sup ( , )

m m

m m

a b

W f a b W f a b
a b

 
+ 

    
    

    
.

 
Так как вейвлет – гладкая функция, то он порождает регулярную гладкую функцию 

1

( , )

sup ,

m m

m m

a b

t b
W f f a b a

a b a
 

+

−

 

  −     
      

      
. 

 
В таком виде невозможно разделить переменные а и b, поэтому работаем с определением 

вейвлет-преобразования (2) через преобразование Фурье 

2

( , )

ˆ ˆsup ( ), ( )

m m

m m i b

a b

W f b a f e a
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. 

 
Теперь найдем частные производные и получим: 

( ) 2

( , )

ˆ ˆ2 sup ( ), ( ) 

     
+ 

  
      

m
m m m m i b

a b

W f b a f e a
a

. 

 
Так как над функцией f осуществили преобразование Фурье, имеет место запись через интеграл: 

( ) 2

( , )

ˆ ˆ2 sup ( ) ( )

m
m m m m i b

a b

W f b a f e a d
a

 

      
+ 

 
  

 
 . 

Рассмотрим подробнее интеграл в правой части неравенства и найдем частные производные по-
рядка m преобразования Фурье вейвлета и приведем подобные: 



М А Т Э М А Т Ы К А 

( )
2 2 2 2

( , )

ˆ2 sup ( ) ( )
m m m m i b m ia t

a b

W f b a f e t e t dt d   

     
+ 

 
  

 
  . 

Отдельно рассмотрим внутренний интеграл и проинтегрируем его по частям [11, с. 336]  
 

2 1 2( ) (2 ) ( ) ( )m ia t m ia t

R R

t e t dt ia t t d e      −= =   

( )1 2 1 2(2 ) ( ) (2 ) ( )m ia t ia t m

R

d
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+
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−

 = −
   .   (3) 

 
Необходимо найти значение выражения:  

1 2(2 ) ( )m ia tia t t e    
+

−

−

 
 

. 

 

Так как вейвлет-функция ( )t S  , то выполняется неравенство: 

 
1 1

1
( ) | | | ( ) |

m m

mt t t t C =   , где 
1 1m m= +  и 0( )t C  : 

1

1 0| ( ) | | | | ( ) |m
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1
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t
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+
  

+
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Теперь оценим первое слагаемое в выражении (3) 

2

1
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1 | |

m
m ia t m

m

t
t t e t t C
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+
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Далее переходим к пределу при t → : 

1

1 1 1 1

| | | | / | | 0
lim lim 0

1 | | 1/ | | | | / | | 1

m m m

m m m mt t

t t t
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+
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+ +
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Следовательно, и все выражение обращается в нуль. Тогда, вернувшись к выражению (3), получим: 
 

( )1 2(2 ) ( )ia t m

R

d
ia e t t dt

dt

   −−  . (4) 

 
И так повторим для (4) интегрирование по частям m-1 раз, в результате чего получим: 
 

( )2( 2 ) ( )

m

m ia t m

R

d
ia e t t dt

dt

   −  
−  

 
 .   (5) 

Отметим, 
2

( 1)
m

m m m

m

i
i i

i

−− = = , 

тогда последнее выражение (5) примет вид: 

( )2(2 ) ( )

m

m m ia t m

R

d
i a e t t dt

dt

   −  
 
 

 . 

 
Возвращаемся к исходному неравенству, имеем: 
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( ) ( )2 2
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ˆ2 sup ( ) ( )

m
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Рассмотрим интеграл по ω, проинтегрируем его по частям и получим: 

 

( ) ( )1 2 2ˆ2 ( ) ( )

m
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R

d
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m
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R

d
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−
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Рассмотрим выражения  

( )1 2 2ˆ(2 ) ( ) ( )

m

i b m ia t m

R

d
ib e f e t t dt

dt

      

+

−

−

 
 
 

 . 

Так как ( )t  − вейвлет-функция из S, то и ее преобразование Фурье и вся подынтегральная функция 

принадлежат пространству Шварца, значит, интеграл ограничен. Функция f из пространства S 
(Шварца), и известно, что ее преобразование Фурье также принадлежит указанному пространству. 

Следовательно, функция ˆ 0f →  при ω→∞. Значит, и все выражение стремится к нулю. 

Тогда в результате интегрирования по частям остается лишь выражение 

 

( )1 2 2ˆ(2 ) ( ) ( )

m

i b m ia t m

R R

d
ib e f e t t dt d

dt

       


−
   

−   
    

  . 

 
И так повторив интегрирование по частям m-1 раз, получим: 
 

( )2 2ˆ( 1) (2 ) ( ) ( )

m m
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d
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Далее применяется формула Лейбница [11, с. 194] и получим: 
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1
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Применим формулу Лейбница к выражению ( )( )

m

md
t t

dt


 
 
 

, получим 
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Подставим в исходное неравенство и приведем подобные 
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М А Т Э М А Т Ы К А 
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И в третий раз применим формулу Лейбница и получим следующее выражение: 
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1

1
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2
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Вводится замена  

( )

( )
1

4

1 2 2
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!
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и где возможно выносим множители из-под модуля и упрощаем выражение, тогда последнее нера-
венство примет вид 
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Так как вейвлет-функция S  , то  

1 1
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t
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Имеем 
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Проинтегрируем обе части неравенства, в результате чего получим следующую оценку: 
 

1
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l

m l d
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 . 

 

Аналогично поступаем со вторым интегралом. Так как f S , то и f̂ S , значит,  
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Обозначим выражение в правой части неравенства  
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Обозначим выражение в правой части неравенства  

2
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Получим,  
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В итоге,  
2
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где 
4 5C C C+ = . 

 
Проинтегрируем обе части неравенства и найдем оценку подынтегрального выражения справа: 
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Теперь вернемся к оценке вейвлет-преобразования, введем обозначение 2

6 3C CC = , и оценка 

примет следующий вид: 
1

1 2

1

1 2 6

0 0 01 2

( , , , )
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Таким образом ( , ) ( )Wf a b S +  .  

Теорема доказана. 
Далее расширим наше вейвлет-преобразование на пространство, сопряженное к ( )S , то есть на 

пространство обобщенных функций медленного роста ( )S . 

В работе [9, с. 15] представлено следующее определение вейвлет-преобразования обобщенной 
функции медленного роста. 

Определение 2. Вейвлет-преобразованием обобщенной функции медленного роста f  называ-

ется функция ( , )W f a b , задаваемая равенством 

 

( )( , ) ( )aW f a b f b  −=  , 

где функция f S  и ( ) ,( ) ( )a a bf b f − = , через 1( )a

t
t a S

a
 −−

 
=  

− 
, 0a  , b , t . 

Аналогично предыдущей теореме 1 для вейвлет-преобразования обобщенных функций медлен-
ного роста доказывается следующая теорема. 

Теорема 2. Вейвлет-преобразование обобщенной функции медленного роста 

: ( ) ( )W S S + →   является линейным и непрерывным. 



М А Т Э М А Т Ы К А 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению пространства S’ для каждой медленно растущей обобщен-
ной функции f S  существует постоянная C  и числа 

0m , такие, что для любой функции S   

выполняется неравенство 

1 1

m

t b t b
f a C a

a a
 − − − −   

    
    

, 

где 0 C   и m зависят от f , 0a  , b , t . 

Так как S   и в [12, с. 119] утверждается, что «операция неособенной замены переменных 

( )Ax B −  непрерывна из S в S». Следовательно, и в нашем случае при растяжении функция 

1 t b
a

a
−

− 
 
 

 останется быстро убывающей. 

Так как вейвлет S   зависит от двух параметров, то для него справедлива норма: 

 

1

m m

m m

m

t b
a b a

a b a
 −

  −     
=       

      
. 

 

Обозначим 1 1 ( , )
t b

a a a b
a

 − −− 
= 

 
. Далее используется формула Лейбница [11, с. 194] 

 

( ) ( ) ( )
1

1

1
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( )1 1

0 1 1

!
, ,
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m

m mm m m m

m m m
m

m
a b a a b a b a a b

a b m m m b
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 . 

 

Вводится функция 
1, 0

( )
, 1

k
B k

k k

=
= 


, получим 
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1
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1

0 1 1
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m
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m m m
− − −

=


−
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С учетом полученного возвращаемся к оценке вейвлет-преобразования обобщенной функции мед-

ленного роста: 
 

( )1 1

1

1 ( , )

1

0 1 1

!
, ( ) ,

!( )!

m
m m m mm m

m
m

m
f C C B m a a b a b

m m m
  − − −

=

 
−

 , 

где 0 C   и m зависят от f . 

Таким образом, ( , ) ( )W f a b S

+  . Теорема доказана. 

Далее приведем формулу обратного вейвлет-преобразования для восстановления обобщенных 
функций медленного роста. 

Теорема 3. Пусть 'f S  – обобщенная функция медленного роста и вейвлет S  , такой, что 

его преобразование Лапласа не обращается в нуль, W f  – ее вейвлет-преобразование, тогда для 

восстановления исходной функции f имеет место следующая формула:  
 

( )1 ( ) / ( )f F F W f F −= , 

 

где F – преобразование Фурье, F-1 – обратное преобразование Фурье. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно доказанной ранее теореме : ( ) ( )W S S

+ →  . Поэтому осу-

ществляя преобразование Фурье над вейвлет-преобразованием обобщенной функции медленного 
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роста, предварительно зафиксировав параметр масштабирования a=const, будут использованы опре-
деление преобразования Фурье для функции пространства Шварца [12, с. 124] и свойство свертки 
обобщенной функции медленного роста и финитной функции 

( ) ( ) ( ) ( )F W f F f F f F  =  = . 

 

Рассмотрим функцию ( )F  , так как вейвлет-функция финитная, то в результате преобразования 

Фурье получаем аналитическую функцию. И согласно [2, с. 55] таких точек, где ( ) 0F  = , конечное 

число, то мы их исключим и получим открытое множество, в котором функция аналитична, и рассмат-
ривать ее будем только на нем. 

Далее делим на ( )F   и остается лишь ( )F f . Так как 'f S , то и ( ) 'F f S  в соответствии с  

[12, с. 126], тогда, согласно доказанному в [12, с. 127], F-1 есть операция, обратная преобразованию 

Фурье, то есть 1( ( ))F F f f− = . 

И в работе [12, с. 127] доказано, что преобразование Фурье есть взаимно однозначное и непрерыв-
ное отображение из S’ на S’, следовательно, становится очевидным, что полученная функция 'f S . 

Теорема доказана. 

Пример. Рассмотрим вейвлет-преобразование смещенной 
0b  функции: 

 

( ) ( ) ( )
0 0 00

( , ) b a a ab
W f a b t t b b t b    

=
=  = − + = + . 

 
Последнее выражение получено с учетом определения свертки функции с функцией Дирака и ее 

смещения.  
Для построения обратного вейвлет-преобразования зафиксируем параметр смещения а и исполь-

зуем свойство преобразования Фурье для сдвига:  
 

( )( ) ( )( )0

0

2

0 2

( ( )) ( ( ))

i b

i b
F t b e F t

e
F t F t

 

 
 

 

+
= = . 

 
Теперь найдем обратное преобразование Фурье полученного выражения: 
 

0 0 02 2 21 2 2( ) 1 ( )
i b i b i bi t i tF e e e d e F e d

          − =   =   =   

( ) ( )0 02 22 0 2 2 0 2i b i bi i t i i te e dt e d e e dt e d
            =   =   =     

0 0 0

2 1( ) ( ( ))i t

b b bF e d F F    −=  = = . 

 
Таким образом, и для смещенной функции Дирака, которая является элементом пространства 

обобщенных функций медленного роста, выполняется формула обратного вейвлет-преобразования. 
Заключение. В работе рассмотрено вейвлет-преобразование функций пространства Шварца и до-

казана принадлежность вейвлет-преобразования функций из пространства Шварца этому же про-
странству. Определено вейвлет-преобразование на пространстве обобщенных функций медленного 
роста и доказана его линейность и непрерывность. Приведена и доказана формула обратного вейвлет-
преобразования для восстановления обобщенных функций медленного роста. Приведен пример, де-
монстрирующий справедливость формулы обратного вейвлет-преобразования. Таким образом, ре-
зультаты, приведенные в данной работе, могут послужить дальнейшему развитию теории вейвлет-
преобразования обобщенных функций.  
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