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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность функциональных исчислений для теории операторов обу-
словлена тем, что они позволяют использовать при исследовании операторов
методы теории функций, облегчают и упрощают вычисления, связанные с
операторами, используются при их классификации, дают возможность стро-
ить операторы с заданными свойствами. Кроме того, они являются действен-
ным инструментом теории дифференциально-операторных уравнений и весь-
ма важны для некоторых разделов теоретической физики.

Построением и развитием различных функциональных исчислений за-
нимались Р. Аренс, С. Берг, С. Бохнер, Л. Вальбрук, И. М. Гельфанд,
М. В. Горбачук, Дж. Данфорд, Е. Дынькин, В. А. Еровенко, А. Кальде-
рон, Т. Като, С. Г. Крейн, О. В. Лопушанский, А. Лаппо-Данилевский,
Макинтош, В. П. Маслов, Я. Микусинский, А. Р. Миротин, Мурье,
Дж. фон Нейман, В. В. Пеллер, Е. И. Пустыльник, Я. В. Радыно, Ф. Рисс,
Б. Секефальви-Надь, Дж. Тейлор, Ч. Фояш, Р. Фейнман, Р. Филлипс,
Э. Хилле, Ф. Хирш, М. Хаас, Р. Шиллинг, Г. Е. Шилов и многие другие.

В настоящее время имеется ряд функциональных исчислений для клас-
сов операторов в гильбертовых и банаховых пространствах, использующих
различные пространства функций (символов), определенных на спектре этих
операторов. Одними из важнейших являются функциональные исчисления
фон Неймана-Мурье-Данфорда самосопряженных и унитарных операторов
в гильбертовых пространствах, а также голоморфные функциональные ис-
числения Рисса-Данфорда и Данфорда-Тейлора в банаховых пространствах.
Последнее исчисление строится для замкнутых операторов на основе класса
функций, голоморфных в окрестности спектра оператора и в бесконечности.
Однако в ряде случаев возникает необходимость рассмотрения таких функ-
ций от неограниченных операторов в банаховых пространствах, которые не
голоморфны в окрестности спектра оператора либо в бесконечности. Среди
исчислений подобного типа важное место занимает функциональное исчисле-
ние Ф. Хирша, использующее операторно-монотонные функции. В дальней-
шем оно развивалось также Е. И. Пустыльником, С. Бергом, Бояджиевым,
де Лаубенфелсом, М. В. Горбачуком, А. В. Князюком, А. Р. Мироти-
ным и другими. Указанное исчисление нашло важные применения к теории
потенциала (Ф. Хирш) и теории дифференциально-операторных уравнений
(М. В. Горбачук, В. И. Горбачук, А. В. Князюк). Исчисление Хирша приме-
нимо лишь к операторам, спектр которых не пересекает данный луч. Однако
нередко встречается ситуация, когда спектр не пересекает лишь промежуток
конечной длины (например, спектры дифференциальных операторов часто
имеют лакуны). В этом случае исчисление Хирша неприменимо, и возника-
ет актуальная проблема построения соответствующих этой ситуации новых
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функциональных исчислений. Исчисление подобного типа строится в данной
работе, что позволяет рассматривать новые классы операторов.

В результате выполненного исследования в диссертации введены но-
вые классы функций (классы Q[a, b] и T [a, b]), изучены их свойства, и на ос-
нове класса Q[a, b] определено и развито новое функциональное исчисление
(Q[a, b] − Qb-исчисление) замкнутых операторов, резольвентное множество
которых содержит конечный промежуток (a, b), включающее теоремы обра-
щения, об отображении спектра, непрерывности, устойчивости и единствен-
ности, решены вопросы согласования построенного исчисления с известными,
доказаны теоремы о сложной функции, правила умножения и ряд других. Да-
ны приложения полученных результатов к решению операторных уравнений,
которые ранее не исследовались.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с научными программами (проектами), темами

Работа проводилась на кафедре математического анализа Гомельского
государственного университета им. Ф. Скорины в рамках следующих научно-
исследовательских работ:

—"Исследование классов операторов, ассоциированных с полугруппа-
ми"(2011 - 2015 годы, номер госрегистрации 20111164). Тема диссертацион-
ной работы соответствует приоритетному направлению научных исследова-
ний Республики Беларусь на 2011-2015 годы "Физические и математические
методы и их применение для решения актуальных проблем естествознания,
техники, новых технологий, экономики и социальных наук";

— в 2014 году соискателем был получен грант Министерства об-
разования Республики Беларусь для аспирантов на выполнение научно-
исследовательской работы по теме "Функциональное Qb-исчисление от за-
мкнутых операторов на основе классов функций М.Г. Крейна"(шифр УДК
517.984, номер госрегистрации в БелИСА – 20140739);

— соискатель являлся обладателем стипендии Президента Республики
Беларусь в 2014 году.

Цель и задачи исследования

Целью диссертационной работы является построение функционального
исчисления замкнутых операторов в банаховом пространстве, резольвентное

2



множество которых содержит данный промежуток, использующего в каче-
стве символов классы функций Маркова и связанные с ними классы функ-
ций.

Для достижения этой цели были решены следующие задачи:
1) ввести конусы функций Q[a, b] и T [a, b], естественным образом свя-

занные с классом R[a, b] функций Маркова и классом S[a, b], введенными
М. Г. Крейном; доказать теоремы об интегральном представлении функций
рассмотренных классов и описать их свойства, дающие возможность исполь-
зовать их в качестве символов функциональных исчислений;

2) построить функциональное исчисление (Q[a, b]-исчисление) замкну-
тых операторов в банаховом пространстве, спектры которых не пересекаются
с данным отрезком [a, b], использующее класс символов Q[a, b]; доказать та-
кие свойства этого исчисления, как теоремы обращения, теорема об отображе-
нии спектров, правило умножения, свойства непрерывности, единственности,
устойчивости;

3) получить распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс опе-
раторов, включающий операторы с лакуной в спектре, содержащий все слабо
негативные (Qb-исчисление). Для построенного исчисления установить теоре-
мы обращения, теорему об отображении спектров, свойства непрерывности,
единственности, устойчивости, правило умножения, выяснить взаимоотноше-
ние этого исчисления с известным функциональным исчислением Ф. Хирша.
Рассмотреть приложения построенной теории к проблеме обратимости опе-
раторов и решению операторных уравнений.

Объектом исследования являются замкнутые операторы в банаховом
пространстве, спектр которых не пересекается с данным промежутком.

Предметом исследования являются функциональные исчисления за-
мкнутых операторов в банаховом пространстве, спектр которых не пересе-
кается с данным промежутком, использующие в качестве символов классы
функций Маркова и связанные с ними классы функций.

Научная новизна

Введённые в диссертации классы функций Q[a, b] и T [a, b] являются
новыми. Впервые на их основе были построены функциональное исчисление
замкнутых неограниченных операторов в банаховых пространствах, спектр
которых не пересекается с отрезком [a, b] (Q[a, b]-исчисление), и исчисление
замкнутых неограниченных операторов, спектр которых не пересекается с
промежутком [a, b) ( Qb-исчисление).

3



Положения, выносимые на защиту

1. Введение новых классов функций Q[a, b] и T [a, b], связанных с клас-
сом R[a, b] функций Маркова и классом S[a, b] М. Г. Крейна, доказательство
теорем об интегральном представлении функций введенных классов и описа-
ние их свойства, дающих возможность использовать их в качестве символов
функциональных исчислений. Ранее классы Q[a, b] и T [a, b] не рассматрива-
лись.

2. Построение функционального исчисления (Q[a, b]-исчисления) за-
мкнутых операторов в банаховом пространстве, спектр которых не пересека-
ется с отрезком [a, b], использующее класс символов Q[a, b]; доказательство
теорем обращения, об отображении спектров, правила умножения, свойств
непрерывности, единственности, устойчивости для этого исчисления. Ранее
подобное исчисление не рассматривалось.

3. Распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс операторов,
спектр которых не пересекается с данным промежутком, содержащий все
слабо негативные (Qb-исчисление); доказательство для построенного исчис-
ления теорем обращения, об отображении спектров, свойства непрерывности,
единственности, устойчивости, правила умножения. Ранее в этом направле-
нии было известно исчисление Ф. Хирша, оперирующее более узким классом
операторов (но более широким классом символов), чем Qb-исчисление.

Личный вклад соискателя учёной степени

Основные результаты, приведенные в диссертации, получены автором
самостоятельно. Роль научного руководителя А. Р. Миротина состояла в вы-
боре направления исследований, постановке рассмотренных в диссертации за-
дач, анализе полученных результатов. В совместных работах основные идеи
и методы принадлежат научному руководителю, а их реализация — соиска-
телю. Остальные работы соискателя опубликованы без соавторов.

Апробация диссертации и информация об использовании её
результатов

Результаты диссертации докладывались на следующих конференциях:
- Республиканская научная конференция студентов и аспирантов Рес-

публики Беларусь НИРС-2011, 18 октября 2011 г., Минск;
- XV Республиканская научная конференция студентов и аспирантов

Новые математические методы и компьютерные технологии в проектирова-
нии, производстве и научных исследованиях (март 2012 г., ГГУ им. Ф. Ско-
рины);
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- XI Белорусская математическая конференция (ноябрь 2012 г., БГУ)
[13];

- XVI Республиканская научная конференция студентов и аспирантов
Новые математические методы и компьютерные технологии в проектирова-
нии, производстве и научных исследованиях (март 2013 г., Г Г У им. Ф. Ско-
рины);

- Республиканская научно-методическая конференция молодых учёных
(май 2013 г., БрГУ им. А. С. Пушкина);

- Крымская международная математическая конференция (сентябрь
2013 г., г. Судак);

- XVII Республиканская научная конференция студентов и аспирантов
Новые математические методы и компьютерные технологии в проектирова-
нии, производстве и научных исследованиях (март 2014 г., Г Г У им. Ф. Ско-
рины);

- Четвёртая международная научная конференция: "Современные
методы и проблемы теории операторов и гармонического анализа и их
приложения-IV"(27 апреля— 1 мая 2014 года Южный федеральный универ-
ситет при участии НОУ "Учебный центр "Знание Ростов-на-Дону).

Результаты диссертации вошли в состав трёх заключительных отчетов
по НИР. Они также докладывались на научных семинарах в Белорусском
государственном университете, Гродненском государственном университете
им. Я. Купалы и Гомельском государственном университете им. Ф. Скорины.

Опубликование результатов диссертации

Результаты диссертации опубликованы в 15 научных работах. Из них 6
статей в научных журналах в соответствии с пунктом 18 Положения о при-
суждении ученых степеней и присвоении ученых званий в Республике Бела-
русь (общим объёмом 2,91 авторских листа), 5 статей в сборниках научных
трудов и материалов конференций, 4 тезисов докладов.

Структура и объём диссертации

Диссертационная работа состоит из перечня условных обозначений, вве-
дения, общей характеристики работы, трех глав, заключения и библиографи-
ческого списка. Полный объем работы составляет 107 страниц, в том числе
5 рисунков на 3 страницах. Библиографический список состоит из 71 наиме-
нования, включая 15 публикаций соискателя.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основные научные результаты диссертации

1. Введены новые классы функций Q[a, b] и T [a, b], состоящие из функ-
ций вида 1/g, где g пробегает класс R[a, b] функций Маркова (соответственно
класс S[a, b] М.Г. Крейна), найдены интегральные представления функций
введенных классов, а также исследованы их свойства, в частности, свойство
симметрии классов Q[a, b] и R[a, b], выражающееся в наличии в этих классах
инволюции [1, 3, 12].

2. Построено новое функциональное исчисление (Q[a, b]-исчисление) за-
мкнутых операторов в банаховом пространстве, спектры которых не пере-
секаются с отрезком [a, b], использующее класс символов Q[a, b]; доказаны
теоремы обращения, об отображении спектров, о сложной функции, прави-
ла умножения, свойства непрерывности, единственности, устойчивости для
этого исчисления. Выяснены связи этого исчисления с исчислением Хирша.
В ходе исследования были введены вспомогательные исчисления с класса-
ми символов S[a, b] и T [a, b], необходимые для доказательства теоремы обра-
щения в Q[a, b]-исчислении. Полученные результаты применены к вопросам
обратимости операторов и решению операторных уравнений [2, 3, 7, 8, 11, 13].

3. Построено распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс опе-
раторов, спектры которых не пересекаются с данным полуоткрытым проме-
жутком, содержащий все слабо негативные (Qb-исчисление); для этого ис-
числения доказаны теоремы обращения, об отображении спектров, свойства
непрерывности, единственности, устойчивости, правила умножения. Свой-
ства Qb-исчисления выводятся из свойств другого определенного и иссле-
дованного в диссертации исчисления, названного Rb-исчислением. Показа-
но, что Qb-исчисление оперирует с более широким классом операторов (но
несколько более узким классом символов), чем исчисление Хирша. Результа-
ты также применены к вопросам обратимости операторов и решению опера-
торных уравнений [4–6, 9, 10, 14, 15].

Построенные исчисления дополняют и развивают известные и согла-
сованы с ними. Принципиально новым в работе является введение классов
символов Q[a, b] и T [a, b] и построение на их основе развернутых функцио-
нальных исчислений для введенных в работе новых классов неограниченных
операторов в банаховых пространствах.

Рекомендации по практическому использованию результатов
Работа носит теоретический характер. Ее результаты могут быть ис-

пользованы в теории функций и теории операторов в банаховых простран-
ствах, для вычисления спектров, нахождения обратных операторов, а также
в вопросах разрешимости операторных уравнений. Они могут применяться в
учебном процессе при чтении спецкурсов.
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РЭЗЮМЭ

Атвiноўскi Аляксандр Аляксеевiч

Функцыянальныя злiчэннi на аснове функцый Маркава
i звязаных з iмi класаy̆ функцый

Ключавыя словы: функцыянальнае злiчэнне, замкнутый аператар, ба-
нахава прастора, функцыя Маркава, клас Крэйна, злiчэнне Хiрша, аператар-
нае ўраўненне.

Мэтай дысертацыйнай работы з’яўляецца пабудова функцыянальнага
злiчэння замкнутых аператараў у банахавай прасторы, рэзальвентнае мно-
ства якiх змяшчае дадзеных прамежак, якое выкарыстоўвае ў якасцi сiмва-
лаў класы функцый Маркава i звязаныя з iмi класы функцый.

У працы выкарыстаны метады тэорыi функцый, тэорыi аператараў, а
таксама тэорыiiнтэгральных пераўтварэнняў.

У дысертацыйнай працы ўпершыню пабудавана разгорнутае функцыя-
нальнае злiчэнне (Q[a, b]- злiчэнне) замкнутых аператараў у банахавай прас-
торы, спектры якiх не перасякаюцца з адрэзкам [a, b], якое выкарыстоўвае
клас сiмвалаў Q[a, b], якi раней не разглядаўся. Даказаны тэарэмы зваротна-
сцi, аб адлюстраваннi спектраў, аб складанай функцыi, правiлы множання,
уласцiвасцi бесперапыннасцi, адзiнасцi, устойлiвасцi для гэтага злiчэння. Вы-
светлены сувязi гэтага злiчэння са злiчэннем Хiрша. У працэсе даследавання
былi ўведзены дапаможныя злiчэннi з класамi сiмвалаў S[a, b] i T [a, b], неаб-
ходныя для доказу тэарэмы зваротнасцi Q[a, b]-злiчэннi, даказана згоднасць
пабудаваных злiчэнняў з галаморфным злiчэннем. Атрыманыя вынiкi пры-
менены да пытанняў зваротнасцi аператараў i рашэння аператарных ураў-
ненняў.

Пабудавана распаўсюджанасць Q[a, b]-злiчэння на шырокi клас аперата-
раў, спектры якiх не перасякаюцца з дадзеным прамежкам, якi (клас) утрым-
лiвае усе слаба негатыўныя (Qb-злiчэнне); для гэтага злiчэння даказаны тэар-
эмы зваротнасцiаб адлюстраваннi спектраў,уласцiвасцi бесперапыннасцi, ад-
зiнасцi, правiлы множання. Уласцiвасцi Qb-злiчэння выводзяцца з уласцiвас-
цей iншага вызначанага i даследаванага ў дысертацыi злiчэння, названага Rb-
злiчэннем. Паказана, што Qb-злiчэнне прымянiма да больш шырокага класа
аператараў (але больш вузкага класа сiмвалаў), чым злiчэнне Хiрша. Вынiкi
таксама прыменены да пытанняў зваротнасцi аператараў i рашэння апера-
тарных ураўненняў.

Дысертацыя мае тэарэтычны характар, практычная значнасць вынiкаў
вызначаецца магчымасцю iх выкарыстання для развiцця тэорыi функцый i
тэорыi аператараў у банаховых прасторах.
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РЕЗЮМЕ

Атвиновский Александр Алексеевич
Функциональные исчисления на основе функций Маркова

и связанных с ними классов функций

Ключевые слова: функциональное исчисление, замкнутый оператор,
банахово пространство, функция Маркова, класс Крейна, исчисление Хирша,
операторное уравнение.

Целью диссертационной работы является построение функционального
исчисления замкнутых операторов в банаховом пространстве, резольвентное
множество которых содержит данный промежуток, использующего в каче-
стве символов классы функций Маркова и связанные с ними классы функ-
ций.

В работе использованы методы теории функций, теории операторов, а
также теории интегральных преобразований.

В диссертационной работе впервые построено развёрнутое функциональ-
ное исчисление (Q[a, b]-исчисление) замкнутых операторов в банаховом про-
странстве, спектры которых не пересекаются с отрезком [a, b], использующее
класс символов Q[a, b], который ранее не рассматривался. Доказаны теоремы
обращения, об отображении спектров, о сложной функции, правила умно-
жения, свойства непрерывности, единственности, устойчивости для этого ис-
числения. Выяснены связи этого исчисления с исчислением Хирша. В про-
цессе исследования были введены вспомогательные исчисления с классами
символов S[a, b] и T [a, b], необходимые для доказательства теоремы обраще-
ния в Q[a, b]-исчислении, доказана согласованность построенных исчислений
с голоморфным исчислением. Полученные результаты применены к вопросам
обратимости операторов и решению операторных уравнений.

Построено распространение Q[a, b]-исчисления на широкий класс опера-
торов, спектры которых не пересекаются с данным промежутком, содержа-
щий все слабо негативные (Qb-исчисление); для этого исчисления доказа-
ны теоремы обращения, об отображении спектров, свойства непрерывности,
единственности, устойчивости, правила умножения. Свойства Qb-исчисления
выводятся из свойств другого определенного и исследованного в диссерта-
ции исчисления, названного Rb-исчислением. Показано, что Qb-исчисление
применимо к более широкому классу операторов (но более узкому классу
символов), чем исчисление Хирша. Результаты также применены к вопросам
обратимости операторов и решению операторных уравнений.

Диссертация носит теоретический характер, практическая значимость
результатов определяется возможностью их использования для развития тео-
рии функций и теории операторов в банаховых пространствах.
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SUMMARY

Atvinowski Alexandr

Functional calculuses
based on Markov functions and related functional classes

Keywords: functional calculus, closed unbounded operators, Banach space,
Markov function, Krane class, Hirsch functional calculus, operator equations,
fractional powers of operators.

The aim of the thesis is to build a functional calculus of closed operators in
a Banach space, whose resolvent set contain a given interval. Classes of Markov
functions and related classes of functions are used as symbols of this functional
calculus.

We used the methods of function theory, operator theory and the theory of
integral transforms.

In the thesis the functional calculus (Q[a, b] - calculus) of closed operators
in a Banach space whose spectra do not overlap with the segment [a, b], using
the class Q[a, b] of symbols is built for the first time. This functional calculus
had not previously considered. Theorems about the inverse operator, the spectral
mapping theorem, a composition theorem, multiplication rules, properties of
continuity, of uniqueness, and on the stability of this calculus were proved. The
connection of this calculus to the calculus of Hirsch was explained. In the study the
auxiliary functional classes of symbols S[a, b] and T [a, b] were introduced, which
are necessary to prove the theorem about the inverse operator in Q[a, b] - calculus.
The consistency was proved of these calculuses with holomorphic calculus. The
results are applied to the problems of reversibility of operators and to solution of
operator equations.

The generalization of Q[a, b]-calculus to a wide class of operators whose
spectra do not overlap with the interval containing all weakly negative operators
(Qb calculus) was built. For this calculus theorems about the inverse operator, the
spectral mapping theorem, a composition theorem, multiplication rules, properties
of continuity, of uniqueness, and the theorem on the stability of this calculus were
proved. The properties of Qb-calculus derived from the properties of some other
calculus defined and investigated in the dissertation, called Rb calculus. It is shown
that Qb calculus is applicable to a wider class of operators (but more narrow class
of symbols) that the calculus of Hirsch. The results also applied to problems of
reversibility of operators and solution of operator equations.

The thesis is theoretical, the practical significance of the results is determined
by the possibility of their use for the development of the theory of functions and
the theory of operators in Banach spaces.
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