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Предлагаемый курсъ Алгебры во многомъ выгодно отли
чается отъ существующихъ у насъ оригинальныхъ и компи- 
лятивныхъ руководствъ по этому предмету, на каждомъ 
шагу обличая въ автора редкое соединеше свойствъ ученаго 
и учителя. Излагая тотъ или другой вопросъ, доказывая то 
или другое предложеше, авторъ достигаетъ своей цйли всегда 
кратчайшимъ путемъ и вездй «обращаетъ внимаше на сущ
ность д£ла, а не на второстепенныя подробности, которымъ, 
къ сожал'Ьнш отводится иногда такъ много м^ста нашими 
составителями учебниковъ. Въ этомъ отношенш достаточно 
указать на вопросъ о скобкахъ, которому у насъ особенно 
посчастливилось. Этотъ побочный вопросъ алгебраической 
техники, съ которымъ можно знакомиться попутно и посте
пенно, разросся у насъ до нев'Ьроятныхъ разм&ровъ и запо- 
лонилъ даже учебники и задачники по начальной ариометикй, 
гдЬ прежде объ немъ не было и помину. Нечего и говорить, 
что вс£ эти упражнешя со скобками въ ариеметикЬ совер
шенно безполезны, вовсе не достигаютъ предположенной 
Ц’Ьли и составляютъ лишь ненужный балластъ.

Учебный матер!алъ расположенъ у Тодгентера такъ, 
что онъ всегда посиленъ читателю и не можетъ затруднить 
его обшиемъ подробностей. Въ т'Ьхъ случаяхъ, когда автору 
нужно было развить известный вопросъ, онъ посвящаетъ 
ему новую главу впослйдствш, когда силы читателя значи
тельно возрастутъ. Поэтому предлагаемое руководство, 
служа отличнымъ пособ1емъ при прохожденш алгебры въ 
учебномъ заведенш, особенно пригодно для изучетя этого 
предмета безъ помощи наставника, такъ что можетъ счи
таться наилучшимъ изъ самоучителей. Такой здраво-практи-



честй народъ какъ англичане, давно уже перестали смо
треть на учебныя руководства какъ на д^тстя июношесмя 
книги; они назначаютъ свои учебники не исключительно 
для школьниковъ, а и для взрослыхъ людей, для всего об
щества, потому что не всяшй можетъ получить достаточно 
полное образоваше въ детстве и отрочестве, а между гЗшъ 
впоследствш у него можетъ явиться желаше познакомиться 
съ тою или другою отраслью знашя. Наши учебники и въ 
этомъ отношенш составляютъ совершенную противополож
ность, такъ какъ представляютъ собою чисто дйтсюя или 
школьныя книжки. У насъ учебники, напр., географш или 
грамматики таковы, что взрослому человеку ихъ совестно 
взять въ руки, если бы ему захотелось о чемъ нибудь спра
виться въ нихъ. Предлагаемая книга совершенно свободна 
отъ этого недостатка и никогда не приведетъ въ смущеше 
обращающагося къ ней, хотя бы онъ уже давнымъ-давно 
переросъ школьный возрастъ.

Какъ бы ни были хороши школы— а имъ остается еще 
очень многаго желать, но наиболее основательное знаше 
всегда будетъ пр1обр£таться людьми самостоятельно; такое 
знаше— самое прочное, да и самое плодотворное. Поэтому 
намъ кажется, что книги, составленныя выдающимися 
людьми и могупця служить самоучителями, полезнее многихъ 
банальныхъ учебниковъ.

Въ книге Тодгентера читатель найдетъ не мало такого, 
чего онъ не встретить ни въ одномъ учебнике алгебры, не 
говоря уже о такихъ главахъ, какъ теор1я чиселъ и Teopifl 
вероятностей, никогда еще не попадавшихъ въ наши эле
ментарные учебники, хотя имъ давно бы уже следовало 
тамъ быть. Благодаря этимъ особенностямъ, предлагаемая 
книга можетъ оказаться полезной и при слушанш более 
обширнаго курса математики, чемъ гимназическш, или по 
крайней мере послужить желательнымъ дополнешемъ къ 
последнему.

Е. Предтеченсш.



Настоящее сочииеше содержитъ въ себе все нредложе- 
шя, обыкновенно включаемыя въ руководства по Начальной 
Алгебре, и снабжено обширнымъ собрашемъ примеровъ.

Главнейшимъ моимъ старашемъ было сделать изложеше 
какъ можно более понятнымъ. Необходимо пр1учать уча
щихся внимательно относиться къ языку употребляемой ими 
книги, чтобы они могли быть уверены въ ея понимаши, или 
могли бы точно указать, где начинаются для нихъ затруд- 
нешя. Поэтому языкъ долженъ быть простой и точный; при- 
чемъ крайне важно, чтобы кажущаяся краткость не достига
лась на счетъ ясности.

Но стремясь сделать изложеше возможно более понят
нымъ, надеюсь, я не причинилъ этимъ ущерба строгости 
доказательствъ и не сократилъ объема предмета. Напротивъ 
мне кажется, что въ обоихъ этихъ отношешяхъ я наверное 
переступилъ ту границу, которая была проведена прежними 
составителями начальныхъ руководствъ.

Предлагаемая книга разделена на большое число главъ, 
причемъ каждая изъ нихъ, на сколько это возможно, вполне 
закончена. Такимъ образомъ учащемуся не придется усваи
вать слшпкомъ много въ одинъ разъ; а если ему не удастся 
вполне понять какую-нибудь главу, то это не помешаетъ 
ему перейти къ следующей, отложивъ трудности до более 
благопр1ятнаго времени. Последнее особенно важно для 
техъ, кто учится безъ помощи учителя.



VI ПРЕДИСЛОВИЕ СОСТАВИТЕЛЯ.

Порядокъ, въ которомъ слйдуютъ различныя главы, до 
некоторой степени произволенъ, потому что мйсто, которое 
должна занимать та или другая изъ нихъ, зависитъ частью 
отъ ея трудности, частью-же отъ ея важности. Но такъ какъ 
каждая глава почти независима отъ другой, то преподава
тель можетъ и не держаться порядка, принятаго въ книг£, 
и избрать другой— по его желанно.

Примеры подобраны съ ц&лью пояснить каждый отдйлъ 
предмета, и такъ какъ все число ихъ болйе двухъ тысячъ., 
то я над-Ьюсь, что они представятъ достаточно матер1ала для 
упражнешя учащагося. Очень сложныхъ и трудныхъ задачъ 
я изб'Ьгалъ, потому что онй требуютъ много времени и труда, 
который съ бблыпею пользою, можно затратить на друпя 
отрасли математики. Каждый рядъ прим’Ьровъ старательно 
подобранъ и начинается съ очень простыхъ, за которыми 
сл'Ьдуютъ постепенно друпе, уже не столь легк1е. Задачи, 
озаглавленный Разные примгъры, а равно и нйкоторыя изъ 
задачъ при другихъ главахъ учащШся, при первомъ чтенш, 
можетъ пропускать. Отв&гы къ примйрамъ съ указашемъ р£- 
шешя нйкоторыхъ изъ нихъ, гд'Ь это было нужно, даны въ
КОНЦ'Ь книги.

Теперь укажу на источники, которыми я пользовался 
при составленш этого руководства.

Алгебра Вуда уже такъ давно принята учебникомъ въ 
Англш, что сделалась теперь общественнымъ достояшемъ, 
и составитель новаго руководства, какъ это хорошо известно 
всякому преподавателю, естественно долженъ стараться до 
некоторой степени пользоваться ею. Первое издаше этого 
руководства появилось въ 1795 году, а десятое—въ1835г.; 
десятое издаше было посл&днимъ, вышедшимъ при жизни 
д-ра Вуда. Главы объ ирращональныхъ величинахъ, о крат- 
номъ отношенш и пропорцш почти ц'Ьликомъ заимствованы 
мною изъ Алгебры Вуда. Точно также я часто привожу и 
примеры изъ Вуда —  какъ въ текстй, такъ и въ собра- 
нш задачъ. Кромй того и при установлеши правилъ въ 
элементарной части моей книги я часто слйдовалъ Вуду, 
какъ напримйръ при изложенш правила дйлешя много-
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членовъ; правила эти должны быть почти тожественными 
во вс^хъ руководствахъ по Алгебре. Я  охотно воспользо
вался- бы авторитетомъ д-ра Вуда и въ большей степени, но 
требовашя, предъявляемые къ алгебре при настоящемъ со
стоянии математическаго образовашя, делаютъ это невозмож- 
нымъ. Десятое издаше Алгебры Вудасодержитъ въ себ^меньше 
.половины того, что заключается въ настоящемъ руководстве, и 
половина этого посвящена предметамъ, изучаемымъ теперь 
по другимъ руководствамъ и относимымъ обыкновенно къ 
Ариеметикй, къ Теорш уравненш, къ Приложенио Алгебры 
къ Геометрш и отчасти къ Суммованш рядовъ. Большая 
часть остального матер!ала по своей краткости и неполнота 
теперь уже не можетъ удовлетворить потребностямъ уча
щихся. Такимъ образомъ въ итоге осталось лишь немного 
страницъ, которыя я счелъ полезнымъ удержать изъ Алгебры 
Вуда.

При добавлешяхъ къ этому я пользовался главнымъ обра
зомъ Руководствомъ по ариеметикЬ и алгебре изъ «Библм- 
теки полезныхъ знашй», а также сочинениями Бур дона, 
Лефебюра*де-Фурси, Майера и Шоке, и Шломильха. Съ 
большою пользою я прочиталъ равнымъ образомъ и Алгебру 
профессора де-Моргана, а также друйя его сочинешя, касаю- 
пцяся алгебры.

Въ н^которыхъ случаяхъ я справлялся съ Алгеброй Вуда, 
изданной Лёндомъ въ 1841 г., съ Алгеброй Гайнда, 1841 г., 
съ Алгеброй Еоленсо, 1849 г., и съ Начальнымъ курсомъ 
Математики Гудвина, 1853 г.

Хотя я не колеблясь заимствовалъ нужное для меня у 
вышеупомянутыхъ авторовъ, но настоящее сочинеше заклю- 
чаетъ въ себе много такого .> что принадлежитъ исключи
тельно мне; и я уверенъ, что моя Алгебра, какъ убедятся 
въ этомъ читатели, содержитъ въ себе новаго и оригиналь- 
наго больше, чемъ друия распространенныя въ Англш со- 
чинешя этого рода. Впрочемъ оригинальность въ элементар- 
иыхъ сочинешяхъ редко можетъ быть полезной, и выпуская 
въ светъ первое издаше моей Алгебры, я несколько опасался 
за то, не слишкомъ-ли я уклонился отъ принятыхъ спосо-



бовъ. Поэтому я съ болыпимъ удовольств1емъ узналъ о благо- 
пр1ятныхъ отвывахъ уважаемыхъ преподавателей какъ о 
всемъ моемъ руководстве вообще, такъ и о томъ, что въ 
немъ есть моего собственнаго.

%

Настоящее издаше было тщательно пересмотрено, при- 
чемъ были прибавлены две новыя главы и вставлено триста 
разныхъ примеровъ, собранныхъ въ группы по десяти 
примеровъ въ каждой. Первая сотня примеровъ отно
сится къ первымъ двадцати главамъ книги; вторая сотня 
приложена къ концу сороковой главы и наконецъ последняя 
относится ко всей книге.

Изъявляю мою благодарность многимъ уважаемымъ ма- 
тематикамъ, номогшимъ мне своими советами, которыми я 
и воспользовался; произведенныя въ книге улучшешя, мне 
кажется, с делаютъ ее еще более удобной для употреблешя 
при обучеши и более достойной того одобрешя, какого она 
удостоилась.

Моему руководству по Теорш уравненш я придалъ форму 
продолжешя Алгебры; такъ что учапцйся можетъ перейти 
къ нему, какъ къ естественному продолженш этого.

Y III  ПРЕДИСЮВ1Е СОСТАВИТЕЛЯ.
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А Л Г Е Б Р А .

П А В А  I.

ОпредЬ лею я  и обозначение.
1. Способъ разсуждать о числахъ съ помощью буквъ, употребляе

мыхъ для обозначешя чиселъ, и знаковъ, употребляемыхъ для обозна
чешя соотношешй между ними, называется Алгеброй.

2. Числа, представляемый буквами, могутъбыть или извгъстными, 
или еще только искомыми, а следовательно неизвестными. Dpi [НЯТО 
означать извгъстныя числа первыми буквами латинской азбуки: а, 6, с, 
а неизвгъстныя числа—последними буквами: х, у, z. Впрочемъ это не 
составляетъ обязательнаго правила и нйтъ никакой особой надобности 
строго держаться этого.

Числа могутъ быть или целыми, или дробными. Слово количество 
часто употребляется какъ равнозначущее со словомъ число. Слово цп>- 
лое часто употребляется вместо словъ цгьлое число.

3. Знакъ -н обозначаете, что число, предъ которымъ онъ стоитъ, 
прикладывается къ другому. Такъ а-+-Ъ означаетъ, что число, пред
ставляемое буквой Ъ, прикладывается къ числу, представляемому бук
вой а. Если а представляетъ 9, а Ъ представляетъ 3, то a-t-Ъ пред
ставить 12. Знакъ -+- называется знакомь плюсъ, и a-t-b читается: 
«а плюсъ Ъ>.

Подобнымъ образомъ а-н&ч-с означаетъ, что къ а мы должны при
ложить Ъ, и затЬмъ къ результату приложить с.

4. Знакъ — означаетъ, что число, предъ которымъ онъ стоитъ, 
вычитается. Такъ а—Ъ означаетъ, что число, представляемое бук
вой Ъ, должно вычесть изъ числа, представляемаго буквой а. Если а 
представляетъ 9, а Ъ представляетъ 3, то а— Ъ представить 6. 
Знакъ — называется знакомь минусъ, и а—Ь читается: «а ми
ну съ Ь».

Алгебра.
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Подобнымъ образомъ а— Ъ—с означаетъ, что изъ а должно вы
честь Ъ и потомъ изъ результата вычесть с; а-ь-Ъ— с означаетъ, что 
мы должны къ а прибавить Ъ и вычесть изъ этой суммы с; а—&ч-с
означаетъ, что изъ а мы должны вычесть Ъ и потомъ къ полученному 
приложить с.

5. Знакъ X  означаетъ, что числа, между которым 
быть

онъ стоить
должны оыть перемножены. Такъ аХЪ  означаетъ, что число, пред
ставляемое буквой а, должно быть умножено на число, представляемое 
буквой Ь. Если а представляетъ 9, а Ъ представляетъ 3, то аХЪ  пред
ставить 27. Знакъ X  называется знакомь умножетя, и ахЪ  чи
тается: «а у множенное наЪ». Подобнымъ образомъ аУ(ЪХс означаетъ 
произведете чиселъ, представляемыхъ буквами а, Ъ и с.

Нужно заметить, что знакъ умножетя для краткости часто опу
скается; такъ вместо ахЪ  употребляется, въ томъ-же самомъ значе- 
нш, аЪ; точно также аЪс употребляется вместо ахЪ Х с. Иногда 
знакъ X  заменяется точкой; такъ, вместо ахЪ  пишутъ а.Ъ  Но 
точка зд'Ьсь излишня, потому что, какъ мы уже сказали, вместо 
ахЪ  употребляется просто пЪ. Шзтъ надобности также ставить точку 
или знакъ X  между числомъ, выраженнымъ обыкновенеымъ образомъ 
посредствомъ цифры, и другимъ числомъ, представленнымъ буквой; такъ 
напримЗгръ, вместо 3 X  а употребляется За и им'Ьетъ то-же самое зна- 
чете.

Знака умножетя нельзя опускать, когда числа выражены цифрами 
обыкновеннымъ образомъ. Такъ 45 не можетъ употребляться для выра- 
жетя произведетя 4 на 5, потому что этому сочетание цифръ уже 
присвоенъ совершенно особый смыслъ, именно оно означаетъ сорокъ пять. 
Такимъ образомъ произведете 4 на 5 мы должны выразить 4X5 или
4. 5. Чтобы не смешивать точку, употребляемую какъ знакъ умноже- 
жетя, съ точкой, употребляемой при обозначены десятичныхъ дробей, 
было-бы благоразумно ставить последнюю точку нисколько выше; такъ 
4‘5 можно было-бы сохранить для обозначетя 4-»-Т5о.

6 . Знакъ : показываетъ, что стоящее предъ нимъ число должно 
разделить на число, следующее за нимъ. Такъ а : Ъ означаетъ, что 
число, представляемое буквой а, должно быть разделено на число, 
представляемое буквой Ь. Если а означаетъ 9, а Ъ означаетъ 3, то а :Ъ  
представить 3. Знакъ : называется знакомь дгьлетя, и а : Ь чи
тается: «а дгьленное на Ь». Существуетъ еще и другой способъ для 
обозначетя того, что одно число разделено на другое: делимое поме
чается надъ дйлителемъ и между ними ставится черточка. Такъ озна-

чете -- употребляется вместо а : Ъ и имйетъ то-же самое значете.
7. Знакъ = показываетъ, что числа, между которыми онъ постав- 

ленъ, равны между собою. Такъ а=Ь показываетъ, что число, пред
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ставляемое буквой а, равно числу, представляемому буквой Ъ, то-есть, 
что а и Ъ представляютъ одно и то-же число. Знакъ — называется 
знакомь равенства, и а=*Ъ читается: «а равно Ь» или «а рав
няется Ь>.

8. Разность двухъ чиселъ означается иногда знакомь такъ 
а^Ъ означаетъ разность чиселъ, представляемыхъ буквами а и &, и 
равняется или а—Ь, или Ъ— а, смотря по тому, будетъ-ли а больше Ъ 
ми меньше Ъ.

9. Знакъ > означаетъ слово больше, а знакъ < означаетъ— меньше; 
такъ а>Ъ означаетъ, что число, представляемое буквой а, больше 
числа, представляемаго буквой Ъ\ а Ь<а означаетъ, что число, пред
ставляемое буквой Ъ, меньше числа, . представляемаго буквой а. Та- 
кимъ образомъ у обоихъ знаковъ отверспе угла обращено къ боль
шему числу.

10. Знакъ употребляютъ иногда для замены словъ слгьдова- 
тельно или поэтому; а знакъ V для замены слова такъ какъ.

11. Когда нисколько членовъ должны быть взяты вместе, то ихъ 
заключаютъ въ скобки. Такъ (а—b-+-c)X(d+e) означаетъ, что число, 
представляемое выражешемъ а— &ч-с, должно умножить на число, 
представляемое выражешемъ d-t-e. Это можно написать еще такъ: 
(a-b-*-c)(d-t-e). Необходимость скобокъ можно видеть изъ срав- 
нешя даннаго сейчасъ выражешя съ выражешемъ (а—
это последнее означаетъ, что число, представляемое выражешемъ 
а— нужно умножить на d, после чего къ произведешю придать е.

Иногда вместо скобокъ проводится надъ тЗши числами, которыя 
должны быть взяты вместе, горизонтальная черта (vinculum). Такъ
а— Ъ-t-cxd-t-e употребляется въ томъ-же самомъ смысле, какъ
(а—&н-с)Х(с?н-е).

12. Буквы азбуки и знаки, приведенные и объясненные выше, 
вместе съ теми, которые могутъ встретиться впоследствш, называются 
вообще алгебраическими символами, такъ какъ они представляютъ собою 
предметы, о которыхъ намъ приходится разсуждать.

Всякая совокупность алгебраическихъ символовъ называется алге- 
браическимъ выражешемъ, или просто выражешемъ, или еще фор
мулой. Алгебраическое выражеше называется иногда алгебраическимъ 
количествомъ или короче—просто количествомъ.

13. Те части алгебраическаго выражешя, которыя соединяются 
другъ съ другомъ знаками-ни—, называются его членами. Когда вы
ражеше состоитъ изъ двухъ членовъ, оно называется двучленнымъ 
выражешемъ или просто двучленомъ; когда оно состоитъ изъ трехъ 
членовъ то называется трехчленнымъ выражешемъ пли трехчле-
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номъ, и вообще выражете, седержащее нисколько членовъ, называется
многочленнымъ выражете мъ, многочленомъ или еще полиномомъ.
Когда выражете не содержитъ въ себе частей, соединенныхъ зна- 
ками-+-или— , то оно можетъ быть названо простымъ выражетемъ, 
и его можно разсматривать какъ состоящее изъ одного члена и назы
вать одночленомъ.

Такъ аЬс есть простое или одночленное выражете; аЪс-*-х бу- 
детъ двучленное выражете, въ которомъ аЪс будетъ одинъ членъ, а 
х другой членъ; db-ь-ас— Ъс будетъ трехчленное выражете, въ кото- 
ромъ членами будутъ ab, ас и Ъс.

14. Когда число состоитъ изъ произведетя двухъ или более чи- 
селъ, то каждое изъ послед нихъ называется производителемъ этого 
числа. Такъ а, Ъ и с суть производители или множители числа аЪс.

15. Въ произведены одинъ изъ множителей можетъ быть числомъ х 
представленнымъ аривметически, а другой числомъ, представленнымъ 
алгебраически, т. е. одной или нисколькими буквами; въ такомъ случай 
первый множитель называется коэффищентомъ последним. Такъ въ 
произведены ЧаЪс множитель 7 называется коэффищентомъ множитель- 
аЪс. ВД  нетъ никакого численнаго множителя, мы можемъ дополнять 
произведете множителемъ единицей; такъ мы можемъ говорить, что 
произведете аЪс имеетъ коэффищентомъ единицу.

Но и когда произведете представлено чисто алгебраически, одинъ 
изъ его множителей можетъ называться коэффищентомъ остальныхъ 
множителей. Такъ въ произведены аЪс мы можемъ называть а 
коэффищентомъ Ъс или Ъ коэффищентомъ ас, или с коэффищен
томъ ab. Если нужно отличить такое употреблете слова коэффи- 
щентъ отъ предыдущаго, то последтй коэффищентъ можно называть 
буквеннымъ коэффищентомъ, а прежтй — численнымъ коэффи
щентомъ.

16. Если число умножается само на себя несколько разъ, то про
изведете называется степенью этого числа. Такъ а Х а  называется 
второю степенью а; а X  а X  а называется третьею степенью а; 
a X c tX a X a  называется четвертою степенью а; и такъ далее. Самое 
число а называется первою степенью а,

17. Какая-либо степень количества обыкновенно выражается по
становкой надъ количествомъ числа, показывающаго, сколько разъ оно 
берется множителемъ для составлешя произведетя. Такъ а2 принято 
для выражетя а'Ха; точно также а3 употребляется вместо а Х ^ Х а ; 
а* вместо аХ «Х с*Х «, и такъ далее. И а1 можетъ употребляться для 
означетя первой степени а, т. е. самого а; иначе сказать, а1 имеетъ 
тотъ-же смыслъ, какъ и а.

Числа, помещаемый надъ количествомъ для выражетя степеней
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этого количества, называются экспонентами, показателями степс-
V

ней, или короче—просто показателями.
18. Следовательно, содержан1е двухъ предыдущихъ статей мы мо

жемъ кратко выразить такъ: произведете п множителей, изъ которыхъ 
каждый равенъ а, выражается символомъ ап , где п называется пока- 
зателемъ или эксПонентомъ ап и представляетъ собою некоторое целое 
число.

19. Вторая степень а или а2 называется часто квадратомъ a, a 
третья степень а или а8 называется часто кубомъ а. Символъ а* чи
тается «а въ четвертой степени» или короче—«а въ четвертой».

20. Евадратнымъ корнемъ какого-нибудь даннаго числа назы
вается такое число, для котораго данное число есть квадратъ. Кубичнымъ 
корнемъ даннаго числа называется такое число, для котораго данное 
число есть кубъ, или третья степень. Корнемъ четвертой степени 
называется такое число, для котораго данное число есть четвертая 
степень; и такъ далее.

росто
сте-

21. Квадратный корень изъ числа а означается }/а  или :з
{/а. Кубичесшй корень изъ а означаетъ |/а. Корень четверто

4
пени изъ а означается [/а. И такъ далее.

Знакъ V есть видоизмененная начальная буква слова radix. Знакъ 
этотъ называется иногда радикаломъ.

22. Члены называются подобными, когда они или вовсе ничемъ 
не отличаются другъ отъ друга, или отличаются только своими числен
ными коэффицхентами; въ противномъ случае они не будутъ. подобны. 
Такъ 4а, 6а&, 9а2 и 3а2Ъс соответственно будутъ подобны съ 15а, 
3аЪ, 12а2 и \Ъа%Ьс. А члены аЪ, а %  аЪ3 и аЪс не подобны между 
собою.

23. Каждая изъ буквъ, стоящая въ алгебраическомъ произведены, 
называется измгьренгемъ произведетя, а число этихъ буквъ назы
вается степенью произведетя. Такъ а*Ъге или аХ аХ Ъ Х Ъ х Ъ Х с  
будетъ шести измеретй или шестой степени. Числевный коэффиц!ентъ 
при этомъ не принимается въ разсчетъ; такъ 9а864 и а364 будутъ оба 
одного и того-же измеретя, именно седьмого. Такимъ образомъ сте
пень члена или число измщоенш члена есть сумма показателей 
буквъ, если мы не забудемъ, что когда у известныхъ буквъ нетъ по
казателей, то надо подразумевать показателями ихъ единицу, какъ 
показано въ ст. 17.♦

24. Алгебраическое выражете называется однородными когда все 
его члены будутъ одинаковаго измереия. Такъ 7а -нЗа b-v-iabc одно
родное выражете, потому что каждый членъ его—третьяго измерена.



Слйдуюнце примеры могутъ служить для упражнетя въ приложе- 
ши предыдущихъ определетй.

ч

Примеры.
Если а = 1, Ь= 3, с—4, cl=6, е=2  и /W О, то найти численное 

значете сл^дующихъ двенадцати алгебраическихъ выражетй:
1. а-+-2Ъ-\-4с. 2. 3&-»-5й— 2е.
3. ab-*-2bc-*-3ed. 4. ac-t-4cd— 2еЪ.
5. abc-+-4bd-t-ec— fd. 6. a2-*-b2-+-c2+ f2.
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f. cd 4 be cd
6 3a 24’ 8. c*— 4c3-+-3c—6.

о ю  e3
2c— 3a V' d2-t-dc-*-c2'

3 3
11. 1/(276)— [/ (2c)-h-[/(2e). 12. |/(3bc) -+- [/(9c<2)

■|/(2e2).
13. Найти значете (9— у) * (ж-t-1 )-»-(#-*-5) >(у-*-1)— 112, если 

х= Ь  и у= Ь.
14. Найти значете выражешя х]/{х* —  8у) у [/ (оо2-*-8у), если 

#=5 и у = 3.
15. Найти значете выражешя а\/(х2— За)-+-#(/(x2-t-3a). если 

х= Ь  и а = 8.
з

16. Найти значете выражешя а-*-Ц/(х-+-у)—(а— Ъ)[/ (х—у), 
если a = 10, Ъ=8 , # = 12, у = 4.

17. Принимая а=  16, 6= 10, х=5 и у = 1, найти значете вы-
раженш (b— x)(l/a-t- &)-»-[/\(а— Ь)(х-+- у ;}

(а— у) |[/ (2бж)-ьл;2|-1-1/ {(а —х) (Ъ+у)\.
18. Принимая а—2 , 6=3, х—6 и у=  5, найти значете выраже-

3 3 3
т я  |/{(ан-&)22/|~н[/{(а-ья) (у— 2а)\-^[/\(у— Ъ)2а\.
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IV

ГЛАВА И.

ИзмЬнеше порядка членовъ Приведенie. Сложеше и
вычиташе. Скобки.

25. Когда члены какого нжбудь выражетя соединены между собою 
знакомь -н, то безразлично, въ какомъ порядкгь ихъ писать. Такъ 
а-ь-Ъ и Ъ-ьа даютъ одинъ и тотъ-же результатъ, именно сумму двухъ 
чиселъ, означенныхъ буквами а и Ъ Мы можемъ выразить это услов1е 
алгебраически такимъ образомъ:

а-+-Ъ—Ъ-ь-а.
Подобнымъ-же образомъ
а-*-Ъ-*-с=а-*-сч-Ъ=Ь-*-а-*-с=Ъ-*-с-*-а=с-л-а-ь-Ь=с-*-Ъ-*-а.

%

26. Когда какое-нибудь выражете состоитъ изъ нисколько хъ чле
новъ, предъ которыми стоитъ знакъ и изъ н’бсколъкихъ другихъ 
членовъ, предъ которыми стоитъ знакъ — , то мы можемъ писать сна
чала первые члены въ какомъ угодно порядке, а за ними вторые 
члены, тоже въ какомъ угодно порядке. Это делается очевиднымъ изъ 
техъ-же разсуждетй какъ и раньше. Такъ, напримеръ

ач-6—с—е=а-ь-Ъ— е— с—Ъ-+-а—с— е= Ъ-t-a— е— с.
27. Въ некоторыхъ случаяхъ очевидно мы можемъ изменять по- 

рядокъ впереди стоящихъ членовъ, перемешивая члены, предшествуе
мые знакомъ -н, съ членами, предъ которыми стоитъ знакъ — . Такъ 
напримеръ, если а представляетъ 10, Ъ представляетъ б и с  представ
ляетъ 5, то

а-у-Ъ— с=а— с-*-Ъ=Ъ—с-л-а.
\

Если-же а представляетъ 2, Ъ представляетъ 6 и с представляетъ
5, то при вычислены выражетя а— с-+-Ъ встретится некоторое за- 
труднете, потому что здесь очевидно требуется отнять большее число 
отъ меныпаго, именно 5 отъ 2 . Будетъ удобно допустить, что татя 
выражетя, какъ а—с-+-&, где с больше а, должны быть понимаемы 
въ томъ-же самомъ смыслгъ, какъ и ач-Ъ— с. Теперь мы покабудемъ 
употреблять татя выражетя лишь въ томъ случае, когда с меньше 
а-н&, такъ что —с не представить затруднетя. Подобно этому мы
будемъ разсматривать и выражете — Ъ-+-а тожественнымъ съ выраже- 
темъ а—Ъ. Мы возвратимся къ этому вопросу впоследствы въ главе Y.

28. Итакъ, численное значете какого нибудь выражетя остается 
однимъ и темъ-же, каковъ бы не былъ порядокъ составляющихъ его 
членовъ. Это следуетъ, какъ мы видели, частью изъ нашихъ понятйг 
о сложены и вычитаны, частш-же изъ условнаго значетя, которое мы
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приписываемъ известному выражетю, когда наши ариеметичешя по
н я т  не могутъ къ нему строго прилагаться. Подобнаго рода допуще- 
н!я называются въ алгебре вообще условиями, откуда происходить также 
и соответствующее прилагательное—условный.

29. Намъ пришлось-бы часто, какъ въ ст. 26, различать члены 
выражешя, предъ которыми стоитъ знакъ -н, отъ членовъ, предъ ко
торый стоитъ знакъ — ; поэтому допущено следующее определеше: 
Члены выражешя, предъ которыми стоитъ знакъ -+- или не стоитъ ни
какого знака, называются положительными членами; члены-же, предъ 
которыми стоитъ знакъ — , называются отрицательными членами, 
Это опред^лете вводится преимущественно для краткости, причемъ сло- 
вамъ: положительный и отрицательный не придается никакого осо- 
баго значешя, кроме того, которое заключается въ самомъ определено. 
Учаицйся долженъ заметить, что члены, не имеюшДе никакого знака, 
должны быть понимаемы такъ, какъ будто-бы они имели знакъ -н.

30. Иногда выражеше заключаете въ себе много подобныхъ чле
новъ; въ такомъ случае оно допускаетъ упрощеше. Напримеръ, раз- 
смотримъ выражеше 4а % —За2с-+-9ас2—-2а3Ъ-+-1 а3с— 6Ъ2; это можно 
написать: 4а2Ъ —2а*Ъ-+-7сь2с— За3с-»-9ас2— 662(ст. 28). Но 4а2Ъ— 2а2Ъ 
то-же, что 2аЧ, и 7а2с— 3а2с то-же, что 4а2с. Такимъ обра- 
зомъ, выражеше это можетъ быть приведено къ более простому виду: 
2а3Ьч-4а2сч-9ас2— 6 Ъ2.

Сложение.
31. Сложете алгебраическихъ выражетй состоитъ въ писанги 

членовъ последовательно другъ за другомъ съ тгьми знаками, каше 
предъ ними стоять.

Действительно, положимъ, что намъ нужно приложить с— d-ь-е къ 
а— Ъ; это то-же самое, что приложить сн-е— d къ а— Ь (ст. 28). Но 
если мы придадимъ с-4-е къ а— 6, то получимъ а— Ъ-t-c-t-e; однако 
мы придали слишкомъ много, именно больше на d, поэтому нужно вы
честь d. Следовательно мы получимъ а—бн-сч-е—d, что будете то
же самое, какъ и а—Ъ-\-с— d-t-e] такимъ образомъ результатъ оказы
вается согласнымъ съ прежде даннымъ правиломъ. Результатъ этотъ 
называется суммой.

Мы можемъ писать его такъ:
а— &-н(с— d-v-e) = а—Ъ-\-с—d-t-e.

32. Когда складываемые члены выражешя все не подобны между 
собою, то сумма, полученная по этому правилу, не допускаетъ упро- 
щешя. Но когда въ выражетй встречаются подобные члены, то мы 
можемъ упростить его, какъ показано въ ст. 30. Такимъ образомъ мы 
приходимъ къ следующему правилу:
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Если подобные члены имтьютъ одинаковые знаки, то ихъ сумму 
мы находимъ, беря сумму коэффицгентовъ съ этимъ-же знакомь и 
присоединяя къ ней общгя всгъмъ членамъ буквы.

Прим^ръ. Сложить 5а— 36 съ 4а —76; сумма будетъ 9а— 106, 
потому что 5а и 4а вместе составляютъ 9а, а ЪЬ и 76 составляюсь' 
вместе 106.

Еще прим р̂ъ. Сложить 4а2с— lObde, 6а2с— dbde ж 11а2с— 3bde. 
Сумма будетъ 21 а2с— 22bde.

Когда подобные члены будутъ съ разными знаками, то сумму 
ихъ мы находимъ, беря разность суммы положителъныхъ и суммы 
отрицателъныхъ коэффицгентовъ со знакомь большей суммы и при
соединяя къ разности общгя всгъмъ членамъ буквы.

Пржмйръ. Сложить 7а—96 съ 56— 4а. Сумма будетъ За— 46.
Или еще: Сложить За2-н46с—-с2-ь10, 5а2-н66<м-2е2— 15 и 

4а*— 9Ьс— 10ea-f-21. Сумма будетъ 12а2-+-6с—9с2-н1б.

Вычитание.
33. Положимъ, что намъ нужно вычесть бч-сизъ а. Такъ какъ изъ 

а нужно вычесть каждое изъ чиселъ 6 и с, то въ этомъ случае ре- 
зультатъ будетъ а-—6— с, то*есть

а—(6-+-с)=а— 6—с.
Членъ б-i-с мы заключаемъ въ скобки, потому что оба числа бис 

нужно вычесть изъ а.
Подобно этому а-л-d—(6-нсн-е)=ом-е?— 6—с—е.
Положимъ теперь, что намъ нужно вычесть 6—с изъ а. Если мы 

вычтемъ 6 изъ а, то получимъ а—6; но мы такимъ образомъ вычли 
изъ а слишкомъ много, потому что намъ нужно было вычесть не 6, но
6, уменьшенное на с. Поэтому нужно увеличить найденный резуль- 
татъ на с; итакъ

а— (6—с)= а—6-ьс.
Положимъ еще, что намъ нужно вычесть 6—c—d-+-e изъ а. 

Это значить то-же самое, что и вычесть 6-ьс—с—d изъ а. Вычтемъ 
сперва 6-4-с изъ а; результатъ будетъ а—6—с; потомъ прибавимъ 
с-+-й, потому что намъ нужно было вычесть не Ъ-*-е, но 6-ье, умень
шенное на c-+-d; итакъ

а— (6—с—d-i-e) —а — 6—e-h-c-t-d
= а— Ъ-h-c-t-d—с.

34. Изъ разсмотрймя этихъ случаевъ мы ириходимъ къ следую
щему правилу для вычитатя: Нужно изменить знакъ каждаго 
члена въ вычитаемомъ выражены и потомъ приложить его къ дру
гому выраженгю. Здесь, какъ и раньте, мы предполагаемъ, что если 
предъ какимъ нибудь членомъ нетъ знака, то надо подразумевать -ь.



Напримеръ. Вычесть а—-Ъ изъ 3а-ьЬ.
В a-t-b— (а— 5) = 3а--ь5—a-t-b—l2a-+-2b.

Еще прим р̂ъ. Вычесть 5а2-ь4а&— 6ху изъ 11а2-ьЗа&—4ху. 
11а2-ьЗ аЪ— 4ху—(5а2-ь4а&—Ъху)

■=--11а2-ьЗа& —4 ху— 5а2—Aab-t-Qxy—ба2—ab-+-2xy.

С к о б к и .

35. По причин  ̂ частаго употреблешя скобокъ въ алгебраическихъ 
изследовашяхъ, полезно будетъ более подробныиъ образомъ обратить 
внимаше учащагося на правила ихъ употреблейя. Правила эти уже 
были показаны, и намъ остается только выразить ихъ словами.

Если предъ какимъ нибудь выраженгемъ, заключеннымъ въ скобки, 
стоитъ знакъ -ь, то скобки просто могутъ быть отброшены.

Такъ а— 6-ь(е— d-t-e)=a— 6-ьс—d-t-e (ст. 31).
И следовательно любое число членовъ можно заключить въ скобки, 

поставивъ предъ скобками знакъ -ь.
Такъ а— &-ье— d-t-e можно писать следующимъ образомъ:
(х~—&—ьс_ь (— tZ—ьб)jtt—d -ь(с~ьб—6), а—ь (—~d~ьс_ьв——&),

и такъ далее.
Если предъ какимъ нибудь выраженгемъ, заключеннымъ въ скобки, 

стоитъ знакъ — , то скобки могутъ быть отброшены лишь тогда, 
когда знакъ всякаго члена внутри скобокъ будетъ измгьненъ, именно 
плюсъ на минусъ, а минусъ на плюсъ.

Такъ а— (Ъ— с— d-t-e)=a— 6-ьс-ьс?— е (ст. 34).
А. следовательно, любое число членовъ въ какомъ нибудь выра- 

женги можно заключить въ скобки, поставивъ предъ скобками 
знакъ — , если только изменить знакъ каждаго члена внутри скобокъ.

Такъ а— 6-ьс-ьс?— е можно писать следующимъ образомъ: 
а— 6-ьс—(—d-i-e), а— (Ъ—с— с?-ье), а-ьс—(6—d-*-e),

и такъ далее.
36. Могутъ встречаться выражен!я, содержатся больше одной пары 

скобокъ; ташя скобки нужно раскрывать въ последовательномъ порядке 
по предыдущимъ правиламъ, начиная съ внутреннихъ. Такъ, на-
пржмеръ.

а 1 | b 1 (с d) j—а ь | Ь~ьс—d | ===а~\~Ь~ьс—— с?,
а-ь | b— (с— d) | =а-ь | b— с-ьс? | =а-ь&— c-t-d, 
а—  | b-i-(c— d) | —а— j b-t-c— d I = a—b— с-ьс?, 
a~ | b (c ($) | ==a j b— c-t-d | ==a—&—ьс— d.

10 С К О Б К И .
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Додобнымъ же образомъ
о £ 6 | с {d б) | J = я—  £ Ъ— | с—d—не | J 

—а— [ 6—c-*-d— С] = а—Ъ-t-c—d-t-e
Изъ этихъ примеровъ видно, что для изб'Ьжатя см^шивайя однйхъ 

паръ скобокъ съ, другими употребляются скобки разнаго образца; при 
одинаковомъ образцп, можно отличать скобки другъ отъ друга еще и 
по величингь или по размпрамъ.

Скобки могутъ быть заменены иногда чертою (vinculum), какъ уже 
было замечено въ ст. 11. Такъ напримйръ:

а_  [ 6_  { с_ ^ _ еТ=7) j ] = а_  [ j c_ (d_ e4_fl j ]
—а — [ 6— | с—d-ъ-е—/ j ] —а— [ 6—c-*~d—e-t-f]
=а— 6-t-c—d-*-e—f.

Подобнымъ-же образомъ можетъ быть введено и бол'Ье одной пары 
скобокъ. Такъ, наприм̂ ръ

а—6-нс—d-t-e—a— j 6—c-+-d—в j —а— | 6— (c—d-+-e)
37. Начинающему мы советуемъ всегда открывать скобки въ по

рядке, указанномъ въ предыдущей статье; именно удалять сперва са- 
мыя внутрентя, затемъ— ближайдыя следуюпця изъ всехъ остальныхъ, 
и такъ далее. Впрочемъ можно и изменить порядокъ, но если мы 
открываемъ скобки, заключающая въ себе другое, стоящее въ скобкахъ 
выражеше, то не должны измгьнятъ знаковъ у членовъ внутри по- 
слгьднихъ скобокъ. Каждое изъ такихъ, заключенныхъ въ первыхъ скоб
кахъ, выражетй должно считать за одинъ членъ. Такъ напримеръ

a-t- | 6ч-(с—d) j =а-ъ-Ъ-\-(с—d)=a-+-b-t-c—d,
a _4_ j i — (c—d) J =04-6— (c—d)=a-\-b— с-ь-d,
a— | 6-н(с—d) j = a—6— (c—d)= a— 6—c-t-d,
a— | 6— (c—d) j = a—6—i—(c—d)=*a — Ъ-t-c—d.

Точно также a— [6— jc— (d— e) j ]= o—6-i-j c—(d— e)j
—a— 6-ьс— (d— c)—a— 6-+-c—d-*-e.

И подобнымъ-же образомъ a— [ 6— j с—(d— e—f ) j ]
—a—6h- j с— (d—e—/‘) j  = a—b-*-c— (d— e—f)
= cl '6 4— c— d j в f — o 6 с d i ~e f •

Примеры.
1. Сложить выражетя: 4a— 56-ьЗс— 2d, он-6—4сн-5с?,

3a—7бн-6с-+-4й и «-*-46—с— Id.
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2. Сложить выражетя: xs-t~2x2— Зям-1, 2х3— 3#2н~4ж— 2,
Зя3н-4ж2-+-5 и 4л?3— 3#а— 5#-+-9.

3. Сложить выражетя:
х2— Зху-*-у2ч-х-+-у— 1, 2х2-*-4:ху— 3у2— 2#— 2у-*-3,
Зж2— Ьху— 4«/2-+-3̂ н-4̂ /— 2 и 6#2-н10ж̂ -ч-52/*-ьжн-2/.

4. Сложить выражетя: х3— 2ах*-+-агх,х3ч-3ах2 и 2х3 —ах*.
г

5. Сложить выражетя: 4аЪ— х2, З#2— 2а& и 2ах-±-2Ъх.
6. Изъ 5а—Зб-ь4с—7d вычесть 2а—2&ч-3с—d.
7. Изъ ж4-ь4ж3— 2х2-+-7х—1 вычесть #4-ь2#3— 2х2-*-Ъх— 1.
8. Вычесть а2— ax-t-x2 изъ За2— 2аагч-ж2.
9. Вычесть а— 6— 2(с—й) изъ 2(а— b) — c-t-d.
10. Вычесть (а— Ъ)х— (Ь— с)у изъ (а-*-Ъ)х-*-(Ь-+-с)у.
11. Уничтожить скобки въ выраженш а— \Ь— (с— d) \.
12. Освободить отъ скобокъ выражете а— {(£>- -c)— d\.
13. Освободить отъ скобокъ выражете

ач-2& —6а— 13&— (6а— 6&)|.
14. Освободить отъ скобокъ выражете 7а— {За— [4а— (5а— 2а)]|.
15. То-же За— [ач-&— {а-ч-5-ч-с— (а-ь6ч-с-+- )̂|].
16. То-же 2х— [Зу—\4х— (5у—6ж)|].
17. То-же а— [2б-ь{зс—За— (а-н&)}-»-2а— (6ч-3с)].
18. То-же а— [5Ъ— {а— (3с— ЗЪ)-*-2с— (а— 2Ъ -с)}].
19 Найти значете выражетя: а—ь-2х— |Ъ—ъ~у— [а—х—  (Ъ - Ш \ , 

если а=2, Ъ—3, х=6 и у =5.
20. Упростить выражете 

4#3— 2#2-ьа:-1-1— (Зх*—х1— х— 7)— {хг— 4#J-i-2#-*-8).
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ГЛАВА III.

У м н о ж е н 1е.
38. Мы уже говорили раньше, что произведете чиселъ, обозначен- 

ныхъ буквами, можно выразить, написавъ эти буквы последовательно 
одну за другою, безъ всякаго знака между ними. Такъ abed означаетъ 
произведете чиселъ, означенныхъ буквами а, 5, с и d. Мы предпола- 
гаемъ, что учащемуся известно изъ Аривметики, что произведете какого 
нибудь числа множителей будетъ одно и то-же, каковъ-бы не былъ по- 
рядокъ этихъ множителей; такъ abc=acb=bca, и такъ далее.

39. Положимъ, что намъ нужно составить произведете изъ 4а, ЪЪ 
и 3с; это произведете мы можемъ написать такъ: 4 Х « Х 5 Х Ь Х ь Х с  
или 4Х5ХЗХ«& с, то-есть 60аЪс. Такимъ образомъ мы можемъ вы
вести следующее правило умножетя простое: нужно перемножить чи
сленные коэффищенты и велгьдъ за этимъ произведенгемь написать 
вегь буквы.

40. Принятый способъ означать степени числа (ст. 17) повволяетъ 
намъ доказать следующее правило: чтобы перемножить степени од
ного и moio-же числа, нужно сложить показателей этихъ степе- 
пенеи; действительно, а*Ха2= а Х а Х а Х а Х а = а 5=а3~*~*. Подоб
но этому находится произведете и въ другихъ сходственныхъ случаяхъ.

Такимъ образомъ,еслит ж п некоторыйцелыячисла,тоатХи.п = ат+м.
41. Мы можемъ, если угодно, означать произведете одинаковыхъ 

степеней разлпчныхъ буквъ, написавъ буквы внутри скобокъ и поста
вивъ показатель надъ скобками; такъ а2ХЪ2=(аЪу. Это очевидно, по
тому что (аЬ)*= аЪХаЪ= аХахЪхЬ. Подобно этому.

а8 X  Ъ3 X  с8= (аЪс)3.
Такимъ образомъапХЪп=(аЪ)п; апхЪпХ сп—{аЪс)п\ и такъ далее 

для скольких ъ угодно множителей.
42. Положимъ, что требуется умножить а-\-Ъ на с. Произведете 

а на с надо означать чрезъ ас, а произведете Ъ на с— чрезъ Ъс; следо
вательно произведете а-л-Ъ и с нужно означить ас-*-Ъс. действительно, 
это следуетъ, какъ въ Ариеметике, изъ нашего поняия объ умноженш, 
такъ какъ, чтобы умножить какое нибудь количество на данное число, 
мы должны перемножить все части этого количества на данное число и 
сложить результаты Такимъ образомъ

(а-ъ-Ъ)с—ас-t-bc.
43. Положимъ, что требуется умножить а—Ъ на с. Здесь произве
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дете а на с должно быть уменьшено произведетемъ Ъ на с. Такимъ 
образомъ

(а—Ъ)с=ас—Ъс.
44. Положимъ, что требуется помножить а-*-Ь на c-t-d. Изъ на- 

шихъ понятш объ умноженш, какъ и въ Ариеметикй, следуете, что 
если какое нибудь количество нужно помножить на какое нибудь числя- 
то мы можемъ разложить множитель на части, сумма которыхъ равно, 
лась-бы этому множителю, и взять произведете даннаго количества на 
каждую изъ частей, а потомъ сложить эти частныя произведена и со
ставить такомъ образомъ полное. Итакъ

(a-*-b)(c-+-d)=(a-+-b)c-t-(a-i-b)d; 
но (a-t-b)c=ac-+-bc и (a-t~b)d=ad-t-bd; следовательно

♦

(а-*-Ъ) (c-+-d)=ac-*~bc~*-ad-+-bd,
45. Положимъ, что требуется умножить а— Ъ на с-t-d, Въ этомъ 

случае произведете а на с-л-d должно быть уменьшено произведетемъ 
Ъ на c-t-d. Такимъ образомъ

(а—b)(c-t-d)=a(c-+-d') — b(c-*-d)
=ac-+-ad—(bc-*-bd)=ac-+-ad— Ъс—bd.

46. Положимъ, что требуется умножить а-*-Ъ на с—d. Здесь про
изведете ан-& на с должно быть уменьшено произведетемъ а-л-b на d. 
Такимъ образомъ

(ач-6) (с—d)=(a-v-b)c — (a-*-b)d
—ac-+-bc— (ad-t-bd)—ac-y-bc—ad— bd,

47. Положимъ, что требуется умножить а— Ъ на с—d. Здесь про
изведете а— Ъ на с должно быть уменьшено произведете^ а— Ъ на d

Такимъ образомъ
(а—Ь) (с— d)= (a—Ь)с—(а— b)d

—ас—be— (ad—bd)=ac— be—ad-+-bd.
48. Разсмотревъ предыдущее случаи, мы приходимъ къ следующему 

правилу умножетя двухъ двучленныхъ выражетй: Нужно умножить 
каждый членъ множимаго на каждый членъ множителя; если члены 
имгъютъ одинаковые знаки, то предъ произведетемъ ихъ надо ста
вить знакъ -н, если-же они имгъютъ разные знаки, то предъ про
изведетемъ надо ставить знакъ — ; затгьмъ собрать всгь эти част
ныя произведетя вмгъстгъ и составить полное произведенге.

Правило относительно знаковъ частныхъ произведенШ выражается ча
сто для краткости тжъюдинаковые знаки даютъ -н,разные даютъ— .

49. Изъ предыдущихъ статей следуете, что членъ — Ъс, встре
чающейся въ произведена двухъ двучленныхъ множителей соответст
вуете произведет») ихъ членовъ —Ъ и с.
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Поэтому часто утверждаюсь, какъ независимую истину, что 
— —Ъс.

Подобнымъ образомъ мы замйчаемъ, что соответственно чле
намъ —Ъ и —с, находящимся въ обоихъ двучленныхъ множителяхъ, 
является въ произведены этихъ множителей членъ Ъс; поэтому часто 
прямо утверждаютъ, какъ самостоятельную истину, что—Ъ Х—с=Ъс. 
Эти положешя будутъ разобраны и объяснены въ главе V.

50. Правило, данное въ статье 48, остается справедливымъ для 
умножетя всякихъ многочленовъ. Это уяснится изъ разбора несколь- 
кихъ примеровъ. Положимъ напримеръ, что намъ нужно умножить 
4а2— bab-t-6b2 на 2а2— 3ab-+-4b2. Искомое произведете здесь будетъ 
2а2(4а3— bob -+-6Ь2) —За&(4а2— 5а&ч-663)-+-4&3(4а3—ЬаЪ-*-6Ъ );
такимъ образомъ мы получаемъ 
(8а4— 10а3&-н12а3г>3)—(12а36— 15а363 18а&3)

(16а2Ъ2 20аЬ3н-246<),
то-есть
8а4-—10а:)&-4-12а262— 12а3&-4-15а363— 18а63-ь16а263— 20а&3-+-24&4.

Этотъ результатъ согласенъ съ правиломъ. Если мы его упростимъ, 
собравъ подобные члены, то получимъ

8а4— 22а3& -ь43аа&3— З8а&3-н24&4.
Все дЬйств!е удобно можетъ быть расположено следующимъ образомъ:

4 а 
2 а2

5аЬ-+-бЬ
За&-»-4&

8а4— 10а3&-+-12а Ъ
12 а3Ъ П а2Ь2 

16а2Ъ2
•18 afr
20 аЪ3 24 Ъ

8 а4— 22а3&н-43а363— 38а&3-*-24?>4.
51. УчащШся долженъ внимательно заметить порядокъ предыду

щего дМств1я. Выражетя, которыя мыжелаемъ умножить, здесь, какъ 
говорятъ, расположены по нисходящимъ степенямъ а; действи
тельно, въ выражеаш 4а2— ЬаЪ-*-бЪ2 членъ, содержаний высшую сте
пень а, есть 4а3, и онъ помещенъ первымъ; за нимъ стоитъ — bob, 
содержаний а; последнее-же место занимаетъ членъ -i-6b2, вовсе не 
содержащей а. Подобно этому расположенъ п другой множитель 
2а3— За&-4-4б*. Частныя произведетя размещены такъ, что подобные 
члены приходятся въ одномъ столбце и такимъ образомъ удобно могутъ 
быть собраны.

Множители могли-бы быть размещены еще такъ: 6Ь2— ЬаЪ^-4а" 
и 4&2— ЗаЪч-2а2; въ такомъ случае они были-бы расположены по 
восходящимъ степенямъ буквы а. Можно располагать безразлично въ
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томъ или другомъ порядке, но нужно держаться одного 
рядка въ расположен  ̂ множимаго и множителя.

того-же по-

52. Еще‘прим^ръ. Умножить 2х2ч-Зх-*-4 на 2х2—Зам-4.
Действ1е это можно произвести въ такомъ порядке:

2х3-л-Ъх -4-4 
2х2— Ъх н-4
4ж*н-6а;3-*-8ж

6х3— 9#а— 12х
8#2-»-12;£н-16

4х 1х 16
- < с ч

Такимъ образомъ произведете будетъ 4х* +-1 х2-+-16.
53. Следуюпце три примера заслуживаютъ особаго внимашя:

a -t-b
CL —t~b
a3-t~ab

a
a

b
b

a
a

b
b

a
ttb~i~b

ab
ab-t-b

a
%

ab
ab—b

a2-t~2ab+b2 a —2 ab-i-b a b
Первый примеръ даетъ значете (ач-6)(ан-6), то-есть (а-̂ -b) ; 

мы нашли такимъ образомъ, что
(a-+-b)2= a3-i-2ab-i-b2.

йтакъ, квадратъ суммы двухъ чиселъ равенъ суммы квадратовъ 
обоихъ эпьихъ чиселъ, увеличенной ихъ удвоеннымъ произведетемъ.

Затемъ мы имеемъ
(а— ьу= а 3—2 ab-+-b*.

Такимъ образомъ квадратъ разности двухъ чиселъ равенъ суммгь 
квадратовъ этихъ чиселъ безъ удвоеннаго ихъ произведетя.

Наконецъ
(a-t-b) [а— Ъ) — а%— Ъ2

Такимъ образомъ произведете суммы и разности двухъ чиселъ 
равно разности квадратовъ этихъ чиселъ.

54. Не лишне будетъ указать здесь на значете знака 
иногда употребляется и носитъ назвате двойною знака.

которы

Такъ какъ

то можно писать

(а-+-ЪУ
(а—Ъ) 
(а+6)

а2—н 2ab~t~b* 
а2—2 ab-t-b2, 
■■а2 +2а-+-4$2.

Такимъ образомъ знакъ + показываетъ, что мы можемъ брать то 
знакъ и-, то знакъ — ; а±Ъ читается «а плюсъ или минусъ Ь».
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55. Выводы, данные въ ст. 53, доставляютъ простой случай при- 
ложешя алгебры; мы можемъ сказать, что Алгебра даетъ намъ воз
можность доказывать общгя теоремы относительно чиселъ, а также 
и выражать эти теоремы кратко. Напримеръ, выводъ (а~+-Ъ) 
(,а—Ъ)=а2— Vх доказываетъ справедливость извгЬстнаго положейя и 
выражаетъ эту истину при помощп символовъ гораздо короче, чймъ то 
можно сделать словами.

Существуютъ друие выводы, не столь важные, какъ те три фор
мулы, который даны въ ст. 53, но также заслуживающее вниман1я. Мы 
помещаемъ ихъ здесь, чтобы учащшся могъ справляться съ. ними, 
когда въ этомъ представится надобность. Ихъ легко проверить перемнр- 
жешемъ на самомъ деле.

(ач~Ь) (а2—аЪч-Ъ2)
(а— Ь) (a2-t-ab-f-b2)

а
а

Ъ\
ъ*

(a-+-b)z= (ан-&) (a2-i-2аЪч-Ъ2) ̂ =а8-ч-3а2&-н3а62%г5^
(а -Ъ)3= (а— Ъ) {а2—2аЪчг-Ъ2) аз За2Ъ-*-ЗаЪ2— Ъь.

(b—t—с) (с—I—я) (а—•—Ъ)==а2(Ъ~•—с)н~&2(с—•—я)—н-с2(а-+-Ь)-+-2аЪс,
(Ъ—с) (с—а) (а— Ь)= а2(с—Ъ)ч-Ъ2(а—с)-ьс2(6—а), 

(ач-2ы-с) (Ъсч-сач-аЪ)=а2(Ъч-с)-ь-Ъ2(сч-а)ч-с2(ач-Ь)-+-ЗаЪс, 
(а-ь&н-с) (а2-+-Ъ2-ь-с2—Ъс—са—аЪ)=а3ч-Ъ3ч-с3—3аЪс, 

(Jb-i-c—а) (c-t-ct—Ъ) (ач-Ъ—е)=а2(Ъч-с)ч-Ъ2(сч-а)ч-с2(ач-Ъ)— а

а ч-За2(Ъч-с)ч-За(Ьч-с)2ч-(Ьч-с)
Ъ .3 2 аЪс,

—а9ч-За2(Ьч-с)ч-За(Ъ2ч-2Ъсч-с2)ч-Ъ$ч-ЗЬ2сч-ЗЪс2ч-с*
=а3-ь-Ъ3-*-с3ч-За2(Ь-*-с)-*-ЗЬ2(ач-с)-1-Зс2(ач-Ъ)ч-6аЬс.

56. Пользуясь формулами, данными въ ст. 53, можно во многихъ 
случаяхъ значительно упростить дМств1е умножетя. Такъ напр, поло- 
жимъ, что намъ нужно умножить на ач-Ъ— с— d. Это
будетъ то-же, что умножить (ач-&) 
третьей формул̂  мы будемъ иметь

j (ся-&)-1-(сн—с?) | | (а-t-Ъ')— (с-t-й) | =($-+-&)2—([c-t-d) .
Теперь остается выразить (а-*-Ъ)2 и (c-t-d)2 по первой формуле;

такимъ образомъ окончательно будемъ иметь:
c-i-di)(a-+-b—с—d)= a2-+-b2-i-2ab—с2—d"—2 cd.

(c-t-d) на (а-+-Ъ)—(c-+-d). По

57. Изследуя данные здесь примеры, а также и все те, которые при
дется решать потомъ, учащйся убедится въ справедливости следующихъ 
правилъ, касающихся результата умножешя алгебраическихъ выражешй.

Алгебра. 2
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Число членовъ въ произведено двухъ алгебраическихъ выражетй 
никогда не можетъ быть больше произведетя числа членовъ въ обоихъ 
выражетяхъ, но можетъ быть меньше его, вследств1е упрощетя отъ 
соединетя подобныхъ членовъ.

Когда множимое и множитель оба расположены въ одинаковомъ по
рядке по степенямъ одной и той-же буквы, то первый и после дн!й 
члены произведетя не будутъ подобны другвмъ членамъ. Напримёръ 
въ ст. 50 множимое и множитель расположены по степенямъ буквы а; 
первый членъ произведетя есть 8а4, а посшдтй 24Ь4, и нетъ ни 
одного члена, который былъ-бы подобенъ этимъ. Действительнодрупе 
члены содержать а въ степеняхъ ниже четвертой и такимъ образомъ 
они отличны отъ 8а4, при этомъ все они содержать а въ какой- 
нибудь степени, а потому отличны и отъ 24б4.

Когда множимое п множитель оба однородны, то и произведете 
ихъ также однородно, ж измереи1е произведетя равняется сумме чи
селъ, выражающихъ пзмерете множимаго и множителя. Такъ въ при
мере ст. 50 множимое однородно и второго измеретя; множитель также 
однороденъ и второго измеретя, поэтому произведете также однородно 
н четвертаго измеретя. Въ примере ст. 56 множимое и множитель оба 
однородны и перваго измеретя; произведете также однородно и второго 
измеретя. Высказанное здесь и поясненное примерами правило имеетъ 
большую важность и служитъ признакомъ верности алгебраическаго 
счета, поэтому мы советуемъ учащемуся обращать большое внимате на 
пзмерете членовъ въ получаемомъ имъ результате.

Существуетъ еще другое правило, которое часто оказывается по- 
лезнымъ, какъ признакъ верности алгебраическаго счета, и которое мы 
можемъ назвать правиломъ симметрм. Положимъ, что нужно наит
роизведете

(х-*-а-\~Ъ)(х
Здесь а, Ъ и с встречаются симметрично. Если мы поставимъ а 

вместо с и с вместо а, то изменпмъ только порядокъ множителей, 
но это не произведетъ никакого изменетя въ результате. Подобно 
этому могутъ быть взаимно заменены а и & или Ъ и с, и это не произ
ведетъ изменетя въ результате. Поэтому мы можемъ ожидать, что и 
результатъ будетъ симметричнымъ относительно а, Ь, с, и мы най- 
демъ, что это действительно такъ. Результатъ этотъ будетъ

х 2 х2(а-у-Ъ-ъ-с)-+-х) а2+Ь*-л-с2-л-?>(аЪ-+-Ъс-*-са) j 
а2( Ъ ч- с) -+- Ъ2 ( с a) -t- с \  а -+- Ъ ) н- 2 cib с.

Легко видеть, что это выражете симметрично въ отношети а, Ъ 
и с. Возьмемъ, напримеръ, коэффипдентъ при х2; онъ 2(ач-&ч-с), 
то-есть 2ач-2б-+-2с; поэтому, еслибы учапцйся получилъ результатъ 
несимметртескш, напримеръ такой: 2а-+-2б-нс, то для всякаго зна-
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комаго съ дйломъ было-бы очевидно, что въ вычислены должна быть 
ошибка.

Законъ симметры—одинъ изъ такихъ, съ которыми учанцйся бу
дет ъ знакомиться постепенно, потому что ч$мъ дальше онъ будетъ по
двигаться въ изучены Алгебры, тймъ чаще придется ему пользоваться 
этимъ закономъ.

Примеры умножешя.

К  Умножить 2р—g на 2q-i-p.
2. Умножить а2-+-даЪ-*-2Ь2 на 7а— 56.
3. Умножить а2— аЪ-\-Ь2 на a?-t-ab—b2.
4. Умножить сь2— ab-v-2b2 на а2-л-аЪ— 2b2.
5. Умножить а2-+-2ахч-х2 на а2-ь-2ах—х2.
6. Умножить а2ч-4ах-л-4х2 на а2—4ax-f-4x2.
7. Умножить а2— 2ахч-Ъх—х2 на Ъ-\-х.
8 . Умножить 15#2-+-18си>*— 14а2 на 4х2—2ах—а2.
9. Умножить 2ж3-ь4;г2-»-8л;-*-16 на Зх—6.

10. Умножить 2х2— 8хуч-9у2 на 2х—3у.
11. Умножить 4х2— 3ху—у2 на Ъх—2у.
12. Умножить х5— х4уч-ху4—у5 на х-+-у.
13. Умножить Х-+-2у— 80 на х—2y-*-§z.
14. Умножить 2х2ч-3хуч-4у2 на Зх2— 4хуч-у2.
15. Умножить х2-л-ху-\-у2 на х2ч-хя~л-8г.
16. Умножить а2-*-Ь2-+-с2-+-Ъс-+-са—ab на ач-b—с.
17. Умножить х2-ху-+-у2ч-х-*-у-4-1 на хч-у— 1.
18. Умножить %3-i-4x2-t-5x—24 на х2— 4ям-11.
19. Умножить х3— 4х2ч-\1х—24 на х2-ь-4хч-Ь.
20. Умножить Xs — 2х2ч-3х—4 на 4x3-t-3x2-t-2x-t-l.
21. Умножить х4+ 2х3ч-х2— 4х—11 на х2— 2хч-3.
22. Умножить хь— 5ж4-н-13#3— ж2—хч-2 на х2—2х—2.
23. Умножить а4— 2а3н-За2—2ан-1 на a4-+-2a3-t-3a2-+-2a-i-l.
24. Перемножить а—х, a-t-x, п а2-ь-х2.
25. Перемножить между собою х — 3, х— 1, х-+-1 и x-t-3.
26. Перемножить х2— х+-1, х2 и ж4—хг-+-1.
27. Перемножить ж4—ахг-*-Ьх2— схч-d на xi-i-ax3— Ъх'ч-сх—d.
28. Показать, что (x-*-a)i —xA-t-4xsa-+-Qx2a2~^4xa34-ai.
29. Показать, что х(х-ь-\)(х-*-2){х+-3')-+-1==(х2-ь-Зх-*-\)2.



30. Перемножить a-t-x, Ь-v-x и сч-я.
31. Перемножить х— а, х— 6, х—с и х— d.
32. Перемножить взаимно ач-6— с, а-*-с— 6, 6ч-с— а и ач-6 -*-̂
33. Упростить (ач-6)(6ч-с)— (c-i-d)(d-на)—(ач-с)(6— d).
34. Упростить (ач-6ч-сч-й)2ч-(а— 6— c - i- d f(а>— 6ч-с—d)2

-+-(см-Ъ—с—д,у.
35. Доказать, что (хн-y-t-z)3— (ж3ч-«/3ч-£3) = 3{у-*-8)(&-*гх)

(х-*-у).
36. У простить (а-+- 6 ч- с)2—а(Ь ч- с— а)—6 (а ч- с—6)—с (а ч- 6—с)
37. Упростить (х— ?/)3ч-(жч-2/)3ч-3(ж—у )2(хч-£/)ч-3(#ч-;г/)2

(х—у)<
38. Упростить (а2ч-62ч~с2) 2— (ач-6ч-с)(ач-6 — с)(ач-с—6)

(6 ч-с—а).
39. Упростить (а2ч-62ч-с2)2ч-(ач-6 -ьс)(ач-6—с)(ач-с— 6)

(6ч—с— а).
40. Доказать, что х8-+-ун-*-(х-+-уУ = 2(х2-+-ху-*-у2У

~у-8х2у2(х-+-уУ(х2-*-ху-*-у2)
41. Доказать, что 4ху(х2-л-у2)= (х 2-*-ху-*-у2У— (х2—ху-+-у2)2.
42. Доказать, что 4ху(х2— у2)= (х 2-\-ху— у2)2— (х2— ху— ijf.
43. Перемножить (х2— Зх-\-2)2 и ж2ч-6жч-1.
44. Умножить ж5ч-а5—ах(х3-+-а3) на х3-на3— ах(хч-а).
45. Умножить (ач-6)2 на (а— 6)3.
46. Если &=ач-6ч-е, то доказать, что

s(s— 26)(s— 2c)4-s(s— 2c)(s— 2a) -+- s(s— 2a)(s— 26
= (s— 2a)(s— 26) (s—2с)ч-8«6с.

20 ПРИМЕРЫ УМНОЖЕНШ.
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ГЛАВА IV.

Д U  e н i e.
*

58. Делете, какъ и въ Ариеметике, есть обратное съ умножешемъ 
д,Ьйств1е. Въ умноженш мы находимъ произведете по двумъ даннымъ 
множителямъ; въ дйленш-же намъ дается произведете и одннъ изъ 
множителей, и нужно бываетъ определить другой множитель. Этотъ 
определяемый множитель называется частнымъ числомъ.

59. Такъ какъ произведете чиселъ, обозначенныхъ буквами а и 6 
представляется чрезъ аЪ, то частное отъ дЬлешя аЪ на а есть 6; та
кимъ образомъ ab: а=Ъ, а также аЬ :Ъ—а. Подобно этому мы бу
демъ иметь аЪс: а=Ъс, аЪс : Ъ—ас, аЪс: с—аЪ\ а также abc : 6с=а, 
abc: ас=Ъ, abc: аЪ=с. Эти выражетя можно писать еще такъ:

аЪс
а —Ъс,

аЪс
Ъс а,

аЪс
~Ь
abc
ас

ас, abc ab;

Ъ,
аЪс
аЪ с.

60. Положимъ, что требуется найти частное отъ д'Ьлетя 60abc на 
Ъс. Такъ какъ 60а6с=20а6хЗс, то мы будемъ иметь бОабе: Зс=20а6. 
Подобно этому бОабс : 4а=15бс; бОабс: 5а6 = 12с; и такъ далее. 
Такимъ образомъ мы можемъ вывести следующее правило для дйлетя 
одного одночлена на другой: Если численный коэффицгттъ и буквен
ное произведете дгьлителя заключаются въ дгълимомъ, то остальная 
часть дгьлимго и будетъ частное.

61. Если численный коэффшцентъ и буквенное произведете, изъ 
которыхъ состоитъ делитель, не заключаются въ дЬлимомъ, то мы 
можемъ только указать делете при помощи соответственная этому 
дМствш обозначетя. Такъ, если 5а нужно разделить на 2с, то частное

%авъ этомъ случай можно только обозначить чрезъ Ъа: 2с или Въ
нйкоторыхъ случаяхъ мы можемъ впрочемъ упростить выражете част- 
наго, пользуясь способомъ, употребляющимся въ Ариеметике. Такъ,
если нужно разделить 15а26 на 66с, то частное будетъ . Здесь
делимое равно 36 X 5а2, и делитель=36  X  2с; поэтому, какъ въ Арие- 
метике, мы можемъ сократить множитель 36, встречающейся въ дели-

5 а*момъ и въ делителе, и означить частное чрезъ — .



62. Чтобы разделить степень какого-нибудь числа на другую сте
пень того-же числа, нужно показателя последней степени вычесть изъ 
показателя первой.

Такъ а5: а2= а х а х а х а х  а : a X «= a X fflX «= « 3= a5' ' 2.
Следовательно, если т  и п будутъ кайя-нибудь ц^лыя числа, и т

атбольше п, то мы будемъ иметь аш :а п или —̂==ат ~п.сь

22 д s  jf е  H I  Е,

а 263. Положимъ еще, что мы имйемъ такое выражеше —. Мы мо-G}'
а2 X Iжемъ написать его такъ -5---тогда, какъ въ ст. 61, мы можемъа Ха

а2 1сократить общаго множителя а2. Такимъ образомъ получимъ
Oj сь

Точно также надо поступать и въ другихъ подобныхъ случаяхъ.
Следовательно, если т  и п кашя-нибудь целыя числа и т  меньше п,

ат  1то мы будемъ иметь ат  : а11 или —г = г,.а ап~т
. а264. Положимъ, что намъ представляется такое выражеше, какъ т~2;

/a\z /а\ 2 а ч аею можно писать такъ • Действительно значить — Х-^,
а а аг . .но-^-Х-^-=-р, какъ мы знаемъ изъ Ариеметики и какъ будетъ пока

зано въ главе Y I1I. Подобнымъ-же образомъ можно объяснить и всяшй 
другой такого рода случай.

Следовательно, если п какое-нибудь целое число, то
ап / а хП
Ъп \Ъ

65. Когда дгьлимое содержишь болгье одного члена, а дгьлитель 
состоитъ изъ одною только члена, то должно дгьлитъ каждый 
членъ дгьлимаго на этотъ дгьлитель, и т а т я  отдгъльныя частныя, 
собранныя вмгьстгь, дадутъ полное частное.

Такъ-— г-—=а— с, потому что {а— с)Ъ=аЪ— сЪ.
аЪг—abc-v-abd , , „  7Ч , 72 х г,л•---- ------ — Ъ— с-ь-а, потому что (о— с-*-а)аЪ=аЬ — abc-i-aoa.

Въ первомъ примере мы видимъ, что соответственно члену ab въ 
делимомъ и делителю Ъ получается въ частномъ членъ о, и соответ
ственно члену—сЪ въ делимомъ и делителю Ъ въ частномъ получается 
членъ— с.
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Въ ст. 49 мы уже сказали, что допускаемъ пока сл'Ьдуюпця поло- 
жешя, которыя будутъ объяснены впоследствш.

Ъ х — с—— Ъс, — Ъ х— с=Ъс.
Подобнымъ-же образомъ можно допустить и сл'бдуюшДя положетя:

—Ъс 7 Ъс--- =Ъ, — = —6.— с — с
Такимъ образомъ, въ дЬленш какъ и въ умноженш, знакъ частнаго 

выводится изъ знаковъ д̂ лимаго и делителя по тому-же правилу: оди
наковые знаки даютъ разные знаки даютъ — .

66. Когда делитель, равно какъ ж делимое, содержитъ более одного 
члена, то дМств1е алгебраическаго дЬлеия должно производить подобно 
тому, какъ въ ариеметякй производится делете многозначныхъ чиселъ. 
Въ этомъ случай должно поступать по следующему правилу.

Расположить дгьлимое и дгьлитель по степенямъ одной и той-же 
буквы, оба по восходящимъ или оба по нисходящимъ.

Найти, сколько разъ первый членъ дгълителя заключается въ 
первомъ членгь дтьлимаго, и принять этотъ результатъ за первый 
членъ частнаго.

Умножить весь дгьлитель на этотъ членъ, и произведете вы
честь изъ дгьлимаго.

Снести столько членовъ дгьлимаго, сколько требуется въ дан- 
номъ случать, и повторять указанное дгьйствге, пока не будутъ сне
сены всп> члены.

Примерь. Разделить а2— 2аЪч-Ъ2 на а —Ъ.
Действ1е можно расположить въ такомъ порядке:

а2—2 аЪ-*-Ъ2 а—Ъ
а2—аЪ а— Ъ

— аЪ-л-Ъ2 
— аЪ-ь-Ъ2

Основатемъ такому правилу служитъ то, что все делимое можно- 
разложить на столько частей, сколько понадобится, и найти полное 
частное, взявъ сумму всЬхъ отдбльныхъ частвыхъ. Такъ, въ предыду- 
щемъ примере а2— 2аЪч-Ъ2 действительно разлагается при помощи 
дЬйств1я дЬлейя на две части, именно на часть а2—аЪ и на часть 
—ab-t-b2; каждая изъ этихъ частей делится на а—Ъ; такимъ образомъ 
мы и получаемъ полное частное а—Ъ.

67. Можетъ случиться, какъ и въ Ариеметике, что делете нельзя 
въ точности выполнить. Такъ напримеръ, если мы будемъ делить 
а2— 2ab-*-2b2 на а— Ъ, то получимъ, какъ раньше, въ частномъа— Ъ, 
но затемъ здесь будетъ остатокъ Ъ2. Результатъ выражается въ этомъ
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случай подобно тому, какъ это принято въ Ариеметике; мы пишемъ
Ъг

, то-есть, что здесь есть въ частномъ це-
аг— 2аЪч-2Ь

а— Ъ а— Ъ а— Ъ
Ьлая часть а— Ъ и дробная часть -— Къ раз смотрен ш алгебраиче-

скихъ дробей мы возвратимся въ главе Y III.
68. Важно заметить следуюпце примеры:

со 1

- а 8 х  — а х 4 ~ - а 4 х  — а

х г - - х 2 а х 2 ч - х а ч - а 2 X 4  - - х 3 а X s  л - х х а а
х2а
х2а

а*
ха

/у’З угЛУ <А/

хга
а*
х2а2

ха
ха

а
а8

х2а2 
х2аг

а

~хаг
ха'
х а

а ‘

■а
Учапцйся легко 

д’Ьлешя:
2

можетъ проверить также слйдуюпце случаи

X а
х 
хв

х—а:а
аг

х х — хаа а2;

х 4 — - а 4

х  н -  а

х ъ - \ н а 5

X  Н н  а

X8 х2а-ь-ха2—аг:

/ у > 4 _______ / у » 8  / у  « п р  2
«Л /  « л /  v v  I  *Л /  ( Л ) ха8 а4.

i ’изъ этихъ примеровъ делетя доставляетъ и прпмеръ 
умножешя, такъ какъ произведете делителя на частное должно рав
няться делимому. Такимъ образомъ мы получаемъ следуюпце, заслужи
вающее вниматя, выводы:

2 „ 2  _X 
X е

хг
X4
X4
X5

а 
аъ

а4= (х  
а4 =- (х 
а5=

(хч-а)(х—а),
(х— a)(xs -+-%ач-а2),

-а2), 
t-xa2

+-а8 = (хч-а){х2—ха
а)(хь-\-х2а 
а)(хъ - х2а

(х-+-а)(х*--х9а
ха1 
х2а2

а3), 
а8), 
-ха3 а4).

69. Учащемуся полезно будетъ обратить внимаые на следующее: 
хп—ап всегда делится на х—а, будетъ-ли показатель п четное 

или нечетное целое число.
хп— ап делится на хч-а, если показатель п будетъ четное целое 

число.
хп-+-ап делится на х-л-а, если показатель п будетъ нечетное це

лое число.
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Учанцйся легко можетъ убедиться въ справедливости этого ва вся- 
комъ частномъ примере; впосд'Ьдствш-же мы дадимъ общее доказатель
ство этого въ главе XXXIII.

70. Съ помощью выводовъ, полученныхъ въ предыдущихъ статьяхъ, 
мы часто можемъ разлагать алгебраичешя выражешя на множители. 
Такъ, что бы не означали А  ж В , мы им$емъ

А*—В* = {А + В )(А —В ),
и учапцйся часто будетъ иметь случай пользоваться этпмъ общимъ вы- 
водомъ для различныхъ видовъ выражетй А ж В . Напримеръ, поло
жимъ, что А = а2 ж В —Ъ2, такъ что А 2=а? и -В2=а4; тогда мы бу
демъ иметь

а4—Ъ4 
а2—Ь2 
а*—Ъй

(а2-ь-62)(а2—Ъ2), 
(а-*-Ъ){а— Ь),
(а2 -+- 62)(а-н&)(а—Ъ).

а такъ какъ 
то Ч / > / N ✓

Положимъ еще A —as и B= b s, такъ что l 3= a6iJ5 s=&e; тогда 
будемъ иметь

а
а такъ какъ по ст. 68

ос
а

Ъ
Ъ

66= (а3 -»-63)(а3—Ъ*),

= (ач-Ь)(а2—аЪ-*-Ъ2) 
= (а— 6)(а2-+-а6ч-62),

то
ао = (а-+-Ъ)(а— 6)(а2-ьа6-н52)(а2—оЪ-\-Ъ ).

4 и В —Ъ4, такъ что А*=а8 и В 2
мы будемъ иметь:

а

Положимъ еще А = а Ъ8; тогда

(a4-4-64)(a2 +-&2)(a-*-&)(a—b).
Возьмемъ еще формулу

А 3 - Ъ 3 =
и положимъ, что А = а2 и

6

(А —В ) (А 2 -+-АВ-1-В2),
В —Ъ2\ тогда получимъ

2а6—bG= (a2—b2) (a4-4-a262-i-64);
сравнивая это съ только что доказанньшъ выводомъ

а6 &6=(a-»-&) (a— Ъ) (a2-+-ab-t-b2) (а2—аЬ-+-Ъ ),
мы заключаемъ, что

2 - ab(а Ь2) (a2—db-*-b2)= a4 +а2Ъ2-*-Ъ\
Это легко можетъ быть поверено по способу ст. 56. Действительно 

(a2-t-ab-*-b2) (а2~ а 6ч-62)=-(а2ч-62-на6) (а2-н62—ab)
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Въ н'Ькоторыхъ случаяхъ мы можемъ также сделать полезныя прж 
ложенia этихъ формулъ къ ариометическимъ вопросамъ . Напримеръ

(127)2—(123)2=(127-ь-123) (127— 123)
=250X4 

такимъ образомъ значете (127)2
1000:

-(123)2 получается гораздо легче, 
чймъ путемъ возведейя въ квадратъ 127 и 123 ж вычиташя второго 
результата изъ перваго.

Следуюпце добавочные примеры также заслуживаютъ вниматя:
{а2-+-аЪ\/ 2н-62)(а2—а51/2-«-?/2) = (а2-н62)2— (аб1/ 2)2

= а4-н2а262ч-64— 2 а2Ь2

(ia*-+-ab[/  3 -л-Ъ%)(а2 —dbV 3 -нб2)
а 
(а2
■ а4
а4

Ь\
.ъ2)2—аЫ/ 3 )2
2а2Ъ2-*-Ь4—3 а2Ь2 
■а2Ъ2-\~Ь4.

а Ъ*=(а*-*-Ъ2)(а*—а*Ь*ч-Ъ4)
(а2-*-Ъ2)(а2-*-аЪ\/ 3 -+-Ь2)(а аЬ\/ 3 Ъ2).

71. Дополнжмъ эту главу еще следующими примерами д^лешя. 
Разделить 8а4—22а3Ъч-43а2Ь2— 38<Л3-ь24&4 на 2а2— 3ab-f-4bs

8а4— 22а3Ьч-43а212— 38аЪ3ч-24Ъ4 
8а4—12а*Ъч-Ш2Ъ2

2 а2— ЗаЬч-4Ь2 
4а2— bab-i-Qb2

№агЪ-*-27а2Ь2 — 38аЬ
10а3&-«-15а.262—20аЬ

12а2Ь2— 18аЬгч-24Ь4
12а2Ь2— 18а^3н-24б4

«

Частное будетъ 4а2—5аЬ-*-6Ъ2.
Разделить хг— (а-+-Ьч-с)х2-ь-аЬ-*-Ьс-*-ас}%— abc на х—а. 

х3— (а-*-Ь-+-с)х2ч-(аЪ-*-Ъс-у-ас)х—аЪс
х ах

х—а
х (Ь-\-с)х-+-Ъс.

{b-*-c)x2-i-(ab-i-bc-t-ac)x
— (Ъ-*-с)х2-*-(аЪ ас)х

Ьсх
Ьсх

abc
abc

Частное будетъ х2— (b-*-c)x-i-bc.
Эти два примера приводятъ насъ къ следующему заключенш: 

Когда делимое ж делитель однородны, то однородно также ж частное;
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причемъ измйрете частнаго равно разности или избытку числа, вы- 
ражающаго изм’бреше д̂ лимаго надъ числомъ, выражающимъ измйрете 
делителя. См. ст. 57.

1

Примеры дйлешя.
1. Разделить о.3—1—1 на дм-1.
2. Разделить 21х3ч-8у3 на Ъхч-2у.
3. Разделить а3—2аЬгч-Ь3 на а—Ъ.
4. Разделить а3 — 2а2Ъ— 3аЬ2 на ач-Ъ.

*

5. Разделить 64#6—у6 на 2х—у.
6. Разделить а5ч-Ъ5 на ач-Ь.
7. Разделить х3—х2уч-ху2—у3я&х—у.
8. Разделить х3— 1х—6 на ж— 3.
9. Разделить 32хьч-уь на 2хч-у,

10. Разделить х5—х*уч-хъу2—-х2у3ч-ху4—у5 на хъ—у8.
11. Разделить х4ч-х3— 4х2ч-5х— 3 на х2ч-2х— 3.
12. Разделить а4ч-2а2Ь2-+-9Ь4 на a2-t-2ab-*-3l2.
13. Разделить а6—Ъ6 на а3ч-2а2Ьч-2аЪ2-\-Ъ8.
14. Разделить 32а4-+-54а63— 8164 на 2ач-ЪЪ.
15. Разделить х6— 2а,8—*—1 на х2— 2гс—*-1.
16. Разделить х*— 6я.-4-+-9ж2—4 на х2— 1.
17. Разделить а4ч-а3Ъ—8а2Ь2-*-19аЬ3— 1564 на а2ч-ЗаЬ - ЪЬг.
18. Разделить произведев1е а3—12ам~16 и о3 — 12х— 16 на 

х2— 16, 8

19. Разделить произведете х3—2ам-1 и х3—Зям-2 ва
/у* 8 Q /у* 2 |  Q /у » __ 11Л/ O w  I Qti/ JL I

20. Разделить произведете х2—х— 1, 2&2-»-3, х2ч-х— 1 жх— 4 
на х4—Вх2ч-1.

21. Разделить произведете а2н-аам-&2 и а?ч-х3 на а4-ь-а2х2-*-х4.
22. Разделить произведете х4—4х3а-*-6х2а2—4ха3-*-а4 и 

Х2-+-2хач-а2 на х4—2х3а-+-2ха3—а4.
23. Разделить а3ч-а2Ъ-\-а2с—abc— Ь2с—Ьс2 на а2—Ьс.
24. Разделить дх3ч-4аЬх2— 6агЬгх—4а313 на ям-2аЪ.
25. Разделить произведете х3— Ъхг-*-Ъх— 1, Xs—2ам-1 и х—1 

на х4— 4х3ч-бх2— 4ам-1.
26. Разделить 6а4—a3b-t-2asbz-i-lSab34- 4Ь4 на 2а2— ЪаЪч~4Ъ'г.
27. Разделить х3-+-у3-л-Ъху — 1 на хч-у— 1.
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28. Разделить а3-ь&3— с3ч-ЗаЪс на ач-Ъ-с.
29. Разделить 2оРЪ— 5а°Ъг— l la Bb3-t-ba4b4— 26а365-ь7а266 

12аЪ1 на а4— 4агЬч-агЪгч&ЗаЪ*.
30. Разделить а262-+-2а&с2—агсг - Ъгсг на аЪч-ас— Ъс.
31. Разделить произведете а-+-Ъ—с, а—Ъч-с и Ъч-с—а на 

а2— &2— сгч-2Ъс.
32. Разделить (ач-Ъч-с)(аЬч-Ъсч-са)—аЪс на ач-Ъ.
33. Разделить (а2—Ъс)3ч-8Ъ5с3 на агч-Ъс.
34. Разделить Ъ(х3 — а*)ч-ах(хг — аг)ч~а?(х—а )т{ач-Ъ )(х —а).
35. Разделить %у3ч-2у3г—хуг8ч-хуяг— х3у—2у£3ч-х3г—xz3 на 

уч-z—х.
36. Разделить а2(Ьч-с)— Ъг(ач-с)ч-с\а-ч-Ъ)ч-аЪс на а—Ъч-с.
37. Разделить (а— Ъ)хгч-(Ъ3—аъ)хч-аЪ(а2—Ъ2) на 

{а— Ь)хч~а2 —Ъ2.
38. Разделить ах2—аЪ2ч-Ъ2х—х% на (хч-Ъ)(а— х).
39. Разделить (Ъ— с)а3ч-(с—а)Ъ3ч-(а— Ъ)с3 на а2—аЪ
40. Разделить (ахч-Ьу)2-*-(ау— Ъх)2-\-сгхг-̂ -с2у2 на х2ч-у2.
41. Разделить а2Ъ— Ьх2ч-а2х—х3 на (х-+-Ь){а—х).
42. Разложить а2—Ъ2—c2-t~d2—2(acl— Ъс) на два множителя.
43. Разделить Ъ(х3ч-а3;-+-ах(х2 — а2)-+-а3(х-+-а) на (а-+-Ъ)(хч-а).
44. Показать, что (х2—ху-*-у2)3ч-(х2-*-хуч-у2)3 делится на 

2х2ч~2 у2.
45. Показать, что (хч-уУ—х?— у 1 делится на (х2ч-ху-*-у2)2.
46. Еслн Л=Ъс—р 2, Ъ= са— q2, С=аЪ—г2, P= q r— ар,

п * т? .  В О - Р *q = rp —bq и R=-pq— сг, то найти значете величинъ ----—
GA—Q2 А  В — В 2 QR— A P  B P —BQ PQ— GB

Ъ ’ с ’ р ’ q И г
47. Разложить а 16—хи на пять множителей.
48. Разложить 4а2Ъ2— (а2-»-&2—с2)2 на четыре множителя.
49. Разложить A{ad-+-bc)2— (а2—Ъ2— c24-dz)2 на четыре мно

жителя.
50. Показать, что (ау— bx)2-t-(bz— су)2-ь-(сх—а#)2-+-(ах-+-Ъу 

св)2 делится на а2-+-62-ь-е2 и на x2-*-y2-*-z2.



ОТРИЦАТЕЛЬНЫЙ КОЛИЧЕСТВА 29

Г Л А В А  V.

Отрицательный количества.
72. Въ Алгебре намъ приводится иметь дело съ такимъ вычита- 

nie-мъ, выполнить котораго мы не можемъ, потому что число, которое 
нужно вычесть, больше того, изъ котораго требуется его вычесть. На
примеръ, мы знаемъ следующее соотношеше а— (Ьчг-с)=*а -Ъ—с; 
положимъ, что а—7, 6=7 и с—3, такъ что 6н-с=10. Но соотноше- 
Hie а— (6н-с) = а—6—с не явно предполагаете, что Ъч~с меньше а; 
если-же мы пренебрежемъ этимъ предиоложешемъ, то получимъ
7— 10 = 7— 7— 3; и такъ какъ 7—7 есть нуль, то мы окончательно 
могли-бы писать 7— 10= — 3.

73. При такомъ способе писашя равенства 7— 10= — Змы можемъ 
подразумевать следующее: «10 изъ 7 вычитать нельзя, но если вычесть
7 изъ 10, то остатокъ будетъ 3».

74. Съ перваго взгляда учащемуся пожалуй покажется невйроят- 
нымъ, чтобы такое выражеше какъ 7— 10 могло встретиться на прак
тике, а если-бы п встретилось, то могло-бы произойти единственно или 
отъ ошибки, которую сейчасъ-же можно исправить, или отъ того, что 
предложена такая задача, решить которую, очевидно, невозможно, а по
тому следуете просто бросить. Но по мере того, какъ учапцйся будетъ 
подвигаться въ своихъ зашшяхъ дальше, онъ напротпвъ будетъ нахо
дить, что тагая выражешя встречаются часто; можетъ напримеръ слу
читься, что а— Ъ представится въ начале какого нибудь продолжитель- 
наго изследовашя, когда не легко решить сразу, будетъ-ли а больше 
иди меньше Ъ. Предметъ настоящей главы будетъ состоять въ томъ, 
чтобы показать, что въ подобныхъ случаяхъ мы можемъ вначале 
предполагать, что а больше Ъ, но что если окончательно оказалось-бы, 
что а меньше Ъ, то мы все-таки могли-бы. воспользоваться нашимъ
изследовашемъ.

75. Сделаемъ одно пояснеше. Положимъ, что въ одинъ годъ купецъ 
имеете известную прибыль, выражающуюся известнымъ чнсломъ руб
лей, а на другой годъ онъ терпите убытокъ въ известное число рублей; 
спрашивается, какое изменеше произошло въ его капитале? Пусть а 
будетъ прибыль перваго года, выраженная въ рубляхъ, и Ь убытокъ 
второго года, выраженный тоже въ рубляхъ. Тогда, если а больше Ъ, 
то капиталь купца увеличился на а—Ъ рублей; если-же Ъ больше а, 
то капиталь его уменьшился на Ъ—а рублей. Въ этомъ последнемъ 
случае а— Ъ показываете, что въ ариеметическомъ смысле такое вычи- 
таше не возможно; но въ Алгебре нашли удобнымъ удержать для по-
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казашя изменения въ капитале разность а— Ъ, которую мы можемъ 
надлежащимъ образомъ истолковать. Такъ напримеръ, если а=400 
и 6=500, то капиталъ купца подвергся уменыпенио въ 100 рублей; 
что выражается символически такъ

400—500 = — 100,
и мы можемъ даже перевести эти символы въ слова, говоря, что капи
таль купца увеличился на «минусъ 100 рублей». Так1я выражешя 
неудобны, разумеется, въ обыкновенной рйчп, но для математика они 
понятны, и онъ основательно и логически умйетъ пользоваться выте
кающими отсюда выводами.

7G. Существуетъ много случаевъ, подобныхъ предыдущему, въ 
которыхъ для насъ бываетъ удобно иметь возможность представить, не 
одну только величину, но также и то, что можно назвать качествомъ 
или особенностью тёхъ предметовъ, о которыхъ мы разсуждаемъ. Въ 
предыдущемъ случае известная сумма денегъ можетъ быть прмбргьтаема 
или теряема; въ вопросахъ, относящихся къ хронологш, мы можемъ 
отличать время, предшествующее известной эпохе, отъ времени по- 
слгьдующаго за нею; въ вопросахъ о положены мы можемъ отличать 
разстояше, измеряемое къ стеру отъ известной постоянной точки, 
отъ разстоямя, измеряемаго къ югу отъ нея; и такъ далее. Такгя пары 
относительныхъ величинъ математикъ различаетъ посредствомъ знаковъ 
-+- и — . Такъ, если, какъ въ предыдущемъ примере, нужно отличить 
прибыль оть убытка, то мы можемъ обозначить прибыль — 100 или 
просто 100, а убытокъ— 100, если величины ихъ равны 100. Или мы 
могли-бы обозначить убытокъ чрезъ н-100, а такую-же прибыль чрезъ
—’100. Здесь нужно заметить два обстоятельства: вопервыхъ, что когда 
не употреблено никакого знака, то надо подразуметь знакъ вовто- 
рыхъ} что знакъ -+- можно приписать той или другой изъ относитель
ныхъ величинъ, и тогда во всемъ изследоваши другой величине дол- 
женъ будетъ принадлежать знакъ — -

77. Въ Ариометике мы имеемъ дело только съ числами, пред
ставляемыми символами 1, 2, 3, и проч. съ промежуточными между 
ними дробями; въ Алгебре-же, кроме этихъ чиселъ мы разсматриваемъ 
еще другой рядъ символовъ — 1, — 2,— 3, и проч. съ промежуточными 
дробями. Символы, предъ которыми стоитъ знакъ — , называются от
рицательными количествами, а символы, предъ которыми стоитъ 
знакъ ч-, называются положительными количествами. Символы, не 
пмеюшде передъ собою знака, разсматриваются какъ им'Ьюпце знакъ-ь.

Абсолютной величиной какого нпбудь количества называется 
число, представляемое этимъ количеетвомъ независимо отъ знака, 
стоящаго предъ количествомъ.

78. Въ предыдущихъ главахъ мы дали правила Сложения, Вычи- 
ташя, Умножешя и Делешя алгебраическихъ выражений. Правила эти
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основаны на ариеметическихъ нонят1яхъ и остаются справедливыми до 
тйхъ поръ, пока эти выражейя представляюсь собою величины разсматри- 
ваемыя Ариеметикою, т. е. величины положителъныя. Такъ, когда 
мы вводимъ такое выражете, какъ а—Ъ, то предполагаемъ, что а и Ъ 
положителъныя величины, при чемъ а больше Ь. Но если мы пожелаемъ 
потомъ распространить наши разсуждешя и на отрицательный вели
чины,, то необходимо будетъ возвратиться вновь къ разсмотрйнш этихъ 
основныхъ д'Ьйствй. Нашли удобнымъ допустить, что правила основ- 
ныхъ д%йств!й должны быть одни и тй-же, обозначаютъ-ли принятые 
символы положительный, или отрицательныя количества; поэтому 
мы должны обезпечить это удобство при помощи надлежащихъ опредЬ- 
летй. Действительно нужно заметить, что делать определетя нахо
дится въ нашей власти; напримеръ умножете определено въ Ариеме- 
тике для положительныхъ количествъ, и мы, естественно, должны удер
жать это определете; но умножете отрицательныхъ количествъ 
или положителънаъо и отрицательнаю количества еще не было 
определено, и эти термины остаются пока не имеющими смысла. По • 
этому отъ насъ зависитъ определить ихъ какъ угодно, лишь-бы по- 
томъ уже разъ на всегда держаться этого определетя.

79. Учашдйся должеяъ помнить, что онъ еще не въ состоянш судить 
объ удобстве, которое можетъ последовать, какъ мы намекнули, отъ 
разсматриватя основныхъ законовъ алгебраическихъ дМств1й постоян
ными и неизменными и отъ усвоетя более обширнаго понят такимъ 
словамъ, какъ сложеш.е и умножев1е, съ целью обезпечить ихъ неиз
менность и постоянство. Онъ долженъ пока ограничиться наблюдетемъ 
за верностью выводовъ, получающихся на оенованш определетй. По мере 
того, какъ онъ будетъ подвигаться дальше, онъ увидитъ, что Алгебра 
много выигрываетъ въ ~ могуществе и полезности, благодаря введетю 
въ нее отрицате льныхъ количествъ и распространена) смысла основ
ныхъ действЛ. И онъ убедится, что хотя символы +  и — повидимому 
употребляются для двухъ целей, именно согласно съ определешями 
ст. В и 4 и согласно условно ст. 76, но никакого противореч1я или 
недоразуметя изъ этого обстоятельства всетакя возникнуть не можетъ.

80. Два количества называются равными и могутъ быть соединены 
посредствомъ знака ==, когда они имеютъ одно и то-же численное 
значете и одинъ и тотъ-же знакъ. Такимъ образомъ они могутъ иметь 
одну и ту-же абсолютную величину и быть не равными между собою. 
Напримеръ 7 и — 7 имеютъ одинаковую абсолютную величину, но 
они не могутъ быть названы равными.

81. Въ Ариеметике целью сложенгя служитъ нахождеше одного 
числа равнаго совокупности всехъ единицъ и дробей, содержащихся въ 
другихъ данныхъ числахъ. Такое понимате сложешя не применимо къ 
отрицательнымъ количествамъ, т. е. мы еще не знаемъ смысла выра-
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женш «приложить — 3 къ 5», «приложить —3 къ — 5». Поэтому мн 
должны дать определенный смыслъ словамъ сложить, приложить въ та- 
кпхъ случаяхъ, ж предлагаемый нами смыслъ определяется следующими 
правилами: Чтобы сложить два количества съ одинаковымъ зна
комь, нужно сложить абсолютный величины этихъ количествъ 
и поставить предъ суммой знакъ этихъ количествъ. Чтобы сло
жить два количества съ разными знаками, нужно вычесть мень
шее по абсолютной величингь изъ большаго и предъ остаткомъ по- 
поставитъ знакъ того количества, которое имгъетъ большую абсо
лютную величину.

Такъ, по первому правилу, если мы сложимъ 3 и 5, то получимъ
8, и если мы складываемъ — 3 и — 5, то сумма будетъ —!8. По вто
рому правилу, если мы сложимъ 3 и — 5, то получимъ — 2, если-же 
складываемъ — 3 и 5, то получимъ 2.

82. Легко видеть, что данныя выше правила лишаютъ слово сложить 
его обыкновеннаго ариометнческаго смысла, пока дело идетъ о сложенш 
такихъ количествъ, камя разсматриваетъ Ариеметика, т. е. по- 
ложительныхъ, но за то даетъ смыслъ этому слову въ техъ слу
чаяхъ, где оно раньше не вмело смысла. Читатель можетъ пожалуй 
возразить, что слову сложить не дано никакого новаго опре- 
дгьлетя, но что дано лишь правило для складывангя двухъ количествъ. 
На это мы можемъ ответить, что практическое употреблеше опредгьле- 
нгя покажетъ намъ, что мы употребляемъ это слово правильно и осно
вательно и данныя выше правила обезпечатъ эту цель въ настоящемъ
случае,

83. Но эти правила вовсе непроизвольны, то-есть учашДйся легко 
можетъ всегда убедиться, даже на этой ступени его познашй, что они 
несомненно имеютъ болышя преимущества. Такъ, чтобы воспользоваться 
численнымъ примеромъ, даннымъ выше, положимъ, что кто-нибудь 
имеетъ получить отъ одного лица 3 рубля и отъ другого 5 рублей, 
тогда мы можемъ сказать, что онъ обладаетъ 8 рублями. Но положимъ, 
что онъ долженъ одному лицу 3 рубля и другому 5 рублей, тогда онъ 
долженъ всего 8 рублей; на это можно смотреть, какъ на истолковаше 
смысла символа — 8, происходящаго отъ сложешя — 3 и — 5. Положимъ 
теперь, что ему приходится получить 3 рубля и заплатить 5 рублей, 
тогда онъ остается въ долгу на 2 рубля; на это можно смотреть, какъ 
на истолкован1е символа — 2, происходящаго отъ сложешя 3 и — 5. 
Наконецъ положимъ, что ему нужно получить 5 рублей и заплатить
3 рубля; это можно понимать такъ, что онъ обладаетъ 2 рублями, и 
это можетъ служить объяснешемъ того, что отъ сложемя —3 и 5 по
лучается 2.

84. Такимъ образомъ въ Алгебре сложете не предполагаетъ необ
ходимо увелнчемя въ ариеметическомъ смысле, и темъ не менее для
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обозначетя результата употребляется также слово сумма. Иногда, когда 
иначе могла-бы оказаться неясность въ этомъ отиошенш, употребляется 
терминъ алгебраическая сумма, чтобъ отличить этотъ результатъ отъ 
аривметической суммы, которая получилась-бы отъ ариеметическаго 
сложешя абсолютныхъ величинъ разсматриваемыхъ членовъ.

85. Положимъ теперь, что намъ нужно сложить пять количествъ 
— 2, -+-5, — 13, —4 и -4-8. Сумма —2 и -4-5 есть н-3; сумма -+-3 
и —-13 есть — 10; сумма —10 и —4 есть — 14; сумма — 14 и -+-8 
есть —б. Такимъ образомъ —6 будетъ искомая сумма. Но мы можемъ 
сначала найти сумму отрицательныхъ количествъ: —2, — 13 п —4, 
что дастъ — 19; потомъ найти сумму положительныхъ количествъ: 
-*-5 и -4-8, что дастъ -+-13. Тогда искомая сумма приметь видъ 
-4-13— 19, то-есть — 6, какъ и раньше. Легко убедиться, съ помощью 
поверки, что результатъ получится одинаковый, каковъ-бы не былъ 
порядокъ, въ которомъ мы беремъ члены, то-есть — 2— 13-+-5-*-8—4,
8— 13— 2— 4-»-5, п такъ дал'бе веб даютъ — 6.

86. Положимъ теперь, что намъ нужно сложить два или болФе 
алгебраическихъ выражетй, напримеръ 2а—ЪЪ-*-4сж —а—26-4-c-4-2(i 
Мы получаемъ для ихъ суммы

2 а—Зб'+_4с—а —2Ъ~*~с~+~ 2d.
Здйсь мы можемъ соединить вм’Ьстй подобные члены; такъ

2а—а= а, — 3Ъ—25—— ЬЪ, 4сч-с=5с, 
и сумма будетъ а— bb~i-bc-t-2d.

Такимъ образомъ мы можемъ дать следующее правило для алге
браическаго сложешя: Нужно написать члены въ одной строка съ 
тпми знаками, кате у нихъ есть\ собрать вмпстп подобные члены 
и наконецъ расположить члены результата въ извгьстномъ порядюъ.

87. Въ ариеметическомъ вычитати намъ всегда приходится отнимать 
некоторое число, называющееся вычитаемымъ, отъ другого числа, 
которое называется уменьшаемьтъ, причемъ полученный результатъ 
называется остаткомъ. Итакъ остатокъ можно определить какъ такое 
число, которое должно приложить къ вычитаемому, чтобы получить 
уменьшаемое, а ц̂ ль вычитатя состоитъ въ нахожденш этого остатка.

Тймъ-же самымъ опредйлетемъ мы будемъ пользоваться п въ алге- 
браическомъ вычитати, то есть будемъ говорить, что при вычитати 
намъ нужно найти такое количество, которое должно приложить къ вы
читаемому, чтобы получить уменьшаемое. Изъ этого опред^летя выте- 
каетъ следующее правило: Нужно измгьнить знакъ каждаго члена 
въ вычитаемомъ, и полученное такимъ образомъ выражеше прило
жить къ уменьшаемому; результатъ будетъ искомый остатокъ.

Действительно, легко видеть, что если къ составленному такимъ 
образомъ выраженпо мы прпложимъ вычитаемое, приписывая каждый
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членъ съ принадлежащимъ ему знакомъ, то все члены вычитаемаго 
исчезнутъ и останется уменьшаемое, которое мы я искали.

88 . Обратимъ теперь внимате на другое обстоятельство. Согласно
нашему положетю сумма -+-а и — Ъ означается посредствомъ а—Ъ) 
если мы вычтемъ— Ъ изъ а, то результатъ будетъ «-+-6; сумма —а, 
-+-Ь и — с будетъ — а-+Ъ— с, и такъ далее. Но до сихъ поръ мы по
лагали, что самыя буквы представляюсь положителъныя числа; на
примеръ, когда мы говоримъ, что сумма -*-а и — Ь есть а— Ь, то а 
можетъ равняться, положимъ, 6, а Ь равняться 10; но положимъ, что а 
есть —6 и Ъ есть — 10, окажутся-ли наши правила пригодными и 
здесь? Такъ какъ Ъ есть — 10, то — Ъ или — (— 10) естественно 
приметъ значете 10, а -+-а или 6) будетъ иметь значете —6,
сумма-же 10 и —6 есть 4.

89. Такимъ образомъ, если а само по себе отрицательное коли
чество, то мы можемъ понимать его какъ -+-« и какъ —а; смыслъ 
этого будетъ следуюпцй: пусть а—— а, такъ что а есть положитель
ное количество, тогда -*-а или -»-(— а)=  — а, a —а или— (— а)=а. 
Въ предыдущей статье мы сказали, что такой смыслъ естественно 
следуетъ изъ сказаннаго раньше; но впрочемъ не представляетъ большой 
важности, будемъ-ли мы разсматривать такое понимате какъ следств1е 
предыдущаго, или будемъ смотреть на него, какъ на новый способъ 
истолковатя. Наибольшая важность состоитъ въ томъ, чтобы пользо
ваться принятыми правилами однообразно и последовательно, разъ они 
уже допущены.

Такъ какъ -ь(—а)=  — а и —(— а)= а, т. е. -ч-а, то мы можемъ 
высказать относительно знаковъ то-же самое правило, какъ и раньше, 
именно одинаковые знаки даютъ разные — .

90. Въ умноженш нужно разсмотреть четыре случая. Пусть а и 
Ъ означаютъ два числа, тогда намъ нужно будетъ разсмотреть

-+-аХ+&, — аХ-+-Ъ, - ьаХ — Ъ, —а Х — Ь.
Первый случай представляетъ обыкновенное ариеметическое умно- 

жейе и не требуетъ никакого замечайя. Обыкновенное определеше 
умножейя прилагается равнымъ образомъ и ко второму случаю; дей
ствительно, положимъ, напримеръ, что Ь—3, тогда — а Х  3 показы
ваетъ, что — а должно повториться три раза, то-есть въ результате 
умноженш мы будемъ иметь — а—а— а или — да. Итакъ

—аХ~*-Ъ=—аЪ.
Въ двухъ другихъ случаяхъ множитель отрицательное количе

ство, вследств1е чего общее ариеметическое поняйе объ умноженш 
здесь не приложимо; поэтому мы должны съ помощью надлежащего 
определетя дать смыслъ этому термину въ настоящемъ случае. Но мы 
замечаемъ, что когда множитель—положительное число, то знакъ мно- 
жимаго сохраняется въ произведейи, а потому сделаемъ следующее до-
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пущеше: Когда множитель—отрицательное число, то нужно про
извести умножение такъ, какъ будто-би множитель былъ положи- 
тельнымъ, а потомъ измгьнить въ произведены знакъ. Отсюда мы 
непосредственно заключаемь, что

-t-aX— Ь=—ab и —а Х —Ъ=-*-аЪ.
91. Такимъ образомъ мы получаемъ следующее правило: Чтобы 

перемножить между собою два количества, каковы бы не были ихъ 
знаки, нужно умножить ихъ, не обращая вниматя на знаки, и 
предъ произведетемъ поставить нь или — , смотря по тому, 
будутъ-ли оба множителя съ одинаковыми знаками, или съ разными. 
Какъ уже было замечено, правило знаковъ въ умножение сокращенно 
выражается такъ: одинаковые знаки даютъ разные —.

92. Въ предыдущихъ статьяхъ мы предполагали, что сами ажЪ  
означаютъ ариеметичешя числа; поэтому важно заметить, что если 
они означаютъ и каюя-нибудь положительныя или отрицательный ко
личества, то и тогда полученные четыре вывода остаются справедли
выми, то-есть

-+-аХ-+-Ь=-+-аЪ, —аХ~^Ь=—-ab, -НжХ— Ъ~—аЪ,
— а Х — Ъ~~̂ ~аЬ.

Возьмемъ, напримеръ, последнй изъ этихъ случаевъ и положимъ, 
что а есть отрицательное количество, такъ что можетъ быть обозна
чено чрезъ —а; тогда —а будетъ положительное Количество и = а 
(ст. 89). Следовательно —« X —Ъ=а Х — Ъ, а это будетъ по треть
ему случаю = —ссЪ. Такъ-же аЪ=—аХ Ь = — аЪ, по второму случаю.

Такимъ образомъ выводъ —а Х — Ъ остается справедливым̂  когда 
а будетъ и отрицательнымъ количествомъ. Подобнымъ-же образомъ можетъ 
быть доказанъ и всяк1й другой случай.

93. Мы должны теперь показать, что и правила для умножешя 
двучленныхъ или многочленныхъ выражетй, данныя въ ст. 48, также 
остаются справедливыми, чтб бы не означали эти символы. Возьмемъ 
напримеръ случай

(а— Ъ)с=ас—Ьс.
При доказательстве этого мы предполагали, что с положительное 

количество; положимъ теперь, что оно будетъ отрицательнымъ, имен
но—у. Въ силу услов1я статьи 90, чтобы найти произведете а—Ъ на 
—у, мы должны умножить а— Ъ на у и потомъ изменить знакъ каж-
даго члена въ результате. Но

(а—6)у= ау—fry;
такимъ образомъ (а—Ъ )Х— у= —«у-*-6у.

А такъ какъ с= —у, то мы имеемъ
ас— Ъс——ay+5y;

такъ что ушше (а —Ъ)с—ас—Ъс
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остается справедливымъ, будетъ-ли с положительнымъ или отрицатель- 
нымъ. Подобнымъ-же образомъ могутъ быть доказаны и друпе случаи.

94. Обыкновенное опредЬлете д'Ьлетя будетъ иметь общее значе
те. Мы предполагаема что дано произведете и одинъ жзъ множителей, 
и намъ нужно определить другой множитель.

Поэтому, если мы прожзведемъ делете, не обращая вниматя на 
знаки, то получимъ частное независимо отъ знаковъ. Тогда останется 
определить знакъ, для чего мы можемъ дать следующее правило:

Когда дгьлимое и дгьлитель имгьютъ одинаковые знаки, то част
ное должно имгьть знакъ нн; когда дтлимое и дгьлитель имгьютъ 
разные знаки, то частное должно имгьть знакъ — .

Правило это вытекаетъ жзъ того, что произведете делителя в 
частнаго должно равняться делимому. Правило знаковъ прп дйленш, 
какъ и прежде, можно выразить сокращенно такъ-же: одинаковые знаки 
даютъ -ь, разные знаки даютъ — .

95. Слова больше и меньше часто употребляются въ Алгебре въ 
более широкомъ смысла. Мы говоришь, что а больше Ь или что Ь 
меньше а, если а— Ь будетъ положительная величина. Это соглас
но съ обыкновеннымъ языкомъ, когда а ж Ъ сами по себ'Ь положитель
ны, но нашли удобнымъ распространить значете словъ больше ж 
меньше, такъ что опред’Ьлете это можетъ оставаться справедливымъ 
также и тогда, когда а или Ь отрицательно, или оба они отрицатель
ны. Такъ, напримеръ, на алгебраическомъ языкгь 1 больше чемъ—2 
и—2 больше. чемъ— 3.

96. Прежде ч£мъ оставимъ эту часть нашего предмета, мы 
должны сделать нисколько общихъ замечатй. Предметъ Алгебры 
некоторыми новейшими писателями разделяется на две части, которыя 
они называютъ Аривметической Алгеброй и Символической Алге
брой. Въ Ариеметической Алгебре символы употребляются для означе- 
т я  чиселъ и дМствШ, встречающихся въ Ариометпке. Здесь, какъ это 
показано въ предыдущихъ главахъ настоящаго сочинен!я, мы начп- 
наемъ съ определетя нашихъ символовъ и потомъ доходимъ до жзвгЬ- 
стныхъ выводовъ, каковъ напримеръ выводъ (а-+Ъ)(а—&) = а2—Ь2. 
Въ Символической Алгебре мы допускаемъ, что правила Ариеметиче- 
ской Алгебры имеютъ всеобщее значете и определяемъ, какъ нужно 
ихъ выражать символами и действ1ями, чтобы достигнуть такого ре
зультата. Такимъ образомъ, мы можемъ сказать, что въ настоящей 
главе мы занимались изследоватемъ того, какой смыслъ должно при
давать символамъ, чтобы выводы предшествующихъ главъ могли иметь 
общее значете. И это неизбежно привело насъ къ теорш отрицатель
ные количествъ и къ более широкому пониманш словъ: сложете, 
вычптате, умножете ж делете.

97. Въ некоторыхъ старыхъ сочинетяхъ по Алгебре делаются
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веема недостаточный указайя относительно расширешя смысла, кото
рый мы придаемъ извёстнымъ простымъ ариеметическимъ терминам-ь. 
Доказательства, приводжмыя въ этихъ сочинешяхъ п изсл'Ьдовайя ихъ 
сохраняюсь свое значете только до гЪхъ поръ, пока символы имеютъ 
чисто ариеметичесгай смыслъ, такъ что въ сущности эти доводы и из- 
следовашя безъ всякаго доказательства распространяются на символы, 
уже вовсе не им4юнце ариеметическаго смысла. Въ нов4йшихъ сочине- 
шяхъ, какъ ж въ настоящемъ, делаются попытки установить более 
полныя доказательства. Впрочемъ нельзя отрицать того, что этотъ от- 
дйлъ нашего предмета представляетъ значительныя затруднешя для 
начиеающаго, такъ что онъ вероятно лишь после многократнаго об- 
суждешя вопроса въ состояши будетъ придти къ уб4ждешю въ общей 
справедливости освовныхъ теоремъ.

Мы советуешь учащемуся идти дальше, до главы объ уравнешяхъ; 
тамъ онъ увидитъ некоторыя дальнейппя замйчамя относительно отри- 
цательныхъ количествъ, после чего можетъ прочитать настоящую 
главу снова. Было-бы несовместно съ планомъ этого сочинетя входить 
въ болышя подробности, касающ1яся этой части Алгебры; настоящая 
глава можетъ дать краткщ очеркъ, который учашдйся самъ впоследствш 
дополнить чтешемъ другихъ сочннешй и собственнымъ размышлейемъ.

Въ дальнейшемъ изложены намъ встретится надобность въ извест- 
ныхъ предложешяхъ, которыя принимаются въ Ариометике, какъ оче- 
видныя акаомы ж которыя оказываются также справедливыми и тогда, 
когда мы придаемъ терминамъ ж символамъ более обширный смыслъ.

98. Если къ равнымъ количествамъ приложить равныя-же, то суммы 
будутъ равны.

99. Если отъ равныхъ количествъ отнять равныя-же, то остатки 
будутъ равны.

Такъ напримеръ, если А = рВч-С , то, отнимая отъ этихъ равныхъ 
количествъ по С, будемъ иметь А — С=рВ.

100. Если равныя количества умножить на те-же или на равныя 
количества, то произведетя будутъ равны. П П

Такъ, если а= Ьу то и ап—Ъп ж 1/а=]/Ъ.
101. Если равныя количества разделить на те же или на равныя 

количества, то частныя будутъ равны.
102. Если одно и то-же количество приложить къ другому и вычесть

жзъ него, то величина последняго не изменится.
103. Если какое нибудь количество умножить и разделить на 

другое количество, то величина его не изменится.
104. Важно обратить внимате читателя на то обстоятельство, что 

эти предложены теперь остаются справедливымж, будутъ-ли разематрп- 
ваемыя количества положительными или отрицательными, и понимаемъ
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ли мы термины сложете, вычитате, умножете ж дйлете въ простомъ 
или широкомъ ихъ смысл̂ . Напримеръ, если а=Ъ и c= d) то ac=bd; 
это очевидно, если вей буквы означаютъ положителъныя количества. 
Но положимъ, что с будетъ некоторое отрицательное количество, такъ 
что мы можемъ его представить чрезъ — у; тогда и d должно быть 
отрицательнымъ количествомъ, и если мы означимъ его чрезъ —  Ь, то 
будемъ имйть у=5; следовательно щ=ЪЬ; следовательно— 55, 
и такимъ образомъ ас =  bd.

Разные примеры.
1. Показать, что х2 -+-у2 4^2 н- 2ху -+- 8^  и 4(ж-+-£')2 будутъ

тожественно равны, когда х и у каждое равно а.
22. Если а = 1, v —or х = 7 и у =  8, то найти значете выра-

жешя: з
5 (а— Ъ)\/ |(а-+-ж)«/2| — 6 [/ \ {а-ь-х)у\ -+-а.

5 1 93. Если а =-=. Ъ =-g, х =  5 и у то найти значете
з

( 10а -+- 206) [/ j(# — Ъ )у ]— Ва (/  j у2 (х — 6)|н-56.
4 , 0 10 4 „4.. Если а =-=, b =  2, х = - ж у =-=, то наити значете

(ан-6)[/ { (х— b)yz} — а\/ | у(х—6) \ч-х.
5. Подставить «/н-з вместо х въ выражете х4—хг-\-2х2— В и 

расположить результатъ по степенямъ у.
6. Показать, что

{(а— 6) 2-ь(6—с)2-ь(с— а)212= 2  {(а—5)4-ь(6—с)4-*-(с—а)4\-
7. Если 25=ань6н-с, то показать, что

(s—а) 2-t-(s— Ъ) 2-»-(s—с)2—I—s2= аг-*-Ъ 2ч-с
8. Если 2s=a-i-b-t-c, то показать, что 

2 (5—а) ($— 6)н-2 (s— b) (s—с)н-2 (s— c)(s—a )= 2s2—a2—62—с
9. Если 2s=a-+-b-4-c, то показать, что 

2 (s —d)(s ~b)(s—c)-t-a(s— 6)(s— c)-t-b(s— c)(s—a)

10. Показать, что
c(s—a)(s— b)=cibc.

(ан-6-i-c)3 — (бн-c)3— (с-ь-a)3— (a-i-6)3-f-a3-t-63-4-c3 =  6a6c.

2 
n

11. Показать, что если al-t-a2-f-.. . -ч-an=^-s, то
(s— «j ) 2h-(5— a2)2 ч-... -+-(s— an) 2= a, 2-+-a2 2-i-a3 2-f-... н-a

12. Если 2$=ач-6ч-с и 2с2= а2-л-Ь2-\-с2, то показать, что 
(a2—а2)(а2— 62)н-(с2— b2)(a2— c2)-t-(c2— c2j(a2—a2)

= 4s(s— a)(s— b)(s—c) .



0БЩ1Й НАИБОЛЬШИЙ ДЕЛИТЕЛЬ. 39

Г Л А В А  Y I.

ОбщШ наиболышй делитель.
105. Въ Ариеметике общимъ наибольшимъ дгълителемъ двухъ или 

более ц^лыхъ чиселъ называется наибольшее число, на которое все они 
могутъ делиться безъ остатка. Этотъ терминъ употребляется также и 
въ Алгебр̂ , и значеше его выяснится изъ слёдующаго определешя 
общаго наибольшего дплителя двухъ или более алгебраическихъ выра- 
жешй.

Пусть два или несколько алгебраическихъ выражешй расположены по 
нисходящимъ степенямъ одной и той-же буквы, тогда множитель наиболее 
высокой степени, дйляпцй безъ остатка эти выражешя, называется 
ихъ общимъ наибольшимъ делителемъ.

106. Терминъ общгй наибольшей дгълителъ является не вполне 
свойственнымъ въ Алгебре, потому что слова больше и меньше лишь 
въ редкихъ случаяхъ могутъ быть применяемы къ алгебраическимъ 
выражешямъ, въ которыхъ не даночастнаго численнаго значешя состав- 
ляющимъ ихъ буквамъ. Лучше было-бы употреблять выражеше общгй 
наивысшт дтълитель; но согласно съ установившимся обычаемъ мы 
удерживаемъ терминъ общгй наибольшт дгьлитель. Вместо этого длин- 
наго назвашя мы часто будемъ для краткости писать здесь лишь его 
начальныя буквы о. н. д.

Когда какое нибудь выражеше делить безъ остатка два или более 
другихъ выражешй, то мы будемъ называть его общимъ ихъ дгьлгте- 
лемъ или короче просто ихъ дгълителемъ.

107. Правило для нахождешя о. н. д. двухъ алгебраическихъ 
выражетй со сто и тъ  въ следующемъ:

Пусть А  и В  будутъ два алгебраичесшя выражешя и пусть они 
расположены по нисходящимъ степенямъ какой нибудь одной и той-же 
буквы и положимъ, что показатель у высшей степени этой буквы въ 
А  не меньше, чемъ показатель наивысшей степени той-же буквы въ В . 
Разделимъ А  на В ; потомъ примемъ остатокъ за делитель, а -В за 
делимое; затемъ новый остатокъ примемъ за делитель, а предыдущей 
остатокъ за делимое, и будемъ продолжать поступать такимъ образомъ, 
пока не будетъ наконецъ никакого остатка; тогда последшй делитель 
и будетъ искомымъ общимъ наибольшимъ делителемъ.

____  «■

108. Примеръ. Найти о. н. д. для
х2—6ж-+-8 и 4х3— 21#2-+-15ам-20.
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4х3
4х3

21ж*-+-15ям-20
24х'3ч-32х

хОм
4ж-+-3

& г— 17Ж-+-20
Зж2— 1&C-I-24

х
х

2
2

х— 4
6#-ь8
4х

х— 4 
ж— 2

2а;—1—8

Такимъ образомъ искомый обпцй наиболышй делитель есть х—4.
109. Справедливость правила, даннаго въ ст. 107, основывается яа 

слъдующихъ началахъ:
1) Если Р  делить А , то оно должно делить и тА . Действительно, 

такъ какъ Р  делить А , то мы можемъ положить, что А = а Р , тогда 
тА . шсьхг, и такимъ образомъ тА. делится на -Р.
тг*-^ ^ели ^  Д̂ литъ А ж В . то оно будетъ делить и тА + пВ. 
Д иствительно, такъ какъ Р  делить А  и Р , то мы можемъ положить, 
что А = а Р  ж В= Ъ Р, тогда тА ± п В  
тА + п В  делится на Р .

(та+пЪ)Р; такимъ образомъ

Мы можемъ теперь доказать данное въ ст. 107 правило,
110. Обозначимъ буквами А  и В  два выражешя, п пусть эти 

последних расположены по нисходящимъ степенямъ одной и той-же буквы, 
и положимъ, что показатель наивысшей степени этой буквы въ А  не 
меньше показателя высшей степени этой буквы въ В . Разделимъ А 
на В , пусть р означаетъ частное и С остатокъ. Разделимъ В  на С; 
пусть q означаетъ частное и D  остатокъ. Разделимъ С на D  и поло
жимъ, что остатка уже не будетъ, а частное означимъ чрезъ г. Тогда 
мы будемъ иметь следующие результаты.

А -р Вч-С ; B=qG-t-D\ G=rD.
Покажемъ сперва, что D  есть обпцй делитель А  и В .

делить С, потому что С= rD , следовательно D  делить qG, а 
также и qG-i-D; то-есть D  делить Р . Далее, такъ какъ I )  делить В
\  ’ то *!но д̂ литъ p P ^ G , то-есть D  делить А . Следовательно В  делить А ж  В .

Такимъ ооразомъ мы доказали, что D  есть обшдй делитель А  и В ; 
покажемъ теперь, что В  есть ихъ наибольшей общШ делитель.

Но ст. 109 всякое выражеше, делящее А  и Р , делить А —рВ, 
то-есть С; поэтому всякое выражеше, делящее А  и Р , будетъ также 
делителемъ В  ж С. Подобно этому всякое выражеше, делящее В  я С,
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будетъ и делителемъ С ж В . Итакъ всякое выражете, делящее А ж В  
дйлитъ и В . Но никакое выражете выше В  не можетъ быть делите
лемъ В . Следовательно В  есть искомый о. н. д.

111. Совершенно такимъ-же образомъ, какъ доказывалось въ преды
дущей статье, что В  измеряегъ А  ж В  или делитъ ихъ, можно пока
зать, что всякое выражете, делящее В , измеряетъ также или делитъ 
Аж В . А въ предыдущей статье показано, что всякое выражете, 
измеряющее А  ж В, дёлитъ В . Такимъ образомъ всяшй делитель А  
и В  будетъ также делителемъ и ихъ о. н. делителя; и наоборотъ 
всятй делитель о. н. делителя будетъ делить также А ж В .

112. Какъ примеръ приложешя сказаннаго въ ст. 110, положимъ 
что требуется найти общШ наиболынш делитель выраженШ хгч-6хч-4 
и хгч-4хгч-Ьх

х 4х2ч-5хч-2
х3ч-5х2ч-4х

X
■X,2

хч-2
Ъх— 4
6 хч-6

X 5хч-4

х
X

Ху 1

Ьхч-4
х

4хч-4

6хч-6
х 4— I—  
6 6

Этотъ примеръ обращаетъ внпмате наше на новое обстоятельство: 
последтй делитель здесь 6хч-6, который, согласно правилу, долженъ 
быть искомымъ общимъ наиболыпимъ делителемъ. Изъ предыдущаго 
действ1я мы видимъ, что когда хгч-Ьхч-4 делится на бжн-6, то

. Если будемъ делить на 6хч-6 другое
6

данное выражете, именно х3ч-4х2ч-5хч-21 то мы получимъ въ част-
I

Учащшся сразу заметить, что 6хч-6 не можетъномъ 1
6 2 3’

быть общей мерой двухъ данныхъ выраженш, потому что получае- 
мыя при делеши частныя представляютъ собою дроби. Но мы видимъ, 
что въ этихъ частныхъ буква ж не входить въ знаменатели дробей, хотя 
коэффищенты степеней х и дробные. Поэтому тагая выражетя, какъ
X 2 х2
Г з  и Т +
выражетями

'Г* 1I-— можно жазывать по отногиетю къ х цчълыма2 3
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Такимъ образомъ, въ этомъ примере, когда мы говоримъ, что 6жн-б 
есть о. н. д. двухъ данныхъ выражешй, то мы лишь подъ этимъ разу- 
меемъ, что нельзя найти никакого делителя, который содержалъ-бы 
въ себе высшую степень х, чемъ встречающаяся въ выраженш 6яы-6. 
Друпе делители, каюе можно найти, будутъ отличаться отъ этого 
только вътомъ, что касается численныхъ коэффищентов 
и 2хч-2 будутъ тоже делителями; одинъ изъ нихъ представляетъ по
ловину, а другой треть делителя бж-ь-б, и когда мы разделимъ дан- 
ныя выражетя на эти делители, то соответствующая частныя будутъ 
одно въ два, а другое— въ три раза более предыдущаго. Но и х-+-\ 
будетъ также делитель и соответствующая частныя будутъ ям-4 и
xu4-'6x4-'i\ въ такомъ случае мы можемъ условно принять за обнцй 
наиболыпш делитель ам-1, лишь бы частныя были свободны отъ дроб- 
ныхъ коэффищентовъ.

113. Чтобы избежать дробныхъ коэффицгентовъ въ частныхъ 
принято обыкновенно при производстве действ1я отыскатя общаго 
наибольшаго делителя отбрасывать известные множители, не состав
ляющее части искомаго общаго наибольшаго делителя.

Положимъ, что намъ нужно найти о.н. д. для А  и В ; и положимъ, 
что на некоторой ступени производимаго действ1я мы пришли къ 
выражешямъ К  и В , одно изъ которыхъ должно быть делимымъ, а 
другое делителемъ. Пусть B= m S , где т  не заключаетъ ни одного 
изъ множителей, каше могутъ быть въ К ;  въ такомъ случае т  можно 
отбросить, т. е. вместо того, чтобы продолжать действ1е надъ К  и В, 
мы можемъ продолжать его надъ К  и 8.

Действительно, какъ это было уже показано, мы знаемъ, что А  
и В  имеютъ какъ разъ техъ-же общихъ делителей, какъ К  и В .

Но всяю.й обшдй делитель К  и 8 есть обпцй делитель К  и Д  а 
следовательно и общш делитель А  и В .

И всяшй обнцй делитель К  ж В  будетъ общимъ делителемъ К  и 
mS. Но т  не содержитъ въ себе ни одного изъ множителей, содержа

лся въ К , Следовательно всякй обшдй делитель К  ж В  есть общш 
делитель К  и 8. Поэтому всяюй обшдй делитель А  ж В  будетъ 
общимъ делителемъ К  и S.

Такимъ образомъ мы видимъ, что А  ж В  имеютъ какъ разъ техъ- 
же общихъ делителей, какихъ имеютъ К  и 8 , а это и нужно было 
доказать.

114. Известнаго рода множитель можетъ быть также и введенъ на 
всякой ступени действ1я.

Положимъ, что намъ нужно найти о. н. д. для А  ж В , ж что на 
какой нибудь ступени дМств!я его нахождетя мы пришли къ выраже- 
тямъ К  ж В , одно изъ которыхъ должно быть делимымъ, а другое— 
делителемъ Пусть L= n K , где п не заключаетъ въ себе ни одного
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изъ множителей, содержащихся въ В ; тогда мы можемъ ввести этотъ 
множитель п, то-есть продолжать дМств1е надъ L  и В  вместо того, 
чтобы продолжать его надъ К  ж В .

Действительно, какъ уже доказано, мы знаемъ, что А  ж В  имеютъ 
тйхъ-же самыхъ общихъ делителей, какихъ имеютъ К  ж В .

Но всяий обпцй делитель К  ж В  будетъ общимъ делителемъ L  в
В , такъ что всяшй обпцй делитель А ж В  будетъ общимъ делите
лемъ L  ж R.

И всяшй обпцй делитель L  и В  будетъ делителемъ п К  и В. Но 
п не содержите ни одного изъ множителей, содержащихся въ В. Сле
довательно всяшй обпцй делитель L  ж В  будетъ общимъ делителемъ 
К  и .В, а следовательно и общимъ делителемъ А ж В .

Такимъ образомъ мы видимъ, что А  и В  какъ разъ имеютъ техъ-же 
общихъ делителей, какихъ имеютъ L  ж В , а это и нужно было доказать.

115. Мы видимъ такимъ образомъ, что известные множители какъ 
въ делимомъ, такъ и въ делителе могутъ быть отбрасываемы, или 
напротивъ вводимы въ нихъ; на практике обыкновенно удаляютъ 
множителей изъ делителей, и вводятъ множителей въ делимыя, при 
чемъ подобные множители вообще представляютъ собою численныхъ 
множителей. Разсуждетя статей 113 и 114 показываютъ, что такое 
введете или отбрасываше множителей можетъ быть совершаемо на лю
бой ступени д£йств1я и напримеръ, если угодно, въ самомъ начале. 
При помощи такихъ впдоизмененш процесса нахождения о. н. д. мы 
можемъ избегать введешя дробныхъ коэффиндентовъ. Следуюпцй при
мерь объяснить это учащемуся.

Требуется найти о. н. д. выражетй:
Зх5— 10#3~i-15#-t-8 и х5— 2х4—6#3-i-4a?2-»-13#-»-6.

Зхь — Юх3 — 15̂ ?—I—8 х5— 2х4— 6ж3-»-4ж2-+-13яы-6 
Зх5— §х4— 18х3-+-12х2ч-39хч~18 3

Qx4-i- 8ж3-12ж2- 24^— 10
Прежде чемъ перейти къ следующему делетю, мы можемъ отбро

сить множитель 2 въ каждомъ члене новаго делителя, а каждый членъ 
новаго делимаго помножить на 3. Затемъ будемъ продолжать действге 
следующимъ образомъ:

Зх4ч-4х3—6х2— 12х— 5Зх5— 6х4— 18ж3-ь-12я;2-|-39ж-ь-18 
Зж5н- 4Х4—  6а?3— 12ж2— 5х

10ж4— 12ж3-*-24ж2-ь 44ж-+-18
х

Отбросимъ множитель 2 въ каждомъ члене последняго выражетя 
затемъ умножимъ каждый членъ на 3. Тогда получимъ

15ж4— 183-4-S6#2h-66#-i-27.
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Будемъ продолжать делете.
—  15х4— 1&х3ч-3 6ж2-ь6 6ая-2 7 
— 15ж4— 20ж3-1-30£2-ь60ям-25

Зж4-*-4ж3— 6ж2— 12ж— 5
5

2аг3ч- 6ж2-ь- бам- 2

Удалимъ множитель 2 изъ остатка и будемъ продолжать д1>йств1е 
слйдующимъ образомъ:

З х 4ч - 4 х 3 —  &хг— 12 х — 5 
З х 4ч - 9 х 3-ь- 9х 2ч -  Ъх  

— Ъх 3 — 15#2— 1Ъх— 5 
—  Ъх3— 1Ьхг— 1 5 х — 5

х3-+- 3 х2--+- 3 х-+-1
~3s— 5

Итакъ, искомый обпцй наибольший делитель будетъ
ж3-1-Зж2н-Зж-»-1.

116. Положимъ, что первоначальный выражетя А  и В  содержать 
обпцй множитель F , который видЬнъ съперваго взгляда; пусть A — aF  
и B —bF. Тогда F  будетъ множителемъ о. н. д., какъ показано въ 
ст. 111. Поэтому мы можемъ вайти о. н. д. для а ж Ъ и умножить 
его на F ; это произведете и будетъ общимъ наиболыпимъ делителемъ 
А  и В .

117. Подобеымъ-же образомъ, если на какой нибудь ступени дйй- 
ств1я мы замйтимъ, что известный множитель окажется общимъ дели
мому и делителю, то можемъ отбросить его и продолжать действ1е 
надъ остальными множителями. На этотъ опущенный множитель нужно 
будетъ помножить последшй делитель, который получится при продол- 
женш действ1я, и это произведете будетъ искомымъ общимъ наиболь-
[имъ делителемъ.

118. Положимъ напримеръ, что мы ищемъ о. н. д. выражешй 
(х— 1)\х— 2){х— 3) и (х— 1)3(х— 4)(х— 5). Здесь множотель (х— I )2 
оказывается общимъ для обоихъ предложенныхъ выражешй, а следо
вательно онъ и есть о. н. д. Сверхъ того въ этомъ примере (х— 1) 
есть полный общш наиболыпш делитель, потому что нельзя найти ни
какого общаго делителя кроме единицы для выражешй (х— 2)(х— 3) и 
(х— 1)(ж—4)(ж—5), представляющихъ остальные множители данныхъ 
выражешй. Это можно доказать поверкой, но когда учанцйся освоится 
съ вопросомъ о разложеши алгебраическихъ выражешй на множители, 
то для него это будетъ видно съ перваго взгляда. Разложеше алге
браическихъ выраженш на множители излагается въ Teopiu Уравнети.

119. Положимъ теперь, что ищется общш наиболышй делитель 
трехъ алгебраическихъ выражешй А , В , С.

Найдемъ обпцй наиболыпш делитель двухъ изъ нихъ, напр. А  и



B. Пусть этотъ о. н. д. будетъ D; тогда обпцй наиболышй делитель 
D  I  С будетъ искомымъ общимъ наибольшимъ делителемъ А, В  и С.

Действительно по ст. 111 всяшй делитель JD и С делить такъ-же 
А, В  и С; точно также и каждый делитель А, В  и С делить D  и
C. Такимъ образомъ о.н. д. В  и С будетъ о. н. д. А, В  и С.

120. Подобнымъ-же образомъ мы можемъ найти о. н. д. четы
рехъ алгебраическихъ выражетй. Для этого мы должны найти о. н. д.. 
двухъ данныхъ выражешй п также о. н. д. другихъ двухъ выраже
тй; тогда о. н. д. двухъ найденныхъ такимъ образомъ выражешй бу
детъ общимъ наибольшимъ делителемъ четырехъ данныхъ выражешй. -

121. Определете и действ1я, показанный въ предыдущихъ статьяхъ 
этой главы, относятся къ многочленнымъ выражешямъ. Значете тер
мина общгй нсшболъшгй дчьлитель, въ случае простыхъ выражешй 
можно видеть изъ следующаго примера:

Требуется найти обпцй наиболышй делитель для 482а4Ъ2хуг 
270а2Ъ3х2£ и 90а3Ъх3.

Найдежъ по правиламъ ариеметики о. н. д. численныхъ коэффи- 
щентовъ 432, 270 и 90; онъ будетъ 18. За этимъ численнымъ 
коэффищентомъ мы напишемъ каждую изъ буквъ, общую всемъ одно- 
членамъ, и каждой изъ буквъ дадимъ соответственно наименышй по
казатель, съ какпмъ она встречается въ данныхъ выражешяхъ. Та
кимъ образомъ мы получимъ 18а2Ъх, на которое делятся все данныя 
простыя выражешя; оно и будетъ представлять ихъ обпцй наиболь-
ппй делитель.

Примеры отыскашя общаго наибольшаго делителя.
Найти обпцй наиболышй делитель въ следующихъ примерахъ:

1. х2—Зж-1-2 и хг—х—2. / / Л з /
2. х3-\-Зхг-\-4х-ь-\2 и х3-ь-4х2ч-4хч-3.
3. xs-t-x2-t-x— 3 и x34-3ziz-t-5x-t-3.
4. ж3-+-1 и x3-+-mx2-t-mx-i-1.
5. 6ж3—7ах2—20а2х и 8x2-v-ax—4а2.
6. хв— уъ и х2—у2.
7. Зх3— 13х2-+-23х—21 п 6х3н-х2— 44л?-«-21.
8. х4— 3xs-t-2x2-i-x—1 и х3— х2—2ам-2.
9. ж4— 7ж3н-8ж2-»-28ж— 48 и ж3—8ж2-*-19я— 14.

10. х4—х3-̂ -2х2ч-хч-3 и х4ч-2х3— х—2.
11. 4х4ч-9х3ч-2х2—2х—4 и Зх3-^Ъх2— x-t-2.
12. 2ж4— 12ж3-4-19̂ 2—6жн-9 и 4ж3— 18ж2-«-19ж—3..
13. бж4-ьж3—х и 4х3— &х2— 4x-t-3.

Пр и м е р ы  о ты с ка н ья  о вщ аго  н а и бо л ьш а го  двлителя. 45
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14. \2хг— 1Ъух4-Зу% и 6х3—§ухг-+-2угх— 2ys.
15. 2xs— ll# 2— 9 и 4ж5->-11ж4нь81.
16. 2а4н-3агх—9агхг и Qa4x— \1агхгч-\4агхг— 3ах4.
17. 2х»3—I—(2а— 9)ж2— (9ан-6)жн-27 ж 2хг— 13ам-18.
18. asx3— агЪхгу-ч-аЪгхуг— Ь3у3 и 2агЪхгу— ab2xy2— Ъ3у3.
19. х3ч-ах2— аху— г/ и х4ч-2хгу— а2х2ч-х2уг— 2аху%—у4.
20. х5-+~3х4— 8ж2— 9х— 3 и х5— 2х4— 6ж3н-4ж2н-13ж-ь-6.
21. 6х5— 4х4— 11 ж3— 8а?2— Зх— 1 и 4х4ч-2х3— 18х2ч~3х—-5.
22. х4— ах3— а2#2— а3х— 2а4 и Зх3— 7аж2н-3а2#— 2а8.
23. Xs— 9#2н-26#— 24, х3— I0x24-Slx— 30 и

хг— 11ж2ч(-38ж— 40.
24. х4— Юл?2—1—9 , ж4-4-10а;3-1-20ж2— 10#— 21 и

x4-+-4xz— 22#2— 4ам-21.

Г Л А В А  УЛ.

Общее наименьшее кратное.
122. Въ ариеметикЬ общимъ наименьшимъ кратным о двухъ жли 

бодйе ц^лыхъ чиселъ называется наименьшее изъ чиселъ, въ которыхъ 
содержится безъ остатка каждое изъ данныхъ чиселъ. Этотъ-же тер- 
минъ употребляется и въ алгебр̂ , и значете его зд$сь выяснится изъ 
«лйдующаго определетя общаго наименьшаго кратнаго двухъ или бо- 
лее алгебраическихъ выражетй: пусть два или бол̂ е алгебраическихъ 
выражетя расположены по нисходящимъ степенямъ какой нибудь об
щей буквы; тогда выражете наименьшей степени относительно той-же 
буквы, делящееся на каждое изъ даниыхъ выраж.нш, будетъ ихъ об
щимъ наименьшимъ кратнымъ.

123. Для краткости, слова общее наименьшее кратное мы часто 
■будемъ заменять начальными буквами о. н. к. Терминъ этотъ точно 
также не совсЬмъ свойствененъ алгебражческимъ выражетя мъ по причине, 
указанной уже въ ст. 106.

Всякое выражете, делящееся на другое, можетъ быть названо крат- 
яымъ этого последняя.

124. Покажемъ теперь, какъ найти общее наименьшее кратное 
двухъ алгебраическихъ выраженШ. Пусть А ж Ъ  означаютъ два а лгебраи- 
ческгя выражетя и пусть D  будетъ ихъ обпцй нанболытй делитель.
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Положимъ, что А = а В  и В —ЪВ Тогда, по свойству общаго наиболь
шаго делителя, аж Ъ не имеютъ никакого общаго множителя, а следо
вательно ихъ наименьшее кратное есть аЬ. Отсюда следуете, что вы- 
ражете наименьшей степени, делящееся на аВ  ж ЪВ, будетъ аЪВ.

И аЬВ==АЪ~Ва==~.
Отсюда вытекаетъ следующее правило для нахождетя наименыпа- 

го кратнаго двухъ алгебраическихъ выражетй: Нужно найти жхъ об
пцй наиболышй делитель, разделить на него одно изъ выражетй и 
частное помножить на другое выражете; или иначе: разделить про
изведете этихъ выражетй на ихъ обпцй наиболытй делитель.

125. Если Ж  будетъ наименьшее кратное А  и В , то очевидно, что 
всякое кратное Ж  будетъ общимъ кратнымъ А а В .

126. Всякое общее кратное двухъ алебраическихъ выражетй 
есть кратное ихъ общаго наименьшаго кратнаго.

Пусть А  и В  означаютъ два выражетя и пусть Ж  ихъ о. н. к.; 
пусть далее N  означаетъ какое нибудь другое общее кратное, Поло
жимъ, если возможно, что разделивъ N  на Ж , мы получимъ остатокъ 
В обозначимъ частное черезъ q. Итакъ R = N —qM. Но А  и В  
заключаются безъ остатка въ Ж  и -ZV, а следовательно (ст. 109) они 
делятъ и В. Но степень В  будетъ ниже степени Ж. Итакъ суще
ствуете некоторое кратное выражеяш А  и В  меньшей степени, чемъ 
ихъ наименьшее кратное. Но такое заключете нелепо, а потому не 
можетъ существовать никакого остатка В , то-есть N  есть кратное Ж .

127. Теперь положимъ, что мы ищемъ общее наименьшее кратное 
для трехъ алгебраическихъ выраженш А, В , С. Найдемъ о. н к. 
двухъ изъ нихъ, напримеръ А  и В ; пусть Ж  означаетъ это о. н. к.; 
тогда о. н. к. для Ж  и O' будетъ искомымъ общимъ наименыпимъ 
кратнымъ А , В  и С.

Действительно, всякое кратное Ж  и G будетъ кратнымъ для А, 
В  ж С (ст. 125). И всякое кратное для А  и В  будетъ кратнымъ для 
Ж  (ст. 126); такимъ образомъ всякое кратное А, В  ж С будетъ 
кратнымъ для Ж  ж С. Следовательно о. н. к. выражевгй Ж  и О бу
детъ о. н. к. и выражетй А, В  ж С.

128. Разлагая алгебраичесшя выражетя на составляющее ихъ мно
жители, мы можемъ иногда облегчить действ1е нахождетя общаго наи
большаго делителя и общаго наименьшаго кратнаго. Напримеръ, пусть 
требуется найти наименьшее кратное для хг—аг и х3—а3. Такъ какъ

хг— аг=(х—a)(x-i-a) и х3—а3—(х—а)(ж2-»-аам-а2),
то мы заключаемъ, что х— а есть обпцй наиболытй делитель этихъ 
двухъ выражетй; следовательно наименьшее ихъ кратное будетъ 
{хч-а)(х3—а3), то-есть

х4-+-ах —а х—а .
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129. Предыдущая статьи этой главы относятся къ многочленнымъ 
выражетямъ. Въ случай простыхъ или одночленныхъ выражешй 
смыслъ термина общее наименьшее кратное выяснится изъ сл̂ дую- 
щаго примера.

Требуется найти наименьшее кратное выражетй
482а4Ь2ху, 270azb3x2z, 90azbx3.

Найдемъ по правиламъ ариеметики общее наименьшее кратное чи- 
сленныхъ коэффшцентовъ 432, 270 и 90; оно будетъ 2160. Рядомъ 
съ этимъ числомъ напишемъ каждую изъ буквъ, встречающихся въ 
этихъ одночленахъ, и дадимъ каждой изъ нихъ наиболыит показатель, 
съ какпмъ она входитъ въ одно изъ выражетй. Такимъ образомъ мы 
получимъ 21Q0a4b3x3yz, которое будетъ делиться на все данныя вы
ражетя и будетъ называться ихъ общимъ наименьшимъ кратнымъ

130. Teopia общаго наибольшаго делителя и наименыпаго крат
наго не представляются необходимыми для последующихъ главъ этой 
книги, и некоторый затруднетя, катя встретятся въ этой теорш уча
щемуся, могутъ быть отложены до техъ поръ, пока онъ не прочтетъ 
теорш уравнетй. Однако-же примеры, относящееся къ предыдущей и 
настоящей главамъ должны быть старательно проделаны, такъ какъ 
они представляютъ хорошее упражнете во всехъ основныхъ алгебрап- 
ческихъ действ1яхъ.

/

Примеры на нахождеше наименыпаго кратнаго

Найти общее наименьшее кратное въ следующихъ примерахъ:
1. бя2—х— 1 и 2х24-3х— 2.

1 и хг-+-х— 2.
■9хг4~23х— 15 и х2— 3#-+~7.

х

2. х3—
3. Xs-

4. Зх2— 5x4-2 и 4х3— 4х2—x-t-l.
5. (х-1-1)(х2—1)
6. х34-2х2у— ху2
7. 2х— 1, 4xz— 1
8. х3— х, х3— 1 и х34-1.
9. хг— 4а2, (х-\~2а)3 и (х — 2а)3.

10. X s— §хг4-1\х— 6, х3— 9x2-t-26x—24 и х
11. х 3 -

—1.
2у3 и х
4 х 2

2х2у— ху'г4-2у3.
1.

3
9х 24 -2 6 х — 24, X s — 10х2-+-31х

-&х 
30 п х3

12. х4— 10x2-f-9, х *4-10 х 3-+-20х 2— Юх 21 и х4 
— 22хг

19х 
11х2
38х
4х3
4x4— 21 *

12

40.
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13. хг—4а2, ж3-1-2аж2-»-4а2ж-1-8а3 и х3— 2аж2н-4а2ж—За3.
14. ж2 (а-ч-6)ж~1-а5, хг—-(Ъ-*-с)х-¥-Ъс и хг— (с-\-а)х-+-са.
15. 2ж8-+-(2а—Зб)ж2—(2б2-+-За&);г-нЗб3 и 2хг—(85—2с)х

— 86с
16. 6(а3— 63)(а—6) 3, 9(а4— 64)(а— 6)2 и 12(а2—62)3.

ГЛАВА  V III.

Д р о б и .

131. Въ этой главе мы намерены обратить внимаше учащагося на 
некоторые предложешя относительно дробей, извеетныя ему уже иэъ 
Ариеметики, и затемъ показать, что предложешя эти въ ихъ общемъ 
виде остаются справедливыми и въ Алгебре. Въ нижеследующихъ 
статьяхъ, буквы представляютъ вообще целыя числа, если не огово
рено противнаго.

СИ132. Выражешемъ ^ мы показываемъ, что единица разделена на 6

равныхъ частей и что такихъ частей взято а. Выражеше это назы
вается дробью, причемъ а называется ея числителемъ, а 6 знамена- 
телемъ, такъ что знаменатель показываетъ, на сколько равныхъ частей 
нужно разделить единицу, а числитель показываетъ, сколько такихъ 
частей нужно взять.

Всякое целое число можно разсматривать какъ дробь съ знаменате-
леиъ единица, то-есть р р

1
133. Правило для умножешя дроби на целое число соетоитъ въ 

томъ, что нужно или умножить на это цгьлое число числитель, или 
разделить на это число знаменатель.

СЬПусть .г означаетъ некоторую дробь и с— некоторое целое число:
СЬ СЮ v ® ^тогда Г Хс=-^~. действительно, въ каждой изъ дробей И у  еди6

С1Сница разделена на 6 равныхъ частей, но въ дроби у  ихъ въ с разъ 

больше, чемъ въ дроби

Алгебра. 4
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Это доказываетъ первый способъ умножейя.
а

Теперь, пусть =— означаетъ какую-нибудь дробь, а с—какое-нибудь

целое число; тогда будетъ Действительно, въ каждой изъ
. . а адробей -г- и взято одно и тоже число частей, но каждая часть въ дроби

^ въ с разъ больше каждой части въ дроби потому что въ дроби

единица разделена на число частей въ с разъ большее того, на 

которое разделена она въ дроби поэтому дробь г въ с Разъ больше 

дроби ,
Это доказываетъ второй способъ умножейя дроби на целое число.
134. Правило для делейя дроби на целое число состоитъ въ томъ, 

что нужно или умножить знаменателя на это цгьлое число, или 
раздгьлить числителя на это цгьлое число.

Пусть ^ означаетъ какую-нибудь дробь и с—какое-нибудь целое
v Ct Chчисло; тогда мы будемъ иметь  ̂ : с= — . тельно, по ст. 133,

а . а „ а 1 > ct^  въ с разъ больше а следовательно есть — часть дроби ^

Это доказываетъ первый способъ дЬиейя.
асТеперь, пусть означаетъ какую-нибудь дробь, а с какое-нибудь 

целое число; тогда

Ъ
ас
У

а
Ъ'

асДействительно, по ст. 133, у- въ с разъ

а а 1 асбольше а следовательно ^ есть — часть дроби -гЪ Ъ
Это доказываетъ второй способъ делейя дроби на целое число.
135* Если какое-нибудь количество будетъ умножено и разделено 

на одно и то-же число, то величина его не изменится. Поэтому, если 
числитель и знаменатель дроби помножить на одно и то-же число, 
то величина дроби не изменится. Действительно, умножая числителя 
дроби, мы умножаемъ самую дробь на данное число, а умножая ея 
знаменателя, мы дЬлимъ дробь на то-же самое число. (Ст. 133 и 134).
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а ас
Такимъ образомъ  ̂= ^г* Точно также, если числитель и знаменатель
дроби разделить на одно и то-же число, величина дроби не изменится.

136. Следовательно алгебраическую дробь можно приводить къ дру
гой равной ей дроби посредствомъ д^лемя ея числителя и знаменателя 
на общаго имъ делителя. Когда числитель и знаменатель будутъ разде
лены на ихъ обпцй наиболытй делитель, то дробь приведется къ ея 
простейшему виду и будетъ несократимой. Напримеръ, разсмотримъrjx О Q
дробь —-з— —----Здесь обпцй наиболытй делитель числителя и400 — 2ilOC'~y~m О

-5; разделивъ на него числителя и знамена-
4#3— 27#-*- 5 

знаменателя будетъ 2#- 
теля, мы найдемъ, что

6#2 7х—20 3#-н4
4х3— 2.7#-+- 5 2#2-+-5#—1

137. Такъ какъ а
Ъ

а
Ъ (Ст. 94), то очевидно, что мы можемъ

изменять знаки числителя п знаменателя дроби, не изменяя этимъ ве
личины дроби.

138. Чтобы привести дроби къ одному знаменателю, нужно помно
жить числитель каждой дроби на все знаменатели, кромгь своею, 
и перемножить между собою всгьхъ знаменателей; первыя произве- 
денгя дадутъ соответственные числители дробей, последнее—ихъ 
общгй знаменатель.

Такъ, положимъ, что данныя дроби будутъ та с е

и еЫ

, _ „  тогда, по а т
a adf с cbf е ebd у , adf cbf

М Г 7 ~ ы г  таюмъ образомъ дробв и г  Щbdf d
данныя,■щ* будутъ соответственно иметь ту-же величину, какъ

но знаменатель у нихъ будетъ одинаковый bdf.
139. Если знаменатели имеютъ какпхъ-нибудь общихъ множителей, 

то мы можемъ поступать следующимъ образомъ: Найдемъ наименьшее 
кратное знаменателей—это будетъ общгй знаменатель; чтобы 
получить новый числитель, соответствующей каждой изъ дробей, 
умножишь числитель этой дроби на частное отъ делемгя наимень
шаго кратнаго на знаменатель этой дроби.

а < Ъ с
Положимъ напримеръ, что данныя дроои будутъ

Здесь
а

общее
ays

наименьшее
Ъ bxZ

»

тх  ту  ms 
кратное знаменателей будетъ mxyz; и 
с сху

тх  mxyz т у  mxyz mz mxyz *
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140. Чтобы сложить двй дроби или вычесть одну изъ другой, 
нуоюно привести ихъ къ общему знаменателю и тогда сложить 
или вычесть ихъ числители, удержавъ общаго знаменателя.

„  у  а с  а ч — с  vНаприм'връ ; это непосредственно слъдуетъ изъ понятхя
*

о дроби.
m а с ad сЪ ad-+-cbТакъ-же -ь— = — —— ;Ъ а bd Ъа bd

1 l e i  — Ъ а-*-Ъ 2 аtа-+-Ъ а—Ъ а2— Ъ2 а2— Ъ2 а2— Ъ
Ъ а Ъ ас Ъ ас-+-Ь

см— =--»— =-— I— = ----- ;с 1 с с с с
 ̂ а-+-Ъ  ̂ а—Ъ _2 (а2— Ъ2) (сн-5)2 (а— Ъ)
а— Ъ а-+-Ъ а2— Ъг а2— Ъ2 а2—Ъ2

2a z— 2bz- t -a z-t-2ab-+-b2- i -a z— 2 аЪч-Ъ2 4а2
az—Ъг az— Ъ25

а с а
Ъ Ъ Ъ ’
а с ctd Ъс ad— Ъс
Ъ d bd bd bd
a c-i—d a(c—d) б(с-ь-й) ас—ad— (bc-+-bd)
Ъ с— d b(c— d) b(c— cl) b{c— cl)

‘ ac—ad— be—bd 
=  b{c— d) ’ 

ач-Ъ a— b (a-+-b)z (a— b)z (ач-Ъ)2— (a— b) 
~a— b a^+b^aF— b2 a2— b2 =  oF— b2

az-t~2ab-i-bz— (a2—2аЪч-Ъ2)
a2— b2

а2ч-2аЪч-Ъ2—а2ч-2аЪ— b2 4tab
a2— b2 az— b2'

141. Правило для умножейя двухъ дробей состоитъ въ томъ, что 
для получетя новаго числителя надо перемножить числителей, и 
для получетя новаго знаменателя перемножить знаменателей дан- 
ныхъ

Это доказывается обыкновенно сл'Ьдующимъ образомъ: Пусть г  и ^ 
будутъ дв'Ь дроби, который нужно перемножить между собою; положимъ,

а с
что и ~з—У\ тогда

a=bx, c=dy,
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а потому ac—bdxy\
разделимъ обе части равенства на Ы ; тогда найдемъ, что

ас
Ы ху - V -b X d'

Этотъ способъ удовлетворителен!), когда х ж у на самомъ дгьлгь 
будутъ целыя числа, хотя и представляются въ дробномъ виде, по
тому что здесь мы понимаемъ слово умноженге въ обыкновенномъ 
смысле. Онъ будетъ также удовлетворителенъ, когда одно изъ двухъ 
чиселъ х ж у будетъ целымъ, потому что мы можемъ свести это къ 
умножению дроби на целое число, какъ въ ст. 183. Но когда х и у 
оба—дробныя, то мы не можемъ показать умножешя ихъ другъ на 
друга, не определявъ, что мы понимаемъ въ этомъ случае подъ сло- 
вомъ умноженге, потому что по обыкновенному понятно объ умноженш 
множитель долженъ быть целымъ числомъ.

Въ самомъ деле, такъ-называемое правило умножешя дробей есть 
въ сущности опредгьлете того, что мы условно понимаемъ подъ умно- 
жешемъ дробей. И это опредёлете такъ выбрано, что когда одна изъ 
двухъ дробей, которыя мы желаемъ перемножить, есть целое число, 
представленное въ дробной форме, или обе оне—целыя числа, то ре
зультатъ определешя совпадаетъ со следств1ями, вытекающими изъ 
обычнаго понимашя слова умноженге.

142. Следующее определеше словами можетъ более ясно указать 
на связь между смысломъ слова умножейе, когда оно прилагается къ 
целымъ числамъ, и смысломъ его въ приложено къ дробямъ. Когда мы 
умножаемъ одно целое число а на другое Ь, то это действ1е мы можемъ 
определить такимъ образомъ: какъ мы поступили съ единицей для 
полученгя числа Ъ, такъ-же мы должны поступить и съ а, чтобы 
получить Ъ разъ а. Но Ь получено изъ единицы повторещемъ этой 
единицы Ъ разъ, поэтому и число а нужно повторить Ъ разъ, чтобъ

а с
получить Ъ разъ а. Теперь пусть требуется умножить дробь т- на 

допуская предыдущее определеше, мы можемъ сказать: Какъ мы по-
Q

ступили съ единицей для полученгя такъ-же должны посту-Су
:зъ еди-а  ̂ с а -л- °пить съ —, чтобы получить j  разъ у . Для полученш ^

ницы, единица была разделена на d равныхъ частей и взято было с
с.у а * °Lтакихъ частей; поэтому, чтобъ получить -г разъ у ,  нужно дрооь

разделить на d раввыхъ частей, и такихъ частей взять с. Но по ст. 134,



5 4 Д Р О Б И .

если ^ разделить на d равныхъ частей, то каждая изъ нихъ будетъ
асI если взять с такихъ частей, то результатъ будетъ

а
bd’

Такимъ образомъ можно дать следующее опредйлете умножен1я: 
Чтобы получить произведете множителя и множимаго, мы должны по
ступить съ множимымъ точно такъ-же, какъ было поступлено съ еди
ницей для получетя множителя.

143. Чтобы умножить три или бол'Ье дробей между собою, нужно 
перемножить всгь ихъ числители— это будетъ новый числитель, и 
всп> ихъ знаменатели— это будетъ новый знаменатель.

а с144. Положимъ, что намъ нужно раздгълить т- на -=. Зд'Ьсь по 
свойству дйлетя мы должны отыскать такое количество, которое по 
умноженш на ^ давало бы Таковъ смыслъ слова д^лете въ при
ложена къ цблымъ числамъ, и тотъ-же смыслъ мы должны придавать 
ему, прилагая его къ дробямъ, такъ какъ другого определетя не было 
дано до сихъ поръ.

„ а с  а с хс ad ad
Пусть т0ГДа ъ =х d ~ ~ d ’ 0ТС1°да ~ъ~'̂ =хс и х==Тс

Такимъ образомъ мы получили правило д^летя одной дроби на другую: 
нуоюно обратить дгьлитель и поступать какъ при умноженш.

145. До сихъ поръ мы предполагали въ настоящей глав$, что 
буквы представляютъ собою цшыя числа, и такимъ образомъ лишь 
повторили тй правила и доказательства, кашя известны учащемуся 
дзъ Ариеметдки. Но, благодаря нашимъ обобщенннмъ опред’Ьлешямъ, 
мы можемъ доказать, что вс¥> данныя правила и формулы остаются 
справедливыми и тогда, когда буквы означаютъ собою катя нибудь

а (хс
1щлыя или дробныя числа. Возьмемъ, напримеръ, формулу и

о ОС
положимъ, что мы желаемъ показать ея справедливость, когда

аситакъ =—Ъс

а= т  
п * g.

C—r
s

нл т . p _

• ——
m

X g
п a

mr
n p

также it

ns и Ъс =__ J

<
т г •

ns
pr 
qs "

mr
ns X qs_

pr —

mq% 
пр ’

mrqs _ mq 
nspr пр
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>что формула справедлива.Такимъ образомъ, мы доказал
Сверхъ того эти формулы и правила остаются справедливыми и 

тогда, когда буквы означаютъ количества отрицательный, въ силу 
замечашй, сдёланныхъ выше, въ главе V.

146. Цосредствомъ предьтдущихъ правилъ и формулъ мы можемъ 
упрощать татя алгебраичешя дроби, въ которыхъ числители и зна
менатели сами представляютъ дробныя выражешя. Напримеръ
а Ъ а(анн6)н-62
ъ н
а

а-—Ъ

а-+-Ъ
Та

Ъ(а-+-Ъ) 
а2— Ъ(а— Ъ)

а{а—6)

a2-t-ab-i-bz
Ъ(а-+-Ъ) X

а (а— Ъ)
а

а(а*—&3) 
аЪ-л-Ъ2 Ъ(а3-*-Ъ*У

147. Не л '/IIIне будетъ предостеречь начинающая, что при упро- 
,енги дробвыхъ выражешй онъ долженъ, во избежаше ненужнаго тру

да, останавливаться на простейшихъ видахъ ихъ, каше можно допу
стить. Напримеръ, положимъ, что намъ нужно привести следующее вы
ражеше къ одной дроби

а Ъ с
(а— Ъ)(а— с)(х—а) (Ъ—а)(Ъ—с)(х— Ъ) (с— а)(с—Ъ)(х— с)'

Мы могли- бы принять за обпцй знаменатель произведете всехъ зна
менателей и преобразовать соответственно каждую изъ трехъ дробей, 
но небольшое размышлеше покажетъ намъ, что здесь существуешь бо
лее простой знаменатель, который мы можемъ представить въ следу- 
ющемъ симметрическомъ виде.

(а— Ъ) (Ъ— с) (с—а)(х—а) (х—Ъ)(х— с).
Поэтому предыдупця выражешя мы можемъ написать такимъ обра

зомъ :
а Ъ

(а— Ъ)(с— а)(х— а) (а—Ъ)(Ь— с)(х—Ъ) с) (х—с) *
тогда посредствомъ приведешя къ одному знаменателю мы найдемъ

а(Ъ—с)(х—Ь)(х— с)-+-Ъ(с—а)(х— а)(х— c)-t-c(a—Ъ)(х—а)(х—Ъ)
(а— Ъ) (Ъ— с)(о— а)(х— а) (х— Ь)(х— с)

Произведя перемножеше въ числителе, мы найдемъ, что онъ при
ведется къ

х |а(с2— Ъг)-*-Ъ(а2—с2)-ьс(62—а2)}
и мы найдемъ точно также, что

— | а(с2— Ъг)-*-Ъ(аг— cz)-*-c(b2— а2)|= (а— Ъ)(Ъ— с)(с—а).
Такимъ образомъ предложенное выражеше обратится въ

х
(х—а){х—Ъ)(х— с)
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Въ вид  ̂ другого примера можно показать, что
2 Ьга

(а— Ъ)[а— с)(х— а) (6— а) (Ъ— с)(х— Ъ) (с— а)(с— Ъ)(х— с)
х

(.х— а)(х— Ъ)(х— сУ

Примеры дробей.
Упростить следующая дроби:

х г 4 - 2 х — 3

J. •
х г4 - 6 х — -7 2.

х Ъх—4
х Ах— 5

3. х 6хг4- И х—6

5.

X s — З х - 4 - 2

Юж3-+-З5ж2

4. а3ч-ЗагЬч-ЗаЬг-*-Ь3

х 50^—1—24

7.

х34-9х
6х3— Ьх2

26x4-24 6.

4

9.

11.

2 х 3 — х 2 — х - + - 2

ЗХг4 -1 2 Х 4 -§
х б 4 - Ь х 3 ч - 6  '  

х * ч - 2 х 2 - + - 9

8.

а24-2аЪч-Ъ2 
Зх3— 16ж2-+-23ж— 6 
2л:3— 1 \х2-+-\ 1х— 6
2Х34~9х24~7 X— 3

10.

X

13.

4х34-4х2—9
Х - 4 - 1

12.

х3— 6х%— 37ж-*-210
х34-4х2— 47ж— 210

,э . 2хгх 2 х

/У>̂*—,_/у»«А/ %А/

х — 2хь—х2— 2хч-1
Ъх4- 2

2Ь4-(Ь2— 4)х— 2Ъх2'

14. а
х ь-ъ-4х  

■а4Ъ—аЪ44-Ъ
а ■а3Ъ— а2Ъ24-аЪ3 ‘

16. ( Х 4 - у ) X
У

( Х 4 - у ) ■X
У

б*
Произвести сложеше и вычиташе, указанное въ следующих! при 

мйрахъ отъ 17 до 37.

17.
а Ъ

18.

а4-Ъ
а

а Ъ'
Ъ

2 а—2 Ъ 2 Ъ— 2а

19. -
х

3
2х— 1

2х— 3 
4 х 2— 1

20

21.

I

т
1
х— 1

1
п (а4-Ъ) 

1

0,4-Ъ
т

а— Ъ
п

3
хч-2 (хч-2 Y
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2 2 .  5  1 2 42(ж~*-1) 10(х— 1) 5(2$-t— 3)

23.

24.

25.

26.

27.

Ъ—а а—2 Ъ 3 х{а--Ь)
х— Ъ

■ £ * 
х-+-Ъ хг—-62

3-ь2ж 2— Ъх 16ж—ж
2— ж • 2—i— х%-—4

3 7 4—20х
1—2х 1-H2# 4хг- —1

1 Ъ а
а-+-Ъ аг—Ъг a2-t-iЬг’

1 1 1
хг— уг (хч~у)2 (х—у У

9Я ^ 2~*~&2)2 _  а _  & о
аЪ(а— ЪУ Ъ а

а 3 а 2 ах29. о—# оя-ж а2—хг'
3 а—4 Ъ 2 а— Ъ—с 15а— 4 с а— 4 Ъ

' 7 3 ~ Ч 12 21
а-+-Ъ b-h-c с-л-а31. (Ъ— с) (с— а) (с—а)(а— Ъ) (а—Ъ)(Ъ—с)

а2—Ъс Ъг—са с2—аЪ32. (а-|-6)(а-ь-с) (6-ь-с)(&-ьа) (с-ьа)(с-ь6)
аг—Ъс Ъ2-+-са сгч-аЪ33. (а—Ъ) (а— с) (6ч-с)(6—а) (с— а,)(с-+-Ъ)'

Ъс са ab64. (с—а)(а— Ъ) (а—Ъ)(Ъ— с) (Ъ— с) (с— а)'

85. 1 ' 1а(а— Ъ)(а— с) Ъ(Ъ— с)(Ъ—а) с(с— а\с— Ъ)’
а— Ъ Ъ— с с— а (а— Ъ)(Ъ—с) (с—а)36.  Т-*ач-Ъ Ъ-ъ-с сч-а (а-+-Ъ)(Ъ-+-с)(сч-аУ

__ 2 2 2 (а—&)2н-(&— с)2н-(с— а)2о7« а—5 Ъ— с с—а (а—Ъ)(Ъ—с){с— а)

38. Умножить ^  наб-t-c* х(а—Ъ)'
_  хг-ь-ху X3—у39. Умножить - 9 — , на#2-i-уг ху(хч-у)‘
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'- i

Вах а2— хг Ъсч-Ьх
40. Перемножить щ ,  jq —  »

41. Доказать, что
Ъ <л» /« « у _ н / » _ Д у =4+ 7 ^  1 Y  V  i  W  J-

с— X
а-- X

6/ \я с/ \Ь а* \ с b J\c  а/\Ъ а
1— х2 1— з/2 а;42. Перенножнть — , — , .1  ч--— .

л ^ х(а— х) а(а-t-x)43. Умножить — г----о наайч-2ахч-х2 аг— 2 ахч-хг
а4— Ъ4 а—6

“ • * * * “  Х М , -

45. Упростить ( Х̂ - — -— ---- -^г—*) “ тг̂ -г ' ж—у хч-у хй—2/V 2«/
.. «. а3— 63 ач-Ъ /аг— аЪч-Ь\ 246. Упростить -о— г,. — т. ( -=---=----а6ч-Ъ6 а—о чсг-ьаб -+- Ь

/у» 2 /у» 2 /у»

47. Умножить —2— --Ы  на —8-ь-ч-1.а а а а

48. Умножить хг—хч-1 на \-н—-»-1.X* X
4 9 .  Уппостить х ‘+ Ф -+ -Ъ )+ аЪ  ж * - а г

—ж(а-ь6)-1-а6 ж!— 6!"
п  *V» - - /у»2 /у» 2VViV 1А/ СЛ/50. Разделить ?----гг на „ ,.(сы-я) а2—#2

е « v 4(а2—аЪ) 6 ab51. Разделить ■—— -ттг наЦач-Ъу а2— Ъг'

52. Разделить гг^~ з на ^я -+-у у-+-х

53. Радйлить 2- ^ н -  S t ?  — * L  на ^жн-г/ х—у хг— ут х*— у

54. Упростить  ̂ — —-ь —\у* х ) \уг у х,

55. Упростить - -̂=Л : ---- ,\ач-Ъ а— о/ \а— Ъ ач-Ъ

56. Упростить ^  : ( * ± * ------*\хч-у у/ \ у хч-у
1 157. Разделить х4-— г на хч— .X X
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5 8 . Разделить хгч-\-ч-2 на хч-~./у»* /у»4Л/ %АУ

1 1
5 9 . Разделить х2ч-1ч—г- на---- 1 - i - x ./уьА /угiv  %Aj\

П 1 и Cj
6 0 . Разделить а2—Ъ2— с2ч-2Ъс на — =■— .(X I О I с

„ а3ч-Ъа2хч-Ъах2ч-х3 (ач-х)2
6 1 . Разделить ------------- -г-"- на-j-----х*—у хгч-хуч-уг

6 2 . Разделить а2— Ъъ— с2— 2 Ъс на ач-Ъ—с
Л 8 Л 2 12а3 Л 2х
6 3 - Разделить хг— 3 ах— 2 а̂ н----г- на Ъх— 6 ахч—3 а хч-Ьа

 ̂ Xs 6 а2 х За
64. Разделить г S-V

ач-Ъ а— Ъ ач-х а—х
сч-d с— d

65. Упростить ' " JT j’ 6(3* Упростить
*с—d сч-d

---- на—х анY-X
ач-х а- X

а—х ачЬ-X
а— 1 Ъ— 1 с— 1

- -  -  —

л_ _  ЪаЪс а Ъ67. Упростить I------- ; ------ --------7г Ъсч-са—ab 1 1 1iа Ъ с
_ _  /ач-Ъ агч-Ъ\ /а—Ъ а3— Ъ68. Упросить ( в - г н 5С- р ; : ---------

„  /с—Ъ с3— Ъ*\ /с
6 9 . Упростить : (-

+-Ъ а3ч-Ъ'
(с—Ъ с3— 1*\ (С ч-Ъ сгч-Ъг

’ Ъ̂ ~ с2— Ъг
„  /х2ч-уг хг—у \  /

70. Упростить (- 5- - - r — i)  = (
хч-у X—у

х —у х“ч-ул/ \х—у хч-у
ач-Ъ а—Ъ\ /агч-Ъ2 аг—Ъ_ /ач-о а—о\ /а‘ч-о а —о

71. Упростить { — ъ+ ---ъ)  ■
т гч-п2

т  г

п т
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хл а х—а

73. Упростить X X х—а х-ъ-а
х—a x-t-а х-*-а х — а

---------------------------------------------------------------------------- 1 ------------------------------------------------------------------------------------

х—а х-ь-а
1

74. Упростить

75. Упростить
X

1-- ь-а Ъ-*-с
1 1
а Ъ-л—с

1

\

1

1-+ ЖН-1
3—х

Ь2-ьс2 а
2Ъс

76. Упростить а

Ь
d-f

f

Г Л А В А  IX.

Уравнешя первой степени.
148. Всякая совокупность алгебраическихъ символовъ называется 

выраженгемъ. Когда два выражешя соединены между собою посред- 
ствомъ знака равенства, то происшедшее отъ того новое выражеше 
называется вообще уравнетемъ. Соединенныя такимъ образомъ выра
жешя получаютъ назваще частей уравнешя, при чемъ выражеше, 
стоящее по левую сторону знака равенства, называется первою частью, 
а стоящее по правую сторону—второю частью уравнешя.

149. Уравнете называется тожественнымъ или просто тоже- 
ствомъ, когда обе части его остаются равными, кашя-бы числа мы не 
подставили вместо буквъ; напримеръ

(х-+-Ъ)(х—Ъ)—х2— Ь2.
представляетъ собою тожественное уравнете, или тожество.

До сихъ поръ учапцйся занимался исключительно почти тоже
ствами. Такъ выводы, данные въ статьяхъ 55 и 68, представляютъ 
выражешя тожественно равныя, какъ равныиъ образомъ и те, камя 
получатся, если мы решимъ примеры главъ III и IV .

150. Уравнете называется условными если оно справедливо не 
для всякихъ зиачешй буквъ, но лишь для известнаго числа значешй;
напримеръ

#-t-l=7
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не можетъ быть справедливымъ ни для какого значетя х кроме х=6.. 
Условный уравнешя называются просто уравненгями.

151. Та буква, которой должно дать одно или нисколько частныхъ 
значешй, чтобы содержащееся въ уравненш услов1е было справедливо,, 
называется неизвестною величиною. Говорятъ, что такое частное зна- 
чеше удовлетворяешь уравненш и называютъ его корнемь уравнешя. 
Решить уравнете значить найти одно или несколько такихъ частныхъ 
величинъ.

\

152. Если уравнеше заключаетъ въ себе одну неизвестную вели
чину, то говорятъ, что оно такой степени, какую выражаетъ показатель 
наивысшей степени этой неизвестной. Такъ, если обозначишь неизвест
ную величину чрезъ ж, то уравнеше будетъ первой степени, когда х 
входитъ только въ первой степени; такое уравнеше называютъ также 
простымъ уравнетемъ. Если въ уравнеше входитъ хг и нетъ степени 
х выше чёмъ хг, то оно называется уравнешемъ второй степени или 
квадрстгнымъ уравнетемъ. Если въ уравнете входитъ х% и нетъ въ 
немъ степени х выше, чемъ х3, то оно называется уравнетемъ третьей 
степени или кубическимъ уравнетемъ. И такъ далее.

Нужно заметить, что эти определешя предполагаютъ, что обе 
части уравнешя суть цгьлыя выражетя по отношетю къ х и не 
содержать х подъ знакомь корня.

153. Покажемъ теперь некоторый действ1'я, катя можно произво
дить надъ уравнетемъ, не нарушая выражаемаго имъ равенства. Мы 
у видимъ впоследствш, что эти действ1я окажутся для насъ полезными,, 
когда намъ придется решать уравнены.

154. Если каждый членъ въобгьихъ частяхъ уравнетя помно
жить или разделить на одно и то-же количество, то равенство- 
обгьихъ частей не нарушится. Это следуетъ изъ ст. 100 и 101.

155. Главнейшее применеше предыдущей статьи состоитъ въ 
освобождент уравнетя отъ дробей; последнее совершается посред- 
ствомъ умножешя каждаго члена на произведете всфхъ знаменателей: 
дробей, или, если угодно, посредствомъ умножешя на общее наимень
шее кратное этихъ знаменателей. Положимъ,что мы имеемъ, на
примеръ, уравнеше

/у> /У* /у*
чА / «X/ tA s

Помножимъ каждый членъ его на 2X3X4 ; тогда- получимъ
ЗХ4Хж-+-2Х4Хя-4-2ХЗХ#= 13X2X3X4; то-есть

12хч-8хч-вх=312.
А

Разделишь каждый членъ на 2; тогда получимъ
Qx-t-ix-t-dx—15 6.
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1

Вместо того, чтобы умножать каждый членъ на 2 X 3 X 4 , мы 
могли-бы умножить на 12, которое представляетъ наименьшее кратное
2, 3 и 4. Тогда мы сразу получили-бы

6ж-ь4жч-3ж=156.
156. Всякое количество можно переносить изъ одной части 

уратенгя въ другую, измгьнивъ у этою количества знакъ.
Такъ, пусть будетъ уравнеше

х—а= Ъ— у.
ПрилОжимъ къ общимъ частямъ по а (ст. 98); тогда

х—ач-а - Ь—у-+-а
то-есть

х=Ъч-а—у.
Теперь вычтемъ изъ общихъ частей по Ъ; тогда

х—Ъ=Ъч-а—у—Ъ=а—у.
Мы видимъ здесь, что—а изчезло изъ одной части уравнешя, а 

-въ другой части появилось -ьа; и ч-Ь исчезло изъ одной части урав- 
дешя и появилось въ другой въ виде—Ъ.

157. Если знакъ у каждаго члена уравненш будетъ измгьненъ 
на обратный, то равенство не нарушится.

Это следуетъ изъ предыдущей статьи, если переставить все члены 
«изъ одной части уравнешя въ другую. Такъ положимъ, что

х— а=Ъ— у.
Перестановляя члены, получимъ

у— Ъ=а—х,
то-есть

а— х= у— Ъ;
'тотъ-же результатъ мы получили-бы, если-бы изменили знакъ у каждаго 
члена въ первоначальном  ̂уравнеши.

158. Теперь мы можемъ дать правило для решешя простого урав- 
нешя съ одною неизвестною величиною.

JBo-первыхъ нужно освободить уравнете отъ дробей; потомъ 
перенести все члены, заключающее въ себгь неизвестный величины, 
въ одну часть уравнешя, а все известный величины— въ другую; на- 
конецъ разделить обе части на коэффицгентъ или на сумму коэф- 
фицгентовъ неизвестной величины, тогда и получится искомое зна
чение неизвестной.

Справедливость этого правила очевидно вытекаетъ изъ началъ, 
выраженныхъ въ предыдущахъ статьяхъ, и мы приложимъ теперь его 
,къ несколькимъ примерамъ. Въ этихъ примерахъ неизвестная вели
чина будетъ обозначаться буквой х, а если въ никъ будутъ ветре-
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чаться друия буквы, то мы будемъ предполагать, что опб представ
ляютъ извгьстныя величины,

159. Решить уравнете
3#—4=24—#.

Перенесемъ члены

то-есть

раздали въ, находишь

Ъхч-х—24-Н-4; 

4о;=28;

х = — =7.4
Мы можемъ повгьритъ результатъ, подставляя 7 вместо х въ 

первоначальное уравнете. Первая часть тогда будетъ 3 X  7— 4, то-есть 
21—4, то-есть 17; вторая часть будетъ 24— 7, то-есть 17.

tw. . 5# 4# , „ 5 х160. Решить уравнете —--- —— 13=--*- — .
2 6 о 62

Умножимъ на 96, т. е. на наименьшее кратное знаменателей; тогда
5Х48Х#—4Х32Х#— 13Х96=5Х12-»-3#

то-есть
240#— 128#—1248=60-+-3#;

перенесемъ члены
240#— 128#— 3#=1248-1-60;

итакъ
109#=1308;

разд£ливъ, найдемъ
1308 юх—--- = 12.109

Мы можемъ поверить результатъ, подставивъ 12 вместо # въ 
первоначальное уравнете; тогда найдемъ, что каждая часть уравнетя 
будетъ равна 1.

161. Иногда бываетъ удобно уничтожать дроби почастямъ, после 
чего можно делать некоторый упрощетя, прежде чемъ перейти къ осво- 
бождетю уравнетя отъ остальныхъ дробныхъ коэффищ'ентовъ. Напри
меръ, решимъ уравнете

Х-+-Ч 2#— 16 2#—1—5 1 t Зжн-7
" I I  3 * 4 12

Здесь намъ удобно помножить на 12; тогда

— 4(2#—16)-ь-3(2#-»~ 5)=16Х4-«-3#-<-7,
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то-есть
12(л?-ь7)

11
8я?-+~64—ь~6я?-+-15 == 64—I—Зл?—в— 7

Перенеся члены и сд'Ьлавъ приведете, найдемъ
12(ж-»-7)

11
Умноживъ теперь на 11, получимъ

Ьх.

12ям-84-ь88=55#
по перенесети членовъ 

разделивъ, найдемъ
172=43#

х 172
48 4.

Этотъ результатъ мы можемъ поварить, какъ и раньше.
Учапцйся долженъ обратить особенное внимате на одно обстоя

тельство, встретившееся въ этомъ примере. Дробь 
1

что q(2^— 16). Предъ этой дробью стоитъ знакъ -

2х— 16
3~~ все равно

; и когда мы умно

жимъ ее на 12, раскрывъ скобки, то получимъ— 8ж-+-64. Такимъ 
образомъ, при освобожденш отъ дробей, мы должны поступать со зна
ками членовъ, стоящихъ въ какомъ-нибудь числителе, такъ-же, какъ 
еслибы они стояли въ скобкахъ.

162. Решить уравнете 5 2
2хч-1 Ъх— 8‘

Умножимъ на (2ям-1)(5#—8); тогда

то-есть

перестановимъ члены*

разделивъ, получимъ

5(5ж—8)=2(2жч-1) 

2Ъх—40=4ям-2; 

21^=42;

х 42
21 2.

Этотъ результатъ мы можемъ поверить, какъ и раньше

168. ре 1И'<ть уравнете -2х—3 4х— 5
6#—7

Умножимъ на (Зх—4)(6х—7); мы получимъ
(2х—3)(6ж— 7)= (4а?— 5)(3ж— 4) ,
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то-есть 12х2 — 32хч-21 = 12х2—31хч-20.
Отнимемъ отъ общихъ частей по 12ж2; тогда

21 —32#=20— 31л::
еренесемъ члены

21— 20=32#—31#;
итакъ х 1.

Этотъ результатъ можно поверить, какъ и раньше 

164. Решить уравнеше -■—8=^-^— \.Л О О
Умножимъ на 6; тогда

3#—48=20#— 14;
перенесемъ члены —

17#=—34;

разделивъ, найдемъ х 34
17 2.

Результатъ этотъ можно поверить; мы найдемъ, что каждая часть 
уравнетя обратится въ — 9.

165. Решить уравнете ax-+-b=ex4-d.
Перенесемъ члены
то-есть

ах—ex=d—Ь\ 
(а-—с)х= d— Ъ;

разделивъ, получимъ X d— b
а

Повгьрка. Вставимъ эту величину вместо х въ первоначальное
Y a(d— b)уравнеше; тогда первая часть сделается -

a(d—Ь) Ъ(а— с)
а *-Ь, то-есть

а а то-есть ad—-Ьс
а--с

c(d—Ъ) d(a—с)то-есть —--- —\— ---  то-есть

. Вторая часть будетъ 
da—cb

c(d—b) 
а—с i-d,

а а а
166. Уравнете первой степени не можетъ имгьть больше 

одною корня.
Действительно, всякое уравнеше первой степени можно привести 

къ виду ах=Ь, если неизвестныя величины перенесены все въ первую 
часть, а взвестныя—во вторую; но для справедливости этого необходимо,
чтобы х равнялось —, и ничему другому.О)

Тотъ-же выводъ получаютъ иногда следующимъ образомъ. Предпо- 
ложимъ, если возможно, что это уравнеше имеетъ два различные корня 
а и Р ;  тогда согласно предположение

аа=6, еф=6;
Алгебра. 5
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вычтя одно изъ другого, получимъ
а(а—$)—0;

но это невозможно, потому что по предположетю а— не равно нулю, 
и а тоже не равно нулю. Такимъ образомъ уравнете первой степени 
не можетъ им%тъ больше одного корня.

Примеры уравненш первой степени.
2#-ь1 Тхч-Ъ ОС 00 00

с хч-1 Зх— 4 1 6хч-7
2 ' 5 ,_8= 8 *

л Ъх— 11 х— 1 \1х— 1
4  1 0 _  12 '

w 00 00 ОС 1 „ хч-1 хч-2 „ л хч-3
5- 2~* 3 4 = 2’ 6- - Г - - Г “ 1 6 ~ Г -
7. —2)=4ж-ь ?5

о л 2 2t

. х— 3 х— 4 х— 5 хч-19 ---- 1-----= — -— |----- .

4 3 2 8
1Л Ъх— 7 2л?—1—710. — --з— = 3л:— 14.

х— В 2х— 5 41 Ъх— 8 5#н-6
П * 4 6~ = 60Н 5 Ть~‘

5хч-3 Зх— 7 к12. — ------ — =5ж— 10.3 2

13. ^(8 х)ч-х— 1213——~——

U -̂t-З ж—2 Зх—5 1
---------------------- ----------------------------------— ------------------------------ 1--------------

‘ 2 3 12 4*
Зх— 1 13—х _ lx  ll(#-i-3)

5 2 3 6 '
„ „ Ьх— 3 9—х Ъх 19,
18. — --- з_  = 2 6

5#— 1 9х—5 9х—7
1 7 - — - n — 5 -  
18. ^ _ 2_£±1+ 10_ | = 0.



ж 5̂ -ч—8 2х— 9 ПА л 19—2х 2х— 11
19' 4----- <Г~ = — ■ 2°- 2Ж----------------2 — 8—
. ' 7хч-9 / 2х— 1\ 7-»-9ж / 2—ж\ „
21v - * ----(* -- 9 / = 22- ^ i----( Х— Г ) = 7Ж-

#-»-1 5—х , . ж-ь-223. - -----4- = 1 4 -- 8- .

_ . 7 # — 8 15#-»-8 _ 3 1 — х
24. —^  1 Yi =  — a -

25. —-~ П - ^ Ц~9а:=4ж—143/4-4 о
2#— 1 3 # — 2 Ъх— 4  7#-* -6

26- ~ 3 ~ -4 =  6------ Т 2~-
2 # — 9 #  а?— 3 OI/27. — — «-—--- — = 8  V,—х.27 18 4  3

лл х—1 4х—3А 7ж—6 _ х—2 3#—928 . ----1------—---- — = 2-«------------ 1-.3 5 8 2 10
2х— 6 х— 4  Ъх л ■ л 1 ,.  ч 1

2 9 . —  -  13 3 0 * Х ~  2 ^ ' ^ ^ “з*

ft„ 3 # — 7 2 5 — 4х Ьх— 14
3L — — 9—
лл 2л;—»—5 4 0 — х  1 0 # — 42732. ——— I-
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)

13 8 19
со х х—Ъ . к_ _  (2ход. _ ■ I 5—х I7 11 \77
_ , х— 1 х— 2 жн-З хч-4 ,

2 ' 3~= _ 4 * 6 *
#— 1 х— 2 х—5 х— 6

* х—2 х— 3 х— Ъ х—7*
36. (х— Ь)(х—2)— (х—5)(2х — 5)-*-(хч-7)(х— 2)= 0.
37. 3—х—2(х— \){х-*-2)=(х—3)(5—2х).
38. х— 3—(3—х)(х4-1)={х— 3)(1-*-#)-»-3—х.
39.

40. (ж-*-|)(я—! ) —(х-*-Ь){х— 3)-+-|=0.

41. (ж— 5)(#-ьЗ)н-^=0.
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—*—5 8ж — 7 36л? * 15 Ю /4АО -____   —I—------------- —-1-
14 6ж-»-2 56 14

. . 2х— 2 2хч-\ .. 6ж-ь1 2х—  4 2х — 1ля _̂_________ —_z=---- 44. ------------- ------
15 1х—  6 5 ' 15 1х— 16 5

1(, 4 .7  3745.---r-tхч-2 хч-3 X I \)Х I 6
46. (ам-1)2= |6—(1—х)]х—2.

47. 1 1 1 1х— 2 х—4 х— 6 х—8
2 1 648. 2х— 5 х— 3 Ъх—1

._ 25— lLx 16х ч-4:Ч5 2349. -— |------------ тг  ̂= -г-+-5хч-1 Ъхч-2

5 о - K H f H f c - i H t H f 1 - 0 -

51. (ач-х) (Ъч-х) = ( сч-х) (йч-х).
„ л х х а 7 х 152.— ь  ;-- г==---. Ьо. ахч-Ъ=— 1-=-. •а о— а оч-а a b

х— а х—Ъ х —с х— (ач-Ъч-с)54. —у-— I-------------------------•-— = -т-•о с а  abc
СЬ̂С55. (ач-х)(Ъч-х)—а(Ьч-с)= ——\-хг.

ач-Ъ а Ъ ах2ч-Ъхч-с ахч-Ъ
56 . --- = -----*----г. 57.— ;-------------= -•х— с х— а х— о рх ч-дхч-г рхч-q
л ВаЪс агЪ% (2ач-Ъ)Ъгх л Ъх58 . ------------ т~*—,---т~2~=Ъсхч .ач-Ъ (ач-Ъ) а(ач~Ъ) а
л т(хч-а) п(хч-Ъ) л /ж—а \ 3 х— 2а —Ъ59. — т^ч— ----= тч-п. 60. ( --- =- =------гг.хч-Ъ хч-а \x4-bJ хч-а-+-2о

61. (х—а)3ч-(х—Ъ)3ч-(х—с)3=3(х—а)(х—Ъ)(х —с).
62. 0.15ж-+-1.575— 0.875ж=0.0625ж.
/,0 1 л 0.18#—0.05 л . л .63. \.2х--------------------- ——-=0.4ям-8.9.0.5

, 0лл 0.72^—0.0564. 4.8#----------------------- -—--—1.6ям-8.9.. 0.5
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Г Л А В А  X.

Задачи, приводятся къ простымъ уравнешямъ съ одною
неизвестною величиною.

167. Приложимъ теперь данные выше способы къ рйшенш н£- 
сколькихъ задачъ и такимъ образомъ покажемъ учащемуся образедъ 
пользовашя Алгеброй. Во всякой задаче одне величины даются, а дру- 
йя, находящаяся въ данныхъ соотношешяхъ съ ними, должны быть 
найдены. Эти соотношешя въ словесномъ изложенш задачи обыкновенно 
выражаются общеупотребительными фразами, и способъ решетя за
дачъ можно вообще описать такимъ образомъ: Нужно обозначить не- 
извштньгя величины буквами и выразить алгебраическимъ языкомъ 
п т соотношешя, которыя еуществуютъ между неизвестными 
величинами и данными; такимъ образомъ мы получимъ уравнетя, 
изъ которыхъ могутъ быть выведены значетя неизвгъ стныхъ величинъ.

Мы дадимъ теперь несколько примеровъ, и ограничимся въ этой 
главе лишь такими задачами, которыя могутъ быть решены при помощи 
одной неизвестной.

168. Сумма двухъ чиселъ равна 89, а ихъ разность равна 31; 
найти эти числа.

Означимъ чрезъ х меньшее изъ чиселъ, тогда большее число будетъ 
31-t-x; и такъ какъ сумма ихъ равна 89, то мы будемъ иметь

'31нк»ч-а?=89:
то-есть
перенося члены

31-+-2ж=89;
2х

х
89— 31 

58
58;

2 29.и разделивъ, найдемъ
Итакъ, меньшее число есть 29, а большее будетъ 29—*—81, то-есть 60.

169. Несостоятельный торговецъ долженъ тремъ лидамъ: лицу В  
онъ долженъ вдвое больше чемъ А, а лицу С столько, сколько долженъ 
А  и В  вместе. Сколько каждый изъ нихъ получитъ изъ 300 рублей.
приходящихся на ихъ долю?

Означимъ чрезъ х то число рублей, которое получитъ А ; тогда 
число рублей, которое получитъ В , будетъ 2х\ а ж-+-2ж, то-есть Зх 
будетъ то число рублей, которое получитъ С. Вся сумма должна быть
300 рублей; итакъ

х
то-есть

2х-*-Зх=300; 
6^=300;

х 300
6

50.
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Следовательно А  долженъ получить 50 р., В  100 р. и С 150 р.
170. Разделить линш въ 21 дюймъ длиною на две части, такъ 

чтобы одна изъ нихъ составляла три четверти другой.
Означимъ чрезъ х число дюймовъ въ одной части, тогда

зитъ число дюймовъ въ другой части; итакъ

Ъх
Т выра-

х
освободимся отъ дробей; тогда

Ъх
4 21;

то-есть
4ж-ьЗж=84,

7ж=84;

следовательно х 84
7 12.

\

Итакъ, одна часть будетъ иметь 12 дюймовъ, а другая 9 дюймовъ 
въ длину.

171. Если А  можетъ исполнить некоторую работу въ 8 дней, а В  
въ 10 дней, то во сколько дней они кончать ее, работая вместе?

Означимъ искомое число дней буквой х. Въ одинъ день А  можетъ 
исполнить — часть работы, следовательно въ х дней онъ сделаетъ

О

§ частей работы. Въ одинъ день В  можетъ исполнить f r  часть работы,
о 10

следовательно въ х дней онъ сделаетъ — частей работы. Но такъ 

какъ въ х дней А  ж В  оканчнваютъ всю работу, то мы имеемъ
х X
8 10 1;

освободимся отъ дробей, умноживъ уравнете на 40; тогда
5жн-4ж=40,

то-есть 9ж=40;

следовательно х 40
9 449*

172. Былъ нанять рабочгй на 60 дней съ уелов1емъ, что за веяюй 
день, въ который будетъ работать, онъ будетъ получать 75 копеекъ, а 
за каждый день, который онъ прогуляетъ, съ него будутъ вычитать по 
25 копеекъ. По окончанш срока рабоч1й пол учи лъ 14 рублей. Спра
шивается, сколько дней онъ работалъ?

Означимъ чрезъ х число рабочихъ дней; тогда число прогульныхъ 
дней будетъ 60—х; поэтому 75х будетъ его заработная плата, выра-
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женная въ копййкахъ, а 25(60— х) будетъ означать сумму, которую 
нужно удержать за прогулъ, то-же въ копМкахъ. Итакъ

то-есть
следовательно 

а потому

75#— 25(60—#)=1400; 
75#— 1500-+-25#=1400; 

Ю0#=1400-ь1500=2900;

х 2900
100

29.

Итакъ, онъ работалъ 29 дней, а прогулялъ 60— 29, то-есть 31 день.
173. Сколько четвериковъ нужно примешать ржн но 1 р. 20 к. 

за четверикъ къ 50 четверикамъ пшеницы по 1 р. 80 к. за четверикъ, 
чтобы смесь можно было продавать по 1 р. 60 к. за четверикъ?

Означимъ искомое число четвериковъ чрезъ х; тогда 6х будетъ 
стоимость ржи въ двугривенныхъ, а 450 будетъ стоимость пшеницы 
въ техъ-же единицахъ.

_ Ъ

Ценность смеси будетъ 8(50-»—л?) такихъ-же единицъ. Итакъ

то-есть
!И1«

8(5 0-ь#)= 6#-f-450 ;
8#-»-400= 6#-»-450;

2#= 50, 
#=25.оттуда

»

174. Контрабандистъ провозитъ некоторое количество водки, за 
которую надеется получить 63 руб; но, спрятавъ 5 ведеръ, онъ попался 
таможенному чиновнику, захватившему у него третью часть остальной 
водки, вследств1е чего контрабандистъ выручаетъ за водку только 52 р. 
50 к. Сколько ведеръ водки было и что стоило ведро ея?

Означимъ число ведеръ водки черезъ х; въ этой задаче удобно
выразить цены въ полтинникахъ; поэтому будетъ цена ведраX
водки въ полтинникахъ. Количество захваченной водки равно х— 5

_ 3 ~ ~

ведеръ, а цена его #•
3

х— 5
~3~

Умножимъ на Зх, тогда

5 126 .- X  —  полтинниковъ; такимъ образомъ:

X
х
126
х 126— 105 = 21.

следовательно
126 (х— 5) = 3#Х21 = 63#; 

126#— 630 = 63#,
то-есть 63#=630

630
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Итакъ, водки было 10 ведеръ, а цена ведра будетъ — рубл.; т.-е. 
6 руб. 30 коп.

175. Учанцйся можетъ уже теперь самъ упражняться въ р'Ьшенш 
задачъ. ЗамЬтимъ, что во всЬхъ задачахъ главнейшая трудность заклю
чается въ переводы задачи съ обыкновеннаго языка на стебраическт, 
ж занимающейся не долженъ приходить въ отчаяше, если иной разъ на 
первыхъ порахъ онъ встретить некоторое затруднейе, такъ какъ ничто 
кром̂  упражнешя не можетъ ему дать ни умелости, ни уверенности 
въ этомъ деле.

Примеры задачъ.
1.' Сбережеа1я двухъ лицъ составляютъ 3870 рублей, но одно 

лицо имеетъ вдвое больше другого; найти сбережете того и другого.
2. Разделить 425 рублей между двоими такъ, чтобы одинъ полу- 

чилъ столько четвертаковъ, сколько другой— рублей.
3. Сколько денегъ въ кошельке, еслн четвертая и пятая части 

этихъ денегъ вместе составляютъ 14 р. 40 к.?
4. Некто, уплативши седьмую и затемъ пятую часть своего долга 

остается еще должньшъ 579 р. 60к. Какъ велнкъ былъ весь егодолгъ?
5. Разложить 46 на две части такъ, что если одну часть разде

лить па 7, а другую на 3, то сумма частныхъ равеялась-бы 10.
6. Общество изъ 266 лицъ состоитъ изъ мужчинъ, женщинъ и 

детей; мужчинъ вчетверо больше, чемъ детей, а женщинъ вдвое больше, 
чемъ детей. Сколько каждыхъ изъ нихъ?

7. Некто издерживаетъ третью часть своего дохода на столъ и 
квартиру, одну восьмую часть на одежду, одну десятую на благотвори
тельность и сберегаетъ 318 руб. Какъ великъ его доходъ?

8. Три города уплачиваюсь известнаго налога 594 рубля; такъ 
что, когда на долю В  приходится платить 20 р., А  уплачиваетъ 12 р., 
а О уплачиваетъ 17 р. 50 к. Сколько приходится всего уплатить 
каждому городу?

9. Разделить 1520 рублей между А, В  ж С такъ, чтобы .Вимедъ 
на 100 р. больше, чемъ А, а С на 270 р. больше, чемъ В.

10. Нужно разделить некоторую сумму денегъ между тремя лицами
А , В  и С. А  долженъ получить на 30 рублей меньше половины этой 
суммы, В — на 10 рублей меньше третьей части и О на 8 руб. больше 
четвертой части той-же суммы. Сколько получитъ каждый?

11. Сумма двухъ чиселъ равна 5760, а ихъ разность равняется 
одной трети болынаго числа. Найти эти числа.

12. Въ двухъ боченвахъ находится по одинаковому количеству 
пива; изъ перваго боченка отливаютъ 34 кружки, а изъ второго 80 
кружекъ; после этого въ одаомъ боченке остается пива вдвое больше,
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чемъ въ другомъ. Сколько кружекъ пива было въ каждомъ боченке 
сначала?

18. Mkto покупаетъ картину за известную цену, и такую же 
ц^ну платитъ за раму къ ней. Если-бы рама стоила на 6 руб. 30 коп. 
дешевле, а картина была-бы дороже на 4 р; 80 к., то цена рамы 
<составляла-бы лишь половину цены картины. Найти стоимость картины.

14. Два овцевода, владевпле сообща стадомъ овецъ, решили раз
делить свое имущество по-ровну: одинъ беретъ себе 72 овцы, а другой 
92 овцы и приплачиваетъ первому 220 р. 50 к. Спрашивается, во что 
ценилась овца?

15. Домъ съ садомъ стоитъ 5355 р. причемъ пяти-кратная стои
мость дома равна двенадцати-кратной стоимосги сада. Найти цену дома 
и сада отдельно.

16. Десятая часть шеста окрашена въ красный ц&етъ, двадца
тая—въ оранжевый, тридцатая—въ желтый, сороковая—въ зеленый, 
пятидесятая въ голубой, шестидесятая—въ еинШ, а остальная часть, 
длина которой равна 302 дюйиамъ, окрашена въ фшетовый цветъ. 
Найти длину шеста.

17. Две трети нКжотораго числа людей получили каждый по 48 к., 
а одна треть по 78 к. каждый. Вся, е з держанная на нихъ, сумма 
денегъ равна 17 р. 40 к. Сколько было людей?

18. Найти число, третья часть котораго, сложенная съ седьмою 
частью, составить 20.

19. Разность квадратовъ двухъ последовательныхъ чиселъ равна 15. 
Найти эти числа.

20. Въ некоторой динасми третья часть королей носила одно имя, 
четвертая часть—другое, восьмая часть—третье, одна двенадцатая— 
четвертое, и было еще пять иннхъ пменъ. Сколько королей носило оди
наковый имена?

21. Артель гребцовь, которая можетъ двигать лодку въ стоячей 
воде со скоростью 9 верстъ въ часъ, разсчитала, что потребуется вдвое 
больше времени, чтобы плыть противъ течетя, чемъ по теченГю. Найти 
скорость течешя реки въ часъ.

22. Англичане А  и -В, играя въ некоторую игру, условились, 
что про игра випй долженъ каждый разъ платить выигравшему однимъ 
шнллингомъ больше половины остающихся у проигравшаго денегъ; при 
начале игры у нихъ денегъ было по ровну, но после того, какъ В  про- 
пгралъ первую партш и выигралъ вторую, у него стало вдвое больше, 
чемъ у А . Сколько денегъ было у каждаго изъ нихъ при начале игры?

23. Некто, нмЬюпцй 75600 рублей, у потреб ляетъ часть этихъ 
денегъ на постройку дома; затемъ третью часть оставшихся денегъ 
помещаетъ въ банкъ изъ прибыли по 4 на 100, а друпя две трети 
изъ прибыли по 5 на 100, причемъ имеетъ ежегодный доходъ отъ этихъ 
прибылей въ 2469 р. 60 к. Найти, сколько стоилъ додъ.



74 ПРИМЕРЫ ЗАДАЧЪ.

24. Сельшй хозяинъ продалъ быковъ по 78 р. 80 к. за штуку 
п овецъ по 13 р. 24 к. за штуку, причемъ тЬхъ и другихъ вместе 
было 35 головъ, а вся, вырученная отъ продажи, сумма составила 
1203 р. 30 к Сколько было быковъ и сколько овецъ?

25. А  и В  нашли кошелекъ, въ которомъ находилось нисколько 
гривенниковъ. А  взялъ себе два гривенника и шестую часть остатка; 
потомъ В  взялъ три гривенника и шестую часть остатка; тогда оказа
лось, что они взяли по ровну. Сколько гривенниковъ было въ кошельке 
и по скольку взялъ каждый изъ нихъ?

26. Заяцъ находится въ 80 своихъ скачкахъ отъ бегущей за 
нимъ охотничьей собаки; онъ успеваете делать три скачка въ то время, 
какъ собака делаете только два, но собака при одномъ скачке подви
гается впередъ на столько-же, на сколько заяцъ при двухъ. Сколько 
скачковъ сделаетъ заяцъ, прежде чемъ будетъ схваченъ собакой?

27. Длина одного участка земли вдвое больше его ширины; дру
гой участокъ, который на 50 саженъ длиннее и на 10 саженъ шире 
перваго, заключаетъ въ себе на 6800 квадратныхъ саженъ больше, 
чемъ первый. Найти площадь каждаго участка.

28. Сосудъ можетъ быть опорожненъ посредствомъ трехъ крановъ; 
чрезъ одинъ первый онъ опоражнивается въ 80 минутъ, чрезъ одинъ 
второй въ 200 минутъ и чрезъ одинъ треий въ 5 часовъ. Во сколько 
времени опорожнится сосудъ, если будутъ открыты все три крана?

29. Если обложить налогомъ по 3 к. съ рубля все доходы меньше 
1000 руб. въ годъ и по 5 коп. съ рубля всё доходы, превышающее 
1000 руб. въ годъ, то можно будетъ съ имуществъ, оцененныхъ въ 
5000000 руб., получить налога 190000 руб. Сколько налога при
дется на всё доходы, ниже 1000 руб. каждый?

30. Некто покупаетъ чай двухъ сортов!— одинъ по 96 коп. за 
фунтъ, а другой по 1 руб. 60 коп. за фунтъ и желаетъ смешать оба 
сорта такимъ образомъ, чтобы, продавая смесь по 1 руб. 17V3 коп., 
можно было иметь 10 процентовъ прибыли на каждомъ|проданномъ 
фунте. Найти, сколько фунтовъ низшаго сорта должно примешать къ 
каждому фунту высшаго сорта чаю?

31. Разнощикъ продалъ за 6 руб. 24 коп. несколько апельсиновъ 
и яблоковъ, причемъ последнихъ было больше чемъ первыхъ на 
180 штукъ; яблоки онъ продаетъ по 16 коп. за десятокъ, а за 15 
апельсиновъ беретъ 4 копейками больше, чемъ за 3 5 яблоковъ. Сколько 
продалъ разнощикъ апельсиновъ и яблоковъ?

В 2. Бочка А  содержите 12 ведеръ вина и 18 ведеръ воды; другая 
бочка В  содержитъ 9 ведеръ вина и 3 ведра воды. Но скольку ведеръ 
надо взять изъ каждой бочки, чтобы составить смесь изъ 7 ведеръ 
вина и 7 ведеръ воды?

33. А  можетъ выкопать канаву въ половину того времени, въ 
какое ее выкопалъ-бы В , а В  можетъ выкопать ту-же канаву въ %
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того времени, въ какое выкопалъ-бы ее С; всй-же они вместе могутъ 
выкопать ее въ б дней Найти время, въ которое каждый можетъ вы
копать канаву, работая отдельно.

34. Некто, уплативъ въ казначейство по 3 коп. съ ка ж даго рубля, 
им^еть 2570 руб. 50 к. Сколько у него было до этого?

35. Въ какое время между однимъ и двумя часами минутная 
стрелка часовъ находится въ точности за одну минуту впереди часовой
стрелки?

36. Некто имеетъ Въ своемъ распоряжеши ровно а часовъ вре
мени; какъ далеко можетъ онъ съездить въ карете, делающей Ъ верстъ 
въ часъ, чтобы возвратиться во-время домой, идя назадъ пешкомъ и 
проходя по с верстъ въ часъ?

37. Известные предметы по треб летя были обложены пошлиной 
по 6 шиллинговъ за центнеръ; вследств1е последовавшаго потомъ 
уменыпешя пошлины потреблеше увеличилось на половину, а доходъ 
казны уменьшился на одну треть. Найти величину новой пошлины за 
центнеръ въ шиллингахъ.

38. Корабль отправился въ путь, имея сухарей на 60 дней, при 
ежедневной выдаче по фунту на человека; пробывъ въ море 20 дней, 
корабль подвергся шторму, во время котораго 5 человекъ были смыты 
и сброшены за бортъ, и получилъ повреждешя, причинивлйя замедлеше 
на 24 дня; тогда сделалось необходимымъ уменьшить ежедневную выдачу 
сухарей до 5/7 фунта. Найти первоначальное число команды корабля.

Г Л А В А  XI.

СовмЬстныя уравнешя первой степени съ двумя неиз
вестными величинами.

176. Положимъ, что мы имеемъ уравнеше, содержащее две неиз- 
вестныя величины х и у, напримеръ Ьх— 2у=4. Для всякаго произ
вольная значешя, какое мы припишемъ одной изъ неизвестныхъ вели
чину мы можемъ определить соответствующее значете другой величины 
и такимъ образомъ найти сколько угодно паръ величинъ, удовлетво- 
ряющихъ данному уравненш. Такъ напримеръ, если у — 1, то мы

6 8найдемъ, что х—-̂-\ если у= 2, то х——; и такъ далее
о  О

Положимъ также, что есть другое уравнеше того-же рода, какъ 
напримеръ 4#н-3«/=17. И здесь мы можемъ найти сколько угодно паръ 
величинъ, удовлетворяющихъ этому уравненш.
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Но положимъ, что мы ищемъ татя значетя х и у, которыя удо- 
влетворяли-бы обоимъ уравнешямъ; тогда мы найдемъ, что существуетъ 
только одно такое значете для х и одно-же для у. Действительно, 
умножимъ первое уравнете на 3; тогда

15#— 6^“  12; 
умножимъ второе уравнете на 2; тогда

8а?н-6̂ =--34.
Сложивъ эти два уравнетя, получимъ

15х — 6уч-8хч-6у = 12—1—34, 
то-есть 23#=46,

и х—2.
Такимъ образомъ, если нужно удовлетворить обоимъ уравнетямъ, 

то х должно равняться 2; подставимъ это значете х въ которое нибудь 
пзъ двухъ данныхъ уравнетй, напримбръ, во второе; тогда получимъ

8-b3t/=17;
а потому 3^/=17— 8

и у = ?э.
177. Два уравнетя или более, удовлетворяющаяся одними и тп>- 

ми-же значешями неизвестныхъ величинъ, называются совместными 
или совокупными уравнетями. Мы начнемъ съ разсмотрйтя совмйст- 
ныхъ уравнетй, заключающихъ две неизвестныя величины, причемъ 
оне входятъ только въ первой степени и не перемножены одна на другую.

178. Существуетъ три способа, обыкновенно употребляющихся для 
решетя такихъ уравнетй. Цель каждаго изъ этихъ способовъ одна и 
та-же, именно—получете изъ двухъ данныхъ уравнетй, содержащихъ 
двп> неизвестныя величины, одного уравнетя съ одною только неиз
вестною величиною. Однимъ изъ такихъ способовъ мы, какъ это гово
рится, исключаешь ту неизвестную величину, которая не замечается 
более въ полученномъ одномъ уравненш.

179. Первый способъ.—Первый способъ —тотъ самый, который 
мы уже употребили въ примере статьи 176. Онъ состоитъ въ следующемъ: 
Оба уравнетя умножаются на т а т я  числа, чтобы коэффицгентъ 
одной изъ неизвгъстныхъ величинъ сдгьлался однимъ и тгъмъ-же въ 
обоихъ, получающихся отъ этого, уравнетяхъ; тогда, при помощи 
сложтгя или вычитатя, мы составляешь изъ нихъ одно уравнете, 
содержащее только одну неизвестную величину.

Примеръ
4аы-3«/=22; Ъх- 7у=6.

Если мы хотимъ исключить у, то умножимъ первое ypaBHeaie на 7, 
т. е. на коэффищентъ при у во второмъ уравненш, а второе уравне-
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Hie— на 3, т. е. на коэффищентъ при у въ первомъ уравненш. Итакъ
мы получимъ

28#-*-21«/= 154; 15#— 21«=18.
Сложимъ ихъ:

то-есть
28#-*-15#=1 54-+-18;

43#= 172

и # 172
43 4.

ПослгЬ этого подставимъ найденное значеше # въ которое-нибудь 
зъ данныхъ уравнешй, напримеръ—въ первое; тогда получимъ

16 3 V 22;

поэтому
а

3?/=6,
У 2

Если мы желаемъ решить эту задачу посредствомъ исключешя #> 
то умножимъ первое уравнеше на 5, а второе—на 4; такимъ образомъ 
получаемъ

20#—1—15«/= 110; 20#—28«/=24.
Вычтемъ второе уравнеше изъ перваго; мы получимъ

20#-ь1 Ьу— (20# -28*/)=110— 24;
43^=86,

у= 2 .
откуда

180, Второй способъ. Вьгразимъ одну изъ неизвгъстныхъ вели- 
чинъ посредствомъ другой изъ котораго-нибудъ уравнетя и подста
вимъ это ея значете въ другое уравнете.

Такъ, беря прежшй примеръ, мы изъ перваго уравнешя получаемъ

раздйлимъ на 4;
4#= 22— 3 у\

х 22—Ъу 
4 ~

подставивъ это значеше # во второе уравнеше, мы получимъ
5(22—Ъу)

4 7 у= 6 ;

умножимъ на 4, 
то-есть
перенесемъ члены

5(22— Ъу)— 282/== 24;
= 24;110 1Ьу— 28у=

43у=86,
у=2.откуда

Подставивъ это значеше у въ которое нибудь изъ данныхъ уравне
шй, мы получимъ #=4.
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Или такъ: Иэъ перваго уравнешя мы пмйемъ

раздйлимъ на 3,

3«/=22— 4#; 
22— 4#

У 3
подставивъ это значете у во второе уравнете, получимъ

умножимъ на 3,
то-есть
то-есть

й 7(22-4#) „
5 — — з — =  6 ; 
15#— 7(22—4#)=18; 
15#— 154-ь28#=18;

43#= 172 
#=4.

Подставивъ теперь эту величину # въ которое нибудь изъ данныхъ 
уравнетй, мы получимъ у = 2.

181. Т р е т i й способъ. Выразимъ одну и my-же неизвгьстную 
величину посредствомъ другой изъ каждаго уравнетя и уравняет 
между собою полученныя такимъ образомъ выражетя.

Такъ, беря опять прежтй примеръ, находимъ изъ перваго уравнетя

х 22— 3 у 
4 и изъ второго # 6-»-7 у

5 ; такимъ образомъ
22—3 у

4
6-н7 У'

5
освободимся отъ дробей

то-есть 
переставимъ члены

5(22— 3#)=4(6-»-7у); 
110— 15«/=24-н28«/;

43«/=86 
у = 2.

Отсюда, какъ и раньше, выведемъ #=4.
Или такъ: Изъ перваго уравнешя мы получаемъ у 22— 4# 

3 зъ

второго у Ъх—  6 
7 ; такимъ образомъ

22— Ах 5#—6
3 7

Отсюда, какъ и прежде, найдемъ, что #=4, и тогда получимъ у= 2.

совм'Ьстныхъ уравнетй съ двумя не-
звЗзстными.

1. #-*-?/=15, х—у = 7.
2. 3#— 2у—1, Ъу—4#=1.
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В. Ъх-’—Ъу —13, 2хч—7у= 81.
4. 2#-+-3«/=43, 10#—у —Ч.
5. 5#— 7у=33, 11#н-12|/=100.
6. 3у—7#=4, 2у-+-5#=22.
7. 21«/-ь-20#=165, П у—30#=295.
8. 5#-t-7«/=43, 11#-ь9у=69.
9. 8#—21«/=33, 6#-f-35y=177.

10, 11#— Юг/= 14, 5#-t-7y=41.
11. 16#н-17«/=500, 17#— 3^=110.

# У ~ х у
12- Г * в  18* 2 4 =

>I
 ̂ X  У  ̂ X  ц13. —и-—=9, — *--=7.3 4 4 5

Н  - - Д  = 1 * + * = 1
: 2 3 ’ 3 4

#4-2/ #—2/ Q #-м/ . #— У л ли . ---- _ = 8, - - + - - = 11.

чл 11#— Ьу 3 хч-у16. — — , 8# 5у—1.

, „ 2# . у л 3у \ У х п I п
П .  _ _ 4 . ь _ н - ж = 8 _ _ ^ _ ,  _ _ _ ^ 2 = _ _ 2 ж _ н 6 .

18. 4#н-8«/=2.4, 10.2#—6«/=3.48.

19. #=4«/, -̂(2#-ь-7у)— 1=^(2#— 6уч-1).
о о

1 1 3  1 7«/
20. #-н-(3#—у —1)= --н-(у— 1), -(4#-ьЗу) = —-+-2.

П1 3#—5«/ . 0 2хч-у #—2у х у2 !. _ _ ч - з = _ _ ,  8--- —  “ j- T -

оо 3# у 4 = # у 8 # у 11
‘ 10 15 9 12 18* 3 12 15 10*

00 4#—Зу—7 3# 2у 5 у—1 # Зу_ у—х _х  П
5 “ 10 15 6 ’ 3 ~*~2 20 15 Н‘ 6^10‘

24 ^ ___ У.
3 12 2 3 #—у 1
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Ъх— 2у ■ 11//— Ю Ах— 3у 5 45—х
25. — 3 8 7 5 ’

4#—2 55#-*-71*/-*-1
46 3 18 •

0.36#— 0.05 л 2.6н-0.005у20. 2.4#-+-0.32#----- — ----=0.8#-+---- ------ ,

0.04^/-ь0Л 0.07#—0.1
0.3 0.6

4а, 12х-—6у а.
п т  ,

— «-■ — 1•# У
# У 2
3 а %ъ о •

О

тх пу ==d.

27. 13#-*-11$/
т  п28. —-1—  = 1,# у

 ̂ # У29. — ь £ = 1,а Ъ
30. ахч-Ьу=(
о т а? ,____У_ в  9 ОД7—Ьу
°  ’ бч-с ом-с ’ (а—Ъ)с

# У ~ #—У52.---r-f—— г = 2я, —~ ^ = 1.а-ьо а—b 4w

!

Г Л А В А  XII.

Совместныя уравнетя первой степени более, чемъ 
съ двумя неизвестными величинами.

182. Если мы имеешь три простыя уравнешя съ тремя неизвест
ными величинами, то выводимъ изъ двухъ какихъ-нибудь изъ нихъ 
одно уравнеше съ двумя только неизвестными по правиламъ предыду
щей главы; потомъ изъ третьяго уравнешя и котораго-нибудь изъ пер- 
выхъ двухъ выводимъ другое уравнеше, содержащее те-же две невз- 
вестныя величины; изъ двухъ полученныхъ такимъ образомъ уравненш 
найдемъ заключающаяся въ нихъ неизвестныя по предыдущему. Третья 
неизвестная найдется посредствомъ подстановки предыдущихъ двухъ 
величинъ въ одно изъ данныхъ уравнешй.

Напримеръ, положимъ даны уравнешя
2#-+-Зг/-ь-4£=16 . . . . .  (1)>
3#н-2 у— 5^=8 . . . . .  (2),
5#—6//н-3-0=6.................. (*0*
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Для удобства ссылаться на то или другое уравнее1е мы обозначили 
ихъ нумерами ( 1), (2), (3), и счетъ этотъ будемъ продолжать и 
дальше, въ ходе решетя.

* '
Умножимъ (1) на 3, а (2) на 2; получимъ

вычитая, найдемъ

6#-*-9у4-122=48,
6#н-4 у— 10^=16;

5?/н-22^=32. . (4).
Умножимъ (1) на 5, а (3) на 2; получимъ

1 Ол?—f— 15̂ / —20^= 8 0 ?
10#— 12уч- 6^= 12;

вычитая, найдемъ 27у-н14^=68 (5).
Умножимъ (4) на 27 и (5) на 5; получимъ

135«/-»-594^=864,
135*/ 7 0^=340;

вычитая, найдемъ 
следовательно

524^=524,
0—1.

Подставимъ значете z въ (4); получимъ

следовательно
5у-*-22=32,

у = 2.
Подставимъ значетя у и z въ (1); получимъ

следовательно
2 л?—I—6 —I—4= 165

#=3.
Въ иныхъ случаяхъ удобно пользоваться следующимъ правиломъ: 

изъ двухъ уравнетй выразить значеше двухъ неизвестныхъ величинъ 
посредствомъ третьей и подставить эти выражетя въ третье уравнете;. 
отсюда найдется эта третья неизвестная, а потомъ и две остальныя.

Возьмемъ напримеръ уравнетя
Зх-+-4у— 16^=0 . • • • •
Ъх— 8y-i-l0^=0.................
2x-t-Qy-t- lz —b2.................

Умножимъ ( 1) на 2 и сложимъ со (2); получимъ
11#— 22-г=0, а потому x=2z. 

Умножимъ (1) на 5, а (2) на 3 и вычтемъ; получимъ
bz44у— 110^=0, а потому у =

(1)*
(2),
(3).

2
Подставимъ въ (3); найдемъ

4̂ -+-15̂ -+-7̂ =52; т. е. 26^=52;
Алгебра. 6
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следовательно

8 2 ; и  # = 2 £ — 4, у
5j 
2 5.

Те-же способы прилагаются и въ томъ случае, когда число простыхъ 
уравнетй и неизвестныхъ будетъ больше трехъ.

Примеры совм&стныхъ уравнетй первой степен
бол&е ч^мъ еъ двумя неизвестными.

1. Зх-1-2у—4^= 15, Ьх—3«/-ь2.г=28, Зу4-48—#==24.
2. Х 4 - у — # = 1 ,  8 # - н З у — 6 .0 =  1, 3 8 — 4 # — у — 1 .
3. 2#— 72/-»—4^=0, 3#— Зу-*-#=0, 9Х4-Ьу4-38=28.
4. А х — 32/—»—2 ^ == 9, 2#-+-5«/— 3 ^ = 4 ,  Ьх-ь -Ъ у— 2 ^ = 1 8 .

5. 2 х — 42/-*—9 ^ = 2 8 ,  I x 4 - 3 y  —  b 8 = 3 ,  9 # -» -1 0 у — 1 1 ^ = 4 .
6. х— 2«/-ь-3^=6, 2х-+-3у—4^=20, 3#—2уч-Ъ#=26.
7. 4 # — З г / -+ -2 ^ = 4 0 ,  Ь х 4 - 9 у — 7 .0 = 4 7 ,  9 # н - 8 у — 3 .0 = 9 7 .
8. З х 4 - 2 у 4 - £ = 2 3 ,  5 # н - 2 з / - ь 4 .0 = 4 6 ,  1 0 # - » - 5 г / - | - 4 ^ = 7 5 .

9. 5 # — 6 ? / - » -4 ^ = 1 5 ,  7 # н - 4 у — 3 .0 = 1 9 ,  2 # н - « ч - 6 .0 = 4 6 .

1 0 . 1 + L , ,  1 + L
X у X 8 2,

У *
3

П . X у 8 ' 8
3 3 2 ft 1 1
-» -— - = 2, —t— 4

12,
3
х

А 1
5 у  8

У
38 1

X 8 3
1 2 4--- 1 61 4

5 5 3# 2у 8 6 ’ 5# 2у
161
10

13. 5 2 5 ’ 4 о
О

3 у— 1 68 # 9 Ъх 4 8
4

3#н-1 
7

5
ЗН а1

8 1 _28 у
14 6 _ 21^3

14. 10#-»-4у— Ъ8 4х + 6$/—-38
5 9 )

1 0 х ч - 4  у — 5 .0 = 4 # -+ -6 г /— 3 8— 8
1 0 X 4 - А у — 58  4 X 4 - в у ---3 8  Х 4 - у 4 - 8

10 3 4
15. 7#— Зу=1, 16. З и — 2 у = 2 ,  17. 2#— Зу-*-2*=13,

11#— 7^=1, 
4 8— 7 у= 1,

19#—Зг#-1-1.

5#— 7^=11, 
2#н-3«/=39,
4у4-%8=4\.

4у4-28 14,
4 и— 2#=30,
Ъу 3 и 32.
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18. 7и— 18^=87, 19. 7#—2,04-3^=17,
1(Н/ Зх== 11, 4у—2^ ~ v = 11,
Зге—ь-l 4гЖ= 57, 5у— 3#—2 м= 8,
2#— 11^=50. 4у—Зм-*-2г>= 9,

З^н— 8w==33.
20. Зх— 4у -*-38-±-3v—6м=11,

10у— 38-*~3и— 2г;=2,
Ь в-t-4m-+-2v—2#=3,
6 гг—3v-t-4x—2у=6.

п, X у  ̂ Х Z У 8
21. — *-f= l, — I— = 1, fn —  = 1. а b а с  b e
22. ауч-Ъх=с, cx-\-az=b, Ъя-ъ-су—а.
os а b ' b с с а23. — I— = 1, — I—  = 1, — I— = 1.X у у 8 8 X

\
24. #ч-«/-+-£=0, (Ьч-с)х-ь-(сч-а)уч-(а-*-Ь)2=0, 

Ьсхч-сауч-аЬя= 1.
25. ах-*-Ьу+С8=А, а2х-+-Ь2у-*-с28= А 2, а3х-+-Ъ3уч-с38—А 3.
2 6. хуя=a(yz—zx—ху)—Ъ(вх—ху—-ув)= с(ху—у8 —8Х).
27. х-*-у-\-8—а-*-Ь-*-с 
Ъх-ь-су-*-а8=сх-ъ-ау-*~Ь8=а2-л-Ь2-*-с2.
28. х—ay-t-a28=a3, х—by-*-b28=b3, х— cy-t-c28=c3.

Г Л А В А  XIII.

Задачи, нриводящгя къ уравнешямъ первой степени, 
болйе ч$мъ съ одною неизвестною.

183. Дадимъ теперь нисколько примерныхъ задачъ, приводящихъ 
къ простымъ уравнешямъ, больше чемъ съ одною неизвестною величиною.

А  и В  играютъ въ известную игру; въ первую партпо А  выигры- 
ваетъ столько рублей, сколько у него было и еще четыре рубля, такъ 
что у него стало вдвое больше денегъ, чемъ у В ; во вторую партш В  
выигрываетъ половину того, что онъ имедъ сначала и еще одинъ рубль, 
причемъ оказалось, что у него втрое больше денегъ, чемъ у А. 
Сколько денегъ было у каждаго изъ нихъ? *
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Пусть х  представляетъ число рублей, бывшихъ у А ,  а «/—число 
рублей, которые им$лъ В ; тогда после первой игры А  имеетъ 2#-»-4 
рубля, а у В  остается у — х — 4 рубля. Итакъ, по условш вопроса

2 х -* -А = 2 (у— х — 4) = 2 у — 2 х— 8; 
следовательно 2 у — 4 х =12,
пли у — 2 х =  6.

VПосле второй игры А  имеетъ 2ж-ь4— ^— 1 рублей, а у В  бу-Л
Vдетъ у — х — 4-Ч--Ч-1 рублей. Такъ что, по условш вопроса

У— х — 4-ь|-1-1 = 3 (2х-+- 4— | —  1) =  6ам-12— ^ — 3. 

следовательно
2 у — 2 х — 8н-2/-+-2 =  12жн-24— З у —  6; 

иначе 6 у— 14#=24,
или 3 у — 7 х =  12.

Изъ перваго уравнетя З у — 6#= 18;
вычитая, находимъ #=6;
следовательно у  =  18.

184. Некоторую сумму денегъ нужно разделить между несколькими 
лицами; если-бы людей было тремя больше, то каждый получилъ-бы 
рублемъ меньше, а если-бы ихъ было двумя меньше, то каждый полу
чилъ-бы рублемъ больше. Сколько было людей и сколько каждый изъ 
нихъ получилъ?

Пусть х  означаетъ число людей, а у — число рублей, полученныхъ 
каждымъ изъ нихъ. Тогда распределявшаяся между ними сумма выра
зится чрезъ х у , и по условш вопроса.

О  -+- 3 )(у  — 1 ) = х у ,  

а также ( х — 2 )(у-+-1) ■= х у .
Первое уравнете даетъ

х у-*~3у— х — 3 = х у ;  

откуда 3 у— х = 3 .

Второе уравнете даетъ
х у —2 у ч - х — 2 — х у ;

откуда х — 2 у =2.
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Сложивъ, получимъ
Ъу—х-ъ-х—2 у =*5,

то-есть У 5.
Отсюда х=2у-+-2 = 12.

3185. Какая дробь становится равной j ,  когда числитель ея уве-
4 :

1
личимъ на 6, и обращается въ —, когда уменьшишь ея знаменатель на 2?и

Означимъ чрезь х числитель и чрезъ у знаменатель этой дроби; 
тогда по условш вопроса

#-МЗ 3 х
У

— и - 4 у
_ = 1 
2_ 2 *

Освободишь первое уравнете отъ дробей, умноживъ его на 4у; тогда

следовательно
4(хч-б) = 3 у;

Ъу—4#=24.
Освободишь второе уравнете отъ дробей, умноживъ его на 2(у— 2);

шы получишь 

следовательно
2х=у— 2, 
у— 2а? «=2, 
3 у—6#= 6.

Вычитая, найдешь 3у—4х—{Ъу— 6ж) = 24— 6;
то-есть 
и
Отсюда

2х= 18
а?=9. 

у= 2-ь2я?=20.

Итакъ, искомая дробь есть 9
20*

Примеры задачъ.

1. Некоторая дробь обращается въ 1, если приложить 3 къ ея чис-
1

лителю, и въ —, если приложить 2 къ ея знаменателю. Какая это
2

дробь?
2. А и В  имеютъ вместе 670 рублей. Если-бы у А было втрое 

больше денегъ, чемъ у него есть на самомъ деле, а у В —въ пять разъ 
больше, чемъ у него въ действительности есть, то у обоихъ было-бы 
вместе 2350 рублей. Сколько денегъ у каждаго изъ нихъ?
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3. Есл числитель некоторой дроби увеличить на единицу, то дробь 
обратится въ а если знаменатель увеличить на единицу, то дробь

1
сделается равной —. Какая это дробь?

4. Найти два такихъ числа, что если первое сложить съ учетве- 
реннымъ вторымъ, то сумма будетъ 29; а если 
ушестереннымъ первымъ, то сумма будетъ 36.

второе сложить съ

5. Если дать 36 коп'Ьекъ А, то у него будетъ въ три раза больше, 
чемъ у В ; а если взять 5 копЬекъ у В , то у него останется только 
половина того, сколько у А. Сколько денегъ у каждаго?

6. Два англичанина А  и В  бьются объ закладъвъ 10 шиллинговъ. 
Если проиграетъ А , онъ будетъ иметь на двадцать пять шиллинговъ 
меньше, чемъ двойная сумма, какая тогда будетъ у В ; если-же про
играетъ В , то онъ будетъ тогда иметь пять семнадцатыхъ того, что 
будетъ у А. Найти, сколько шиллинговъ имеетъ каждый изъ нихъ.

7. Найти два такихъ числа, чтобы удвоенное первое, сложенное со 
вторымъ, равнялось 17, а удвоенное второе, сложенное съ первымъ, со
ставило 19.

8. Найти татя два числа, чтобы половина перваго и три четверти 
второго вместе равнялись избытку троекратнаго перваго надъ вторымъ, 
а этотъ избытокъ равнялся-бы 11.

9. На 33 рубля можно купить 32 фунта чаю и 15 фунтовъ кофе; 
или 36 фунтовъ чаю и 9 фунтовъ кофе. Найти цЬну фунта того и

10. Найти три такихъ числа, чтобы сумма ихъ равнялась 9; сумма 
перваго, удвоеннаго второго и утроеннаго третьяго была-бы 22, а сумма 
перваго, учетвереннаго второго и девятикратнаго третьяго была-бы 58.

11. Фунтъ чаю и три фунта сахару стоятъ 2 р. 88 к.; но если бы 
сахаръ вздорожалъ на 50 процентовъ, а чай на 10 процентовъ, то это 
стоило-бы 3 р. 36 к. Найти цену чаю и сахару.

12. Н^кто покупаетъ процентныхъ бумагъ на 20400 руб.—трехъ- 
процентныхъ государств, бумагъ по 648 р. за каждую и желг1знодорож- 
ныхъ акпдй по 192 р.; эти акцш приносятъ доходу по 4 рубля на свою 
номинальную стоимость 200 рублей. Найти, сколько акцШ долженъ онъ 
купить, чтобы иметь съ нихъ такой же доходъ, какъ съ остальныхъ 
своихъ денегъ, обращенныхъ въ государственныя бумаги?

13. Одно лицо владеетъ известнымъ капиталомъ, отданнымъ въ 
ростъ за известные проценты. Другое лицо обладаетъ капиталомъ на 
8000 р. болыпнмъ, чемъ первое, и получаетъ съ своего капитала однимъ 
процентомъ более, причемъ доходъ его превышаетъ доходъ перваго лица 
на 640 рублей. Третье лицо владеетъ капиталомъ на 12000 рублей 
больше капитала перваго и получаетъ двумя процентами больше, чемъ
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первое, такъ что его доходъ превышаете доходъ перваго на 1200 р. 
Найти капиталъ каждаго лица и размерь приносимаго капиталомъ 
процента.

14. Некоторая сумма денегъ разделена поровну между пзвестнымъ 
чиеломъ лицъ; если-бы ихъ было четырьмя больше, то каждый полу- 
чилъ-бы рублемъ меньше; а если-бы ихъ было пятью меньше, то каж
дый получилъ-бы двумя рублями больше. Найти, между сколькими ли
цами разделена эта сумма и сколько получилъ каждый.

15. Въ дне некотораго водоема, содержащаго въ себе 192 ведра 
водъг имеются два крана; оба они были одновременно открыты; спустя 
три часа одинъ изъ нихъ былъ завернуть вновь, и чрезъ другой кранъ 
водоемъ опорожнился втечете одиннадцати часовъ после этого. Если-бы 
кранъ былъ завернуть спустя шесть часовъ, то потребовалось-бы только 
шесть-же часовъ, чтобы после этого опорожнить водоемъ. Сколько ве
деръ вытекаете въ часъ чрезъ каждый кранъ, предполагая, что исте
чете совершается равномерно?

16. Англичанинъ, уплати въ налогъ въ пользу бедныхъ и подоход
ный налогъ по 7 пенсовъ Gb каждаго фунта стерлинговъ, имеете 
486 фунтовъ капитала; въ пользу бедныхъ онъ у плати лъ на 22% фунта 
ст. больше противъ суммы подоходнаго налога. Найти, какъ великъ 
былъ его первоначальный капиталъ въ фунтахъ и сколько пенсовъ съ 
фунта платится въ пользу бедныхъ, зная, что отношете между фун- 
томъ и пенсомъ равно 240.

17. Некоторое число людей подразделяется на три разряда; боль
шинство перваго и второго разряда вместе противъ третьяго на 10 
меньше, чемъ большинство второго и третьяго разряда вместе противъ 
перваго; но если-бы въ первомъ разряде было на ВО человекъ больше, 
а во второмъ и третьемъ вместе на 29 человекъ меньше, то тогда въ 
первомъ разряде было-бы однимъ человекомъ более, чемъ въ двухъ 
остальныхъ. Найти число людей въ каждомъ разряде, если все число 
людей на 34 больше, чемъ восьмикратное большинство третьяго надъ 
вторымъ.

18. Фермеръ издержалъ-бы все свои деньги, если-бы купилъ 4 бы
ковъ и 32 ягненка; но вместо этого онъ покупаетъ то-же число быковъ 
и половинное число ягнятъ, такъ что когда онъ уплатилъ за ихъ пере- 
возъ по железной дороге среднимъ чиеломъ по 2 р. 88 к. съ головы, 
то у него оказался еще остатокъ денегъ въ 86 р. 40 к. Каждый быкъ 
стоилъ въ двадцать разъ дороже стоимости его перевозки, а все ягнята 
вместе стоили въ 60 разъ дороже стоимости перевозки каждаго изъ 
нихъ. Сколько денегъ было у фермера до покупки?

19. А  и В  играютъ на бильярде и А  ставить три четвертака 
противъ двухъ въ каждую партш; после известнаго числа партШ ока
залось, что А  выигралъ три четвертака; но если-бы А  ставилъ пять 
четвертаковъ противъ двухъ, и проигралъ-бы одной парией больше



88 ПРИМЕРЫ ЗАДАЧЪ.

чймъ теперь, то онъ лроигралъ-бы тридцать четвертаковъ. Сколько, 
парий выигралъ каждый изъ нгроковъ?

20. Пять лицъ А, В , С, D , Е  играютъ въ карты; после того 
какъ А  выигралъ половину денегъ В , В — одну треть денегь С, 
О—одну четверть денегъ D , D —одну шестую денегъ Е , то у каж- 
дагоизъ ннхъ стало по 14 р. 40 к. Найти, сколько денегъ им л̂ъ каж
дый изъ нихъ, приступая къ игре?

21. Если-бы не случилось никакого приключетя, то понадобилось- 
бы для переезда изъ А  до В  по железной дороге вдвое меньше вре
мени, чемъ въ конной карете; но если поездъ употребить три часа на 
разныя случайныя остановки, то карета, въ это время, проедетъ сверхъ 
этого разстоятя еще 15 верстъ; если-бы разстояте равнялось только 
двумъ третямъ действительнаго, а на остановки употреблено было-бы 
поездомъ столько-же времени, то въ карете можно было-бы доехать отъ 
А  до В  какъ разъ въ то-же время, какъ и по железной дороге. 
Узнать разстояте.

22. А ж  В  взялись исполнить известную работу, которую они мо
гутъ окончить, работая вместе, въ 30 дней, за что получатъ 115 р. 
20 к. Когда работа была уже сделана наполовину, А  не работалъ во
семь дней, а В — четыре дня, вследств1е чего окончате работы замедли
лось на пять съ половиной дней противъ предполагавшагося раньше. 
Сколько придется получить тому и другому изъ нихъ?

28. А  ж В  бегутъ на разстояти 1760 аршинъ. Сперва А  даетъ 
.29 отбежать на 44 аршина и догоняетъ его чрезъ 51 секунду; въ другой 
разъ А  даетъ В  бежать в продол же Hie 1 минуты 15 секундъ, и тотъ 
•пробегаетъ въ это время 88 аршинъ. Найти, во сколько времени А  и 
В  могутъ пробежать каждый разстояте въ 1760 аршинъ.

24. А  ж В  стали подниматься одновременно отъ подошвы горыкъ 
ея вершине; А  достигъ-бы вершины за полчаса раньше В , но, сбившись 
съ дороги, онъ прошелъ целую версту въ сторону и возвратился на- 
задъ, идя вдвое скорее, чемъ раньше; вследств1е этого онъ достигаетъ 
вершины за шеетьминутъ до В.--О отправляется въ путь черезъ двад
цать минутъ после выхода А  и В  и, идя со скоростью двухъ съ 
одной седьмой верстъ въ часъ, достигаетъ вершины чрезъ десять ми
нутъ после В . Найти скорость ходьбы А  и В  и разстояте отъ подошвы 
горы до ея вершины.

25. Поездъ железной дороги чрезъ часъ после выхода встречаете 
препятств1е въ движенш, причиняющее ему остановку въ одинъ часъ, 
после чего онъ отправился дальше со скоростью, равною 3/s первона
чальной, и достигаетъ станцш тремя часами позднее, чемъ следовало; 
если-бы препятств1е встретилось 50 верстами дальше отъ станцш вы
хода, то поездъ пришелъ-бы на 1 ч. 20 м. раньше. Найти длину пути
ж начальную скорость поезда.

26. А, В  ж С садятся играть, имея каждый по нескольку рублей.
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А  проигрываетъ В  и С столько рублей, сколько каждый изъ нихъ 
имеете. Потомъ В  проигрываетъ А  и С столько, сколько каждый изъ 
нихъ теперь имеете. Наконецъ О проигрываетъ А ж В  столько руб
лей, сколько каждый изъ нихъ теперь имеете. После этого у каждаго 
изъ нихъ оказалось по 16 рублей. Сколько денегъ было у каждаго въ 
начале?

27. Два лица А ж В  могли окончить известную работу въ тдней; 
они работаютъ вместе п дней, после чего А  былъ отозванъ къ другому 
делу, а В  докончилъ работу чрезъ р дней. Въ какое время могъ-бы 
сделать эту работу каждый изъ нихъ отдельно?

28. Поездъ, шедппй изъ Лондона въ Кэмбриджъ, испытываете въ 
пути некоторое приключейе, вследств1е котораго его скорость, умень-

1шилась на —  часть первоначальной, а потому онъ опаздываетъ на
а часовъ. Если-бы приключеше произошло на Ъ миль ближе къ Кем
бриджу, то поездъ опоздалъ-бы на с часовъ. Найти скорость, съ ко
торой поездъ шелъ первоначально.

29. Переднее колесо по#6зки делаете шестью оборотами больше чемъ 
заднее на протяженш 120 аршинъ; если окружность передняго колеса 
увеличить на одну четверть его длины, а окружность задняго—на одну 
пятую его настоящей длины, то вместо шести лишнихъ оборотовъ по- 
лучится только четыре. Найти окружность каждаго колеса?

30. Некоторое число выражается двумя цифрами и равняется трех
кратной сумме его цифръ; если-же приложить къ этому числу 45, то 
цифры его поменяются местами. Найти это число.

31. Некоторое число выражается двумя цифрами и равняется семи
кратной сумме его цифръ; если-же вычесть изъ этого числа 27, то 
цифры его поменяются местами. Найти это число.

32. Некто предполагаетъ проехать изъ А  въ В  или прямо въ 
почтовой карете, или сперва изъ А  доехать до С по железной дороге, 
а оттуда по другой железной дороге до В . Поездъ двигается въ три 
раза скорее кареты, но, выехавъ съ нимъ одновременно, можно npi- 
ехать въ В  въ карете, если не произойдете никакой остановки, 20-ю ми
нутами раньше поезда. Но если поездъ опоздаетъ прибыпемъ въ С, 
то путешественнику придется тамъ ждать новаго поезда столько-же 
времени, сколько нужно, чтобъ доехать отъ С до Д  и его переездъ 
займетъ вдвое больше времени, чемъ въ почтовой карете. Но если-бы 
карета промедлила въ пути одинъ часъ, а поездъ пришелъ-бы въ С 
своевременно, то путешественникъ успелъ-бы по железной дороге до
ехать до В  и сделать еще пол пути обратно отъ В  къ О въ то время, 
которое онъ проехалъ-бы въ карете изъ А  до В . Длина всего круго
вого пути A BC  А  равна 762/з верстъ. Требуется найти скорость 
кареты,

33. А  берется пробежать три раза кругомъ по арене въ то время,
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въ которое В  делаете только два круга; но А  успеваете пробежать 
только 150 аршинъ своего третьяго круга, когда В  достигъ уже цели. 
Тогда А  предлагаетъ сделать четыре круга въ то время, когда В  де
ла етъ три, и теперь такъ соразмерилъ свой бйгъ, что лроб̂ гаетъ ровно 
четыре аршина въ то время, въ какое прежде пробе га л ъ только три 
аршина. Точно также и В  ускорилъ свой бегъ и пробегаетъ теперь
9 аршинъ въ то время, въ которое раньше пробегалъ только 8 аршинъ, 
но, начиная со второго круга, устаетъ и возвращается къ прежней 
скорости бега, а при третьемъ круге делаетъ только 9 аршинъ въ то 
время, въ какое при первомъ круге делалъ 10; благодаря этому А  
выигрываетъ 180 аршинъ в достигаетъ цели. Определить длину арены.

34. Пешеходъ вышелъ за р часовъ до выезда почтовой кареты, 
подвигаясь впередъ равномерно, какъ и карета; последняя чрезъ не
сколько часовъ обгоняетъ пешехода. Съ этого момента карета увеличи
ваете свою скорость до 6/5 первоначальной, между темъ какъ пешеходъ 
увеличиваете свою до 14 первоначальной скорости, и съ этими увели
ченными скоростями они продолжали двигаться впродолженш q часовъ, 
начиная съ того момента, какъ карета догна&а пешехода; после этого 
они оказались другъ отъ друга на разстоянш 92 верстъ; но если-бы они 
втечейе того-же времени двигались со своею первоначальною скоростью, 
то были-бы лишь на разстоянш 80 верстъ. Показать, что начальная 
скорость кареты была вдвое больше скорости пешехода, а также, по* 
ложивъ p-*-q=\Q, показать, что начальная скорость кареты была
10 верстъ въ часъ, а скорость пешехода 5 верстъ въ часъ.

Г Л А В А  XIV.

Разборъ нЪкоторыхъ задачъ, приводящие къ уравне
шямъ первой степени.

186. Займемся теперь решешемъ некоторыхъ задачъ, приводящихъ 
къ уравнешямъ первой степени, и изследуемъ разныя особенности, ко
торыя могутъ представиться при ихъ решети. Начнемъ со следующей 
задачи: Какое число нужно приложить къ числу а, чтобы сумма рав
нялась 6? Обозначимъ это число буквой х] тогда

tt ■+■ X —■ 1),
а следовательно х=Ъ—а.

Эта формула даетъ значете х соответственно значешямъ величинъ 
а и Ъ. Такъ, напримеръ, если а—12 и &=25, то мы будемъ иметь
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# = 25 
--30=

12 = 18. Но положимъ, что а = 30, а Ъ — 24, тогда# = 24—
6, и мы естественно должны спросить себя, какъ понимать 

этотъ отрицательный результатъ? Если мы возвратимся къ задаче, то 
увидимъ, что ее теперь надо читать такъ: какое число нужно прило
жить къ 30, чтобы сумма равнялась 24? Теперь, очевидно, что если 
слова приложить и сумма понимать въ ихъ ариеметическомъ смысле, 
то предложенная задача невозможна. Но въ то-же время мы видимъ, что 
следующая задача можетъ быть решена: Какое число нужно вычесть 
изъ 30, чтобы разность равнялась 24? Число 6 представить тогда 
ответь на вопросъ. Вторая задача отличается отъ первой только темъ, 
что слова приложить къ заменены словами вычесть изъ, а слово 
сумма словомъ разность.

187. Такимъ образомъ, изъ этого примера мы видимъ, что отри
цательное решете указываетъ на то, что задача въ строгомъ ариеме
тическомъ смысле невозможна, но что изъ нея, посредствомъ надлежа- 
щихъ изменешй въ ея выражетй, можетъ быть составлена другая за
дача, для которой абсолютная величина отрицательнаго решешя будетъ 
правильнымъ ответомъ.

188. Это указываетъ на удобство употреблетя въ Алгебре слова сло
жить въ более обширномъ смысле, чемъ въ Ариеметике. Пусть # озна
чаетъ количество, которое нужно алгебраически сложить съ я, тогда 
алгебраическая сумма будетъ а-+-х все равно, будетъ-ли # положитель- 
нымъ или отрицательнымъ. Такимъ образомъ а-+-#=6 алгебраически 
всегда возможно, будетъ ли а больше или меньше 6.

Перейдемъ теперь къ другой задаче.
189. Возрастъ А  равняется а годамъ, а возрастъ В  равенъ 6 го- 

дамъ. Черезъ сколько летъ А  будетъ вдвое старше В ?  Положимъ, что 
это будетъ черезъ # летъ отъ настоящаго времени; тогда по смыслу 
вопроса

а # = 2  (Ь-*-х); 
х—а— 26.откуда

Такъ напримеръ, если а=40, 6 = 15, то # = 10. Но положимъ, 
что «=35  и 6= 20, тогда #= — 5; и здесь, какъ въ предыдущей за
даче, намъ приходится вникнуть въ смыслъ отрицательнаго решетя. 
Но если дать а и 6 последтя изъ предыдущихъ значетй, то уравне
те, которое намъ придется решать, будетъ

35-t-#=40-+-2#,
и очевидно, что если придавать символамъ # и -+- узшй арпеметиче- 
стй смыслъ j, то это уравнете невозможно, потому что 40 больше 35 и 
2# больше #, и равенство между обеими частями невозможно. Но изме- 
нимъ задачу такимъ образомъ: Возрастъ А  равняется 35 годамъ, а воз-



растъ В  20 годамъ; когда А  бьглъ вдвое старше В ?  Пусть это было 
за х лйтъ до настоящаго времени; тогда по смыслу вопроса

35— х= 2(20— #) = 40— 2х, 
откуда х=Ь.

ЗдЪсь опять мы видимъ, что отрицательное решете въ строго- 
ариеметпческомъ смысла невозможно, но что, изм'Ьнивъ надлежащимъ 
образомъ выражете задачи, мы составляемъ изъ нея другую, въ кото
рой абсолютная величина прежняго отрицательнаго решетя является 
правильнымъ отвйтомъ.

Легко видеть, что уравнете, соответствующее новому выражению 
задачи, получается нзъ первоначальнаго простымъ измйнетемъ х 
въ —х.

190. Положимъ, что задача эта первоначально была выражена такъ: 
Возрастъ А  равняется ссгодамъ, а возрастъ В  равенъ Ь годамъ; найти 
такую эпоху, когда возрастъ А  вдвое больше возраста В . Въ этихъ 
словахъ нЬтъ намека на то, что искомая эпоха была раньше или бу
детъ позже настоящаго времени. Если предположимъ, что она будетъ 
позднгье, то получимъ, какъ въ ст. 189, для искомаго числа лйтъ 
х ^ а— 2Ь) если-же положимъ, что искомая эпоха была раньше настоя
щей, то получимъ х=2Ъ— а. Если 2Ъ меньше а, то будетъ в̂ рно пер
вое предположете и приведетъ къ ариеметической величин  ̂ х, а вто
рое предположете окажется нев'Ърнымъ и приведетъ къ отрицательному 
значенш для х. Если 2Ъ больше а-, то окажется вгЬрнымъ второе предполо
жете и также приведетъ къ ариеметической величин  ̂х, а первое пред- 
положете будетъ неверно и даетъ отрицательную величину для х. 
ПослгЪ этого можно сказать, что отрицательное решете указываете на 
то, что мы должны сделать наудачу любое изъ предположен̂ , допускае- 
мыхъ задачей. Но необходимо заметить, что когда мы открываемъ, что 
сделанное предположете неверно, то намъ уже нйтъ надобности воз
вращаться снова къ началу и повторять все изелгьдовате, потому что 
мы можемъ воспользоваться ргьшетемъ, получе-ннымъ при ложномъ 
предположены. Для этого намъ нужно будетъ взять только абсолютную 
величину отрицательнаго решетя и понимать въ задачЪ будущее 
время, если собьше последуете после настоящаго момента, и прошед
шее время, если оно случилось раньше настоящаго момента.

191. Обратимъ теперь внимате на другой случай. Положимъ, что 
задача выражена такъ-же, какъ въ конце ст. 189: Возрастъ А  рав
няется а годамъ, а возрастъ В  равенъ Ъ годамъ; когда А  былъ вдвое 
старше В ?  Пусть х означаетъ искомое число; тогда

а —х—2 (Ъ—х),
откуда

х=2 Ъ—а.
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Теперь повгьримъ это решете. Поставимъ найденное значете х въ 
уравнете, тогда а—х обратится въа—(26—а), т. е. 2а—26; a 2(Ъ—х) 
перейдетъ въ 2(6— 2Ъ-t-a), то-есть въ 2а— 26. Если 6 меньше а, то оба 
результата будутъ положительными и не представятъ никакого ариемети- 
ческаго неудобства. Но если 6 больше а, то хотя обе части алгебраически 
равны, но такъ какъ обе он$ отрицательны, мы не можемъ все таки 
сказать, что поварили решете въ аривметическомъ смысле. И когда мы 
возвращаемся къ задаче, то убеждаемся, что невозможно, чтобы а было 
меньше 6; потому что, если въ данное время возрастъ А  меньше возраста Б, 
то А  никогда не былъ вдвое старше Б  и никогда не будетъ. Но и безъ 
предыдущей проверки решетя мы могли-бы заметить, что если 6 больше 
а, то и х также больше а, чего нельзя допустить. Такимъ образомъ 
становится понятнымъ, что задача можетъ быть въ сущности нелепой, 
а решете ея можетъ не представлять непосредственно никакого неудоб
ства, хотя когда мы изслёдуемъ или поверимъ это решете, то мы от- 
кроемъ признаки нелепости.

192. Уравнете а-+-х=2(Ъ-^х) можно разсматривать какъ'симво
лическое представлеше следующаго словеснаго выражев1я: Положимъ, 
что а и 6 представляютъ некоторый две величины; какую величину 
должно придать къ каждой изъ нихъ, чтобы первая сумма сделалась вдвое 
больше второй. Здесь слова величина, сумма ж придать могутъ быть 
понимаемы въ алгебраическомъ смысле, такъ что х, а и 6 могутъ быть 
какъ положительными, такъ и отрицательными. Такая алгебраическая 
постановка вопроса заключаетъ въ себе между другими возможными ея 
истолковатями и вопросъ о летахъ А  ж Б . Такимъ образомъ очевидно, 
что когда мы переведемъ какую нибудь задачу въ уравнете, то это 
уравнете можетъ служить символическимъ выражешемъ более ши
рокой задачи, чемъ та, изъ которой оно было выведено.

Изследуемъ теперь другую задачу.
193. А  и Б  едутъ по одному направленно, проезжая соответ

ственно а и 6 верстъ въ часъ. Въ известное время А  достигаетъ 
некоторой точки Р , а чрезъ п часовъ после этого Б  достигаетъ не
которой точки Q. Найти, когда встретятся А  и Р ?

Р  ____ _____Q • В _______

Означимъ разстояте PQ буквой с и положимъ, что путешествен
ники едутъ по направленно отъ Р  къ Q и встречаются въ В  черезъ х 
часовъ после того, какъ А  былъ въ точке Р . Тогда, такъ какъ А  едетъ 
со скоростью а верстъ въ часъ, то разстояте Р Р  будетъ заключать 
въ себе ах верстъ. Б  употребить поэтому х—п часовъ, чтобы про
ехать разстояте QR, такъ что QR равняется Ъ(х—п) верстамъ. Но 
Р Р  равняется сумме PQ  и QB, а потому

а,х=с-*-Ъ(х—п) = с-*-Ъх—Ъп\
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следовательно
X Ъп 

а— Ъ
Изсл'Ьдуемъ теперь это решете при различныхъ предположешяхъ, 

катя можно сделать относительно значешй данныхъ величинъ.
I. Положимъ, что а больше &, и с больше Ъп; тогда величина х 

положительная, и встреча произойдешь, какъ мы предполагали, послгъ 
того, какъ А  про’Ьдетъ чрезъ точку Р . Действительно, когда А  на
ходится въ Р, то пространство, которое надо проехать В , чтобы до
стигнуть Q, равняется Ъп верстамъ, а такъ какъ Ъп меньше с, то 
отсюда слёдуетъ, что когда А  находится въ Р , то онъ оказывается 
еще позади В , такъ какъ а больше Ъ. Следовательно, А  можетъ 
догнать В .

а(с— Ъп) _. ПоэтомуРазстояте Р В  = ах— а Ъ
^ а(с—Ъп) а(с— Ъп)— с(а— Ъ) сЪ—аЪп Ъ{с—ап)ЦП —---- ---- са —Ъ а— Ъ а— Ъ а—Ъ

Но если с больше ап, то выражете это будетъ представлять по
ложительную величину, такъ что В  придется, какъ мы предположили, 
впереди за точкой Q. Мы видимъ, что это и действительно такъ, по
тому что, когда с больше ап, то для А  потребуется больше, чемъ п 
часовъ, чтобы прибыть взъ Р  въ Q, такъ что онъ не можетъ встре
тить J5, иначе какъ проехавъ чрезъ точку Q. Но если с меньше ап, 
то выражете для QB становится отрицательнымъ, и это заставляетъ 
насъ предположить, что въ нашемъ взгляде на задачу нужно сде
лать некоторое изменете. Действительно, теперь для А  потребуется 
меньше п часовъ, чтобы отъ Р  доехать до Q, такъ что онъ встре
тить В  раньше, чемъ прибудетъ въ Q. Такимъ образомъ на чертеже 
это надо будетъ представить такъ:

Р В Q

И теперь, такъ какъ P B = P Q — BQ, то уравнете для опредеде- 
т я  х естественно нужно будетъ писать такъ:

ах с— Ъ (п— х)= с— Ъп -+- Ъх.
Но это, какъ мы видимъ, въ сущности совершенно то-же уравнеше 
какъ и прежнее.

Вели наконецъ с равно ап, то величина BQ  обратится въ нуль 
и точка В  совпадетъ тогда съ Q; въ этомъ случае

с—Ъп ап—Ъп

1



Следовательно А  ж В  встретятся въ точке Q черезъ п часовъ 
после того, какъ А  былъ въ Р .

II. Теперь положимъ, что а больше Ъ, и с меньше Ъп. Значете х 
будетъ тогда отрицательнымъ, и мы можемъ на основами того, что 
было замечено объ отрицательныхъ количествахъ раньше, догадаться,

£__J)Ylчто А  и В  вместо того, чтобы встретиться чрезъ —— часовъ после 

того, какъ А  проедетъ черезъ Р , встретятся на самомъ деле за
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Ъп--с
а—Ъг часовъ раньше, чемъ А  прибудетъ въ Р . И действительно,

такъ какъ с меньше Ъп, то изъ этого следуетъ, что В  былъ позади А , 
когда А  былъ въ Р , такъ что А  долженъ обогнать В  раньше прибы- 
пя въ Р . Следовательно правильное peineeie задачи будетъ такое:

В  Р  Q

Положимъ, что А  ж В  встречаются за х часовъ раньше при- 
бьшя А  въ Р ; пусть В  будетъ точка ихъ встречи. Тогда ВР= ах  и 
B Q =Ъ(х-мг) . А также B P = B Q —PQ ; такимъ образомъ

ах—Ъ(х -+-п) —с;
следовательно

Ъп— сХ ~ --- Т.а—Ъ
III. Теперь предположимъ, что а меньше Ъ, и с больше Ъп. Въ этомъ 

случае первоначальное выражете для х принимаетъ также отрица
тельное значете, и мы найдемъ следовательно, что А  и В  встретятся 
раньше у чемъ А  былъ въ Р . Въ самомъ деле, В  теперь едетъ ско
рее, чемъ А  и находится впереди А , когда А  находится въ Р ; такъ 
что В  долженъ обогнать А, прежде чёмъ А  былъ въ Р. Въ результате 
оказывается, какъ и во второмъ случае, что А  ж В  встречаются за

С часовъ раньше, чемъ А  былъ въ Р .Ъ— а
IV. Наконецъ предположимъ, что а меньше Ъ, и с меньше Ъп.

Здесь первоначально подученное выражете для х будетъ количествомъ
Ъп—с ^положите льны мъ, а потому его можно писать такъ 1еперь х>

едетъ быстрее, чемъ А  и находится позади А, когда А  находится 
въ Р ; такимъ образомъ В  долженъ чрезъ некоторое время обогнать А. 
Если мы предположимъ, что А  и В  встретятся пост того какъ А  
,былъ въ Q, то чертежъ надо расположить такъ:

Р  Q В
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Здесь мы должны-бы были естественным! образомъ писать уравнете
такъ:

ах=с-\-Ъ(х—п)=с~*-Ъх— Ъп.
Если мы положимъ, что Аж В  встречаются.pcmwe, ч'Ьиъ А  будетъ 

въ Q, то чертежъ представится въ такомъ виде:
Р В Q

Здесь естественнымъ образомъ надо было-бы писать уравнете такъ
ах= с— Ь(п —х )= с— Ъп-ь Ъх.

Въ обоихъ случаяхъ мы пмеемъ въ сущности одно и то-же уравне-

Bie, и одинаково получаемъ х Ъп
Ъ— а

194. Предыдущая задача можетъ быть различнымъ образомъ видо
изменяема; напримеръ, вместо предположешя, что А  и В  едутъ по 
одному направленно, мы можемъ предположить, что А  едетъ, какъ 
прежде, а В — въ противоположномъ направлены. Въ этомъ случае, 
если мы предположимъ, какъ и раньше, что А  и В  встретятся чрезъ 
х часовъ после того, какъ А  будетъ въ Р , то найдемъ, что

Q-\- J))2
х= ——г  -. Такимъ образомъ моментъ встречи необходимо наступить
после того, какъ А  оставить за собою Р , и едушде встретятся въ не
которой точке вправо отъ Р . Читатель легко заметить, что значейе х 
въ этомъ случае совпадаетъ съ результатомъ изменетя Ъ на—Ъ въ 
первоеачальномъ значети х, полученномъ въ ст. 193.

195. Но вместо того, чтобы предполагать, что прибыпе В  въ точку Q 
произойдетъ черезъ п часовъ послгъ прибьшя А  въ Р , мы можемъ 
предположить, что оно произойдетъ за п часовъ прежде того, и пред
положить, какъ и раньше, что А  и В  едутъ по одному и тому-же на
правленно. Въ этомъ случае, если х пмеетъ то-же значете. какъ и прежде,
мы найдемъ, что ---Это выражеше будетъ представлять поле-СЬ— о
жительное количество, если а больше Ъ, и едунье тогда встретятся 
после прибыия А  въ Р . Если-же а меньше 6, то значете х будетъ 
отрицательное; это показываетъ, что едупце теперь встретятся за 
с~~ъ~Ъъъ\— • часовъ раньше прибьшя А  въ Р , и пзеледовате покажетъ,
что это такъ и есть. УчащШся легко заметить, что значете х въ на- 
стоящеаъ случае совпадаетъ съ выводомъ, какой мы получимъ, если 
напишемъ—п вместо п въ первоначальномъ значети х, полученномъ 
въ ст. 193.
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196. Положимъ еще, что А  и В  едутъ въ противоположномъ на
правлена и что прнбьше А  въ Р  происходить за п часовъ до при- 
бьшя В  въ Q; и положимъ, что Р  и Q въ первыхъ чертежахъ поме
нялись местами, такъ что теперь А  достигаетъ Q раньше, чемъ Р, а 
В  нанротивъ достигаетъ сперва Р, а потомъ уже Q. Если х имеетъ 
то-же самое значеше, какъ п прежде, то мы и теперь найдемъ, что

loYl__q
х==~ ч_ъ- Тогда, еслп Ъп больше с, то значете х будетъ положи
тельное, п едупце встретятся, какъ мы предполагали, после прибьтя 
А  въ Р . Если-же Ъп меньше с, то значеше х будетъ отрицательное,

С__fyfl
и мы найдемъ, что едупце встретятся за часовъ раньше прибы-
Tia А  въ Р . Учащшся легко заметить, что значее1е х въ настоящемъ 
случае будетъ то-же самое, какое получится, если мы напишемъ—с 
вместо с въ значенш х-ca, въ ст. 194; оно совпадетъ также и съ зна- 
чешемъ #-са въ ст. 193, если въ последнемъ поставимъ—Ъ вместо Ъ 
и —с вместо с.

197. Изъ разсмотрешя задачъ, разобранныхъ въ настоящей главе, 
а равнымъ образомъ и другихъ подобныхъ задачъ учапцйся прмбрететъ 
надлежащее довер1е къ отрицательнымъ величинамъ и уменье обра
щаться съ ними. Ниже мы приведемъ некоторый общ!я начала, объ
ясненный на примерахъ въ предыдущихъ статьяхъ, верность которыхъ 
выяснится для учащагося, по мере того, какъ онъ будетъ подвигаться 
въ изучены предмета.

1) Отрицательное решеше можетъ происходить отъ того, что выра- 
жеше задачи заключаетъ въ себе услов1е, которому невозможно удо
влетворить; въ этомъ случае мы можемъ приписать неизвестной вели
чине прямо противоположное качество въ сравнены съ темь, какое 
было ей приписано, и тогда получимъ возможность составить задачу 
подобную той, которая заключаетъ въ себе невозможное требоваше.

2) Отрицательное решеше можетъ произойти отъ того, что, при 
переводе задачи съ обыкновеннаго языка на алгебраичесюе символы, 
сделано было неверное предположете о качествгь известнаго рода 
величины; въ этомъ случае мы можемъ исправить на 
приписавъ этой величине противоположное качество ] 
получить положительное решете.

3) Когда мы желаежъ изменить предположешя, сделанныя нами 
относительно качества пзвестныхъ или неизвестныхъ величинъ въ за
даче, и приписатьимъ качества противоположный, то нетъ надобности 
составлять новое уравнеше; достаточно изменить въ прежнемъ урав
нены знаки символовъ, представляющихъ каждую изъ величинъ, у ко
торыхъ нужно переменить качество.

Алгебра. 7

е предположете, 
такимъ образомъ
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198. Мы не утверждаемъ, что предыдущая обнця начала были 
доказаны; они вытекаютъ сами собою изъ разбора частяыхъ случаевъ, 
и учащемуся предоставляется проверить ихъ т̂ мъ-же способомъ. Такъ, 
когда при решети какой-нибудь задачи результатъ получится отрица
тельный, то учапцйся долженъ постараться истолковать этотъ резуль
татъ, причемъ вышеуказанный обнця начала могутъ послужить для него 
руководствомъ. Когда задача приводить къ отрицательному результату, 
и озъ пожелаетъ составить аналогичную задачу, которая привела-бы 
къ соответствующему положительному результату, то долженъ поступать 
следующимъ образомъ: изменить х на—х въ томъ уравнетй, которое 
онъ получилъ, и тогда, если возможно, изменить словесное выражеше 
задачи, такъ, чтобы оно соответствовало новому уравненш. Мы гово- 
римъ,— если возможно, потому что въ некоторыхъ случаяхъ никакого 
подобнаго изменетя повидимому достигнуть невозможно, и тогда уже 
надо считать такую задачу совершенно невозможною.

199. Этямъ мы закончимъ разсмотрете отрицательныхъ количествъ 
и изследуемъ еще две друия особенности, могупця представиться при 
решети уравнетй.

Въ ст. 193 мы пришли къ такому выводу: Положимъ,
что а= Ь ; тогда знаменатель этого значетя х сделается нулемъ; обозна-

лт Nчивъ числителя одною буквою 2V, мы получимъ тогда х— — ; спраши
вается, какъ надо понимать такой рззультатъ? Такъ какъ А  и В  тенерь 
едутъ съ одинаковою скоростью, то они должны постоянно оставаться 
на одномъ и томъ-же разстоянш другъ отъ друга, а потому онп никогда 
не встретятся. Но вместо того, чтобы предполагать, что а въ точности

Nравно 5, положимъ, что а только очень близко къ 5; тогда -— т можетъ
быть очень большою величиною, потому что если разность а— Ъ будетъ 
очень мала по сравненш съ N, то она будетъ содержаться очень большое

Nчисло разъ въ N ; и чемъ меньше а —Ь> темь больше будетъ 
NДяя краткости вместо этого употребляютъ выражете « — равняется

Nбезконечности» и пишутъ это выражете такъ: — — со.  Но читатель

долженъ помнить, что это выражете есть лишь сокращете и что ему 
не нужно приписывать никакого абсолютнаго смысла.

200. Необходимо изследовать всякую задачу, решете которой пред-
Nставляется въ виде — ,и попытаться объяснить это решете. Учапцйся
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можетъ ожидать, что въ подобномъ случай задача окажется невозмож
ной, но что надлежащимъ образомъ видоизменяя вопросъ, можно соста
вить новую задачу, ответомъ на которую будетъ очень большое число, 
и что число это будетъ тймъ больше, ч^мь ближе будетъ подходить 
новая задача къ прежней.

201. Предположимъ еще, что когда въ ст. 19В мы имеемь а
О

Ь,
будетъ также и с=Ъп; тогда значете х приметъ видъ О Изследуя
задачу, мы у видимъ, чго вследств1е сделаннаго предположена А  и В  
одновременно находятся въ Р  и едутъ съ одинаковой скоростью, такъ 
что постоянно остаются вместе. Поэтому вопросъ о томъ, когда А п  В  
были одновременно вместе, въ этомъ случае оказывается неопредгълен- 
нымъ, потому что не допускаетъ одного определеннаго ответа или 
вообще конечнаго числа ответовъ.

202. Учанцйся долженъ изследовать также каждую задачу, приво
дящую къ решенпо вида п попытаться истолковать решеше. Въ н£-
которыхъ случаяхъ онъ найдетъ, какъ въ разсмотренномъ выше при
мере, что задача не можетъ быть ограничена конечнымъ числомъ ре- 
шешй, но допускаетъ ихъ сколько угодно. Мы не утверждаемъ здесь,

N  Окакъ и въ ст. 200, что истолковаше особенностей — п — будетъ
О  О  J

всегда таково-же, какъ и въ разсмотренныхъ нами проетыхъ приме- 
рахъ; поэтому учанцйся долженъ разсаатривать особо каждый отдель
ный видъ могущихъ встретиться примеровъ.

Разные примеры къ главе XIV.
1. Упростить выражете

8а— £ Ъ-\— 12а— (Ъ~ -о)\ ] V 2с8— У,
2с-н1

2. Сократить и привести въ простЗшппй видъ выражен1е
6#4-+-10#3н-2#2— 20#— 28

3#3-ь-14#2-»-22#-+-2 1
QQ_^

8. Найти значеше —,------- , когда х- а
Ь а а Ъ’

4. Упростить 1
(а— Ъ)(а—с)~* (Ъ—с)(Ъ—а)~*\с—а)(с— Ъ)'

1 1

5. Показать, что dm(a-  Ъ){Ъ—с) +-bm(a-d)(c—d) Ъ—d 
ст (а^-Ь)(а—d)-t-am(b—с) (с—d) а—с 

когда т= 1 , или 2.



6. Привести е ъ  простейшему виду выражете
а3-4-63-ч-с3— Sdbc
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(а—6)2ч-(6— с)2ч-(с—а)
7. Если xy-+-yz-+-zx= 1, то показать, что

х _ у z 4 xyz
1—ж2 1—у2 1— £2 (1—#2)(1— у2)( 1—я3)

8. Решить уравнете
(х— 2а)3ч-(х— 2ЬУ = 2(х—а—&)3.

9. Решить совместный уравнетя:
x-\-y-\-z—a-нбн-с, 

Ъх-ь-су-+-а8—сх-)-(1у-\-Ъ£=о.Ь-ъ-Ъс-\-сс1.
10. Найти общее наименьшее кратное выражетй

#?-4-6#2-4-11#н-6, #3ч-7#2-ь-14ям-8,
#3-»-8#24-19ям-12 п #3-н9#2-+-26дм-24.

Г Л А В A XY .

Особенности, представляюпцяся при р^шенш ураввешй
первой степе

N  Оформы 7Г и —
встретиться при решети уравнетй первой степени. Теперь мы изслй- 
дуемъ смыслъ такихъ формъ, когда онй представляются намъ при ре
шены совмгъстныхъ уравнетй первой степени. Нрипомнимъ сначала 
уже полученные нами результаты.

204. Взякое уравнете первой степени съ однимъ неизвйстнымъ 

можетъ быть приведено къ виду ах=Ь. Отсюда мы получаемъ х==~ '

Если а=0, то значете х принимаетъ видъ — ; въ этомъ случай не
существуетъ никакого конечнаго значетя для х, которое могло-бы 
удовлетворить уравненш, потому что, какова* бы ни была конечная 
величина, данная #-су, такъ какъ ах= 0, то мы всегда пмйемъ О=Ь,
что не возможно. Если а—0 и Ъ—0, то значете х принимаетъ видъ —;
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въ этомъ случай всякое конечное значеше х можетъ считаться удовле- 
творяющнмъ уравненш, такъ какъ, каково-бы ни было конечное значе
те, данное х су, мы всегда имйемъ 0=0. Если 6= 0, а а неравно О, 
тогда, разумеется, # = 0; этотъ случай не требуетъ никакого замйчашя.

205. Положимъ теперь, что мы имйемъ два уравнешя съ двумя 
неизвестными величинами; пусть они будутъ

ах-*-Ъу=с и а'х-л-Уу—с'.
Сделаемъ сперва замечаше относительно принятаго обозначетя. 

Въ первомъ уравненш мы употребляемъ ншоторыя буквы для озна- 
четя известныхъ величинъ, а потому для обозначетя соответствую- 
щихъ величинъ во второмъ уравнетй мы употребляемъ соответственно 
тгъ-же буквы со значками; здесь а и а' не имеютъ никакой взаимной 
зависимости по величине, хотя имеютъ то общее, что каждое изъ нихъ 
составляетъ коэффищентъ при х, одно въ первомъ, а другое во второмъ 
уравнены. Опытъ покажетъ учащемуся выгоды такого обозначетя.

Вместо значковъ пли ударетй иногда употребляютъ числа, подпи
сывая ихъ внизу буквъ; такъ at ж а2 могутъ употребляться соответ
ственно вместо а ж а .

Решая данныя уравнетя, мы получаемъ
Ъ'с— Ъс’ ас—ас1

п  У ^ -------------------------------------
х Ь'а— Ъа а'Ъ—аЪ'‘

I. Положимъ, что Ь'а 
А  В

Ъа'=0; тогда значешя х а у принимаютъ
видъ —- ж —; поэтому мы должны возвратиться къ даннымъ уравне- 
шямъ, чтобы найти смыслъ въ такого рода результатахъ. Изъ услов1я

С1 1) *Ъ'а—Ъа = 0 мы получаемъ — = ^-—к (положимъ); тогда а=Ъа на Ъ
♦

Ъ —Ш>. Подставивъ эти значешя а' и Ъ\ мы найдемъ, что второе изъ 
уравнетй можно написать такъ:

откуда

Tcax-t-Jcby—с

ах-+-Ъу I '

Но если -j- отличается отъ с, то второе уравнете несовмгьстно
съ первымъ изъ данныхъ уравнетй, потому что ах-ь-Ъу не можетъ
равняться двумъ различнымъ величинамъ. Такимъ образомъ мы можемъ

А  Взаключить, что когда решетя представляются подъ видомъ —- ж —, то
это указываетъ на то, что данныя уравнешя несовместны, а следова
тельно и не могутъ быть ргьшены.



П. Теперь положимъ, что Ъ'а—Ьа =  0, такъ что — = , , а такжеа о
(I ~t)в — = — , а следовательно и=-т-. Въ этомъ случае числители въ зна- с с ь  о

чешяхъ х и у будутъ равняться нулю такъ же, какъ и знаменатели,
О ггтакъ что выражешя для х и у примутъ видъ —. Но какъ мы уже по

казали раньше, второе изъ данныхъ уравнетй можетъ быть написано 
въ виде Г

QX—{— Ъу — ~.К
и с' -Но теперь т = с, такъ что второе данное уравнена является про-

стымъ повторетемъ перваго; и такимъ образомъ мы въ сущности вмеемъ 
одно уравнете, заключающее две неизвестныя величины. Но тогда мы 
не можемъ определить х ж у. потому что здесь можно найти сколько 
угодно значетй, которыя удовлетворяли-бы одному уравненш съ двумя 
неизвестными. Въ этомъ случае мы говоримъ, что данныя уравнетя не 
независимы, и что значетя х и у неопределенны.

206. До сихъ поръ мы предполагали, что ни одна изъ величинъ
а, Ъ, с, а', Ъг, с не равняется нулю; такимъ образомъ, если значете
одной пзъ неизвестныхъ принимаетъ видъ ~ пли то и значете
другой принимаетъ тотъ-же видъ. Но если некоторый изъ предыду- 
щихъ величинъ будутъ нулями, тогда не необходимо, чтобы оба неизвест
ныя представлялись въ одномъ и томъ-же виде. Напргмеръ, положимъ,

Ачто а и а будутъ нули; тогда значете х приметъ видъ — , а значете у
О

представится подъ видомъ Но въ этомъ случае данныя уравнетя 
приводятся къ

Ъу=с ж Ъ'у=~с\
с с 

они даютъ У===Ъ П
Такимъ образомъ мы будемъ иметь два случая. Во-первыхъ, если

С С . у. С— не равно то уравнены не совместны. Во-вторыхъ, если ^ равно
(j7̂, то два уравнетя обращаются на самомъ деле въ одно. Во второмъ 

случае, такъ какъ соотношеше заставляетъ равнымъ образомъ
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Оуничтожаться и числитель, то х ж у оба прпнимаютъ видъ —; въ этомъ
случай х остается неопредйленнъшъ, но у—наоборотъ опредйленнымъ,

спотому что онъ равняется г-

207. Прежде чймъ разсматрпвать особенности, могупця встретиться 
при решенш трехъ совмйстныхъ уравненш заключающнхъ три неиз- 
вйстныя величины, мы покажемъ еще другой способъ решетя такихъ 
уравнетй.

Пусть данныя уравнешя будутъ
ахч-Ъуч-cz^-d, а'хч-Ь'уч-с'z=d', а"хч-Ъ"уч-с" z—d,".

Пусть I ж т  озаачаюТь две величины, з начет я которыхъ пока 
остаются неопределенными или неизвестными. Умножимъ второе изъ 
данныхъ уравненш на I, а третье на т ;  сложивъ ихъ затймъ все, 
получимъ:
ахч-Ьуч-с0ч-1(а,х-+-Ь'уч-с z)4-m(a' x4-bny-i--d z )—d-+-Vd-+-mn d, 
то-есть
х(ач-1ач-та")ч-у(Ьч-1Ь'~̂ -mb")-t-z(c-+-lc -+-тс ) = d-*-Vd-+-ni'd.

Дадимъ теперь татя значетя I и т , при которыхъ бы коэффи
циенты у и явъ последнемъ уравненш обратились въ нули, то-есть пусть

b-+-lb'-+-mb”= 0 , = 0.
Такимъ образомъ уравнеше приведется къ

х(а-ьla -ьт а '')=d~*-ld’-t-md",
а следовательно

_d-*-ld'-i~md".
Х a-*-la'-+-md'

#

Намъ нужно теперь найти значетя I ж т  и подставить пхъ въ это 
выражете для ас-са3 тогда значеше его сделается пзвестнымъ. Мы 
имеемъ

b-̂ lb'-̂ -mb" — 0, c-1-lc'ч-тс"=0;
изъ этихъ уравнетй мы получимъ

b"c— bc" , bc'— b'c .
/ / И 7-4 1 3 7 I * I 7*1 'УЬ с —b с Ъс — Ъ с

подставивъ эти значетя I п т  въ выражен1е для х и сделавъ упро- 
щете, мы получимъ

_  d(b'c"—b"c') *-d'(b"c-bc")4-d"(bc— b'c)
Х a(b’c"— b"d)-*-d(b''c— Ьс')ч-а'\Ьс’— Ъ'с) ’ 

Подобнымъ-же путемъ мы можемъ получить значетя у и я.
208. Предыдущей способъ решетя называется способомъ неопре- 

дгъленныхъ множителей, потому что здесь мы употребляемъ множп-



тели, которыхъ не опредЕляемъ впередъ, но которымъ даемъ нужное 
для насъ значете во время самаго изследоватя.

209. Теперь мы перейдемъ къ занйчатямъ относительно значетй 
х, у и z, выведенныхъ изъ уравнетй

ахчг-Ъу-t-сз= d, ах-+~Ъ'у-ь-с'z= d', а"х-+-Ъ"у-ь-с" z= d".
Значете #-са дано было въ ст. 207. Если учапцйся изслйдуетъ зна

чете у-ка, то онъ найдетъ, что знаменатель его будетъ тотъ-же са
мым, какъ и знаменатель въ выражетй для х, или можетъ быть сдй- 
ланъ т'Ьмъ-же самымъ посредствомъ изменетя знаковъ у каждаго члена 
въ числителе и знаменателе. То-же нужно сказать и относительно зна
менателя для выражетя z.

210. Мы можемъ впрочемъ получить значете у и z изъ выраже
т я , найденнаго для значешя х. Действительно, начальный уравнетя 
могутъ быть написаны такимъ образомъ:

Ъу-*-ах-\-ся=d, Ъ'у-ъ-dх-\-6 z—d', Ъ"у-*-а' х-л-с' z=d!'\
мы можемъ сказать тогда, что уравнетя, наиисанныя въ этомъ виде, 
отличаются отъ уравнетй, написанныхъ въ первоначальномъ виде, 
только следующими частностями: въ нихъ поменялись местами х и у, 
а и Ь, а' и V , а" и Ъ". Поэтому мы можемъ вывести значете у изъ 
значетя для х по следующему правилу— вместо а, а’ и а? будемъ пи
сать соответственно 6, Ъ1 и Ъ" и наоборотъ. Такимъ образомъ изъ
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d(Vcn— b"c')-*-d'(b"c—bc")-i-d"(bc—  Ь'с)
Х~ а {Ъ ,с '— Ъ',с')-^а\Ъ''с—Ъс')^а;\Ъ6— Ь,сУ

мы можемъ вывести
d(ac"— a" c)-*-d'(a" с—ac')-t-d"(ac— а'с)

 ̂ Ъ(а'с’— а,"с')-*-Ъ'(а"с—ас" ) -+-Ъ" (ас'—а'с).
Сравнивая эти выражетя, мы найдемъ, что знаменатель выражешя 

для у тотъ-же, что и въ выражетй для но знакъ каждаго члена 
измененъ на противоположный.

Подобнымъ-же образомъ, заменяя а, а , а" соответственно на с, 
с', с" и наоборотъ, мы можемъ изъ выражетя для х вывести выра
жете для z или вывести то-же выражете для я изъ выражетя для у 
путемъ замены Ъ, Ъ\ Ь'' соответственно на с, с' и с" и наоборотъ.

211. Существуетъ и другая система замены, съ помощью которой 
можно вывести значетя у и z изъ выражетя для х. Данныя уравнешя 
были

ax-+-hy-\-cz—d, а'х-*-Ъ'y-t-c1'z= d\ a"x-i~b"y-ir-c''z—dr'',
ихъ можно написать еще такимъ образомъ

hy-+-cz-*-ax=d, Ъ’у-+-с'’#-*-■ a x=d', b"y-t-c''z-+-a"x—d".



РЕШЕНШ УРАВНЕН1Й ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 105

Мы можемъ поэтому сказать, что второй видъ отличается отъ пер - 
ваго только следующими особенностями: х измененъ на у , у изй"Ьнеяъ 
на z, 0 изменемъ на х; а изменено на Ъ, & на с, с на а; а' изме
нено на V —на с\ с’ на а ; а" изменено на 6", Ъп на с", с" на а". 
Поэтому мы можемъ вывести значете у изъ х по следующему пра
вилу: пзменимъ а на 5, Ъ на с, с на а, н сделаемъ такую же замену 
въ буквахъ съ однимъ и съ двумя знаками. Значете 0 можно вывести 
жзъ выражешя для у, пользуясь опять тгьмъ-же самьгмъ правиломъ.

212. Эти способы выводить значеше у и я изъ выражешя для х 
посредствомъ перемены буквъ могутъ пожалуй показаться сначала 
учащемуся трудными, но за то они заслужжваютъ большого внпмашя, 
ж въ особенности способъ, данный въ ст. 211.

Перейдемъ теперь къ изследованш особенностей, могущихъ пред
ставиться въ непзвестныхъ велпчинахъ, выведенныхъ изъ уравнетй

ах-ь-Ъу -*-С0= d, а ,х-+-Ъ’у-+-сz= d', а"х-*-Ь"у-*-с"я=$’.
213. Наиболее важнымъ представляется тотъ случай, когда d, 

d' и d" все равны нулю. Тогда данныя уравнешя будутъ
ах-у-Ьу-ч-cz = 0, a'-x-b-V'y-t-c'0= 0, а"х-*-Ъ у-ь-с 0—0.

Очевидно, что х=0, у=* 0, 0=0 удовлетворяютъ этимъ уравне
шямъ, а пзъ значешй, найденныхъ въ ст. 210, следуетъ, что это един
ственный значетя, могупця удовлетворять уравнешямъ, если только 
данный здесь знаменатель не уничтожается, то-есть, если не будетъ

а(Ъ'с"—Ъ"с')чг-а'(Ъ"с-Ъс")ч-а"(Ъс'— Ъ'с) = 0.
Если такое соотношеше между коэффициентами существуетъ, то

Онайденныя для х, у и z значетя прпнимаютъ видъ —, и мы тогда должны
будемъ возвратиться къ даннымъ уравнешямъ для дальнейшаго изсле- 
довашя.

Мы замечаемъ, что когда такое соотношеше существуетъ, уравнетя
перестаютъ быть независимыми, и одно пзъ нпхъ можетъ быть выве
дено какъ следств!е изъ двухъ другихъ. Въ самомъ деле, умножимъ 
первое изъ данныхъ уравнетй на Ъ"с'— &'с", второе на Ъс!'— Ъ"с, п 
третье на Ъ'с—Ъс' и сложимъ потомъ результаты. Тогда вследств1е дан* 
наго соотношешя мы придемъ къ тожеству 0 = 0. Итакъ действительно, 
если первое уравнеше помножимъ на Ъ"с'— Ъ'с", второе на Ъс"—Ъ"с п 
сложимъ ихъ, то полученный результатъ будетъ равнозначущъ съ 
третьимъ уравнетемъ, потому что оно можетъ быть получено умноже- 
шемъ найденваго уравнешя на Ъс'—Ъ'с.

Положимъ-же, что такое соотношеше существуетъ; мы можемъ 
ограничиться первыми двумя пзъ данныхъ уравнетй, потому что зна
четя х, у и z, удовлетворяются имъ, будутъ необходимо удовлетворять 
п третьему уравненш. Разделимъ это уравнеше на х; мы получимъ
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Ъу С8 * Ъ'у c'z , л --- i-a=0, ---»--- ьа' = 0,/У» /У> ' /у» /у% 1%aJ «Л/ 4V w

у са'— с'а 8 аЪ'—а'Ъ-
откуда найдемъ ~=т~,— тг> - = i—>— гг-J ж Ъс— Ъс х Ьс— Ьс

Следовательно, мы можемъ приписать х какое угодно значете п 
вывести соответствующая ему значетя у и 8. Полученный результатъ 
мы можемъ писать въ более симметричномъ виде; пусть р означаетъ 
какое нибудь произвольное количество, тогда данныя уравнетя будутъ 
удовлетворяться, если

x —'ptyc'— Ъ'с), у=р(саг— с'«), 8=р{аЬ'— а'Ъ).
Мы могли-бы точно такпмъ-ясе образомъ воспользоваться вторымъ 

и третьимь изъ данныхъ уравненш и опустить первое; тогда мы при- 
ли-бы къ решетямъ такого вида:

x=q(b'c"— Ъ"с'), y — q(c'a"— c'V ), 8 = q{a'b"—а"Ъ'j,
где q какое-нибудь произвольное количество. Однако эти значетя въ 
сущности равнозначущи съ первыми, потому что вследств1е предпола
гаемая соотношетя между коэффициентами мы найдемъ

р(Ъс'— Ъ'с) pica'—с'а) р{аЬ'—а'Ъ)
q{b'c"— b"c') q{c'a"—c"ar) q(a' b" — a" b')'

214. Теперь разсмотримъ те особенности, которыя могутъ пред
ставиться, когда d, d' и d" не будутъ все нулями.

Сперва мы покажемъ, что если значев!е какой-нибудь изъ яежз-
Nвестныхъ величинъ принимаетъ видъ то данныя уравнетя стано

вятся несовместными. Положимъ напримеръ, что такой видъ прпнж- 
маетъ значете х, то-есть положимъ, что

а(Ъ'с” — Ъ" с')-*-а' (Ъ" с— Ъс")-*-а"(Ъс'— Ъ'с)=  ̂0.
Понятно, что если-бы данныя уравнетя были совместны, то всякое 
уравнете, правильнымъ образомъ выведенное изъ нихъ, должно быть 
справедливо. Помножпмъ теперь первое пзъ данныхъ уравнетй на 
Ъ"с'— Ъ'с", второе на Ъс"—Ъ"с, третье на Ъ'с-~Ъс' и сложимь ихъ. Мы 
найдемъ, что коэффищенты при у и в въ полученномъ уравненш унич
тожатся, а коэффипДентъ при х равенъ нулю по предположена). Та
кимъ образомъ первая часть полученнаго уравнетя уничтожается, но 
вторая часть не уничтожается; отсюда слёдуетъ, что полученное та
кимъ образомъ уравнете невозможно, а следовательно уравнетя, изъ 
которыхъ оно выведено, не могутъ быть совместными.

215. Однако мы не могли-бы съ уверенностью сказать, что, если 
значете одной изъ неизвестныхъ величинъ принимаетъ видъ тоурав-
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нешя совместны, но не независимы. Действительно, возможно, что зна
чение одной изъ неизвестныхъ можетъ принять такой видъ, между

Nтймъ какъ значеше другой представится подъ видомъ —, но какъ мы
Nпоказали въ предыдущей статье, появлеше — есть указаше на то, что

данныя уравнешя несовмгъстны. Напримеръ, положимъ, что уравне
тя  будутъ

t

сьх—t-Ъу—ь*c£z=(l) о! х—\—Ъу—i—cz—d , сь1—t—by—i—cz =sd,r •
NЗдесь мы найдемъ, что значешя у и z примутъ видъ — п что х при-0

Ометъ видъ —

Сверхъ того, если значешя всгьхъ неизвестныхъ величинъ примутъ
видъ то мы не можемъ съ уверенностью утверждать, что данныя
уравнешя совместны, но не самостоятельны. Напримеръ, положимъ, 
что уравнешя будутъ

ахч-Ьуч-cz—d, ax-h-by-*-cz=d\ ax-h-by-t-cz—d"; 
здесь мы найдемъ, что значешя неизвестныхъ величинъ примутъ видъ

но и самыя уравнешя очевидно несовместны, если только d, d\
d" не равны между собою.

216. Мы можемъ показать, что если числители въ значешяхъ #, 
у и z все обращаются въ нуль, то и знаменатели также уничтожаются т 
если принять, что d, d' и d”  не все равны нулю.

Действительно, предположивъ, что эти числители уничтожаются, 
мы будемъ иметь

d{Vc"-b"c') +  d'(b"c—bc")-+-d"{bc'-Vcy= О,
d(c'a"— с" а') -+- d\c"a—са") ч- d"(ca' —с'а) — О, 
d(a'b"—a"b')-t-d'(а"Ъ—ab") -t-d"(abf—а’Ъ)=0.

Означимъ эти соотношешя для краткости такимъ образомъ:
Ad4-Bd'4-Cd'' = Q, A!d-*-B'd’-\-G'd"=О, A " d-*-B1' d'-+-Gndn= О.
На основаны ст. 213, такъ какъ d, d',d" не все равны нулю, должна 
существовать также следующее соотношеше

A (B 'C "— b"G')-i-A,(B "G —B C ")+ A "(B C ' - B 'G ) = 0.
Мы найдемъ, что

В ,0 ,—В"0~а\а{Ъ ,с"—Ъ"с,)+аХЪ"с-Ъс")+а”фс'-Ъ,с)\‘,
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вис—вс f t и ВО '— В ’С могутъ быть выражены подобнымъ-же
образомъ, такъ что соотношете окончательно выразится

{а(Ъ'с"— Ъ" с')-+-а'(Ъ" с— Ъ с")ч-а"{Ьс'— Ъ'с)}2= 0.
Это доказываетъ искомый результатъ.

217. Если мы примемъ способъ неопредйленныхъ множителей, дан
ный въ ст. 207, то можетъ случиться, что два уравнешя для нахож
детя I и т  окажутся не совместными, и намъ нужно изслЬдовать 
этотъ случай. Положамъ, что въ этомъ случае Ъ"с'— Ъ'с" = 0, такъ 
что два уравнешя ст. 205 не совместны. Тогда значете х  можетъ быть 
получено изъ второго и третьяго изъ данныхъ уравнетй, а первое должно 
быть оставлено бззъ у потреб летя, Действительно, помножимъ второе 
изъ данныхъ уравнетй на с", а третье на с' и вычтемъ; тогда коэф- 
■фишенты при у  и z  исчезнуть, и мы получимъ уравнете для опре
делен] я х. Напримеръ, положимъ, что уравнешя будутъ

4#н-2ун-3^=19, х -ь -у ч -4^=9, #H-2y-t-8^=15.
Здесь значете х  можетъ быть найдено изъ второго п третьяго уравне
тй; мы получимъ х = 3 ;  подставимъ это значея1е х  въ три данныя 
уравнетя. Изъ перваго мы будемъ иметь 2 y - t - 3 z =  7, а изъ второгож 
третьяго у -*-4:8=6, следовательно у — 2 и z =  1.

Съ другой стороны значетя I т Омогутъ принять видъ —» такъ

что два уравнешя для нахождетя ихъ окажутся не самостоятельным
йзследуемъ этотъ случай. Здесь мы имеемъ Ъ"с'— Ъ'с"= 0 , Ъс”  —Ъ"с=О 
и Ъ'с— Ьс'= 0 ; эти предположена равнозначущи съ двумя соотношетямп

л шV и Ъ"
Ъ с ~ Ъ с 
а также, что Ъ"= 
уравнешя будутъ

Положимъ тогда, что Ъ' =pb, а следовательно с' =рс, 
-ф , следовательно с "—qc. Такимъ образомъ данныя

ax-i-by-*-C2= d ,  a 'x-+ -pby-b-pcz= d ', а ' ' x-*-qby-t-qcz= d t f

и ихъ можно будетъ написать такъ:
f

ax-t-by-t-cz п а а, — х
Р

by d'
CZ—— , агг

t by-t-cz
d f t

Я.p a
Здесь x можетъ быть найдено изъ какихъ яибудь двухъ уравнетй; 

если мы не получаемъ одного и того-же значетя изъ каждой лары, то 
данныя уравнетя, разумеется, несовмгъстны; если-же мы получаемъ 
то-же значете для х, тогда данныя уравнетя не будутъ независимыми; 
и действительно, въ последнемъ случае мы должны иметь только одно 
уравнете для нахождетя by-*-cz, такъ что значетя у п z будутъ не
определенными. Напримеръ, положимъ, что данныя уравнетя будутъ:

#-ь2«/-+-3^=10, 3#-ь4у-ь6^==23, #н-6г/-«~9^=24. 
катя нибудь два изъ этихъ уравнетй, мы можемъ найтн
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х = 3; подставивъ затймъ это значете х въ какое нибудь пзъ трехъ 
уравнетй, иы получимъ 2у-*-Зя—7; такимъ образомъ у и я оста
нутся неопределенными. Если кроме того правая часть одного изъ 
данныхъ уравнетй будетъ изменена, то мы не получимъ одного и тою- 
же значешя х изъ каждой пары уравнетй, и такимъ образомъ данныя 
уравнешя будутъ несовместны.

218. Въ предыдущихъ статьяхъ мы предполагали, что данныя 
уравнетя решены, ж изъ особыхъ видовъ ре шеей выводили заключе- 
тя  о свойстве данныхъ уравнетй. Возьмемъ теперь одинъ примеръ 
пзследовашя соотношешя между уравнешями, предварительно не решая 
уравнетй. Положимъ, что уравнешя будутъ, какъ и раньше

ax-t-by-+-cz=d, а!х-4-Vу-+-е'z=d!, a"x-±-b"y-t-c" z= d";
и найдемъ, катя соотношешя должны существовать между известными 
величинами, чтобы третье уравнеше можно было вывести изъ другихъ 
двухъ посредствомъ умножешя ихъ на прилично выбранный количества 
и сложешя результатовъ. Положимъ, что умноживъ первое уравнете 
на X, а второе на [л и сложпвъ ихъ, мы получаемъ результатъ, совпа
дающей или тожественный съ третьимъ уравнетемъ. Такъ, положимъ* 
что уравнете

Q â-̂ \ba')x-̂ Qb-i-}ib')y-*-(\c-i-}bc')z==\d-b-\}.d' 
равнозначительно съ

а'"х-+- V'y^-d' я—dtt
то-есть положимъ, что

а" Ъ" Х<ы-[лс'_  с”
\d~i-\хд! d'n \d-i-\i.df d'n \d~i-\).d' d"'

Изъ этихъ уравнетй мы выводимъ
X a"d'—a!d" \ b"d'—b'd" X e"d'—c'd"

ad"—a"d ’ bd"—b"d ’ ed"—cnd'
Следовательно, чтобы третье уравнете могло быть выведено изъ 

другихъ двухъ по предложенному способу, мы должны иметь следую- 
mi е соотношешя между известными величинами

ol'd!—a'd" V'd'-b'd" c"d'—e'd"
acl»— a"d -  bd"—b”d ~  cdn—c"d'

p

Легко показать, что если татя соотношешя существуютъ, то зна- 
чешя х, у и я принпмаютъ видъ —. Действительно посредствомъ пере-
множетя мы получаемъ результаты, показывающее, что числители въ 
значее1яхъ х, у и я уничтожаются; и тогда по ст. 216 знаменатель
тоже уничтожится.
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Разные примеры къ главЗ* XY.
#4ч-3#3— 7#2—21#—36 ,в

1. Привести дробь  1 Ож8 1 i'a?— 12 ВЪ дростМшш видъ‘
2. Показать, что

(а-*-Ъ-+-с)(а5 ч-&3ч-с3ч-а&с)—(а&ч-&сч-са)(а2ч-&2ч-с2) = а4ч-&4ч-с4.
2 2 2 23. Если t= ---- , w=---- , z=----, «/=---- , то найти отно-2—w 2— z 2—у 2—х

еше между t и х.
4. Если 2s=«-*-?>-+-с, то показать, что

1 1 1  1 . аЪс
1---- -ч-a s— Ъ s— c s s(s—a)(s— &)(s—с)‘

5. Показать, что обшдй нажбольшй делитель двухъ количествъ есть 
наименьшее кратное ихъ общихъ делителей.

6. Решить уравнете
(#—9)(#— 7)(#— 5)(#— 1)= (# — 2)(х—4)(х— $)(%— 10).

7. Решать совокупныя уравнетя
О, ax-t-by-*-C£=О,

Ъ) ф — с) (с— а) — 0.
о о 1 1 1 18 . Если — п-7ч— = — ,——, то показать, чтоа о с ач-оч-с

1 1 1 \ 2я+1 1
f-^ча  Ъ СУ а 2п+1ч _2)2»+ 1_ |_ с2и + Г

#

9. Некто завещалъ 121632 рубля своимъ пяти сыновьямъ и 
тремъ братьямъ, такъ чтобы, по уплате правительственнаго налога съ 
наследства, доля каждаго сына была вдвое больше чемъ доля каждаго 
изъ братьевъ. Зная, что жалогъ на долю детей равнялся одному про
центу, а на долю братьевъ—тремъ процентамъ, найти, сколько дол
женъ получить каждый изъ наследниковъ.

10. Решить уравнете
1 2 3 6



В03ВЫШЕН1Е ВЪ СТЕПЕНЬ. I l l

ГЛАВА  XYI.

Возвышеше въ степень.
219. Если какое нпбудь количество последовательно, несколько разъ 

помножается само на себя, то говорятъ, что оно возводится въ степень, 
п показатель этой степени определяется темъ, сколько разъ количество 
это берется множителемъ. (Въ аншйскпхъ сочпнешяхъ возвышеше въ 
степень называется инволющей, а извлечете корня—эволюцгей).

Такъ, какъ уже сказано раньше (ст. 16), а Х а  или а2 называется 
второю степенью а; а Х а  Х а  или а8 называется третьей степенью а; и 
такъ далее.

220. Если предъ возвышаемымъ количествомъ стоитъ знакъ минусъ, 
то знакъ четныхъ степеней будетъ положительный, а знакъ нечет- 
ныхъ степеней—отрицательный.

Действительно, -—а Х — а= а2, —а Х —а Х —а=а2х —«= —а3,
—а Х —а Х — ^ Х —а——а3Х —а=а4,

и такъ далее.
*

221. Какое нибудь простое количество, или одночленъ воззодится 
въ степень умножетемъ показателя у каждаго множителя въ этомъ 
количестве на показателя той степени, въ которую возводится, при
чемъ знакъ его определяется на основанш сказаннаго въ предыдущей 
статье.

Такъ ат , возвышенное въ п-ю степень, будетъ атп; действительно, 
если мы составимъ произведете пзъ п множителей, каждый изъ кото
рыхъ есть ат, то результатъ по правилу умножен1я будетъ атп. Точно 
также (аЪ)п= аЬxabxab... всего п множителей, т. е. аХ  аXа... всего 
п множителей ХЬХЪ ХЪ ... всего п множителей, то-есть апхЬп. По
добно этому а?Ъъс, возвышенное въ пятую степень, будетъ al0bi3c5. 
Такъ-же — ат , возвышенное въ п-ую степень будетъ +атп, где надо 
взять знакъ -+- пли —, смотря по тому, будетъ-ли п четное или не
четное число. Но такъ какъ— ат —— 1Хат , то п-ю степень отъ —ат  
можно писать еще такъ: (—1 )nXcimn или (-—I '}патп.

222. Если возводимое въ степень количество будетъ дробнымъ, т0 
должно возводить въ данную степень отдельно чнслптеля и знамена
теля. (Ст. 142).

223. Если возводимое въ степень количество будетъ сложное, пли 
многочленное, то возвышеше можетъ быть или только обозначено, или 
же выполнено на самомъ деле. Пусть требуется возводить въ последо
вательный степени количество ал-Ъ; тогда
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а
а

Ъ
Ъ

а
а

а Ъа2Ъч-ЪаЪ2 -+-Ъ3
а ч-Ъ

а ab
аЪ

а3ч-2а2Ъч-аЪг
ъ а2Ъч-2аЪ2ч-Ъ

а4ч-За3Ьч-За2Ъ2ч- аЪ3
а3Ъч-8агЪгч-?,аЪ3ч-Ъ4

а2ч-2аЪч-Ь2 а3ч-За2Ъч-‘даЬ2ч-Ъ а 4:23Ъч-6а‘2Ь2ч~2аЪ3ч-Ъ4
Такимъ образомъ, квадратъ или вторая степень

2, третья степень его а3-г-За2̂  1 ° ^ 2 
4 ’ 4а2Ьч-Ш2Ъ2-ч-4аЪ3

отъ
Ъ3

будетъ 
сте

пень его будетъ а 
Подобно

пен
а3

количества а
оа2Ьч-ЗаЬ'2—bz

, четвертая 
V, и такъ далйе. 

этому мы найдемъ, что вторая, третья и четвертая сте-
Ь соответственно вывазятся: az—2аЪч-Ь2
4 4a3b -t-6azbz—а

выразятся: сг—
4аЪ3ч-Ъ4\ то-есть вей йе

не требуя для этого умножешя

аП

четныя степени b будутъ имйгь предъ собою знакъ отрицательный.
Внослйдствш мы дадимъ теорему, называемую биномъальной, или 

Ньютоновой •теоремой, которая даетъ возможность получать какую 
угодно степень двучленнаго выражетя, 
на самомъ дйле.

224. Очевидно, что п-я степень ат  тожественна съ m-ю степенью 
, потому что каждая изъ нихъ будетъ атп, и такимъ образомъ мы 

можемъ достигать одинаковаго результата, пользуясь разными спосо
бами возвышешя въ степень. Напримеръ, мы можемъ найти шестую 
степень ач-Ъ послйдовательнымъ умножешемъ на ач-Ъ, или можемъ 
найти кубъ отъ ач-Ъ и возвести въ квадратъ найденный результатъ, 
такъ какъ квадратъ отъ (ач-Ъ)3 будетъ (ач-Ъу, или мы можемъ найти 
сперва квадратъ отъ ач-Ъ, а потомъ найти кубъ этого результата, 
такъ какъ кубъ отъ (a-t-bf тоже будетъ (ач-ЪУ.

225. Перемножешемъ в а
а 
2

Ъ 2аЪ
2

самомъ дйлй
2Ьсч-2ас.

можно показать, что
(ач-Ъч-с)2=
(iач-Ьч-сч-с1у=а2ч-Ъ2ч-с2ч-с12ч-2аЬч-2асч-2ас1ч-2Ьеч-2Ьс1ч-2сс1.

Въ этихъ и подобныхъ примйрахъ легко заметить следующее по
лезное правило: квадратъ какого нибудь многочлена состоишь изъ 
квадратовъ вегьхъ его членовъ и изъ удвоенныхъ произведены каждой 
пары членовъ.

Полученнымъ выводамъ можно дать также и другой видъ:

Въ этихъ и подобныхъ примйрахъ заключается следующее полезное 
правило: квадратъ какого нибудь многочлена состоишь изъ квадра
товъ каждаго его члена и изъ удвоенного произведетя каждаго члена 
на сумму вегьхъ елтьдующихъ за нимъ членовъ.

Правила эти могутъ быть строго доказаны путемъ математическаго 
наведетя пли индушцп, который будетъ объясненъ впослйдствги.



226. Добавимъ елйдукнще два примера, въ которыхъ мы восполь
зуемся обоими правилами, данными въ предыдущей статье:

(а— 6-+-с)2= а2-ь62н-с2—2a6—26<?-+-2ac,
( 1 — 2 х - л ~ Ъ х 2 ) 2 = \  - i - 4 x 2 - t - 9 x 4 — 4 х — 1 2 # 3 - ь 6 # 2

=  1  —4яы-10#2— 1 2 х 3 ч - 9 х 4 ,

( l 4 - x - t - x 2 - + - x 3 ) z = 1 ч - х г ч - х 4 ч - х б ч - 2 х ч - 2 % 2 ч - 2 % 3 - ь - 2 х 3 ч - 2 х 4 ч - 2 х 5

=  1 -+-2ям~3#2н-4#3н- З х 4 ч - 2 х 5 ч - х 6 .

227. Выводы, данные въ ст. 55 для куба а-+-6, куба а— 6 и куба 
а-нб-ьс, сл-Ьдуетъ особенно заметить. Можно убедиться такъ-же въ 
справедливости слйдующаго выражешя:

( a - t - b ~ t - c - t - d ) 3 — a 3 - t - b 3 - t - c s - t - d 3

- i - Z a 2 ( b ~ i - C 4 ^ d ) - i - 3 b \ a - i - c - i - d ) - t - S c X a - i - b - h - d ) 4 - S d \ a - + - b - + - G )

6 b c d - t - 6 a c d - i - 6 a b d - + ~ 6 a b c .

ПРИМЕРЫ ВОЗВЫШЕНШ ВЪ СТЕПЕНЬ. И З
/

Примеры возвышешя въ степень.
1. Найти (1-ь-2ам-3х2)2. 2. Найти (1— хч-х2—х3)2.
3. Найти (a-ь-б—с)3. 4. Найти (1ч-2хч-%2)3.
5. Найти (l-t-3#-t-3#2-+-#3) 2H-(l— Зхч-Зх2—х3)2.
п „  (27a4— 18а262—64)2 (9а2— 62)3(62—а2) *6. Показать, что ----- ч- ---- =Ъ\

7. Показать, что (ax2-+-2bxy~t-cy2)(aX 2+2bXY-t-cY2)
= \axX-+-cyY-t-b(x Y-+-yX) |2 и- (ac— b2)(x Y —yX )2.

8. Показать, что (x2-+-pxy-h-qy2)(X 2+ pXY+ qY2) = 
(хХч-руХч-qy Y )2-*-p(xX-i-pyX-+-qy Y)(x Y-—yX)-t-q(x Y —y X )2,
а также

(xX-t-px Y-*-qy Y )2 +-p{xX-i-px Y+-qy Y j (yX —x Y)+q(x Y —y X )2.
9. Упростить выражете
(1 — 10х 2ч -5 х 4)(5  —  30х 2ч -5х 4) ч - (5 х — 10х 3-+-х 5)(2 0 х — 20х 3)

(б х— 10#3-4-#5)2-ь(1— Юаг-ьб# ) 2
10. Показать, что (а2н-62ч-с2-ье?2)(р2-ь22-»-г2-*-52)

=  (ар—bq-*-cr-^dsy~i-(aq-t-bp—cs—dr)2
(а г— bs— cp-+-dqy-b-(as-+-br-^cq-*-dpy.

Алгебра. 8
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Г Л А В А  XV II.
И з в л е ч е т е  корней.

228. Извлечешемъ корней называется способъ определять такое ко
личество, которое, будучи возведено въ известную степень, равнялось - 
бы данному количеству.

229. Такъ какъ п-я степень отъ ат  есть атп, то корень п-й сте
пени изъ ат11 долженъ быть ат ; то-есть, чтобы извлечь какой нибудь 
корень изъ простого количества, мы должны разделить показатель этого 
количества на показатель искомаго корня.

230. Если извлекаемый корень будетъ нечетной степени, то знакъ 
корня будетъ такой-же, какъ и знакъ даннаго количества; это слЬ- 
дуетъ изъ ст. 220. Такимъ образомъ

з
I/ (— аУ = — а.

331. Есла извлекаемый корень будетъ четной степени, а данное 
количество будетъ положительное, то корень можетъ быть или поло - 
жительнымъ, или отрицательнымъ; потому что какъ положительное, 
такъ и отрицательное количество, возвышенныя въ четную степень, 
даютъ количество положительное, какъ это слйдуетъ изъ ст, 220. Такъ

* [/ (р>-2)= .
*ч

232. Если извлекаемый корень будетъ четной степени, а данное 
количество будетъ отрицательнымъ, то такого корня извлечь нельзя, 
потому что никакое количество, по возвьшенш его въ четную степень, 
не даетъ отрицательнаго результата. TaKie корни называются невоз
можными.

283. Корень изъ дроби находится извлячетемъ корня отдельно изъ 
ея числителя и знаменателя. Такъ

234. Разсмотримъ теперь способъ извлечешя квадратнаго корня изъ 
сложнаго количества.

Такъ какъ квадратный корень изъ a2-+-2ab-i-bz есть а-л-b, то мы 
можемъ придти къ общему правилу извлечешя квадратнаго корня изъ 
какого нибудь алгебраическаго выражешя, зам'Ьтивъ, какимъ образомъ 
можно вывести а-+-Ь изъ а2-+-2аЬч-Ь2.

az-+-2ab-i-b* (  ач-Ъ

2ct~t~ Ъ) 2аЪч-Ъ2
2аЪ-ь-Ь2
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Расположишь члены по степенямъ одной буквы а; тогда первый 
членъ будетъ а2, а квадратный корень его будетъ а, и это представить 
собою первый членъ искомаго корня. Вычтемъ его квадратъ, т. е. а2 
изъ даннаго выражешя и снесемъ остальные члены 2аЪ-л-Ъ2. Раздй- 
лимъ 2аЪ на 2а, частное Ъ будетъ другимъ членомъ искомаго корня. 
Умножимъ сумму удвоеннаго перваго и второго члена, т е. 2а-+-Ъ на 
второй членъ, то-есть на Ъ и вычтемъ произведете, то есть 2аЪч-Ъ2 
изъ остатка. Этимъ и закончится въ настоящемъ случай все дййств1е. 
Если-бы было больше членовъ, то мы должны-бы были поступить съ <*-+-& 
такъ-же, какъ поступали съ а; но квадратъ его, т. е. a2-*-2ab-t-b2 быль 
уже вычтенъ изъ даннаго выражешя, такъ что нужно-бы было лишь 
дйлить остатокъ на удвоенное ач-Ъ для получетя новаго члена корня, 
и тогда, чтобы Получить новое вычитаемое, мы должны бы были умно
жить этотъ членъ на удвоенные члены первый и второй, сложенные съ 
этимъ членомъ. Дййстме это должно продолжать до тйхъ поръ, пока 
не будетъ найденъ искомый корень.

235. Напрпмйръ, пусть требуется извлечь квадратный корень изъ 
выражешя 4#4-*-12#3-ь-5#2-ь6#-+-1.

4ж4— 12ж3н-5ж2н-6#-ь1 (  2х2—Ъх— 1
4 х4

Ах2— Ъх) — 12#8-*-5ж2ч-6#-+-1
— 12#8-ь9ж2

4х2— 6х—1) — 4ж2-ь6ая-1
— 4хгч-&х-*-1

I  Я  — ,  ■ *  ................. .............  ...... I  ■ ■  4 1

т

Здйсь квадратный корень изъ 4х4 есть 2х2, который будетъ пер- 
вымъ членомъ искомаго корня. Вычтемъ квадратъ его, т. е. 4х4 изъ 
всего выражешя; остатокъ будетъ — 12х*-+-5х2-1-6хч-1. Раздйлимъ 
—12х3 на удвоенное 2хг, т. е. на 4х2; частное будетъ —Ъх, которое 
и будетъ слйдующимъ членомъ искомаго корня; умножимъ затймъ 
4х2— Зх на Ъх и вычтемъ; остатокъ будетъ— 4#2-«-б#-+-1. Раздйлимъ 
его на удвоенную, уже найденную, часть корня, то-есть на 4хг— 6ж; 
это даетъ — 1; произведете 4х%—6х—1 на — 1 есть —4x2-t-6x-*-l 
и когда мы вычтемъ его, то уже не останется никакого остатка; та
кимъ образомъ искомый корень будетъ 2х2— Ъх— 1.

Возьмемъ еще примйръ. Найдемъ квадратный корень изъ выражешя 
ж6 — &ахьч-15а2х4— 20a3#3-f-l5aV— 6а5х-*-а\ ДМшае располо
жится слйдующимъ образомъ:
х6—%ах5-\~\Ьа2х4— 20а3#3н-15 а4х2— б аьхл-аь(х3— Зах*-+-Ъа2х—а3
хь
2х3— Ъах*) —Qaxb-+-lba2x4—-20a3#3-i-15a4#2—6а5хч-а6
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— 6аж5-+- 9fl2#4______________________________________________

2x3— 6ct#2-«-3a2# )  6 а 8ж4— 2 0 а 3^ 3н - 1 5 а 4# 2— 6 а 5я м - а 6
6а2ж4— 18б*3#3н- 9айх2

• • ■ ■  —  -  — 1 ■ ■ ■ '  ,  ■  1  ■ ■ ! ■ ■ ■ ■  ■ — ■ ■ ■ —  ■ « ■  I ■ ■ ■ ■ »  | ■■■■■

2xz— 6axz-+-Qa2x—as)  — 2а3х3ч- 6а*х2— 6a5x-t~ae
— 2а3я3 -+- 6a4#2— 6a5x-h-a6
»■ ■' ■ | ■■ 1 ■ ■■»■■■. . -w ■ - ■ ■ ■ ■■ ■■ . 4

236, Уже было замечено (ст. 231), что всяодй корень четной сте
пени допускаетъ два знака. Такъ, въ первомъ примере ст. 235 было 
найдено, что выражете 2хг— Ъх— 1 есть квадратный корень даннаго 
тамъ выражетя, но точно также и — 2хг-л-Ъх-+-\ будетъ его квад
ратнымъ корнемъ, какъ это легко проверить. Въ самомъ деле, действ1е 
начиналось съ извлечетя квадратнаго корня изъ 4а/‘, за корень кото
раго можно принять какъ -ь2#2, такъ и — 2х2; если-бы мы приняли 
последнее значете и продолжали-бы дМств1е какъ прежде, то полу- 
чили-бы въ результат'! — 2х2ч-Ъх-*-1. Подобно этому и въ другомъ 
примере ст. 235 мы видимъ, что — х'л~\~Ъах— Ъа2хч-а3 будетъ такъ- 
же квадратнымъ корнемъ, какъ и найденное выражете.

237. Корень четвертой степени какого нибудь выражетя можетъ 
быть найденъ извлечетемъ изъ квадратнаго корня новаго квадратнаго 
корня. Подобно этому корень восьмой степени можетъ быть найденъ 
послйдовательнымъ троекратнымъ извлечетемъ квадратнаго корня; ко
рень шестнадцатой степени— четырехкратнымъ извлечетемъ квадрат
наго корня, и такъ далее.

Напримеръ, пусть требуется извлечь корень четвертой степени изъ 
выражетя

8 1 # 4— 4 3 2 # 3ч ~ 8 6 4 # 2— 768#-+-2  56.
Поступая, какъ въ ст. 235, мы найдемъ, что квадратный корень этого 
выражетя будетъ 9х2— 24#-ь16, а квадратный корень этого посл-Ьд- 
няго Ъх—4, который будетъ такимъ образомъ корнемъ четвертой сте
пени изъ предложенная выражетя.

238. Предыдущее изследовате относительно извлечетя квадратнаго 
корня изъ алгебраическаго выражетя послужить намъ для доказатель
ства правила извлечетя квадратнаго корня изъ чиселъ, даваеиаго въ 
Арв [еметикЬ.

Квадратный корень изъ 100 есть 10, изъ 10000 есть 100, изъ 
1000000 онъ будетъ 1000, и такъ далее; отсюда следуетъ, что квад
ратный корень изъ числа меныпаго чемъ 100 долженъ состоять лишь 
изъ одной цифры; квадратный корень числа, заключающаяся между
100 и 10000, будетъ состоять изъ двухъ цифръ; квадратный корень 
числа, заключающаяся между 10000 и 1000000, будетъ состоять изъ 
трехъ цифръ, и такъ далее. Поэтому, если поставимъ точку надъ циф
рой единицъ числа и татя-же точки, надъ каждой второй после нея
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цифрой, то число точекъ покажетъ число цифръ въ квадратномъ корне. 
Такъ, квадратный корень числа 435*6 состоитъ изъ двухъ цифръ, а 
квадратный корень числа 611524 состоитъ изъ трехъ цифръ, и такъ
далее.

239. Положимъ, что требуется извлечь квадратный корень изъ 4356.
Поставимъ точки согласно съ правиломъ; такимъ образомъ мы ви

димъ, что корень состоитъ изъ двухъ цифръ. Пусть ангЪ обозначаетъ 
этотъ корень, где а представляетъ цифру де-
сятковъ, а Ъ цифру единицъ. Тогда а должно 4^56(6  Он-6
быть наибольшимъ кратнымъ для 10, квад- 3 6 0 0
ратъ котораго не превышалъ-бы 4300; мы -----
найдемъ, что такое число есть 60. Вычтемъ 1 2 0-*-6 ) 7 5 6 
а2, то-есть квадратъ 60 изъ даннаго числа; 7 5 6
остатокъ будетъ 756. Разделимъ этотъ оста-
токъ на 2а, то-есть на 120; частное будетъ 6, которое и представить 
собой значеше Ъ. Тогда (2a-t-b)b, то-есть 126X6 или 756 будетъ то,, 
что нужно вычесть; и какъ теперь уже нбтъ новаго остатка, то мы за
ключаем  ̂ что 60н-6 или 66 есть искомый квадратный корень.

Раньше было замечено, что а есть наибольшее кратное 10, квад
ратъ котораго не превышаетъ 4300. Действительно, а не можетъ быть 
не тибольшимъ кратнымъ отъ десяти. Предположимъ, если возможно, 
что оно будетъ некоторымъ кратнымъ, меныпимъ чемъ это, и назовемъ 
его буквой х; тогда такъ какъ х стоитъ на м с̂тЬ десятковъ, а Ъ на 
мЬстё единицъ, то х-+-Ъ будетъ меньше чемъ а; поэтому квадратъ 
х-+-Ъ будетъ меньше чемъ а2, а следовательно х-ъЬ будетъ меньше 
истиннаго корня.

Если корень состоитъ изъ трехъ цифръ, то пусть а представляетъ 
сотни, а Ь десятки; тогда, получивши а и & по предыдущему, мы мо
жемъ раз сматривать сотни и десятки вместе, какъ новое значете « и
найти новое значете Ъ для единицъ.

Для краткости нули молено не писать, такъ что действхе можно 
производить по следующему правилу:

Поставимъ точки надъ цифрой единицъ и надъ каждой цифрой 
дальше, чрезъ одну и такимъ образомъ разделимъ все число на не
сколько граней. Найдемъ наибольшее число, . .
квадратъ котораго содержался-бы въ первой 4 з 5 6 (  6 6
грани; это будетъ первая цифра корня; выч- 2 6
темъ квадратъ ея изъ первой грани и къ  ̂ - ■
остатку снесемъ следующую грань. Разделимъ 1 2 ьу 7 о о
это количество, не обращая внимашя на послед- 7 5 6
тою его цифру, на удвоенную найденную уже 
часть корня и результатъ делетя присоединимъ къ корню и къ де
лителю; затемъ помножимъ делитель въ настоящемъ его виде на полу-
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ченную сейчасъ цифру корня и произведете вычтемъ изъ остатка 
Если есть еще грани, то ихъ нужно снести и продолжать дгЬйств1е въ 
этомъ-же порядкй.

240. Извлечь квадратный корень изъ 611524 п изъ 10246401.

6 11524 (7  82 1 0 2 4 6 4 0 1 (8 2 0 1
49 9

1 48)  1 21 5 62)  124
1184 124

1 5 6 2 ) 3 1 2 4  640 1 ) 6 40 1
3 12 4 640 1

Во второмъ примере учашдйся долженъ обратить внимате на по- 
явлете въ корне нуля.

241. Правило для извлечетя квадратнаго корня изъ десятичной 
дроби вытекаетъ изъ предыдущаго. Кроме того, мы должны заметить, 
что если какая нибудь десятичная дробь будетъ возвышена въ квад
ратъ, то въ результате должно, быть четное число десятичныхъ цифръ, 
и что поэтому не можетъ быть полу чено точнаго квадратнаго корня изъ 
такой десятичной дроби, которая въ простейшемъ своемъ виде заклю
чаетъ нечетное число десятичныхъ цифръ.

Квадратный корень изъ 21.76 равняется одной десятой квадратнаго 
корня изъ 100X21.76, т. е. изъ 2176. Точно такъ-же квадратный ко
рень изъ 0.0361 равняется одной сотой квадратнаго корня изъ 
10000X0*0361, т.-е. изъ 361. Такимъ образомъ мы можемъ вывести 
следующее правило для извлечешя квадратнаго корня изъ десятичныхъ 
дробей: Начиная съ единицъ, поставймъ точку надъ каждой второй 
цифрой, продолжая это какъ въ правую, такъ и въ левую сторону, 
и будемъ извлекать корень, какъ изъ целаго числа, а потомъ въ ре
зультате отделимъ столько цифръ на десятичныя, сколько граней или 
двухциферныхъ пертдовъ приходится на десятичную часть даннаго 
числа.

242. Читатель, вероятно, скоро убедится, что мноия целыя числа, 
строго говоря, не имеютъ квадратнаго корня. Возьмемъ напримеръ 7. 
Очевидно, квадратный корень его не можетъ быть цблымъ числомъ, 
потому что квадратъ 2 меньше 7, а квадратъ 3 больше 7. Но квад
ратный корень 7 не можетъ быть такъ-же и дробнымъ. Въ самомъ 
дйле, возьмемъ какую нибудь дробь, которая была-бы дробью въ 
собственномъ смысле, а не цельшъ числомъ, представленнымъ въ виде 
дроби, и умножимъ эту дробь саму на себя; произведете это можетъ 
быть только дробью -же; справедливость этого легко проверить 
на всякихъ примерахъ, и это положеше можно доказать, основываясь
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на началахъ главы L II. Такимъ образомъ для 7 не существуетъ квад
ратнаго корня ни цйлаго, ни дробнаго. Подобно этому никакое целое 
число не можетъ иметь квадратнаго корня, если это число не будетъ 
встречаться въ ряду чиселъ 1, 4, 9, 16, ..., представляющихъ квад
раты натуральныхъ чиселъ: 1, 2, 3, 4, ... и называющихся квадрат
ными числами.

243. Если при извлечены квадратнаго корня пзъ какого нибудь 
цЬлаго числа, после того какъ найдена будетъ цифра единицъ корня, 
получится остатокъ, то это будетъ служить признакомъ, что данное 
число не имеетъ точнаго квадратнаго корня. Мы можемъ, если угодно, 
перейти къ приближент съ любою точностью,  поставивъ въ конце 
даннаго числа запятую и прилисавъ къ нему какое угодно четное число 
нулей, и продолжать действие извлечетя. Такимъ образомъ мы получимъ 
десятичную часть, которую нужно прибавить къ найденной раньше це
лой части.

Нужно заметить, что въ этомъ случае, сколько-бы мы не продол
жали действ!е, мы не достигнемъ того, чтобы цифры корня стали по
вторяться и обнаружили-бы перюдтность. Действительно, нерщи- 
ческая дробь можетъ быть выражена точною обыкновенною дробью по 
правиламъ, которыя даются въ руководствахъ Аривметики и будутъ 
доказаны здесь въ главе XXXI; следовательно, если-бы квадратный 
корень представился въ виде перЬдической десятичной дроби, то его можно 
было-бы выразить простою дробью, которая и была-бы точнымъ квад- 
ратнымъ корнемъ, а это противоречило-бы предположена.

Подобнымъ образомъ, если какая нибудь десятичная дробь не имеетъ 
точнаго квадратнаго корня, то мы можемъ приписать къ ней нули, и 
найти корень съ желаемою степенью точности.

244. Вотъ примеръ извлечетя квадратнаго корня изъ 12, до семи 
десятичныхъ цифръ.

12. О ООО... ( '3.4641 016 
9

6 4 )3 0 0  
256

68 6 )4 400
4116

6 92 4)2 840 0
2 7696

6 9 2 81 )7 0  400
6 9 28 1

6 9 2 8 2 0 1 )1 1 1 9 0 0 0 0
\
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692820 1
6 9 2 8 2 0 2 6 ) 4 2 6  179900

4 1 5 6 9 2 1 5 6
10487 744

Такимъ образомъ мы видимъ, въ какомъ смысле можно говорить 
о приближенномъ квадратномъ корне изъ 12: квадратъ 3.4641016 
меньше 12, а квадратъ 3.4641017 больше 12; первый квадратъ отли
чается отъ 12 на дробь, числитель которой равенъ 10487744, а зна
менатель 1014.

245. Пользуясь началами главы L II,  можно доказать, что никакая 
дробь не можетъ иметь квадратнаго корня, если во приведены къ про
стейшему виду числитель и знаменатель ея не будутъ оба квадратными 
числами. Но мы можемъ съ какой угодно точностью приближаться 
къ квадратному корню изъ дроби.

кореньПоложимъ напримеръ, что требуется найт
изъ 3 Мы могли-бы поступать такимъ

квадратный 
образомъ: |/-f и затемъ7 " 1 ' 7 J/7

приближенно найти корень изъ 3 и корень изъ 7, после чего разделить 
первый результатъ на второй; но на деле предпочитаютъ употреблять 
следуюпце способы:

3
Обратимъ — въ десятичную дробь съ желаемою степенью приближе-I

шя и найдемъ приближенный квадратный корень изъ этой десятичной
дроб

Или поступимъ такъ 3
7

3 X 7  |/ ( 3  X  7) [ / 2 1 .
7 X 7  [ / ( 7 X 7 )  7 5

найдемъ

приближенный корень изъ 21 и разделимъ результатъ на 7.
246. Когда найдено уже п-i-l цифръ квадратнаго корня по 

обыкновенному способу, то слгьдующгя п цифръ можно найти про- 
стымъ [дплетемъ, причемъ предполагается, что 2п-«-1 есть все 
число ццфръ.

Пусть N  представляетъ число, квадратный корень котораго тре
буется найти, пусть а будетъ уже найденная часть корня, а х часть,

тогда
\/N=

N=
2_

которую остается найт

такъ что
а-+-х,
а2-+-2ах-*-х

а потому

и

2Г— а
Ж— а

2 а
г

2 ахч-х 
2

x-t
X
2 а
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Итакъ N —а2, разделенное на 2а, даетъ остальную часть искомаго2
квадратнаго корня, т. е. #, сложенную съ х

2а’ и намъ нужно пока-
X 2

зать, что — есть дробь въ собственномъ смысагъ, такъ что пренебрегаяАСЬ
остаткомъ отъ дгЬлетя, мы получаемъ требуемую часть. Действительно, 
по предположена х содержитъ въ себе п цифръ, такъ что хг не мо
жетъ содержать больше 2п цифръ; но а содержитъ 2п~^1 цифръ, а
потому X

2 а есть дробь въ собственномъ смысле.

Предыдущее доказательство предполагаетъ, что N  есть целое чи
сло, имеющее точный квадратный корень; но мы легко можемъ распро
странить полученное правило и на друие случаи. Напримеръ, поло
жимъ, что мы ищемъ квадратный корень изъ 12 до четвертой десятич
ной цифры включительно. Въ такомъ случае мы должны найти на 
самомъ деле квадратный корень изъ 1200000000 и разделить резуль
татъ на 10000. Но способъ ст. 244 показываетъ, что 1200000000 
— 1119=(34641)2. Здесь N  можетъ представлять 1200000000— 1119, 
тогда а представить собою 34600, а х будетъ 41. Итакъ доказатель
ство убеждаетъ насъ, что мы можемъ получить 41 делешемъ 2840000 
на 69200, т. е. делетемъ 28400 на 692, но по правиламъ Ариеме- 
тики это такъ и есть на самомъ деле.

Подобнымъ-же образомъ, если-бы мы искали квадратный корень 
изъ 12 до шестой десятичной включительно, то последтя три цифры 
можно было бы получить делетемъ 704000 на 6928.

247. Займемся теперь способомъ извлечетя кубическаго корня изъ 
сложныхъ количествъ.

Кубичесшй корень изъ а3-*-ЗагЪч-ВаЪ*-ь-Ъ3 есть ач-Ъ, и для по- 
лучетя его мы можемъ поступать такъ: Расположимъ члены по писхо- 
дящимъ степенямъ одной буквы а, тогда первый членъ будетъ а3, 
кубичешй корень котораго есть а; это и будетъ первымъ членомъ 
искомаго корня. Вычтемъ кубъ его, 
то-есть аг изъ всего выражешя и сне- 
семъ остатокъ ЪагЪ-+-ЪаЪг-л-Ъг. Раз- 
делимъ первый членъ остатка на За2; 
частное будетъ Ъ—это будетъ следую
щей членъ искомаго корня; вычтемъ — ------- -—
потомъ За2&-*-За&2ч-63 изъ остатка; после этого весь кубъ а-+-Ъ бу-

а
а

дагЪч-ЗаЬ*-+-Ь3 (а-*-Ъ

3az)  да*Ъ 3 аЪ‘‘ 
3 аЬ2

Ъ3

детъ исчерпанъ. Этимъ и закончится действхе въ настоящемъ случае. 
Если-бы членовъ было больше, то мы должны были-бы поступать съ а-*-Ъ 
такъ-же, какъ раньше поступали съ щ но такъ какъ кубъ его, т. е.
а3н-За26н-За62нн-&3 уже вычтенъ былъ раньше изъ лредложеянаго
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выражетя, то мы должны-бы были разделить остатокъ на 3(а~*-Ъу, 
чтобъ найти новый членъ корня; и такъ далее.

248. При извлечена кубичнаго корня изъ более сложныхъ алге
браическихъ выражетй и изъ чиселъ удобно будетъ располагать дМ- 
CTBie, показанное въ предыдущей статье, въ три столбца сл̂ дующимь 
образомъ:

3 с и - & 3 az а 3 _ I —  З а 2 6  +~З а 6 2 н ь - &3 (а-ъ-Ъ
(3 а-*-Ъ)Ъ а9

3az-+-3ab-+-bz За2&-+-3а&2н-63
3azb-t~3abz-t-b3

Находимъ сперва первый членъ корня, т. е. а; подпишемъ а3 подъ 
данньшъ выражешемъ въ третьемъ столбце и вычтемъ его. Напишемъ 
3а въ первомъ столбце и За2 во второмъ столбце; разделимъ 3агЪ на 
За2 и получимъ тогда частное Ь; приложимъ Ъ къ написавному въ пер
вомъ столбце, умножимъ стоящее теперь въ первомъ столбце выражен1е 
на Ъ, и напишемъ произведете во второмъ столбце подъ За2; прило
жимъ его къ прежнему—получимъ 3а2н-3а6н-62; помноживъ это по
следнее на 6, найдемъ За2&-+-За&2-ь&3, которое поставимъ въ третьемъ
столбце и вычтемъ. Такимъ образомъ и закончимъ дейеттае вычитатя 
(ан-Ь)3 изъ первоначальнаго выражев!я. Если*бы были еще члены, то 
нужно было-бы продолжать то-же действ1е.

249. При продолжети действ1я намъ нужно такъ прикладывать
количества къ первому столбцу, чтобы получать утроенную уже най
денную часть корня. Это удобно сделать такимъ образомъ: Въ пер
вомъ столбце у насъ было уже За-ь-6; подпишемъ 2b подъ Ъ 
и сложимъ; мы получимъ Зан-Зб, что и будетъ утроенное Зан- о 
ач-Ъ, т. е. утроенная найденная часть корня. Кроме того 25 
мы должны такъ прикладывать новыя количества во вто- оа , ^  
рому столбцу, чтобы получать утроенный квадратъ най
денной части корня. Это удобно сделать такимъ образомъ: Во второмъ 
столбце у насъ было уже (3а-+-Ъ)Ь, а подъ нимъ 
Ъа2ч-ЗаЪч-Ь2; поставимъ Ъг подъ последнимъ (Зач-&)6 
членомъ и сложимъ есть выражетя, заключаю- За2-нЗа&-«-&2
щгяся въ трехъ строкахъ; такимъ образомъ мы Ъ2
получимъ 3а2н-ба&н-3б2, что представляетъ ”  ТТ  
утроенное (а-+-Ь)2, т. е. утроенный квадратъ 
найденной уже части корня.

250. Примеръ: Извлечь кубичный корень изъ
8#6— 36c#6n-66cV— 63 с8#3 и-33 с4#2— 9 сб#-+-с6.

6xz— 3сх ) 12ж4
—-бсх у — ЪсхОох2— 3сх)

6xz— 9схч-с2 12х4— 18сх3ч~9с2хг
9 c2x z
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12х4—36cx3-t-2ric2x2
-ье2(6ж2— Эсж-f-c2)

12ж4— 36сж3н-33с2ж2—9с3ж-+-с4 
„ 8ж6— 36^5-h66cV— 63с3ж3н-33с4ж2—9с5жч-с6 (2х2—Зсхч-с2

8ж6
— 36сссб-М36с2ж4— 63с3ж3-+-33с4#2-—9 сбж-+-с6 
— 36cxs-t-54csx4— 27с3ж3

12с2ж4— З6с3х3ч-З8с4х2—9с5хч-с6
12 с2х4— 36е3ж3-н33с4ж2— 9 с5х-л-с&«

Кубячный корень жзъ 8хв есть 2ж2, что и будетъ первымъ членомъ 
корня, Подпишемъ 8хе подъ даннымъ выражетемъ и вычтемъ его. 
Поставимъ утроенное 2ж2 въ первомъ столбце п утроенный квадратъ 
2х2 во второмъ столбце, т. е. въ первомъ столбце поставимъ 6х2, а во 
второмъ 12ж4. Разделимъ— Збсх5 на 12х4; такимъ образомъ въ част- 
номъ получимъ—Зсх, которое будетъ вторымъ членомъ корпя. Поста
вимъ этотъ членъ въ первый столбецъ и умножимъ теперешнее выра
жете перваго столбца, т. е. 6х2— Зсх на — Зсх; произведете это 
подпишемъ подъ количествомъ, стоящимъ во второмъ столбце и сложимъ 
его съ нимъ; тогда мы получимъ 12ж4—18сх3ч-9с2х2; умножимъ это 
на — Зсх; поставимъ произведете въ третай столбецъ и вычтемъ его 
изъ остатка. Такимъ образомъ мы найдемъ остатокъ въ третьемъ столбце, 
а найденная уже часть корня будетъ 2х3—Зсх.

Теперь мы должны приспособить первый и второй столбецъ, какъ 
это было объяснено въ ст. 249. Поставимъ удвоенное—Зсх, т. е.-—бсх 
подъ количествомъ, стоящимъ въ первомъ столбце, и сложимъ обе 
строки; такимъ образомъ мы получимъ 6ж2— 9сх, представляющее 
утроенную часть найденнаго корня. Поставимъ квадратъ— Зсх, т. е. 
9с2х2 подъ количествомъ, стоящимъ во второмъ столбце, и сложимъ 
последтя три строки этого столбца; такимъ образомъ мы получимъ 
12х4— 36сж3н-27с2ж2, представляющее утроенный квадратъ найденной 
части корня.

Теперь разделимъ остатокъ въ третьемъ столбце на найденное 
сейчасъ выражете и получимъ последтй членъ искомаго корня с2; 
затемъ, поступая по предыдущему, закончимъ все действ1е.

251. Предыдущее изследовате объ извлечети кубическаго корня 
изъ алгебраическихъ выражетй поможетъ намъ вывести правило для 
извлечетя кубическаго корня изъ какого-нибудь числа.

Кубичный корень изъ 1000 есть 10, а изъ 1000000 есть 100, и 
такъ далее; отсюда следуетъ, что кубичесмй корень числа меньшаго чемъ 
1000 долженъ состоять изъ одной только цифры; кубичестй корень 
числа, заключающегося между 1000 и 1000000, долженъ состоять изъ
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двухъ цифръ, и т. д. Поэтому, если въ какомъ-нибудь числй мы по
ставимъ по точкй надъ каждой третьей цифрой его, начиная съ еди
ницъ, то число точекъ покажетъ число цифръ въ кубичномъ корнЕ.

252. Положимъ, что требуется извлечь кубичный корень изъ 405224.

Поставимъ точки, какъ требуетъ правило; тогда увидимъ, что ко
рень состоитъ изъ двухъ цифръ. Пусть ач-Ъ означаетъ этотъ корень, 
гдЕ а есть цифра десятковъ, а Ъ цифра единицъ корня. Тогда а должно 
быть наибольшимъ кратнымъ отъ 10, кубъ котораго меньше 405000; 
то-есть а должно равняться 70. Подпишемъ кубъ 70, т. е. 343000 
въ третьемъ столбц! подъ даннымъ чиеломъ и вычтемъ его. Поставимъ 
утроенное 70, т. е. 210 въ первый столбецъ и утроенный квадратъ 70, 
т. е. 14700 во второй столбецъ. Раздблимъ остатокъ третьяго столбца 
на число, стоящее во второмъ столбца, т. е. раздЬлимъ 62224 на 14700; 
мы получимъ тогда 4, и это будетъ значете Ъ. Приложимъ 4 къ пер
вому столбцу, и умножимъ полученную такимъ образомъ сумму на 4, 
т. е. умножимъ 214 на 4; получимъ тогда 856; поставимъ это во 
второй столбецъ и сложимъ съ чиелрмъ, которое тамъ есть. Такимъ 
образомъ мы получимъ 15556; умножимъ это на 4, напишемъ произ
ведете въ третьемъ столбца и вычтемъ. Остатокъ будетъ нуль; следова
тельно 74 будетъ искомый корень. Для краткости нули можно опускать; 
тогда дЬйств1е расположится сл̂ дующимъ образомъ:

2 1 0-1-4 1 4 700
8 56

1 5556
343000

6 2224 
622 24

40 5 224 (Ч 0~ь4

214 147
856

1 5556

4 0 5 2 2 4 ( 7 4
343

62224 
6 2 224

253. Примерь. Извлечь кубичный корень изъ 12812904.

63
6

1 2 
18 9)

1 3 8 91
____9 J
1587 

27 76
16 1476

1 28 12904(^234
8

г

6 9 4 48 12 
416 7

645904
645904
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Послй получетя первыхъ двухъ цифръ корня, т. е. 23, мы приспо- 
собляемъ первый и второй столбцы, какъ это было объяснено въ ст. 249. 
Подписываемъ удвоенное 3, т. е. 6 подъ первымъ столбцемъ и склады
ваемъ обе строки, что даетъ 69; подписываемъ также квадратъ 3 подъ 
вторымъ столбцемъ и складываемъ последтя три строки, что даетъ 
намъ 1587. После этого продолжаемъ дёйств1е, какъ и раньше. Ку- 
бичестй корень будетъ 234 .

254. Примеръ. Извлечь кубичный корень изъ числа 1 4 4 1 8 2 8 1 8 6 1 7 4 5 3 .

1 5 2  )
4 (

1 5  6 4
____ 8_
1 5 7.2 3

6

7 5
3 0  4  ]

1 4 4 1 8 2 8 1 8 6 1 7 4 5 3 ( 5 2 4 3 7  
1 2  5

7 8 0 4
_____ 4

8112

19 18 2 
1 5 6  0 8

6 2 5 6
8 5 7 4 8 1 8  
3 2  6 9  8 2 4

1 5 7 2 9 7 8 1 7 4 5 6
1 6

3 0 4 9 9 4 6  1 7  
2 4 7 2 5 9 9 0 7

8 2 3 7 2 8
4 7 1 6  9

5 7 7 3 4 7 1 0 4 5 3
5 7 7 3 4 7 1 0 4 5 8

8 2 4 1 9 9 6 9  
_____________9

8 2 4 6 7 1 4 7  
1 1 0  1 0  7 9

8 2 4 7 8 1 5  7 7 9

Итакъ, кубичесшй корень этого числа будетъ 52437 .

2 5 5 .  Если въ корне есть несколько десятичныхъ цифръ, то въ кубе 
хъ будетъ втрое больше, а следовательно число цифръ въ десятичной 

, представляющей точный кубъ и приведенной къ простейшему 
своему виду, необходимо должно быть кратнымъ трехъ, а число деся
тичныхъ цифръ корня будетъ треть этого числа Следовательно, если 
данное кубическое число будетъ десятичной дробью, то мы должны по
ставить точку надъ цифрой его единицъ и надъ каждой третьей отъ нея 
цифрой вправо ж влево; тогда число точекъ въ десятичной части дан
наго числа укажетъ число десятичныхъ цифръ къ кубическомъ корне.

Если число не имеетъ точнаго кубичнаго корня, какъ и при извле
чен:̂  квадратнаго корня, то мы можемъ найти его приближенно съ 
желаемою точностью. См. ст. 243.
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256. Найти кубичешй корень изъ 1481.544.

31 j 3 1481.544 (1 1 .4
2 > 31 \ 1

334 33 i > 48 1
1 ) 331

363 150544
1336 150544

3 7 6 3 6
корень будетъ 11.4.

257. Когда найдено обыкновеннымъ способомъ n-t-2 цифры куби- 
ческаго корня, то осталъныя п цифръ можно получить простымь 
дгълетемъ, при чемъ предполагается, что во всемъ числчь 2п-+-2 
цифры.

Пусть N  представляетъ число, кубичный корень котораго требуется 
найти, и пусть а будетъ уже найденная часть корня, а х та часть, 
которую остается еще найти; тогда

з
[/N =  а-+-х,

такъ что N = a3-+-3a2x~+-3ax2-*-xs;
поэтому N —а3= За2хч-Вахя-*-х3

JST—a3 хг х3
3 а2 а За2*

Такимъ образомъ N —а3, разделенное на За2, дастъ остальную часть
/у» 2 /у» 3%Aj <д/искомаго корня или х, сложенную съ — »— -г\ и мы должны показатьа 3 а

теперь, что это последнее выражете есть дробь въ собственномъ 
смыслы, такъ что, пренебрегая остаткомъ, происходящимъ отъ дблетя,
мы получимъ искомую часть. Действительно, по предиоложенш х меньше

/̂ 2
чемъ 10w, а а не меньше чемъ Ю2̂ 1; такимъ образомъ — меньше

СЬ
ю 2п 1 КЪ V V 103wчемъ — -ц т. е. меньше — . Затемъ —2 меньше, чемъ 3X1q&+2> 

то-есть меньше ■ о 1 Следовательно — н— 2 меньше
3 X 10 "I" СЬ о сь

1 1
10~*~з х ю ^  т о ' е с т ь  м е н ш е  е д и н ш щ *

Заме чатя, сделанныя къ этому въ ст, 246, приложимы такъ-же
и здесь.
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Примеры извлечетя корней.
Извлечь квадратные корня изъ выраженШ, заключающихся въ сле

ду ющихъ примйрахъ, отъ 1 до 15 включительно:
1. х4—2х3ч-Зх2— 2хч-\. 2. ж4—4х3ч-8хч-4.
3. 4-ж4нь-12ж3-1-5£2— 6#-+- 1. 4. 4х4— 4х3-+-5х2—2#-+-1.
5. 4х4— 12ах3ч-25а2хг— 24а3хч-16а*.
6. 25х*— 30ах8ч-49а2х2—24а3хч-16а4.
7. х6— 5ах5ч~1Ьа2х4—20a8x3-+-l 5а4х2- 6 а5хч-а6
8. (а—ЪУ— 2(а2ч-Ъ2)(а-Ъ )гч-2(а*+Ъ4).
9. 4|(а2—Ъ2)сйч-аЪ(с2— c?2)j2-i-j(a2— Ъ2)(с2—d2)—4аЪед̂ 2.

10. a4-+-b44-c4-+-d4— 2a2(b24~d2)—2Ь2(с2—d2)-t-2c2(a2—d2).

11. (хч-— )  — а( х——Y 12. ж4—х3—-А—i-4x—2ч-~%.\ х/ \ х/ 4 х2
, л а4 а3 а2 п х21 о. ~—I--- 1— —̂-С1Х—2 ч—-т.4 х х* сг
14. а4-ь2(26—с)а,3ч-(4Ъ2—4&сч-3с2)а2-ч-2с2(2б—с)ач-с4.
15. (а—2Ъ)гх4—2а(а—2Ъ)х3ч-(а2ч-4аЪ— 6а—8Ь2ч-12Ъ)х2 .

— (4 аЪ— 6а)хч-АЬ2—12&-I-9.
16. Найти квадратный корень изъ суммы квадратовъ 0.2, 0.4,

0.6 и 0.86.
Извлечь кубичешй корень изъ выражешй и чиселъ въ следую- 

щихъ примйрахъ отъ 17 до 23 включительно.
17. х6— 9ж5ч-33ж4— 63#3н-66#2—-36ж-+-8.
18. 8х*ч-48сх5 -+- 60с2#4— 80с3&3—90с4#2 108с5х—27с6.

%

19. 8#6— 36сж5ч-102с2#4 —171с8#3-н204с4.£2— 144с5#-+-б4с6.
20. 167.284151. 21. 731189187729.
22. 10970.645048. 23. 1371742108367626890260631.
24. Извлечь корень четвертой степени изъ

25. Показать, что если число состоитъ изъ п цифръ, то его 
квадратный корень состоитъ изъ — 12w 1—(—1 )№ I цифръ.

26. Показать, что следующее выраженie есть точный квадратъ: 
(х2-—уя)3ч-(у2—0х)ВЧ-(&2—ху)3—3(хг—уя)(у2—ях)(8г—ху).
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Г Л А В А  XVIII.

Те ор1 я показателей.
258. Мы определили ат , где т  есть целое и положительное число,

какъ произведете т  множителей, каждый изъ которыхъ равенъ а, и
^  Ш 1

показали, что ат Х а п= ат+п и что — = am~ft или смотря по
СЬ сь

тому, будетъ-ли т  больше или меньше п. До сихъ поръ показатель 
всегда предполагался положителънымъ и цгьлымъ чиеломъ; тймъ не 
менее нашли удобнымъ употреблять и тате показатели, которые не 
бываютъ ни целыми, ни положительными; и мы должны теперь объяс
нить смыслъ такихъ показателей.

259. Такъ какъ дробные и отрицательные показатели еще нами не 
определены, то мы свободны дать имъ катя угодно определешя; най
дено удобнымъ дать имъ татя определетя, чтобы важное соотношете
ат Х й "= ат+№ всегда оставалось справедливымъ, каковы бы ни 
были т  и п.

Напримеръ, пусть требуется объяснить смыслъ а2.
I  i

По предположение мы должны иметь а2 X  «2= а1= щ такимъ образомъ
1

а2 должно быть такимъ чиеломъ, что если его помножить на само себя, 
то результатъ будетъ равняться а; но по определение, такимъ чиеломъ

1
долженъ быть квадратный корень изъ а, следовательно а2 должно быть

1
равнозначительно съ квадратнымъ корнемъ изъ а, то-есть а = [/а.

I
Еще примеръ. Объяснить смыслъ а3.

1 1 i l . i . i
3 3 3 3 о 3По предположетю мы должны иметь а Х а  Х «  = «  =.ах=а.

1
Следовательно, какъ и раньше а3 должно быть равнозначительно

4 3 -съ кубическимъ корнемъ изъ а, то-есть а = (/а.
з

Еще примеръ. Объяснить смыслъ а4.
3 3 3 3 3 4

По предположетю а4Х  «4Х  «4Х 4= в3; следовательно а4= у/аг.
Этихъ примеровъ было-бы достаточно для учащагося, чтобы понять, 

что должно разуметь подъ дробными показателями; но въ двухъ следую • 
ихъ статьяхъ мы дадимъ общее определете этихъ символовъ.
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260. Требуется объяснить значете ап, гд>ь п некоторое цгьлое 
положительное число.

По предположен!»,

ап X  ап X  an X  • • • до п множителей= а
i l l-- 1--- j----f- . . . п членов ьП П ft i=а 1=а

следовательно ап должно быть равнозначительно съ корнемъ и*й степени 
изъ а, то-есть

1_
ап

П
(/ а.

т

261. Требуется объяснить значете ап, гдгь т  и п нгъкоторыя 
цгьлыя и положителъныя числа.

По предположен!»,
т
п

т т т  т  т— — ---Ь - -Ь.--- Ь. .. до п членовъ*УЬ ^ А) /у) ^а X  а Х «  X  . .до п множителей—а =аШт
пследовательно должно значить то-же самое, что корень м-й степени
т  
п

п
пзъ aw, то-есть <х I/а т .

т
Отсюда следуетъ, что ап означаетъ п-ый корень изъ m-ой степени 

а, то-есть въ дробномъ показателе числитель означаетъ показателя 
степени, а знаменатель—показателя корня.

262. Такимъ образомъ мы определили значеше всякаго положитель- 
наго показателя—целаго или дробнаго; намъ остается теперь опреде
лить значеше отри дате льныхъ показателей.

Напримеръ, пусть требуется определить значеше огг.
По предложенш, а3Х а а

поэтому

3—2
а

а
1
1 а,

а а* а
Дадимъ теперь общее опредйлеше такимъ символамъ.
263. Требуется определить значете а~п, гдгь п нгькоторое 

положительное число цгьлое или дробное.
ч

По предположение, каково*бы ни было т , мы должны иметь
ат Ха~п=ат~п.

Теперь мы можемъ предположить, что т  величина положительная 
и большая чемъ п, и тогда на основанш предыдущаго мы пмеемъ

ат —пХ а П ат 9 и а
пт

т —п___
ап '

Алгебра. 9
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Следовательно ашУСа П аш
ап •

а потому а п 1
ап•

Чтобы выразить это словесно, мы должны дать поняпе объ обрат- 
нихъ величинахъ. Одна величина называется обратною съ другой, 
когда произведен1е ихъ другъ на друга равно единиц̂ ; такъ, напри-

1
мйръ х будетъ обратною величиною съ —.X

Следовательно агп есть величина обратная съ ап; н этотъ резуль
татъ мы можемъ символически представить однимъ изъ следующихъ 
способовъ:

1 „ 1а аW>ап
а ап\ а ~ п—1.

264. Изъ того значетя, которое дано отрицательному показателю,
• г.п _„т—п будетъ справедливо и въ томъап—абудетъ следовать, что а 

случае, когда т  меньше и, какъ это было справедливо для случая, 
когда т  больше п. Действительно, положимъ, что т  меньше п; мы 
будемъ иметь

аШ ап—ат 1
ап аП—Ш a-(n-m) = aw-n

Положимъ, что т = п ; тогда ат : ап очевидно = 1, и ат —п ао
Последтй символъ до сихъ поръ еще не былъ определенъ, такъ что 
мы свободны дать ему тотъ смыслъ, который въ немъ естественно за
ключается; поэтому мы можемъ сказать, что а° = 1.

265. Такимъ образомъ, напримеръ, согласно съ принятыми опреде- 
летями

ль з2 з 3 4
a5= [/a2, а2= [/а3,

а 1
а3 ’ а

1
2

1 1

а
A I/V

а
4
2 1 1

а2

Изъ этого видно, что нетъ абсолютной необходимости вводить 
въ Алгебру дробные и отрицательные показатели, такъ какъ они до- 
ставляютъ намъ только новый способъ обозначать количества, для пред- 
ставлетя которыхъ мы имели уже средства. Но это обозначете, какъ 
мы уже сказали, удобно, и учапцйся научится это понимать и цёнить, 
по мере того, какъ будетъ подвигаться дальше.

Обозначете, которое мы объяснили, мы можемъ употребить теперь 
при доказательстве некоторыхъ предложетй, относящихся къ корнямъ 
и степенямъ.
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266. Показать, что а п X  Ъп= (ab)n.

Пусть а п X  Ъп =  х; следовательно
— —\ п / 1.\п /, 1 \п

хп= [ а пХ Ъ пJ  = ( a nj  ( b nj  , что по ст. 41=аХЪ.

Итакъ хп—аЬ, следовательно х=(аЪ)п, что и требовалось дока
зать.

Подобнымъ-же образомъ мы можемъ доказать, что
1 — / \—а » ; Ьп = Г-т п

267. Еакъ примеръ приложетя предыдущаго предложейя мы 
нмеемъ \/аX\/Ъ=|/(а&). Но, какъ мы сказали въ ст. 236, квадрат
ный корень допускаетъ двойной знакъ; следовательно, строго говоря, 
полученный выводъ долженъ быть выраженъ такимъ образомъ: произ
ведете одного изъ квадратныхъ корней жзъ а на одинъ изъ квадрат- 
ннхъ корней изъ Ъ равно одному изъ квадратныхъ корней жзъ аЪ. По
добное же замечаше прилагается ж къ другимъ предложешямъ настоя
щей главы. Въ выспшхъ частяхъ математики отмеченный здесь вопросъ 
разбирается съ бблыпими подробностями. Смотрите Теоргю уравнетй,
глава XI-\

268. Изъ предыдущаго следуетъ, что
L 1 1 J  JL 1

ап х  ъп х сп=(аЪ)пХ с п = (аЪс)п.
И продолжая идти такъ-же далее, мы можемъ доказать, что

_1 JL А -1 -1
апх Ъ пХ с пХ  . . • Х к п=(аЪс . . . Тс)п.

Предположимъ теперь, что мы имеемъ m такихъ количествъ а, Ъ, 
с, . . .  к и что каждое изъ нихъ -равно а; тогда получимъ

1 \т / \1
111

1 Ш
Но \ат) п, по ст. 260,261, равно ап; такимъ образомъ

и
Ш \т
= ап

Отсюда, сравнивая это со статьею 261, мы видимъ, что п-й корень 
изъ m-ой степени а равняется т -й степени отъ корня п-й степени 
изъ а.

1\1 .1
269. Показать, что \ат) й =атп. .
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Пусть X
1Ч1 L

ат)п . П0ЭТ0Му хп= ат ; а следовательно хтп а, по

этому х= атп. Итакъ \а
1 v iШ Щ атп. что и требовалось доказать.

270. Доказать, что а
т
п

тр

а**

Пусть а
Ш
~п х; тогда ат хп: следовательно хпр= ат 'р: следова-

тртр т

тельно х ~ а пр. Итакъ ап = апр, что и нужно было доказать.
271. Изъ того, что мы сказали въ ст. 265, учапцйся можетъ за

ключить, что доказанныя сейчасъ предложейя могли-бы быть доказаны 
и безъ посредства дробныхъ показателей. Возьмемъ напримеръ пред- 
ложеие ст. 266; здесь намъ нужно доказать, что

П п п
1/аХ[/Ъ=\/(аЪ).

П П
Будемъ поступать какъ прежде; пусть х=\/ аХ\/Ь, следова

тельно
п п п п

хп=={\/аХ\/ЪУ1=(\/а)пХ{\/Ъ')п, что по ст. 41 =аХЪ.
П

Такимъ образомъ хп—аЬ, следовательно х=[/аЪ, что и нужно было
доказать.

272. Мы вывели опред&лемя ст. 260...265, какъ следств!я дону-
$н!я, что соотношешя ат Х а П ат+-п и (ат )п= атп справедливы во-

й (ат)П ашп
г

обще, каковы-бы ни были т  ж п; теперь мы докажемъ наоборотъ, что 
если допустить сделанныя определешя, то соотношешя ат Х а п-=ат+п

будутъ справедливы вообще, каковы бы ни были т и п

273. Показать, что aq= a“ —a
ч  ч  л  \

р г ps qr 4
По ст. 270, а1 X  as =  a~lsX  a>iS

a'Ps) isx (a q*)qs, по определенно,

s..4-21
q S

a^XaqT) (1% по ст. 266,

( \1  ps-\qr p
rfps+qr) <js = aq

274. Темъ-же путемъ можно доказать, что
р Г р г

а 2: a 8 = aq s.
275. Такимъ образомъ доказано, что соотношеше ат Х а п= ат+п

п будутъ положительныя дроби такъ-же, какъ и
въ случае, когда т и п  целыя положительныя количества. Остается

иTi
и[
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доказать, что оно справедливо также, когда одна изъ величинъ т  или 
и будетъ отрицательной и когда обе onfc отрицательння.

1) Положимъ, что одна жзъ этихъ величинъ отрицательна, напр. 
п; положимъ, что п=— v.

1
Тогда amXcbn=amXa- 'i=amX-ir= -^= am~'i (по ст. 274)а/ а/ :

— am+w,
2) Положимъ,-что обп> оне будутъ отрицательными, и пусть

т = — [л и п ~ —v.
Тогда
ат у  an ^ a~\iх a-v = J - (до ст. 273)

аг a or Х а  оУ"̂
* *

= аГ = aw+w.
276. Подобнымъ образомъ amX.anX av= ат+п X ар= ат+п+Ц и 

такъ далее.
Такимъ образомъ, если положимъ, что имеется г количествъ т , п, 

р, ... и что каждое изъ нихъ равно т, то мы получимъ
{ат )г—ат\

каково-бы ни было т . / р\г рг
277. Показать, что ) s = aqs.

p\L ( A r —

Пусть x= \aq) s ; следовательно xs=\aq J  = aq, по ст. 276; no-
pr

этому xfls=apr’, следовательно x=aqsi что и требовалось доказать.
278. Доказать, что (ат )п=атп справедливо вообще.
По предыдущей статье, это справедливо, когда т и п  положи

тельные величины, и намъ остается доказать, что это справедливо, 
когда одна жзъ величинъ или обе оне будутъ отрицательными.

%

1) Положимъ, что п—отрицательная величина и равна —v.

Тогда (аяГ= (а шГ '= ^ = - ^ ;= С 1 - т =ат -
2) Положимъ, что ш—отрицательная величина и равна р..

(«»)»= (« н г = Q r )n= 3 » = а~т = “ “
3) Положимъ, что т  и п оба отрицательння величины, и пусть

т —— [х, п——V.
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П рим еры .
I

2 А 14
1. Упростить (ж3 X  #7/ 5*

_1 -1 -1
2. Найти произведете а2, а 3, а 4 и а 5

l  i  i
'cty\  ̂ /Ъу\  ̂ f  у2 4 ^

3. Найти произведете количествъ ? \а^Ъг

4. Упростить произведете количествъ:
4 -3 3 -1- 8 25 -1 1

а?, а 4, [/а4, а12, (/ а 3, (а 4)6

5. Упростить ат ) \aq п\ (va\q\r

1 I  _1 —1 1  1
6. Умножить а2-ь&2-ьа 26 на а Ъ  2— а 2 Х Ь ^ .

3 1 1 3 11
7. Умножить #2— х у 2 ч - х 2 у — «/2 на х ч ~ х 2 у 2 - * - у .

1 5 3 1. 1
8. Умножить а2—а3-ьа2— а2-ьа2—а-+-а2— 1 на а2

2 1 _ i  _2 1 1
9. Умножить а — а3-ь-1— а 3-+-а 3 на а -ь-1-§-а

10. Умножить — За“ 5н-2а_46“ 1 на — 2а-3— 3аг*Ъ.
3 1 1 3  1 1

11. Разделить х2—ху2-+-х2у— на ж2—у2.
4 22  4 2 11 2

12. Разделить &3H-#3a8-t-as на хь-+-хь с?-л-аъ.
3 п  3 п п уь

13. Разделить а —а 2 на а2— а 2.
14. Разделить 2х*у-*— Ьх4у~2-*-1х3у~г— Ьх2-*-2ху на

хьу~г— хгу~г-ь-ху~1.
5 3 3 1 5  3 1 1 3

15. Разделить а2— а2Ъ-*-аЬ®— 2а2&2-ь&2 на а2— а&2-+-а26—Ь2.

16. Упростить
3 1 1 8

а 2 — а ж 2 н - а 2 ж — х 2

5 1 3 3 1 5 '
а ?- а 2х2-+~ За2#— Заж2н-~ а2#2—#2

з з
*2/̂ со2 ~~~~ сс̂17. Извлечь квадратный корень изъ -—i— н—-— —

(яу)
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18. Извлечь квадратный корень
I I  2 11 11 I

4а— 12а268-+-9&̂ н-1ба2с4— 2463e4-t-16c2.
19. Извлечь квадратный корень изъ

* 2 I  _Л _2
256ж3— 512ж-1-640ж3—512Л-304— 128ж в-«-40ж 3

_4
8 х ~ *Ч -Х  3

20. Если сФ=Ъа, то показать, что = а ; и если а=2&, 

то показать, что Ъ=2.

Г Л А В А  XIX.

Иррацмнальныя величины.
279. Когда искомый корень изъ какого нибудь алгебраическаго ко

личества не можетъ быть полученъ точнымъ образомъ, то такой корень
з

называютъ глухимъ или upрацгональнымъ количествомъ. Такъ |/V
2 з |

или а представляетъ иррацшальное количество. Но |/а6 или а , 
представляющееся повидиюму въ ирращональномъ видё, можетъ быть 
выражено посредствомъ а2, а потому и не будетъ ирращональнымъ.

Правила для производства дМстюй надъ иррапдональныш величи
нами вытекаютъ изъ предложенШ, указанныхъ въ предыдущей главе, 
какъ мы это сейчасъ у видимъ.

280. Всякое рацгональное количество можетъ быть выражено 
въ видгъ даннаго иррацгональнаго посредствомъ возвышетя его въ 
степень, выражаемую корнемъ и помгьщетя подъ знакомъ корня.

з -
Такъ a={/a*=\/as, и проч., ач-х=(ач-х)п. Точно также можетъ

быть измененъ видъ всякаго ирращональнаго выражетя; такъ
1 2  з

(ач-х)2= (ач-х)4= (ач-xf.
Здесь количества возвышены въ известныя степени и изъ нихъ из
влечены корни техъ-же степеней, такъ что значете этихъ количествъ
не изменилось.



281. Коэффицгентъ ирращональнаго количества можетъ быть 
подведет подъ знакъ корня, если его сперва выразить въ томъ-же 
иррацгональномъ видгь, а потомъ помножить согласно съ ст. 271.

Напримеръ,
Я 1

а\/х—\/агX \/х~ l/(®2%)i ау* = (я2*/3)2;
з 1

ж|/(2а—x)= l/(2ах2—х3); a X ifl—#)2 = {а2(а—-ж)3}2;
4|/2=|/(16Х2) = 32.

282. Наоборотъ, всякое количество можетъ быть сдплано коэф- 
фицгентомъ при иррацгональномъ количествгь, ес./ш каждый членъ, 
стоящгй подъ знакомь корня, будетъ раздгъленъ на количество, <?оз- 
веденное въ т у  степень, какую выражаетъ показатель корня.i

Такъ (/(а2— а#)—а2Х [/ («— #); l/ (ft3— а2ж) = а|/(а—ж);
1 з_ . .2 ч 1

а2— = а.”~х f 1 —“2 у * ; 1/60=|/(4Х-1б)“  2J/15.
I  1 I  L

1 i\ 2 y  &2\2 i /х2 \2 (ж2— &2)2
62 х2)  64 X2)  х\Ъ2 / жб *

283. Когда иррацгональная часть нтсколъкихъ выражетй одна 
и та-же, wo шя> сумма или разность находится умножетемъ 
этой иррацюнальной части на сумму или разность ея коэффи- 
щентовъ.

а[/ х±Ъ\/ х
|/300±5|/3 = 10(/3±5|/3=15|/3 или 5/3,

[/ (За26)н-[/ (Зя26) =а|/ (36)— (3&) = (а-+-ж)[/(3б).
284. Если два иррацгональныя количества имп>ютъ одинако

вые показатели, то ихъ произведете находится, беря произведете 
количествъ, стоящихъ подъ знакомь корняг и удерживая общгй по* 
казатель.

1 i_ 1
Такъ awX 6 w=(a6)w (по ст. 266), l/2X|/3= [/6

1 1 1  
(gm-6)2X  (a— 6)2= (а2—62)2.

285. Если при ирращональныхъ количествахъ есть коэффи- 
щенты, то произведете этихъ коэффицгентовъ ставится предъ ихъ 
произведетемъ.

Такъ а\/х'ХЬ\/у—аЪ\/{ху); 3l/8X5[/2 = 15l/l6 = 60.

ИРРАЦЮНАЛЬНЫЯ ВЕЛИЧИНЫ.

Если показатели двухъ ирращональныхъ количествъ 
имгъютъ одинаковаго знаменателя, то можно возвести эти коли-
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чества въ степени, выражаемым соответственно ихъ числите
лями, и произведете ихъ можетъ быть найдено какъ раньше.

з I  1 I  I
Такъ 22Х  32= 82Х  32=(24)2.

I  3 1
(а-ьж)2 X  (а—ж) 2= {(а-+-х) (а-—х)3 j2.

С-

287. Если показатели не имгьютъ одинаковаго знаменателя, то 
ихъ можно преобразовать въ другге, равные имъ по величине, съ 
одинаковыми знаменателями, ад г т  произведенье найдется какъ въ 
ст. 286.

1 I  I  2 1
Такъ (а2—ж2)4 X  (а—ж)2= (а2—ж2)4(а—x f=  [ (а2—ж2) (а—х) 2}4

I  1 3 2 1 I  I
22Х  3S= 26Х  36= 86Х  96=(72)6.

288. Если две иррацюнальныя величины содержать подъ зна
комь корня одно и то-же иррацгональное количество, то ихъ про
изведете найдется, если возьмемъ показателемъ этого количества 
сумму имъ показателей.

1 1 l +L
Такъ а пХ а т ==ап т  (ст. 273);

3 I  1 i-L -i 5

|/2Х[/2= 22Х  23= 82 3= 26.
289. Если показатели двухъ ирращональныхъ количествъ име

ютъ общаго знаменателя, то частное отъ деленгя одною изъ этихъ 
количествъ на другое находится возвышен\емъ ихъ соответственно 
въ степени, выражаемыя числителями показателей, и извлечетемъ 
изъ этою частнаго—корня, степень котораго указывается общимъ 
знаменателемъ.

1 1  m
ап /а\п , ____ ап

Такъ —j —(т“ ) > (вт. 266)Ъ) ’ 4----- - JL
Ьп Ъп

I  i. — I1 з *4с 1 /р \ ̂   ̂ \ ̂  ^
*  = *4 4 * ) ©  «2V |/2’ \q J ‘ \5/ \gr

290. Если показатели не имеютъ одинаковаго знаменателя, 
то ихъ нужно заменить другими, равными имъ по величине, wo съ 
одинаковыми знаменателями, и поступать по предыдущему.

I
1 1  3 2 / / q2 #?)3i 6

Такъ (а2—ж2)2: (а8—ж3)5= (а2—#2)6 : (а8—ж3)6= JL — зф'

291. Если иррацюнальныя числа имеютъ подъ знакомь корня
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одно и то-же количество, то ихъ частное получится, если взять 
показателемъ его разность ихъ показателей.

1 1 i t  
т  .Такъ а ап аш п , (ст. 274);

1/2 : [/2=2
1
2 2 2

i_ i2 5 2
1
6

292. Иногда бываетъ выгодно приводить дробь, въ знаменателе 
которой есть одночленное иррациональное количество, къ другому виду 
умножешемъ числителя и знаменателя на множитель, могущщ сделать 
этого знаменателя ращональнымъ. Такъ напримеръ

2 2/8
(/3  [/3X 1 /3

21/3
3

Если мы хотимъ вычислить приближенное значете 2
1/3

j то это будетъ

намъ легче сделать, если воспользоваться равнымъ этому выражетемъ 
. Подобнымъ-же образомъ

О

а
1/ъ

а\/Ъ
~Ъ~

293. Легко также сделать знаменатель дроби ращоналънымъ, когда 
состоитъ изъ двухъ ирращональныхъ величинъ второй степени.

Действительно а а{[/Ъ+[/ с
[/Ь±\/с (\/Ъ±\/с){[/Ъ+\/с)

а(\/Ъ+\/ с) 
Ъ

Также а а(Ъ+[/ с
Ь±[/с (Р±\/с){Ъ+[/с)

а(Ь+ [А )
Ь‘

Подобнымъ образомъ Зн-1/5 (3—•—[/ 5)(3-*-|/ 5) 14-ь6[/ 5
3— (/5 (3—/5)(Зн-[/5) ' 9— 5

31/5
2

294. При помощи повторена подобнаго npieMa мы можемъ при
вести въ ращональный видъ знаменатель дроби, когда онъ состоитъ 
изъ трехъ ирращональныхъ членовъ второй степени. Действительно, по
ложимъ, что знаменатель будетъ |/ан-[/&^1/с;умножимъво-первыхъ 
числитель и знаменатель дроби на |/а-+-/Ъ—j/с; тогда знаменатель бу
детъ а-+-Ъ—c-t-2|/(ab); после этого помножимъ числитель и знамена
тель на ач-Ъ—с— 2(/(ab), и тогда получимъ ращональный знамена
тель, именно (а-+-Ъ—с)2— 4аЪ, то-есть а2н-&2ч-с2—2аЪ— 2Ъс— 2са.

295. Для всякаго двучленною выражетя можно найти множи
тель, обращающт это выраженье въ ращональный видъ.
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1) Положимъ, что дву членъ будетъ такой: аМ-Ь*. Положимъ i_ i_
х = а,р,  y= bq, и пусть и будетъ наименьшее кратное р и д; тогда хп 

:П будутъ оба ращональными. Но

i. JL

У
(хЧг-у)(х‘n — i ■xn~zy ■xn~zyz—•. • ±yn~i) =хп+уч,

где нужно брать верхтй или нижтй знакъ, смотря по тому, будетъ-ли 
п нечетное или четное. Итакъ

хП— 1 хп~гу-\-хп~*уг • # •±УП— 1
будетъ т̂ мъ множителемъ, который обратить хч-у въ ращональный 
видъ.

L  L
2) Положимъ, что двучленъ будетъ такой: а'р—Ъ?. Возьмемъ по 

предыдущему х, у и п. Но
(х—у)(хп~ 1ч-хп~гуч^хп~гугч~... -+-уп~1)

п — 1 . _x n— Zy_^_x % -  г у  2  ̂^  1

будетъ множителемъ, обращающимъ х—у въ рапДональный видъ.
1 1

Возьмемъ напримеръ а2ч-Ъъ; здесь п=6. И множитель ращональ- 
ности будетъ

5

хп—у11
Итакъ х

X x4y-t-xsyz

то-есть а
5
2

± I  
а2Ь8

з 2
а2Ь3

■хгуг
2 3

a2bs

■ая/4—у5
14 5ма2Ъ

то-есть а а2Ъ
Iз з 2

а263— аЪч-аРЬ5
5

Л

Ращональное произведете будетъ хь— у6, т.-е. а
в
2

в
Ъъ а Ъ\

296. Квадратный корень изъ рацгональнаго количества не мо
жетъ итьть одну часть рацгональной, а другую иррацюнальной.

Положимъ, если это возможно, что у  п=ач-]/т\ тогда, возведя 
въ квадратъ эти равныя величины, мы получимъ п=а8ч^2а/т-+-т; 
итакъ 2а\/т=п—а8—т 1 и

[/т п—ай—т
2 а

т.-е. |/ т  равняется ращональному количеству, что противоречить пред
положетю. См. ст. 242.

297. Если два ирращональныя выраженгя второй степени 
нельзя привести къ другимъ, которыя имгьли-бы ту-же самую 
ирращональную часть, то ихъ произведете будетъ иррацгональ- 
нымъ.

Пусть \/х и \/у будутъ два ирратональныя количества, и пусть, 
если возможно, [/ {ху)= тх, где т целое или дробное число. Тогда
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xy= rzx2 и у—ггх, следовательно \/у=г{/х, то-есть [/у и [/х по' 
умноженш могутъ быть приведены къ такому виду лишь тогда, когда 
они имеютъ одинаковыя иррацюнальныя части, что противно предпо- 
ложент.

298. Ирращональное выражете второй степени не можетъ 
быть разложено на два друпя, которыя не имгьли-бьг той-же са
мой иррацгональнои части. 

Пусть, если возможно, |/х I/ т
I .

ратъ мы будемъ иметь х—т-л-п
|/п\ тогда по возведети въ квад-

2l / ( m n )  и l/(mn)=-j-(%— т —w);2
т-е. \/тп равняется рацшальной величине, что нелепо. См. ст. 242.

299. Во всякомъ уравнетй хч-[/у —а-*~\/Ъ, заключающемъра- 
цгональныя и иррацюнальныя величины второй степени, рацюналь- 
ная часть одной части равенства равна рацюнальной части дру
гой, и ирращональная часть одной равна иррацгональнои части

Действительно, если х не равно а, то положимъ, что x=a-t-m;
тогда а-+-т-+-[/у=а-+-\/Ъ,
такъ что тчг-\/у—\/Ъ; итакъ ]/Ь  состоитъ изъ части ращональной и 
ирращональной, что невозможно (ст. 296). Поэтому х=а, а следова
тельно и \/у=\/Ъ.

800. Если |/(а-Н/Ъ)=х-ч-\/у, то [/(а—\/Ъ)=х—\/у. 
Действительно, такъ какъ ]/(ач-f/Ъ)=хч-\/у, то, возведя въ квад- 

ратъ, мы будемъ иметь
а-+-1/ Ъ 

2
x2-t-2x\/y~i-y;

а*=х2 +-у, и [/Ъ=2х\/у (ст. 299).

этому мы можемъ показать, что есл
[/ («-*-[/&)=[/ж

то 1/(а— f/Ь )= \/х—\/у.
301. Квадратный корень изъ двучленнаю выражетя, въ кото- 

ромъ одинъ членъ ращональный, а другой иррацгональный второй 
степени, въ нтоторыхъ случаяхъ можетъ быть вьграженъ дву- 
членомъ. въ которомъ оба члена иррацганальныя величины второй

Пусть оы-|/& будетъ данное двучленное выражете, и положимъ,
1/(ач~1/  Ъ)= \/.х-+]/у.

По ст. 300
;мъ ихъ:

[/(а—[/Ъ) 
|/ (а2— Ъ)

V х—\/у-
х—у.
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Возведемъ въ квадратъ обе части перваго уравнетя:
см-(/ 6=Х-+- 2 [/ (ху)ч-у; 

следовательно а=х-+-у.
Отсюда, складывая и вычитая, найдемъ

ан-|/(а2— 6)=2х, а—{/ (а2— 6)= 2у,
1 1следовательно х = - )(а-ц/(а2— 6)j, у=  — ̂ а—[/(а2—6)J.

Итакъ х и у известны, а следовательно известенъ и /(йч-\/6), 
который равенъ \Zx-t-\/у .

Точно также известенъ и [/ (а—(/6), потому что онъ равенъ \/х—\/у-
/ '

302. Напримеръ, найдемъ квадратный корень изъ 
Здесь а= 3, |/6=2/2, а2— 6=9—8 = 1. Поэтому

ж=|(3-н1)=2, у= |(8 — 1) = 1.

Такимъ образомъ |/(Знь2[/2)=|/2-»-(/1 = 1^-|/2.
303. Еще примеръ. Найти квадратный корень изъ 7-—2[/10. 
Вместо того чтобы пользоваться статьей 301, мы можемъ произ

вести все действ1е следующимъ образомъ:
Положимъ, что [/(7— 2[/10=1/х~\/у\

тогда, возведя въ квадратъ, найдемъ 7—2[/10=ж—2[/(ху)ч-у;
следовательно хч-у= 7 . . . . . . .  . (1)
И 2\/{ху)=2\/Щ
следовательно (янм/)2—4ж«/=49—(2/10 )2,
то-есть (х—уУ = 49— 40=9,

_ "X

и х—у=Ъ. . . . . . . . . (2)
Поэтому изъ (1) и (2) х=Ъ и у=2.

Итакъ (/(7— 2 /1 0 )= / 5—(/2.
804. Изъ ст. 301 следуетъ, что

v x = v  \а^ - ь\, V y= \/\t= v^= ± %
следовательно, если а2—6 не будетъ точнымъ квадратот, то значе
т я  [/х и I/ у  будутъ сложными иррациональными выражетями и 
двучленъ /яы-/г/ будетъ сложнее, чемъ /(а-*-/6).

305. Двучленное иррацшальное выражете вида / (а 2с)-ь/6 мо- 
жетъ быть написано такъ / с (а - ь [/ —). Поэтому, если а2—■— есть

. 6точный квадратъ, то квадратный корежь изъ а



выраженъ въ виде [/х-+-\/у, а следовательно квадратный корень изъ4
1/(а2е) -ь[/6 будетъ \/с(]/х-+\/у)^

306. Напримеръ, найдемъ квадратный корень изъ (/32-+-[/30. 
Здесь |/ 32н-|/ 30=|/ 2(4н-[/15);

4
такимъ образомъ [/(/32ч-[/30)=[/2Х1/(4-1-|/15); 
ж не трудно показать, что

У (4-Н /15 ) =  |/ |н - |/ |.

Следовательно 1/ (|/32-н|/ 30) ==|/ |/  |-t- (/ 1 )— ̂ fl/5- i- l/3 ).
1/2

207. Въ некоторыхъ случаяхъ мы можемъ извлечь квадратный ко
рень изъ выражешя, имеющаго видъ а-ь-\/Ъ-+~|/с-»-[/d, положивъ

[/ (а~+~\/ &ч-[/сн-|/ ̂ )=[/ж-ь-[/ «/-ь[/^;
въ этомъ случае «-»-[/6 -н[/сн-[/с?= ж ч-у-кг-н 2[/(^)-«-2[/(уя) -+- 
[/ (яж); поэтому мы можемъ положить

2|/(ху)= \/Ь, 2Z (y# )= l/c, 2[/(^ж)=[/й,
w если значетя х,у ж я, найденныя отсюда, удовлетворять также 
условт x-*-y-+-g=a, то мы найдемъ требуемый корень.

308. Напримеръ, найдемъ квадратный корень изъ
8 2 / 2 -ь21/5-н 2|/10.

Полагаемъ [/(8-+-21/2н-2[/5-«-21/10)=[/а?н-l/jH-|/*» тогда
8-§-2|/2н-2|/ 5—«—2|/ 10=#-*-«H-£-+-2|/ (^)-«-2[/ (з/#)-»-2[/ (##).

Полагаемъ 2[/(#«/)=2[/ 2, 2[/(«/#)=2|/5, 2 [ / = 2[/10; 
отсюда умножешемъ находимъ [/ (ху) X  [/ (2/ )̂=10
и |/(^ж)=[/10,
следовательно по разделены

У=1»
а потому #=2 и #=5.

Эти значешя удовлетворяют уравненно х-л-у-ч-я—8.
Итакъ, искомый квадратный корень будетъ [/2-н|/1-н[/5, 

то-есть 1-н/2н-[/5.3 3
309. Если /(ач-|/Ь)«»я-1-|/у, то [/ («—[/&)=#—у. 
Действительно, положимъ, что

з
\/(а-+уЪ)=хч-\/у;
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тогда, возвышая въ кубъ, получимъ
а-+-\/Ъ=х3-ь-Зх1[/ у-ъ-Ъху-*-у\/у\ 

следовательно а=х3ч-Зху, \/Ъ=Ъх%\/ у-+-у]/ у\ (ст. 299) 
отсюда <ь—\/Ъ=х3— Ъх*\/ у-ь-Зху—у\/у,

з
и |/(«—\/Ъ)—х—{/у.

А

310. Кубическш корень изъ двучлена а+[/5 можетъ быть въ
ншоторыхъ случаяхъ найденъ.

з
Полагаемъ [/(а +-[/Ъ)=хч-\/у.

з
тогда |/ (а—\/Ъ)=х—|/у .

Перемноживъ ихъ, получаемъ
з
(/(а2—Ъ)=х2—у.

Положимъ теперь, что аг— Ъ будетъ точнымъ кубомъ и обозначимъ 
его чрезъ с3; тогда

с=х2—у,
а по ст. 809, а=х3-*-Ъху\
подставимъ сюда вместо у его значете; тогда

а= х3ч-Зх(х2—с),
следовательно 4х3— 3 сх=а.

Изъ этого уравнетя х можетъ быть найдено путемъ пробъ, а тогда 
будетъ известно и у изъ уравнетя у —хг— с.

Итакъ, очевидно, что способъ этотъ приложимъ только въ томъ 
случае, когда аг— Ъ будетъ точнымъ кубомъ; но даже и тогда онъ не- 
удобенъ, потому что приводить къ уравненш, решать которое мы теперь 
не имеемъ никакой возможности, кроме какъ ощупью. Притомъ-же пред- 
ложете это и не имеетъ практической важности.

311. Найдемъ, напримеръ, кубичестй корень изъ 10-+-[/108.
3

Положимъ |/(10-*-|/108)=#-1-|/у; тогдаз
[/(Ю —1/108)=#—|/у.

Перемноживъ ихъ между собою, получишь
з

(/(100—108)=#2—«/, то есть
—2 =х2—у.

И также 10=хг-+-Зху=х3-^Ъх(х3ч-2)\ а потому

Мы видимъ, что это уравнете удовлетворяется при х^1; поэтому 
у== 3, и искомый кубичестй корень будетъ 1-+-(/3.
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Еще примеръ. Найти кубичешй корень изъ 18|/3—*—141/5.

18/Зн-14/5 = 31/3(6ч 14. /5
8 г 3

Кубичешй корень изъ 3/3 есть /3 ; а кубичешй корень изъ 
14/56н—- у  — можетъ быть найденъ. Действительно, здесь аг— Ъ3

36
3

196 5
9 3

8
27’ такъ что с 2

3. Отсюда мы получаемъ урав-
’ V

неше 4ж3ч-2ж=6, которое, какъ мы видимъ, удовлетворяется положе- 
шемъ х 1. Такимъ образомъ искомый корень будетъ /3^1-+- V \ p  
то-есть /З- ь/5 .

f
312. Рйшимъ теперь одно уравнеше, заключающее въ себе ирра- 

щональныя величины, что послужитъ образчикомъ р4шешя подобныхъ 
задачъ. Это уравнеше походить на решенный раньше темъ, что мы по
лучаемъ одно только значеше для неизвестной величины.

Решить уравнеше /(ж-ь2) +\/{р— 14)=8.
Перенесемъ члены—  /(#-»-2)=8—/ (# — 14);
Возведемъ въ квадратъ обе части; получимъ

жч-2=64 14)-ьж—14;
перенесемъ члены

на 16,
1 6 /0 — 14)=48; 

/ (# — 14)=8;
возвысимъ въ квадратъ обе части

следовательно
х— 14=9, 

#=23.

Примеры ирращональныхъ выражетй.
1 2

1. Найти множитель ращональности для а5— Ъ .
3

2. Найти множитель рацшальности для / 2 —/3 .
4

3. Найти множитель ращональности для / 3 —/5 .

4. Дано / 3  =  1.7320508; найти значеше

5. Показать, что (3-+-/ 3)(3-+-/ 5 )(/  5—2) 1
(5 - / 5 )(И - / 3 5/15
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. „  15 , ,
6. no^ b ,4 T O p 10^ |/ao^ |/4o_ t/5_ t/8()= |/5(l
7. Извлечь квадратный корень изъ

9-— 24Г/-Ч-34—241/—-J-9—.у v У у х х
8. Извлечь квадратный корень изъ (ач-Ъ)2—4(а—Ъ)[/(аЬ).
Извлечь квадратный корень изъ выражетй въ следующихъ 

м-Ьрахъ отъ 9 до 18 включительно.
9. 4-ь2/3. 10. 7—4(/3.

11. 7-н2/10. 12. 18-1-8/о.
13. 75— 12(/21. 14. 16-+-5/7.
15. a6-t-c2-f-/j(a2—с2)(62—с2)|. 16. /27-1-/15.

!
17. — 9н-6/3. 18. 1 -ь(1—с2) 2.
19. Найти значете

1-+-Я? 1—ж /3+----- тт----г, если х1ч-/(1--*-*) 1-Н /(1-я)’ 2
20. Найти значете

\ч—х 1—х |/ 3если х
. ■ 1-Н/(1-+*0 1 - / (1 —^)’ —  2

21. Извлечь квадратный корень изъ выражетя
6-ь2/2н-2/Зн-2/б.

22. Извлечь квадратный корень изъ 5-»-/10—-/6—/15.
23. Извлечь квадратный корень изъ

15— 2/3-2/15-1-6/2—2/6-1-2/5—2/30.
24. Извлечь кубическш корень изъ 7н-5/2.
25. Извлечь кубичестй корень изъ 16-1-8/5 .
26. Извлечь кубичестй корень изъ 9/3— 11/ 2.
27. Извлечь кубичестй корень изъ 21/6— 23/5.

3 3
28. Показать, что /(/5-+-2)—/ (/ 5 — 2)=1.
29. Решить уравнете /(ж н-И )—/ ж = 1.
30. Решить уравнете /(3^-«-4)-»-/(Зж— 5)=9.
31. Решить уравнете «/(&—х)=Ц/(а—х).
32. Решить уравнете / (хч-а)ч-\/ (хч-Ъ) = / с.

Алгебра. 10
.  *
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Квадратныя уравнеош.
313. Когда уравнете содержитъ только квадратъ неизвестной вели

чины, то значете этого квадрата можетъ быть найдено но правиламъ 
для решетя уравнетй простыхъ, т. е. первой степени; после чего, 
извлекая квадратный корень, мы найдемъ значете неизвестной вели
чины. Напримеръ, положимъ, дано уравнете

8а?2— 72-«-10#2=7— 24ж2-ь-89; 
перенеся члены, получимъ 42ж2= 168; 
и разделивъ, найдемъ ж2=4,
а следовательно #=[/4=±2.

Двойной знакъ употребляется потому, что квадратный корень изъ 
всякаго количества можетъ быть положительнымъ или отрицательнымъ 
(ст. 231).

Съ перваго взгляда можетъ пожалуй показаться, что изъ равенства 
а?3=4 мы должны-бы были вывести ±#=±2, а не #=±2. Но мы 
найдемъ, что первый видъ решетя въ сущности совершенно одинаковъ 
со вторымъ. Действительно, ±#=±2 даетъ или -t-x=-+-2, или 
-+-х= — 2, или -—ж=-+-2, или — х—— 2, то-есть всего только х—% 
и х—— 2. Отсюда следуетъ, что когда мы извлекаемъ квадратный 
корень изъ обеихъ частей уравнетя, то достаточно ставить двойной 
знакъ предъ квадратнымъ корнемъ изъ одной только к|акой нибудь его 
части.

*

314. Квадратныя уравнетя, содержания только квадратъ неизвест
ной величины, называются чистыми квадратными. Если-же они содер 
жатъ еще первую степень неизвестной величины, то называются иногда 
расположенными. Назвашя эти несущественны. Цриступимъ теперь 
къ разсмотрешю последняго вида уравнетй.

315. Покажемъ сперва, что каждое квадратное уравнете можетъ
быть приведено къ виду xz-*-px=q, гдЪ р и q могутъ быть положи
тельными иди отрицательными величинами. Действительно, мы можемъ 
привести всякое квадратное уравнете еъ этому виду следующими npie- 
мами: соберемъ члены, содержание неизвестныя величины, въ левой 
части уравнетя, а известныя— въ правой его части: если коэффшцентъ 
при х2 будетъ отрицательнымъ, то изменимъ знаки у всехъ членовъ 
уравнетя; затемъ разделимъ каждый членъ на коэффпщентъ нри х2. 
Такимъ образомъ мы можемъ представить всякое квадратное уравнете 
подъ видомъ x2-t-px=q.
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1
4

Чтобы решить это уравнете, ирибавимъ къ обоимъ его частямъ по
р г\ тогда будетъ

2 Рх£-*-рх-*~ р
4 ~*~Я

Левая часть уравнешя представляетъ теперь полный квадратъ;
звлечемъ квадратный корень изъ общихъ частей; мы получимъ

2
Xч

реренеся членъ — во вторую часть, окончательно получимъ

X 4 а

316. Положимъ напримеръ, что
— 3хгч-3 бх— 105=0; 

еренесемъ известный членъ—
3#2-»-36ж=105,

Переменимъ знаки, 
разделимъ на 3, х

ридадимъ къ обеимъ частямъ

Зх2—36х
12х 
12
2

105,
35:

, то-есть 36; тогда

х 12а?н-36 = 36— 35=1:
извлечемъ квадратный корень изъ обеихъ частей; получимъ

х 6—+1.
Следовательно ж=6±1, то-есть х—7, или 5. Если которое нибудь 

изъ этихъ значетй подставимъ вместо х въ выражете— 3#2н-36# 
•— 105, то результатъ будетъ равняться нулю.

317. Поэтому можно дать следующее правило для решетя квадрат
наго уравнетя:

Перенесетемъ членовъ и приведетемъ расположить уравнете 
такъ, чтобы члены, заключающее неизвестную величину, были всгь 
въ одной части уравнетя и чтобы коэффищентъ при х2 былъ 
приложить къ обпимъ частямъ уравнетя квадратъ половины 
коэффицгента при х ц извлечь квадратный корень изъ обгьихъ 
частей Т

318. Для другого примера возьмемъ уравнеие
ax2-h-bx-+-c=0; 

перенесемъ члены, —2
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разделимъ на а, х2-* Ъха а
Ъпридадимъ 2а х Ьх Ъг Ь с Ъг— 4 ас

а 4а2 4а2 а 4 а
звлечемъ квадратный корень,

х-л 2 а 2 а

наконецъ х Ъ±\/{Ь2— 4 ас) 
2 а

Заметимъ частный случай, когда с—О. Тогда, если возьмемъ верхшй 
знакъ, получимъ #=0; если-же возьмемъ нижшй знакъ, то найдемъ,
что х—---. Действительно, въ этомъ случае уравнеше приводитсяа
къ ах Ъх= 0 или х(ахч-Ь)=0, и очевидно, что оно удовлетворяется,

Ъкогда х=0 или когда ахч-Ь=0, то-есть' когда х = ---.аs'
319. Когда предложенъ какой-нибудь примеръ для решетя, то, 

вместо того, чтобы следовать способу, указанному въ ст. 317, мы 
можемъ воспользоваться формулой ст. 318. Такъ, возьмемъ примеръ 
ст. 316, именно— 3ж2-ч-36ж— 105=0; изъ сравнея1я его съ формулой 
ст. 318 мы видимъ, что можно положить а= — 3, &=36, с= — 105.

, если мы подставимъ эти значешя вместо а, & и с въ выводъ 
ст. 318, то получимъ значете х. Здесь

Ъ2— 4ас=(36)2— 12X105 = 36; а потому

х 36+6 
6 7 или 5.

320. Для другого примера возьмемъ уравнете

придадимъ по
X
X

6х 2;
6 л?—I— 9 = 9—~2 =  7.

Извлечемъ квадратный корень,
х— 3=±(/7

и перенеся— 3, #=3±[/7.
Здесь 1/7 не можетъ быть найденъ точно, но мы можемъ найти 

приближенное его значете съ известною степенью точности, и тогда 
получимъ значете х съ какою угодно степенью точности.

321. Въ разсмотренныхъ до сихъ поръ примерахъ мы находили 
два различныхъ корня квадратнаго уравнешя; но въ некоторыхъ слу
чаяхъ мы могли-бы найти въ сущности только одинъ корень.
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напримеръ уравнете х%- 
корня мы получимъ х—6 
удобно говорить, что и 
равнялось корня.

12#-t-36=0; по извлеченш квадратнаго 
=0, а следовательно а?=6. Темъ не менее 
въ этомъ случае уравнеме имеетъ два, но

322. Если квадратное уравнете имеетъ видъ
=0,

то изъ ст. 318 мы знаемъ, что два его корня соответственно будутъ
—Ъч-\/ф2—4 ас) _ — Ъ—[/(62—4 ас)

2 а и 2 а
Оба они будутъ различны, если Ъ2 —4ас не равно нулю, если-же этотъ

ЬдвуЧленъ будетъ нулемъ, то каждый изъ корней будет ь равенъ — —.
Такимъ образомъ это соотношете Ъ2— 4ас=0 есть услов1е того, чтобы 
два корня квадратнаго уравнетя были равны.

323. Разсмотримъ теперь примеръ х2~10х-+-32=0.
Перенесемъ известный членъ, х2— 10х 
приложимъ что нужно,

82,
х2— 10ж-+-25=25—32 7.

Если теперь перейдемъ къ извлечетю квадратнаго корня, то получимъ
х— 5=±[/—-7.

Но отрицательное число— 7 не имеетъ ни точнаго, ни приближен - 
наго квадратнаго корня (ст. 232); такимъ образомъ не возможно найти 
никакого действительная) значетя х, могущаго удовлетворять данному 
уравненш. Въ такомъ случае крадратное уравнете не имеетъ дей- 
ствительныхъ корней; то-же самое выражають иногда, говоря, что корни 
здесь будутъ невозможные, мнимые, воображаемые. Къ этому во* 
просу мы возвратимся потомъ въ главе XXY.

324. Если квадратное уравнете представлено подъ видомъ
О

то по ст. 318 мы видимъ, что корни будутъ действительными, если 
Ъ2— iac величина положительная, то-есть если Ъ2 алгебраически 
будетъ больше 4ас, и что корни будутъ невозможными, если Ъг—4ас 
будетъ величина отрицательная, то-есть если Ъ2 алгебраически будетъ
меньше ас.

Примеры квадратныхъ уравненш
1. х2—4#-i-3=0.
3. 6#2—13#-*-6=0.
5. 2х2-—7хч-В=0.
7. #2ч-10ж-+-24=0.

2. X s— 5аН-4=0.
7х=20.
53ж-ь34=0.

4. Зх2
6. Зх2\

8. 7х2—3#=160.
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9. U x— #а=33. 10. 2х2— 2х— 1= 0.и

11. X2 — s= h x —3). 12. Ф 2— 1)=4я—1.

13. 110#2— 21ам-1=0. 14. 780ж2—'73жн-1=0.
15. (ж— 1)(ж— 2)=6. 16. (Зя— 2 )0 — 1)=14.
17. (3#— 5)(2ж— 5)= 0 _|~3)0— 1) •
18. (2#-»-l)0-i-2)=3#2 —4.
19. 0-*-1)(2;гч-3)=4а:2—22.
20. О — 1)0— 2)-+-0— 2)0— 4)=6(2ж —5).
21. (2#— 3)2=8я. 22. (5#— З)2 —7 = 44ля-5-
23. О — 7 )0 — 4)-«-(2ж— 3 )0 — 5)=103.
о, 5 2 7 73 л24. - * . - - ^ — =0.

25. f x—\-Yx— ——Y x —— —i-Ya? *2 Л  3/ \ З А  4/ \ 4/\ 5
_ л х 2 ж . 3
26. о4— ==оч— *2 х 3 х

1 4
27. p jO 4-1)— j(2 x 24-x— 1 ) = — ( х ч - 1 ) .

лл п ч •«  ̂ 21-»-65# пл 6 _ я? 50 О28- 11 —*— = ——  ---29. — *“77=' . ■х 7 х 6 4
ж 21 23 21 х 2331.7 Х-+-5 7 5 ^ - х  7 7

1 3 1 3 Ж 3
20—1) #2— 1 4‘ ’ 20*—1) 4(х-*-1) 8

■л . х 40 3(10-*-#)
Я 4 - ---- 1--------------= —-------- -

’ 15 3(10—х) 95
  _ —50 12#h—7035.

Ч

15 3(10ч-#) 190
х1—Ъх 0 1 оп36.  ---  —■—х— 3~*— • 37.хч-3 х

38. 39.х— 1 2 х

40 £ ?± _ ?= ?= 5 . 41
2 жн-2 6' г-н1 ' 6

ж-ь2 4— х 7
X— 1 2х "3*
жч-4 х — 4 1 Ц-А О

х— 4 лм-4 3
X Х-4-l 13
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42. f - i_ £ = ± 2= ^  43. _1 _ ;___ 2 8
ж—12 л:— 6 6 х—2 07—1—2 5

4 5 12 , к 5 3 1444.---~ |--- - = -— 45. --- =-4x—t—\ х~\-2 х-ъ—3 д?—I—2 х жн— 4
,л 2#—3 Ъ х —5 5 . _ Ъ х —2 2 х —5 8д а ------1-----= — 4 7 ----------— = —.

Ъ х —5 2 х —3 2* ’ 2 х —5 Ъ х —2 3
t

,л х-ч-Ъ х—3 2х—3 /л х— 2 х-+-2 2(#ч-3)48.---~ н ----- - = ----- г .  49.--- ------- = ---- —ям-2 х— 2 х— 1 x-h-2 х—2 х— 3
50. 10(2#-i-3)(a:— Ъ)-+-(1хч-ЪУ=2Ъ{х+$)(х— 1).
51. (7—4/3> 2+(2 -|/3)я?=2.
52. х2—2ax-*-az—Ъ2== 0. 53. х2—2ах-+-Ь*=0.
54. (За2-н&2)(#2—жн-1)=(Зб2-+-а2)(ж2-ь#н-1).

55. —1— I— -г-н— — =0. х■—а X—О х — с

56 .. J . ---- . 1 1 1(х—Ъ)(х—с) (а-ьс)(ач-6) (а-+-с){х—с) (а

57. 7---=-~»-4-+--. 58. (ах—Ь)(Ъх—а)= сг.a-t-o-t-x а Ъ х
а Ъ 2с 7 „ Ва2х 6аг-*-аЪ—2Ъг Ъ*х59.---- 1---  ̂= --- . 60. аох2-н---- ----- j— ---- —х—а х—о х—с с с с

х-+-а x-t-Ъ х+-с „ a-t-c(a-t-x) а-*-х а61.---- 1--- , -I---- —3. 62. с -х—а х—о х—с сы-с(а—х) х а

Г Л А В А  XXI.

Уравнешя, решаемый подобно квадратнымъ.
325. Существуютъ уравнетя, которыя, не будучи въ сущности; 

квадратными, могутъ быть решаемы но способамъ подобнымъ гбмъ, ка* 
Kie даны въ предыдущей главе.

Напримеръ, возьмемъ уравнете
х 1 —9#2-Н20=0.

*

Перенесемъ известный членъ,
х * —-9л;2= —20,
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придадимъ но , ж4— 9ж2ч-^ |у  = ̂ 2 —20 1
4

звлечемъ квадратный корень
\  9 , 1х ——= +2 “ 2 ’

9 1поэтому х2 = =5 или 4.U LX
Следовательно ж=+[/5 или ±2.

326. Подобно этому мы можемъ решить всякое уравнеше внда
ахш-*-Ъхп-*-с=0.

Перенесемъ членъ с, ахш-+-Ъхп=

:мъ па а. хы-+~хп = —а а ’
2« Ъ / Ъ у  / b \ 2 с &2—4асприложимъ по [ —  | , ч~-хпч-[ — ) = ( — ) — -:=  г г »а \2а/ \2а/ а 4 а

извлечемъ квадратный корень,
Д.П , ъ ±[/(Ъ2— 4ас)_

2 а 2а ’

следовательно - хп= — 2а
Отсюда посредствомъ извлечешя корня и-й степени можетъ быть 

значеше ж.
327. Положимъ, что дано уравнеше

яя-4|/а?=21; 
следовательно хч- 4[/ жн-4=25,
откуда [/ ж-н 2 = ±5;
следовательно \/х=— 2±5=3 или — 7;
а потому х=9 или 49.

328. Возьмемъ еще примеръ
1

х~1ч-х 2 = 6;
1 1 25следовательно x~l-+-x ;

т  4:
_1̂ 2 &

поэтому X 2-H-=+-,Л —2
_± 1 5откуда х 2= —-+-==2 или — 3}2i h
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следовательно

ж наконецъ

х 1

х 1
4

4 жди 9, 
■I
9*ил:

329. Положимъ, что требуется решить уравнете
х |/ (5#“*-10)=8*

|/ ( 5# -+ -10)=8—х\Оде лаемъ. перенесете, 
возвысимъ въ квадратъ обе части,

5жч-ю=64— 16#
2

, / у » ^  • 
t A /  •

следовательно

и значить X 21х -у-

х*—21# 
2Г 2 
2

=—•54; 
21ч 2
'2 54 225

4
откуда

и следовательно

X

X

2 1  __________ 1 5  #

2 2 ’

Y ± y ==18> или 3-
Подставивъ эти значетя х въ левую часть даннаго уравнетя, мы 

найдемъ, что корень 3 удовлетворяетъ уравненш, но 18 не удовлетво
ряешь ему; однако мы нашли-бы, что 18 удовлетворяетъ уравнеию

х |/(52м-10)=8.
Действительно, уравнете 5#-*-ю = б4— I бх-t-x2, полученное нами 
изъ даннаго уравнетя после перенесетя членовъ и возвышетя въ 
квадратъ, можетъ быть также полученонзъуравнетя х—[/(5#н-10)=8. 
Итакъ, мы не можемъ быть уверены, что окончательно полученныя 
нами значетя х будутъ удовлетворять предложенному уравненш; они 
могутъ удовлетворять уравненш другого вида.

330. Разсмотримъ еще примеръ
-2|/ (хг

Перенесемъ члены, 
возведемъ въ квадратъ, 
следовательно

х
X

хг
З#2

14
х

2[/(#2
28ам-196 = 
82#= 176.

5)—14=0. 
5);
-4#н-20;

\-х
4хг

Изъ последняго уравнетя мы получимъ #=4, или 44
3 Но посред

ствомъ поверки найдемъ, что ни одно изъ этихъ значеаШ не удовле
творяетъ предложенному уравненш, хотя оба они удовлетворяютъ урав
нение

х 2|/(#2-»-ам-5)—14=0
Изъ этого и предыдущаго примера мы видимъ, что когда какое ни

будь уравнете приведено къ радюнальному виду посредствомъ воз
вышетя въ квадратъ, то необходимо бываетъ изследовать, удовлетво-
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ряютъ-ли окончательно полученныя значешя корней уравненш въ его- 
первоначальномъ виде. Это замечаше применимо, напримеръ, и къ урав- 
нешямъ, дИЬшеннымъ въ ст. 312, 327 и 328,

331. Положимъ, что все члены уравнешя перенесены въ одну часть, 
и полученное такимъ образомъ выражете можетъ быть представлена 
въ вжд4 произведетя множителей первой или второй степени; тогда, 
уравнеше можно решить по способамъ, даннымъ раньше. Напримеръ, 
положи мъ, что

(;х— с)(х2— Захч-2аг) = 0.
Л^вая часть уравнешя обращается въ нуль, когда или х— с—О, илж 
х2— ЗокЕ-*-2а2=0, и ни въ какомъ другомъ случаё. Но если х— с=0, 
то мы им̂ емъ х—с, а если хг— Зах~*~2а2 — 0, то мы найдемъ, что* 
х—а, или 30—2а. Следовательно предложенное уравнеше удовлетво
ряется значениями х= с, или а, или 2а, и никакими другими значешями 
не удовлетворяется.

332. Уменье разлагать выражешя на два множителя можно приб
рести только упражнешемъ; впрочемъ некоторое noco6ie можетъ оказать 
въ этомъ следующее начало, которое мы выяснимъ на примерахъ. Раз- 
беремъ такой примеръ

х(х—с)2—а(а— с)2.
Здесь очевидно, х= а  удовлетворяетъ уравненш; и мы найдемъ, что 
если перенести все члены въ одну часть, то х—а будетъ общимъ мно
жителемъ всего выражешя. Действительно, уравнете можно написать 
такъ

хг—а3— 2с(х2— а2)ч-с2(х—а)—О, 
то-есть (х—а)\х2 -+-ах-+-а2—2с(жн-а)н-с2|= О.

Следовательно друие корни кроме а найдутся изъ решетя квад
ратнаго уравнетя

хг-ь-ах-+-аг— 2ф?-ьа)-ьс2=0.
Такимъ образомъ, когда одинъ изъ корней сразу виденъ, то мы легка 

можемъ привести уравнете къ виду, указанному въ ст. 331.
333. Дадимъ теперь несколько различныхъ примеровъ такихъ 

уравнетй, которыя могутъ быть сведены къ квадратнымъ.
1) Положимъ, что дано

хг— 7 л?—•—(/ (хг— 1х-ь-18)=24.
Приложимъ по 18 къ обеимъ частя мъ; тогда

хг— 7 дг—I—1 8 I/  (^2— 7#-t-18)=42; 
дополнимъ до квадрата; тогда

х2— 7ам-18-н[/(я2— 7ам-1 8 )= 4 2 %  =
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следовательно
откуда
а следовательно

\/{хг— 7жн-18) !  . У .
2 -  2 ’

/ (х 2— 1х
2

18)=6, или 7;
х 7#-«-18=36, или 49.

Такимъ образомъ мы получили теперь два обыкновенныхъ квадрат- 
ныхъ уравнешя, и остается только решить ихъ. Изъ перваго мы полу-
чимъ х=9 или —2, а изъ второго ж= 1/2(7±1/173). Поверкою иы 
найдемъ, что только первыя два решетя удовлетворяютъ предложен
ному уравненш; друпя* же два принадлежать уравнетю

х Тх—l/(# 2— 7#-«-18)=24.
оложимъ, что дано

4#2-wc-i-1= 0 .
Разделимъ на ж2; тогда

х*-^х А  1  1  П4н-------- 1— п — О,
X  X

или X _1
X X 1

X 4=0,

следовательно 1 1х-л X-i

откуда X

X
1
X. + x-t

X
1

6= 0;

х
1и x-t XX,

1
X.

6.

4 4
25
4 ’

следовательно

откуда

Положимъ во-первыхъ, что
%

тогда получимъ 
и следовательно

положимъ, что

1 1  ,5
—in »х 2 2

дм-— ==2, или —В.X

X

1 ох-+——2; х
2ж-+-1=0, 
а?=1.

тогда х

X
2

1
X
Ъх

3;

1;

а потому , « 9 9я2-»-Зам--=-4 4 1 5
4;

следовательно х 3 [ /  5
= 4--—  И X  

2 —  2
3+ |/5
2
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3) Положимъ, что дано
4х*-ь-Зх-ъ-\=Зхг-\— х2.

Перенесемъ члены,
9

х За?3-нЗ#-*-1 4х%
- 9

9 ’

следовательно х2

откуда X

следовательно X

Ъх
J
Зх
2

Зх' 2

2 9х2 4х2, Зх-н1=^~4 9

2 х

2 2(х

Зх 
2 

Зх 
2

х
4 1 4х

~9
2

хг 4хг4-4 9
2Ъхг
~зТ*

х

Извлекая квадратный корень, получимъ
Зх Ъх
— —  1= + — .
2 “ 6 ♦ •

Теперь мы имеемъ два обыкновенныхъ квадратныхъ уравнетя,
Зх . Ьх „ зх Ъхименно х 2 1

6
И X .2 1

6
Изъ перваго получимъ х—116(1+ J/85), а изъ второго х=  10).

4) Положимъ, что дано
Qx[/x— 11хч-б1/х— 1=0.

Мы можемъ писать это уравнеше въ виде
(х—3l/x)2-h-2(x—щ/ х) /у>2

1Д/ Ф

Следовательно х
Возьмемъ сперва верхн1й Знакъ; мы получимъ

х 3l/x-h-l=x;
1 и X 1следовательно [/х =
О У

Возьмемъ теперь нижшй знакъ; тогда
х 3l/x-h-l ■X.

следовательно 2х-.—31/ян-1=0.
1Изъ этого уравнешя мы получаемъ или А  а следова-А

тельно #=1, или 1
4‘

5) Положимъ, что дано
0 (1)



При решенщ этого уравнетя мы употребимъ пр!емъ, который часто 
очень сокращаетъ алгебраичестя вычислетя.

Положимъ, что -7 ==—,Ь q’
ач-Ъ р-л-q а— Ь p — q ач-Ъ рч-qтогда будетъ —2— = ---- , ---7=-— -.J Ъ q Ъ q а— Ъ р— q

Действительно, первый изъ этихъ трехъ выводовъ получается, если 
придать по единице къ каждой изъ данныхъ равныхъ величинъ; вто
рой получается вычитатемъ единицы изъ каждой изъ данныхъ рав
ныхъ величинъ; треий-же получается отъ делетя перваго вывода на 
второй. Каждымъ изъ этихъ пр1емовъ можно въ известныхъ случаяхъ 
пользоваться. Этимъ путемъ мы изъ даннаго уравнетя (1) выводимы

2 (хч-с) 9#-ь17 с
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2f/(x2—с2) 9 хч-с
Возведемъ обе части въ квадратъ и упростимъ левую часть, тогда 

получимъ
хч-с (9хч-\1сУ
х— с (9 хч-с)2 ' ' '

Пользуясь третьимъ изъ предыдущихъ пр1емовъ, мы выводимъ изъ (2) 
х {9хч-Ц с)2ч-(9хч-с)2 (9x4-17 с)2 ч-(9 хч-с)*
с (9ж-»-17с)2— (9хч-с)2 16е(18а?-ь18с)

Сделавъ приведете, получимъ У!
263ж — 18жс— 145с =0,

Ъс 29са отсюда , или х= ———.
о Л

6) Положимъ, что

—х^ч-/(3ах—х) = Ц у (\ —4х).

Перенесемъ члены; тогда будетъ

3<*|/(1— 4х)— \/{  т "—я )=|/(За#—х).2 ' г \ 4
Возведя въ квадратъ, получимъ

9а2,. . ч _ . . ..//За \ л За За
4

(1— 4х)— За|/ (1 —4х) |/  — xj=3ax —— =-——(1—4х)

Разделимъ на |/ (1—4х)\ тогда
9а2н-3а , 0 • //За[/ (I—4х) = За у  ( —---х
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Возведемъ въ квадратъ,
(1 -»- За)2( 1—4а?)=16 За

4 х

следовательно 4а?|(1ч-3а)2—4|=(1-»-За)2— 12а=(1— За)2;
а следовательно

откуда

4a?(3a-*-3)(3a— 1) = (За— I)2,

х За— 1
12 (а-Й1) ‘

1
А изъ отброшеннаго множителя [/(1— 4х) найдемъ еще корень а?=-.

Этотъ примеръ приведенъ съ целью обратить внимате читателя 
на то обстоятельство, что когда обе части какого нибудь уравнешя 
должны быть возвышены въ квадратъ, то прежде такого возвышетя, въ 
обеихъ частяхъ уравнешя нужно произвести наиболее удобное распо- 
ложете членовъ. Въ этомъ примере, если-бы мы возвели обе части 
въ квадратъ, оставивъ ихъ въ томъ виде, какъ оне были даны, мы 
не достигли-бы уничтожешя ни одного члена; но сделавъ перестановку 
до возвышетя въ квадратъ, мы достигаемъ того, что величина—х 
встречается въ обеихъ частяхъ, а следовательно можетъ быть со
кращена.

7) Положимъ, что дано
1 / (х 2ч- 9 )ч~ 1 /  (х 2— 9 ) =|/ (34)-+-4.

Мы имеемъ следующее тожество:
2 . ПX 9 9)=18=34— 16.

ч

Разделивъ обе части этого тожества на соответственный части дан
наго уравнены, мы получимъ

[/ (а?2-+-9)—[/ (а?2
Сложивъ эти

9)=1/ (34)— 4.
два уравнетя, получимъ

2[/(х 
хг

9)=|/(34);
25, и Х — + 5 .следовательно

Это уравнете приведено съ целью показать употребленный здесь 
искусственный пр1емъ. Такой пр1емъ часто съ пользою можетъ приме
няться къ решетю уравнетй; напримеръ, этимъ путемъ можно решить 
задачу (6)

8) [/ (2а?-+-4)— 2[/ (2— х) 12а?— 8
1/(9а?2-h I 6)'

уравнете мы можемъ переписать такъ:

1/  (2а?-+-4)— 21/(2— а?)
2\‘2(хч-2)—4(2—х)\

(/(9а?2-ь16)
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Множитель [/(2жн-4)—2[/(2—х) можетъ быть теперь изъ общихъ 
частей удаленъ; тогда мы получимъ:

|/(9я?2-4-16)=2 { / (2ям-4)-+-2|/(2—х)\.
Возвысивъ въ квадратъ, найдемъ

f-16=4{l2—-2#-»-4|/(8—2х2)\,
следовательно жан-8ж=4(8—2ж2)ч-16[/ (8— 2х2);
а следовательно ха-+-8хч-16=4(8—2х2)•-+-16(/(8 —2хг) -+-16, 

Извлечемъ квадратный корень; тогда
±(ам-4)= 2(/ (8—2ж2)ч-4.

Теперь penreHie можетъ быть закончено, и мы получимъ

9х2
ж2

4J/2
3

кроме того будетъ пара мнимыхъ корней.
Уравнявъ нулю отброшенный раньше множитель |/(2#-н4)

2|/(2 —ж), получимъ ж =■- .О
Легко видеть, что въ некоторыхъ изъ этихъ примеровъ употреб

лены очень искусственные пр1емы. Уменье пользоваться такими пре- 
образоватями читатель можетъ прюбрести только однимъ упражне- 
темъ. Много примеровъ такого рода можно найти въ главе LIV .

Примеры уравнетй, приводимыхъ къ квадрат-

1. Зям-2|/я— 1=0.

нымъ.
2. х

3
23. Зж -*-42^=3321.

5. ж — 35я3н-216=0. 
7. лм-2|/(яа?)-|-с=0.

9 ж4 -14#2ч-40=0.

11. l/(2x)—7x 52.

10 31а?б=32.
_i_ 1

4. х п—1Ъхш 
1 2

14.

6. хп ■Xп 0.
8. Зх4—7я2=43076.

10. х
1
S 5

2х
1*

зч,.

N3 2*2/̂
12. Зжи1/(^)-н-3—

|/ хп
16.

13. х-+-Ъ—[/(#-+-5)=6. 14. 2\/х4 2
1/х 5.
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7 1
17. 2 а м - | / ( 4 л м - 8 ) = - .  1 8 .  2(хпч-х w = 5 .

19 . [ / ( 2 а м - 7 ) н - [ / ( З а ? — . 1 8 ) = 1 / (7 я м -1 ) .

9 0  * - - » - | / Q  | з ) — -
| / о - з )  ^  ~ | / 0 - з У

2 1 . 1 / ( а - + - ж ) н - | / ( а — а ) = 1 / 6 .  22 . | / 0 - * - 9 ) = 2 | / ж — 3
23. < в -+ -[ /(5 я -4 -1 0 .)= 8 .

25. 5!=i?-4-?!=i=,39. 26. , I7(а~ х)х— 2 ж + 1 1/ач-[/(а-+-а?) |/а—|/(а—х)

28. (a-t-fr)/(а2-»-&2-1-ж2)— (а—&)[/(а2̂ & 2н-ж2)==а2-1-&2.
29. ж-ъ[/ж-»-1/(ж-|-2)-Ь'[/(ж2-4-2ж)=а.
30. 2д?-Н/(2н-2я?).=с(1— х).
 ̂. 66— X (Лг-\—Х ,

’ [/а-»-|/ (а—х)~1~ 1 /а ч - [ /  ( а ч - х ) .
j / ( x 4 - 2  а )— [ /  (х— 2 а) х

'[/ О — 2 а )ч ~ 1 /(х ч -2 а ) 2 а
33. {/(Х-+-8)—|/(ая-8)= [/я?. 34. (/ (жн-3)н-[/(хч-8)= 5[/а?.

35.' 36. |/(«н-6ж“)-1/а=<!/(5ж«).
хгч-а1 хг—а 15

3\ _  ' 1 , 137. 1 / ( х ч - 4 )— |/х =  | / (жн~7>)- 38. а?2-» а2----=0.a?-* а?
qq 850 #2Q 4— a4)

* 931 х6—a6

40. ^ (Ж
[/(Ж

-ь-1)чН / О 2--1) 1/ (х 2ч Ы )--|/ О 2--1)
4-1)--1/02-- 1 ) 11 1/ (х 2чЫ )ч н[/ О 2--1)

4j/(x2— 1).

( I  4M Г I  sM /  а2-нж2 a2— ж2 . 41. U 8+ ж Т = \ в  + « 7  * 42. — =4a.а-ьж a—ж
43. [/(1—жн-ж2) —|/(1-+-ж-+-л:2)= т .

ж-Н/ Q 2— 1) x — l / ( x 2— l ) _
' X— [/(x2—1) ЖНЬ[/02— 1)

45. [/(ж2— Заж-1-я2)-ь1/02-+-Зажн-а2)=1/(2а2-»-2&2).
/ / ft \ 1 'Г2 2M I P  1.

46. ж [ / ( —  — ж) =  —7— . 47. l/OH-f) — ■2^(/ж-«-|/ж)

48. |/а;-Н/{ж—[/(1— ж)| = 1. 49. ( х ч - а ) ь —  (x — a f =

0.

242a
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8 0 .^ Ц - 4н-1/«.X -1 Y X
5 1 ./  (xz 4-ах4г-Ъг)4-[/ (x24-bx4-az)=a4-b.

'  25ж2— 16 3(ж2—4)ж
0 ' lOx—8 2ж—4
58. /(2ж-ь9)-Н/(Зж— 15)=/(7жн-8).
54у ^ | / | Ы 2 £ =У ) =1

W п ¥ » nhf* ia r I abc\ Г .

об. / (ж 2—н2х— 1)-®-/(#2—>—ж—t— 1)=/2-•-/3.
56. (/(ж2-ь-аж— 1)-+-/ (ж 2-+-&#—1)
57. (ж2н-1)(ж-*-2)=2. 58. (ж2н-а)(ям-&)=а6.

1 1 А-х59. (л?—ci){x— Ъ)[х— с)-1-ctbc=0■ 60.

61. 1 1 1 1
Х4-а-л-Ъ х— а-+-Ъ Х4-а— Ъ х—а—Ъ

1—х 1 4-х 1ч-х

0.

2

(а— х)(х4-т) (a~t~x)(x — т )
хч-п х—-п

/ ач-х \2 , сх63. ( ----- ) =14-~.\ а—х / о,о
64. 2хчг-1 -t-x/ (х2 4-2')4-(x4-V)\Z(xz 4-2x4-$)=0.
65. ж2-»-3 = 2[/(ж2— 2а?—I—2)—I—2лг.
66. х*4-5х4-4=Ь\/(х2 4-bx-t-28).

х267. (/(ж2—2x4-9)— ^-=3—х.LX
68. Bx z4-15x —2\/(хг4-Ьх4-1)=2.
69. {х4-Ъ)(х—2) -ь31/Ыж-»-3)|=0.

3
70. ж2ч-3—/(2 ж 2—3x4-2) =-(х4-1).

71. х{х4-1)ч-Ъ\/(2хг4-Ъх4-Ь)=2Ь— 2х.

72. х2— 2 / (Зж2—2аам-4)-+-4=—(ж-ь--*~1).

X
73. ж2—лм-3/(2ж2—Злм-2)=—

74. ---- ----2=5—л:—ж2.l-f-жн-ж
75. (х4-а)(х4- 2а)(х4-3а)(х4-4а)= с4.
76. IQX(X4-1)(X4-2)(X4^S)
Алгебра.
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а?-ъ-ах-л-хг а г
77. ' i ----------- 1= ~ ;• 78. а=ж + ( 1 —ж)4.а —аж-ьаг ж2
'79. х 4— 2ж3-+-#=«. 80. ж4— 2ж3—i— 132.
81. 1 /х ч - 1 / ( х ч ~ 7 ) ч - 2 1 / ( х гч - 7 х ) = 3 5 — 2 х .
82. х г— 8{х - у-Х ) [ /х ч - 1 8 х ч -1 = { ) .

1
83. 2(х*-*-ах)'1-*-\/х-+-\/(а-ъ-х)==Ъ— 2 х .
84. х4ч-2х3— 11ж2-»-4а:-+-4=0. 85. х 4ч - 4 а 3х = а4.

С̂86. х 4ч - а х 3ч -Ь х 2ч - с х  4— -=0.а2

87. 1-н 1—- )= |/ (l4 - -
х )  v \  а

2_^ 1 1\ 142
ж2 ’ “ V~ х )  988. #2н— оН-2(ж

1\ I /Л 1\ *—1 лл ^4-*-1 18 9 . ’ х  )— 1/(1-------- )= -. 90.х) * \ х/ х ' (iCH-1)4 2’
91. ж2-*-1=0. 92. пхг-*-х-ь-п̂ -1=0.
93. (ж— 2)0— 3)0— 4) =1.2.3.
94. (х— 1)(ж—2 )0 —3)— (6— 1)(6— 2)(6— 3)=0.
95. О— 1)(ж—2 )0 —В)=24. 96. 6ж3— Ьх2ч-х=0.

х Ъ Ъ& b Ъ*
. ж3-»-#2—-4х— 4=0. 98. —1--- »— 14------ 1—*•а х  х* а, о,

. 8а^-н16ж=9. 100. ж*“ ” §^в

101. 3#6-»-8ж4— 8ж2=3. 102. жО2—2)= m 02-»-2m#-i-2)
103. О 2—а2)(х-^-а)Ъ-л-(а‘1—Ъ2)(а-+-Ъ)х-*-(Ьг—х*)(Ъ-+-х)а=0.

104. хг-*-рхг-*-(р— 1-н-~-у^ж-«-1=0.
1
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Теор1я квадратныхъ уравненШ и выраженШ второй 
степени.

334. Квадратное уравнете не можетъ имгътъ болгье двухъ 
корней.

Действительно, всякое квадратное уравнете можетъ принять видъ 
ахг-л-Ъхч-с=0, если все члены его собрать въ одной части уравне
тя, и тогда по ст. 318 значете х будетъ или

— &-H/W— 4 а с )  — Ъ—1/(62—4 ас)

Г Л А В А  XXII.

2а ЛИ 2а
то-есть значете х должно быть темъ или другимъ изъ этихъ дву ось 
количествъ.

Доказательство этого даютъ иногда въ такомъ виде. Пусть, если 
возможно, три различныя количества а, р д у будутъ корнями квад
ратнаго уравнетя axz-*-bx-t-c=0; тогда по предположетю

aa2-i-6a-*-c=0, а$2 с= О, ay2-t-by-t-c=0.
Вычитая, получимъ

а(а2 — (52)-1-6(а—Р)=0;
разделимъ на а—(3, что по предположетю не равно нулю; 
тогда а(ан-(5)н-&=0.

Подобнымъ же образомъ а(сс-+-у)ч-Ъ=0.
Вычтя одно изъ другого, получимъ

а (£ _т)= 0;
но это невозможно, потому что по предположетю а не есть нуль, а 
также и §—у не равняется нулю. Следовательно квадратное уравнете 
не можетъ иметь трехъ различныхъ корней.

335. Въ квадратномъ уравнетй, въ которомъ коэффищентъ 
перваго члена есть единица и всгь члены котораго находятся въ 
одной части, сумма корней равна коэффицгенту второго члена съ 
обратнымъ знакомь, а произведете корней равно послгьднему члену.

Действительно, корни уравнетя ах2-*-Ъх-+-с=0 будутъ
6н-[/ (Ъ2— 4 ас) 

2 а и Ъ—(/(Ъ2— 4 ас)
2а

следовательно сумма корней будетъ 
Ъ2 — (Ъ

Ь

4 ас) с ■ .— ■, то-есть А по разделен!а

, а произведете ихъ будетъ

х2-*-
4 а2
Ъх с л=0,

на а, уравнете напишется

а а такимъ образомъ предложете доказано



386. Пусть а и р  означають корни уравнешя

1 6 4  ТЕОРШ УРАВНЕНШ И ВЫРАЖЕНШ

а г + к + с = 0 ;
Ъ стогда ---и оф=—. Эти соотношешя полезны при нахождешвQj О;

значешй такихъ выражешй, въ которыхъ а и £ встречаются въ сим- 
метрическомъ виде. Напримеръ

а2-+-£2=(а-*-(5)2—2оф

(а — f5j2=(a-»-(3) 2 — 4  оф

Ъг 2 С'
а2 а ’
Ъ2—4ае 
“ а2 ’

1 1__Ъ с Ъ
а a{J а ’ а с '

Соотношешя, доказанный въ ст. 335, полезны для проверки реше- 
н1я какого нибудь квадратнаго уравнешя; какъ скоро полученные корни 
не удовлетворяютъ этимъ соотношешямъ, мы можемъ быть уверены, 
что въ вычислеше вкралась какая нибудь ошибка.

Когда мы знаемъ одинъ корень квадратнаго уравнешя, то можемъ 
найти другой при помощи одного изъ такихъ соотношешй, Возьмемъ 
напримеръ уравнеше

ач-с Ън-с 2 (ан-бн-с)
■х-̂ а х-л-Ъ х-*-а-+-Ъ

Здесь х= с очевидно удовлетворяетъ уравненш; освободавъ урав
неше отъ дробей, мы получимъ

(a-ь ja2-i-&2-—с(а-+-Цх ~  с (а2-*-Ъ2) =0.

Итакъ произведете корней равно----| —̂; а такъ какъ одинъ изъ
.  a2-t-Ь2корней есть с, то другой долженъ быть— г .

337. Мы имеемъ
, 7 ( 2 Ъх С)ахг+Ьх-л-с—а \ х н---- 1—  5;{ а а)

¥ Ъ степерь подставимъ вместо — и — ихъ выражешя въ зависимости отъ a$ (Л
и (J; тогда

ах* -+-Ъх-*-с=̂ а\х2— (а-*-$)х+аЦ=а(х— а)(х— £).
Такимъ образомъ выражете ахг-\-Ъх-+-е тожественно съ выраже

нгемъ а(х— а)(л— (5>); то-есть два эти выражев1я равны для всехъ 
значешй х.
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Поэтому мы можемъ доказать предложете ст. 334 инымъ образомъ. 
Действительно, никакое другое значете х кроме а п р не можетъ 
уничтожить (х—а)(ж —£), такъ какъ произведете двухъ величинъ 
не можетъ уничтожиться, если не уничтожается ни одна изъ этихъ 
величинъ.

Читатель естественно можетъ спросить, остается-ли тожество
ах2 Ъхч-с= а(х—а) (х— (3)

справедливымъ также и въ случаяхъ, упомянутыхъ въ ст. 323, когда 
корни ах2-ь-Ъх-*-с=0 становятся невозможными. Мы возвратимся къ 
этому вопросу въ главе XXY.

338. Учапцйся долженъ тщательно отличать уравнетя второй 
степени отъ выражетй второй степени. Въ уравненш второй сте
пени или квадратномъ ах2ч-Ъх-*-с=0 мы можемъ предполагать, что 
х имеетъ только одно изъ двухъ определенныхъ значенй, но когда мы 
говоримъ о выражетй второй степени ах2-+-Ъхч-с, не считая его рав- 
ньшъ нулю, тогда можемъ предполагать, что х имеетъ какое угодно 
значете.

339. Мы имеемъ
ахг-*-Ъх-л-с = а < х Ъх

а а

ап х-* Ъ \2 с 
2а/ а

Ъ
4а а и х Ъ 

2 а
г Ъг— 4ас 

4 а2
Теперь положимъ во-первыхъ, что Ъ2 — 4ас будетъ величина отри-

/ Ъ \ 2 62—4асцательная; изъ этого следуетъ, что --- ' необходимо
будетъ положительною величиною для всехъ действительныхъ значетй 
х. Въ этомъ случае ах*-*-Ъх-*-с, равное произведетю а на некоторое 
положительное количество, должно иметь такой-же знакъ, какъ и а. 
Такимъ образомъ, если Ъ2—4ас будетъ величиной отрицательной, то 
ахг-+-Ьх-*-с имеетъ тотъ-же знакъ, какъ и а для всехъ действитель- 
яыхъ значетй х.

Затемъ положимъ, что Ъг—4ас равно нулю, тогда
Ъ' 2Ъх-+-с==--а{ х-i- —2аах

»
Здесь, какъ и прежде, ах2-\-Ъх-*-с имеетъ тотъ же знакъ, какъ и а; 
въ этомъ случае выражете ах2-ъ-Ъх-л-с будетъ точнымъ квадратомъ 
въ ойошенш х, и его квадратный корень будетъ

Ъ
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Наконецъ положимъ, что Ъ

ахг-л-Ъх-л~с { Ьа\х-л----( 2 а
а(х— а)(ж—0),

4ас величина положительная• тогда 
(/ {Ъй—4ас) и  .. . & |/ (62-

2а ж 4ас)
2а 2а

где а н р  действительный величины, именно
—Ъ-л-/(62 - 4ас)а 2а

Ъ—j/ (Ъ2— 4 ас) 
2а

Выражете а(э?— а) (ж— должно иметь тотъ-же знакъ, какъ и а, 
исключая случай, когда одинъ изъ множителей х— а или х—(3 будетъ 
положительнымъ а другой отрицательнымъ; мы покажемъ теперь, что 
это можетъ быть единственно лишь въ случае, когда х заключается 
между а и (S. Изъ двухъ разностей а —(5 н (3—а одна должна быть 
положительной; положимъ, что такою будетъ первая разность, такъ что 
что а алгебраически будетъ больше чемъ р. Теперь, если х алгебраи
чески больше а, то х—а величина положительная, а следовательно 
х— § тоже положительная величина; если же х алгебраически меньше 
{5, то х— £ будетъ величиною отрицательною, а следовательно отрица- 
тельною-же будетъ и х—а Но если х заключается между а и (5, то 
х— а будетъ отрицательной, а х— £ положительной. Для такого зна
четя х знакъ выражетя ах2-+-Ъх+с противоположенъ знаку а.

Заключете, вытекающее изъ разбора этихъ трехъ случаевъ—сле
дующее: какое-бы действительное значете не имело х, выражете

меютъ одинаковый знакъ, кроме того случая, 
2 . 7,™. „—о возможны и различны, и зна

ax2-*-bx~t-c и а всегда 
когда корни уравнешя ах 
чете для х взято такое, что оно заключается между этими корнями

340. Корни уравнетя

ах Ъх-ь-с=0 будутъ Ь±[/ (Ь2— 4ас)
2а

а корни уравнетя
ахг—Ъх-*-с=*0 будутъ Ъ+1/ (Ъ2— 4ас)

2а
Очевидно, что корни последняго уравнетя те же, что и корни перваго, 
но съ обратнымъ знакомъ. Следовательно, если два квадратныя уравне
шя различаются только знакомъ второго члена, то корни одного изъ 
нихъ могутъ быть получены посредствомъ измёнен1я знаковъ корней
другого.

341. Положимъ, что намъ нужно разделить ах2-л-Ъх+с на ж—h. 
Первый членъ частнаго будетъ ах, следующей членъ будетъ ah-*-b м 
наконецъ получится остатокъ ah2-̂ bh-+-c. Если этотъ остатокъ уничто
жается, такъ что ah2-+-bh-t-c=0, то h есть корень уравнешя



«ж2н-6ж-ьс = 0. Такимъ образомъ выражете ах2-+-Ъхч-с делится на 
х-—h только тогда, когда h будетъ корнемъ уравнетя ах2 -+-Ъх-*-с=0.

342. Теперь можно будетъ разсмотр'Ьть некоторые частные случаи 
уравнешя ах2-+-Ъх-+-с=0. Корни этого уравнешя суть

— Ь-+-\/(Ъ2—4 ас) —6—|/(62—4 ас)

второ й  с теп ен и . 167

2 а 2 а
йзсл’Ьдуемъ сперва случай, когда а== О.

Числитель перваго корня делается тогда— 6-ь6, то-есть 0; такимъ
образомъ корень этотъ принимаетъ видъ Числитель второго корня

— 2 6будетъ— 26, такъ что этотъ корень принимаетъ видъ . Если въ 
первоначальномъ уравненш мы положимъ а=0; то оно обратится въ
7 л сЪх-ъ-с=0, такъ что х= — г; того-же результата мы достигнемъ съпо-

0мощью выражешя, принимающаго видъ —, посредствомъ надлежащаго
преобразовашя. Действительно, умноживъ числителя и знаменателя
дроби — — 4ас) 6—[/(Ъ2—4ас), мы получимъ

2а
2с

6-*-|/(62—4 ас)’
__2 Q Q,

п если теперь положимъ «=0, то получимъ то-есть-—--̂ . Если
— 6—1/(62—4ас) .м корень----- --------  преобразуемъ, умноживъ его числителя и

—-2 сзнаменателя на 6—у  (а2— 4ас), то онъ обратится въ _ асу
и ч^мъ меньше а, т̂ мъ меньше будетъ и знаменатель этой дроби, а сле
довательно т̂ мъ больше сама дробь; къ такому-же заключенно, очевидно, 
можно придти, и не производя преобразовашя корня. Такимъ образомъ 
мы можемъ выразить наши выводы въ сл'бдующихъ словахъ: Если 
въ уравненш ах2 -+- Ъх -ь с =  0 коэффишентъ а очень малъ въ

I съ 6 и с. то одинъ корень будетъ очень великъ, а Дру-
Сгой близокъ къ —  7 i и чймъ меньше а. т$мъ больше будетъ6

Спервый корень и т̂ мъ ближе къ — -т будетъ второй.
343. Теперь положимъ, что а е Ъ будутъ равны нулю; тогда обык-

0новенныя выражетя обонхъ корней прилутъ видъ —.
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корни по предыдущему, мы увидимъ, что если а и & очень малы сравни
тельно съ с, то оба корня становятся весьма большими и будутъ т'Ьмъ 
больше, чемъ меньше а и Ь.* ф

344. Наконецъ положимъ, что а, Ъ и с будутъ нули; тогда корни
Опримутъ видъ Въ этомъ случай, если мы преобразуемъ корни, какъ

въ ст. 342, то снова придемъ къ выводу , и можемъ сказать, что
здесь значеше х въ самомъ деле неопределенно.

345. Дадимъ примеръ приложешя выводовъ ст. 339.
требуется удостовериться, можетъ-лп дробь х 2х -+- 21

6х— 14
принимать какое угодно значеше при надлежащемъ выборе величины х

/̂ 2
Положимъ 2x4-21

Qx— 14 У
X

ре w WIII!

2x4-21 =у(Ъх— 14);
х2— 2( 14- Зу)х4- 214-1 Ау= 0.

въ это квадратное уравнете, мы получаемъ
1 н-Зу+ l/f 9у2— 8у— 20).х

Следовательно, если х будетъ действительнымъ количествомъ, то
2_q „,—oq доДЖно быть положительнымъ, т.-е. 9 (у — 2)(у 4- д)

положительнымъ. Следовательно у не можетъ заключаться
-д*, но можетъ иметь всякое другое значеше. Итакъ мы 

заключаемъ, что при надле жаще выбранномъ значешй х дробь
между 2 и

х 2 x 4 - 2 1

Qx— 14 можетъ иметь какое угодно значеше, исключая величинъ

содержащихся между 2 10э

Примеры къ теорш уравнетй и выраженш второй
степени.

Разложить следуюиця четыре квадратныя выражетя на произве- 
простыхъ множителей.
1. Ъхг— 1 Ox-
В. 2хг-+-х— 6.

2. х 
4. х2

73ам-780.
88ам-1612.

5. Составить квадратное уравнеше, корни котораго 6 и 8.
квадратное уравнеше, корни котораго 4 и 5.6.

7. квадратное уравнете, корни 1 и — 2.
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8. Составить квадратное уравнете, корни котораго 1±(/5.
9. Найти сумму, разность и произведете корней уравнетя:

х2—42ям-117=0.
10. При какомъ значети т  уравнете 2ж2н-8лм-т=0 будетъ 

имйть равные корни?
11. Есл 2а и р  оудутъ корни уравнешя x‘—px-t~q=0, то найт 

значете выражетй и а3ч-£3.

12. Если а и (3 будутъ корни уравнешя ах2ч-Ьхч-с=0, то со-
 ̂ * 1 1ставить уравнеше, корни котораго были бы -- и —.

13. Показать, что корни уравнешя xi -+-px-i-q= 0 будутъ ращо-
нальными, если p=h-+-^t гд-Ь р, q, Jc некоторый рашональныя ко
личества

14. Показать, что если ах2-+-Ьх-*-с—0 я а'хг-*-Ъ'х-+-с =0 имЗиотъ 
обпцй корень, то (а'с—ас'У=(агЪ—аЪ')(Ъ'е—сЪ).

15. Если х будетъ действительная величина, то доказать, что
7 не можетъ игбть действительная значетя между ^- и 1.2х2— 2х—5 I I

16. Если р больше единицы, тогда для всЬхъ д-Ьйствительныхъ
. хг—2х-л-рг р — 1 ю-ь-1значетй х выражете -«—  --- $ заключается между — - и —г p i l  р— 1

Г Л А В А  XXIII.

GoBnrfecTHbifl уравнешя второй степени.
836. Теперь мы дадимъ нисколько прпяЪровъ совместныхъ урав

нетй, въ которыхъ одно уравнете или более можетъ быть выше, чймъ 
первой степени. При репгеши такихъ задачъ употребляются разные 
искусственные пр1емы, надлежащее уменье пользоваться которыми 
можно прЬбр с̂ти лишь путемъ упражнешя.

1) Положимъ, что даны уравнешя
ж2-г-2г/2=71, х-+-у=20.

Изъ второго уравнешя находимъ у=20—ос; подставимъ это въ 
первое, тогда получимъ
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следовательно 
а следовательно

/уыW

х

2(20— #)2=71; 
80^— 800=72,

х 80ж 871.
Изъ этого квадратнаго уравнетя мы получимъ ж=13, или 67 

тогда изъ уравнешя у =20— х  найдемъ соответственныя значешя у  

именно ?/=7, или—47.
2) Положимъ, что даны уравнетя

Здесь
х г - ъ - у г

X'
25, х у -  

#2=25, 
2#t/=24;

12.

поэтому, сложивъ ихъ, найдемъ
X

то-есть
2  х у

(х-
V
уУ

25ч -24=49,
49,

следовательно x-t-y—±: 7.
Подобнымъ-же образомъ, вычитая, найдемъ

-</)2=25— 24=1.( х

следовательно X—у — ±\.
Теперь намъ придется разсмотреть четыре случая, именно:

Х 4 - у = 1 ,  X— у 7, х—у — 1
х - + - у — 7 ,  х — у = — 1 ;  х ч - у 7,- х — х 1.

Репгивъ эти простыя уравнетя, мы получимъ окончательно
х = + д ,  у=±.4; или #=±4, «/=±3.

3) Положимъ, что даны уравнешя
2 у г — \ х у - * - Ъ х г  = 17, У х 16.

Пусть y=vx, и подставимъ это въ оба уравнешя; тогда
x2(2v2— 4^4-3)= 17, x2(vz- 10=16

оэтому, разделивъ, найдемъ
2vz—4гы-3 17

v 1 16
следовательно
то-есть

32^2 
I5t>2

64^4-48=17г>2— 17, 
64г?4-65=0.

Изъ этого квадратнаго уравнетя мы найдемъ v о
В ШЕ 13

5. Возь

мемъ первое значете v ;  тогда х

16 *= 9: следовательно

ж=+3 и у

V й — \

vx=+5, Взявъ затемъ второе значете vt мы будемъ
f х 25

9 ; следовательно ± 5
3 'У=±

1_3
3
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Употребленный здесь искусственный лр1емъ можетъ быть удобнымъ,. 
когда члены, заключающее неизвестныя количества, составляютъ въ каж
домъ уравнетй выражете однородное второй степени. (Смотри ст. 24)i

4) Положимъ, что даны уравнетя
,2 . -бя/2=24, х2ч-3ху— 10̂ /2=32.х ху

Пусть y=vx; подставимъ это въ оба уравнетя и разделимъ ихъ другъ
на друга; тогда

l4-3v— 10v2 32 4
v-

следовательно
6v2 24 3’

6v2— 5̂ -+-1=0.
т* • 1 1Изъ этого квадратнаго уравнены мы получимъ v= -  или 3 Зна-

чен!е v 1- окажется невозможнымъ, потому что оно приводить къ не
допустимому выводу ж2Х0 = 24. Действительно, уравнетя изъ кото
рыхъ получены значетя v, могутъ быть написаны такъ:

х2(1 —2v)(\4-3v) — 2 i; х2(1— 2v)(l4-bv)=32;
а отсюда мы видимъ, что значен!е v, найденное изъ уравнен1я 1— 2v=0
не приложимо, п что такимъ образомъ мы должны взять только
1—I—3?? 24 1, что дастъ v=Хч-bv 32 

Тогда
3

хН 1 2
3 1н-1)=24;

следовательно ж2=36; а потому ж=+6, и у—+2. 
5) Положимъ, что даны уравнетя

хч-у—а, х5-+-у5=Ъ5.
Разделивъ одно на другое, найдемъ

х У5 ъ

то-есть х4—х3у
хч-у
х У

а
Щ  - * - у

Ь
а

Л
А такъ какъ

х4ч-у4—ху(х2 Ч-у2) хгу2 Ъ

а

х
X

2

то следовательно х4ч-у
У

2 х2у2

у= а,
2= а2—2 ху;

2 —2хуУ(а а 4а2хуч- 4х2у2;
откуда х^ч-у

Подставивъ значев!я х4
а4—4а2хуч-2х2у2.

У
х

а4— 2 х2у2—ху(а
у , мы получимъ

ъв2—2 ху)ч-х2у* а



172 ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВЕ XXIII.

65то-есть Ьхгу2 — Ъагх у= ~ —а4.

Мы можемъ получить этотъ результатъ также и другимъ путемъ. 
Можно показать, что

а'5 —x5-*-ys4-5xy(xs4-y3)-i-10 х2уг(х-+-у);
такимъ образомъ аь—bs=bxy(xz-t-y3)-i-l0ax2y&;
и а3— хг-л-уг-*-Ъху{х-+-у)
= х3-+-у3ч-Заху;
следовательно а5—Ъь = Ьху(аг — 3 аху) ч-10 а Л Д
или Ьах*уг—Ъагху=Ъ5 — а5.

Изъ этого квадратнаго уравнетя мы можемъ найти два значешя 
ху; пусть с будетъ одно жзъ этихъ значешй; тогда мы будемъ иметь

х + у= а, ху=с;
итакъ (хч-у)2— 4x1/=а2— 4с,
то-есть (х—уУ= а2—4с;
поэтому х—y= ± l/(a2—4с),

Такимъ образомъ, зная х-+-у и х—у, мы непосредственно можемъ 
найти значешя х и у.

Можно поступить еще такъ: Положимъ х—у=я; тогда, такъ какъ 
х-+-у=а, то мы получимъ

я в |(а  ■+•*), y= ^ (a—z).
Подсгавимъ во второе изъ данныхъ уравнешй; тогда

(ач-^)5-|-(а—b)s = 32&5, 
следовательно 5«£4-+-10:ь3я2 — 165s—а5.

Изъ этого квадратнаго уравнешя мы можемъ найти я2, ж следова
тельно я, то-есть х—у; а следовательно х н у .

Большое число такихъ примеровъ можно найти въ главе LTV.

Примеры совмйстныхъ уравненш второй степени.
1. 4хгч-1уг=14&, Зх* ~ yz= l\ .

. 1 1 -2. х-+-у=100, ху = 2400. 3. х-+-у=4, 1-х у
4. Ж-н?/=7, ж2-*-2у* = 34. 5. х—у =12, х2-+-у2= 74.
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10. х2ч~хуч-2у2—14, 2х2 ч-2хуч-у2=73..
1 1 1411. 2хч-Ъу=ЪЧ\ —j— = 77. ̂ х у 45

12. х2ч-Ъху=Ы, хуч-4у2=ЦЪ.
13. х%ч-ху=\Ь, ху-^у2= 2.
14. хгч-хуч-4у2 = Зж2ч-8^2 = 14.
15. х*+ху=12у ху— 2у* = 1.
16. х2—хуч-у2= 21, у2— 2хуч-1Ъ = 0.
17. х2— 4у2=9$ хуч-2уг=Ъ.
18. 1хг—8ж^/=159, Ьхч-2у=Ч.
19. жа—2ху—у2 = 1, хч-у=2.
л, Ж-Ч-1/ ж— У 10 , 220 . -- -ч-----=77, #2-ь «/2=4о.ж—у хч-у 3

ЛМ-tf X-у 5 о «21. — Л ч ---- £=-, х2+у2= 20.ж—у х +-у 2
22. 0.1«/-Ю.125#=«/—х, у—0.Ьх=0.г1Ьху— Ъх.
23. 0.3аы-0.125*/=Зж—у, Ъх—0.Ьу=2.2Ьхуч-Ъу.
2 4 .  « / 2 —  4 х у ч - 2 0 х 2 ч -  3 у —  2 б 4 # = 0

Ьуг— Ъ8хуч- х2—12^-ь1056л:=0
25. хч-у—х2, Ъу—х= у2.

26. х2ч-у1—\ху^ х—у=\ху.2 4:

27. хч-2уч^~=16, Злим/-»-— =.23.
У У

28. 4{хч-у)—Ъху, хч-уч-х2ч-у2—2в.
29. х—у= 2, ж3—у3=8. 30. хч-у=Ь, х3ч-у9=6Ь.
31. хч-у =11, #3-м*8=1001. 32. ху(хч-у)=30, х3ч-у*=ЪЬ.

2 ..2
33. --+-—=18, л?н-«=12. 34. х ч - у = \ 8 ,  &3н-«/8=4914.

у  х
х 3 у 2 1 1 335 . -- *— -== 9, — г*«/ ж ж 4

36. #2(#-t- )̂=*80, х \ 2 х —32/)=80.
, - , лл 1 1 537. х гу ч - у гх — 20, —I— = т.ж у  4

38. х 2ч - у 2= 1 ч - х у ,  х ьч - у 5— Вху— 1.
9  в г . 1 . 1  1  л  f \  . . .  А  л>* l / » j 4



41. хь—уь= 3093, х—у--= 3.

42. (3-- Y -ь^Зн— Y= 82, ед-а.4 Х-4-yJ \ х— у/
4В. хг—хгуг-*-у2=19, х—ху-+-у=4
44. хг•—хуч-уг= 7, х4-*-х*у2-+-у4= 133.
45. х2-+-ху-ь-уг=49, x4-+-x2y2-i-y4= 93l.
46. х4— хг-л-у4—у2 =  84, хг-ь-х2уг4-у2—49.
47. х(12—ху)—у[ху—3), ху(у+-4х—л;«/) = 1 2 2 /
48. ам-г/-1-|/(ж«/)==14, ^2—•— ь-л?«/=84.
49. ом-t/—[/ (^ ) = 7, х2-ъ-уг-*-ху= 133.

з з
50. x-t-y= 72, j/a?-+-|/у=6.
51. ж-»-|/02—2/2)= 8, ж—^=1.

5 2 - ^ й - н / ^ * ) - 78-

63.ж+у=10, |/|-*-|/|~ §-

54. (/ж—1/«/=2|/(#«/), ж-н?/=20.
// . /. ч 2(ж—г/) ж2н-«а 34о5. |/(ж-I-2/)-+-%\/(х—у) — -у-, -“г ,-------—г.у v v 4 v 1/(ж—“#) 15

56. 1/(Зн-ж2)-»-2*/=8} 2#2-+-|/(5г/2-+-4#4) =9.
х у а Ъ ,

.  — I — 7 =  1 ,  — I — = 4 .  а о х у

. х2—у2—а2, ху=Ъ2. 59. x-i-y=a, х*-*-у*
60. х4-+-у*=Ыхгу2, х-л-у=а.

а Ъ 761 . ----------------------- н=-*=1, х4-у^=а-*-о,а-+-х Ъ-ъ-у
Ъх ау а+-Ъ х у л

62 . ---гн— — =-о— » =2.«/н- 6 жч-с* 2 а Ъ
63. ж— у=а, х*—у5=Ъ5.
64. |/(>24-2/2)-*-1/(ж2— у*) = 2у, х*—у*==>а\
65. 2аЫа-*-Ъ)х-ь-у% —аЪхг-+-2аЪу, йЪх-ь-(а-+~Ъ)у—ху
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CG
66. 2|/(ж1— */2)ч-ж«/=1, -  =  а.

ж
67. жч-^=а[/(я;^), ж— «/ч-с[/

68. j/ (жч-#) +-[/(х—у)= [/а, |/(ж2ч-г/2)4-(/{хг—уг
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i  1
az—х% у2 — &2\2 /а2-*-ж2 г/2н-Ь2\̂

69* =4> х У = а Ъ -

70. хг-л-у? —(хч-у) —а% х* -\-у*-+-х-̂ у—2 (х3-+-у3)=Ъ.
т х у л х z ,71. ув=Ъс. — н4=1, — I—  = 1.а Ъ а с

72. —Ч---Ч--=9, —-+-—=13, 8х-+-3у=5.х у z х у
1 1 173. у-+-0=~, #-+-х=~, Х4-у = -.х у z

74. xyz=a%y-*-0)=b\z-t~x)=c*(x-t-y).
75. х*4-у2=уг-л-2х=с, 8г-л-ху=а.

1 / у\ 1 /
7 6 -  2 9 \^ -г) = з1\У^ Г Ъ ’

-« i  1 П
гтгт 1 1 1 /77. х-+ ?/-*-£=— I-1— = —, хцв = I .х у z 2
78. Д53-1-̂ 3н-^3=г»2н-2/2ч-^2=а;-4-̂ -+-̂ =1.
79. y(x-+-y-*-jg)=b2, z{x-\~y-+-z)—c
80. xy4-yz-*-yz=2&. 

xy{x4-y)-+-y2(y-*-z)-t-zx{z-*-x)=162, 
ху(х2-+-уг)н-у#(1/г -+-2*)-+-Х2(Х*-+-8г) = 538.

2

Г Л А В А  XXIV.

Задачи, приводятся къ квадратнымъ уравнешямъ
347. Рйпшмъ теперь и изслЪдуемъ некоторый задачи, приводяпця 

къ квадратнымъ уравнешямъ.
Крестьянинъ продалъ лошадь за 24 рубля, причемъ оказалось, что 

онъ потерялъ столько процентовъ, сколько ему стоила лошадь. Узнать, 
сколько онъ самъ заплатилъ за лошадь.

Пусть х будетъ ц$на лошади въ рубляхъ; крестьянинъ теряетъ х
рублей съ каждыхъ 100 рублей, поэтому вся его потеря будетъ
00 00̂ у— Х#/то-есть — но эта потеря съ другой стороны равняется

х—24; такимъ образомъ
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#2

100
х— 24;

откуда х2

откуда
и

-100# = —2400,
#2— 100#~Н;50)2=2500— 2400 = 100,

#— 50=±10,
х=60 пли 40.

Итакъ, мы можемъ заключить, что лошадь стоила или 60, илв 
40 рублей, потому что каждое изъ этихъ чпселъ удовлетвориетъ уело 
в1ямъ задачи.

348. Разложить число 10 на две части, чтобы произведете ихъ 
было равно 24.

Пусть х означаетъ одеу изъ частей, тогда 10—х будетъ другая 
часть, следовательно

#(10—ж) = 24, 
откуда хг— 10#=

2—10#-+52 = 25—24
24

х 1,
следовательно
и

х— 5 =±1, 
#=4 или 6.

Здесь хотя х можетъ иметь то или другое изъ двухъ значешй, но 
существуетъ только одинъ способъ разложешя 10 на две части такъ, 
чтобы ихъ произведете равнялось 24; одна часть будетъ 4, а другая 6.

349. Торговецъ купилъ оведъ на 80 рублей; если бы за те-же 
деньги онъ купилъ 4 овцами больше, то цена каждой изъ нихъ была- 
бы рублемъ дешевле. Найти, сколько торговецъ купилъ овецъ и сколько 
стоила каждая изъ нихъ.

Пусть х означаетъ число овецъ; тогда — будетъ цена каждой изъ
00

нихъ въ рубляхъ. Если-бы торговецъ купилъ четырьмя больше, то цена
80каждой изъ нихъ была-бы — — рубл.; такимъ образомъ по условшхч-4
80 80

#н-4 х 1;
следовательно
откуда
и
отсюда

80#=80(#н-4) —х2—4#,
х 4#= 320,

и

#2-ь4#-н22 = 320-J-4=324,
#-i-2=±18,
#=16 или —20.

возможно допустить только положительное значеше #, и та 
кпмъ образомъ число овецъ будетъ 16, а цена каждой изъ нихъ 5 р
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При решети задачъ, какъ въ этомъ примере, могутъ иногда полу
чаться результаты, несогласные съ сущностью предложеннаго вопроса. 
Размышлейе показываетъ, что алгебраичестй способъ выражетя го
раздо общн̂ е обыкновеннаго языка, такъ что какое-нибудь уравнете, 
представляющее ушшя данной задачи, можетъ выражать также и 
друпя усшшя. Опытъ убедить читателя, что всегда возможно вы
брать такое решете, которое принадлежитъ решаемой задаче, и что 
иногда можно будетъ, изменяя надлежащииъ образомъ выражете пер
воначальной задачи, составить новую, соответствующую тому решетю, 
какое оказывалось неПриложимымъ къ первоначальной задаче. Такъ, въ 
настоящемъ случае мы могли-бы предложить следующее видоизменен̂  
первоначальной задачи: Торговецъ купилъ овецъ на 80 рублей, если- 
бы онъ купилъ ихъ четырьмя меньше, то цена каждой была-бы руб
лемъ дороже. Найти число овецъ и цену каждой овцы.

Пусть х представляетъ это число; тогда по условш вопроса ми 
будемъ иметь

80 80 1

Мы найдемъ, что корни этого уравнетя будутъ 20 и — 16; такимъ 
образомъ число 20, бывшее въ предыдущей задаче отрицательнымъ, а 
потому не имевшимъ смысла, является теперь вполне возможнымъ от- 
ветомъ на вопросъ.

350. Найти такое число, чтобы удвоенный квадратъ его, сложен
ный съ утроеннымъ этимъ-же числомъ равнялся 65.

Означимъ искомое число буквой х\ тогда по условш вопроса
2ж2-нЗа?=65.

Легко найти, что корни этого квадратнаго уравнетя будутъ 5 и 
13— —, изъ которыхъ первый удовлетворяетъ условш вопроса. Съ целью

истолковать значете другого корня, заметимъ, что если мы вапишемъ. 
—х вместо ху то уравнеше обратится въ

2х2— 3#=65;
а корни этого уравнетя будутъ 13

2
5, какъ это можно найти пу

темъ пробъ или пользуясь правиломъ ст. 340. Следовательно 13
2 бу

детъ ответомъ на новый вопросъ, именно: Найти такое число, чтобы 
удвоенный квадратъ его, уменьшенный утроеннымъ искомымъ числомъ 
равнялся бы 65.

351. Разделить данную линпо на две части, такъ чтобы удвоен
ный квадратъ, построенный на одной части, равнялся прямоугольнику, 
построенному изъ целой линш и другой части.

Алгебра. 12.’
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Пусть а означаетъ длину прямой, а х длину одной изъ ея частей; 
тогда а— х будетъ длина другой части; такимъ образомъ по условно
вопроса)

следовательно
2 х2=а(а— ж); 
2 x2-i-ax=az.

и X ах а
2

затемъ х ах а г

2 \4

2 ’
а2 а2 9а2

16

отсюда х а
4

+ 3 а
т*

н X а
2 ил а.

аЗдесь искомая длина есть  ̂• Отрицательный ответь указываетъ на
следующую задачу: Продолжить данную прямую такъ, чтобы удвоен
ный квадратъ, построенный на продолженной части, равнялся прямо-

изъ той, которая образо-угольнику, построенному изъ данной линш и 
валась изъ данной и продолжешя ея.

352. Въ данныхъ до сихъ поръ примерахъ оба корня квадратнаго 
уравнетя прилагались къ данной или къ видоизмененной задаче, ко
торую легко было составить. Однако часто можетъ оказаться, что только 
одинъ корень прилагается къ данной задаче, а для другого нельзя бы- 
ваетъ подыскать никакого достуннаго понимание объяснетя.

353. Могутъ быть даны и татя задачи, которыя заключаюсь 
больше чемъ одну неизвестную величину, и такимъ образомъ намъ при
дется иметь дёло съ совмгъстными уравнетями. Д ад имъ одинъ при
меръ такихъ задачъ.

А п  В  продали пшеницы на 227 р. 20 к. В  продалъ четырьмя 
четвертями больше, чемъ А , а если-бы онъ продалъ столько-же, сколько 
А , то выручилъ бы за это 80 рублей; между темъ какъ А  получилъ- 
бы 134 р. 40 к , если бы продалъ столько, сколько В . Найти, сколько 
продалъ каждый и определить цену, по которой они продавали четверть 
пшеницы.

Пусть х означаетъ число четвертей, проданныхъ А; тогда #н-4 
будетъ число четвертей, проданныхъ В ; положимъ, что А  продаетъ 
свою пшеницу по у двугривепныхъ за четверть, а В —по z двугри- 
венныхъ за четверть; тогда, такъ какъ цена проданной пшеницы рав
няется 1136 двугривеннымъ, то мы получимъ

(1)• + • # • * \  'ху-л-(х-ъ- 4) z= 113 6
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Бсли-бы Б  продалъ столько, сколько А, то онъ получшгь бы 400 дву-
гривенныхъ; итакъ

Подобно этому и
xz—400 

(#н-4)г/=б72
Изъ (3) мы получаемъ ху=612— 4у ?

. . . . . . .  (2)
. . . . . (3)

подставивъ это въ (1),
найдемъ

672—4̂ 4-400-4-4̂  = 1136;
следовательно
и

Изъ (2) мы им̂ емь

4(z—у) = 64 
£—«/=16 (4)

X

а изъ (3) х

поэтому

или

400
Z

100

400
z
672'
У

672
У
168

4;

4,

Z У
1 (5)

Ч
Теперь мы можемъ найти у и z изъ уравнетй (4) и (5). Подста- 

вимъ въ (5) значете z изъ (4); тогда
100 168

следовательно
откуда

2^16
100«/=168Q/

2

У 1;

16)— («/2— 16г/),
у2— Ь2у~2688=0.

84 или —32; 
100 и х=4,

Изъ этого квадратнаго уравнетя мы найдемъ. что у= 
последнее значете должно быть отброшено. Итакъ z= 
т. е. А  продалъ 4 четверти по 16 р. 80 к. за четверть, а Б  продалъ 
8 четвертей по 20 рублей за четверть.

Примеры задачъ.
1. Найти татя два числа, чтобы сумма ихъ равнялась 39, а сумма 

ихъ кубовъ была-бы 17199.
2. Некоторое чпсло составлено изъ произведев1я трехъ последова- 

тельныхъ чиселъ. и если разделить ето на каждое изъ нихъ пооче
редно, то сумма частныхъ будетъ равна 47. Найт я это число.

3. Длина прямоугольнаго поля превышаетъ его ширину на 3 фута, 
площадь-же его равна 2667 квадратнымъ саженямъ безъ 3 кв. футовъ. 
Найти длину и ширину поля.
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4. Гребцы въ лодке спускаются на 37г версты внизъ по реке и 
возвращаются назадъ черезъ 1 часъ 40 минутъ; предполагая скорость 
течетя реки въ 2 версты въ часъ, найти, съ какой скоростью при техъ- 
же услов1яхъ лодка могла-бы двигаться въ стоячей воде.

5. Сельстй хозяинъ желаетъ загородить прямоугольный кусокъ 
земли, содержаний *438321|4 квад. футовъ, 176-ю плетеными щитами, 
длиною каждый по 6 футовъ. Сколько щитовъ придется поставить ему 
на каждую сторону?

6. Некто снимаетъ известное число десятинъземли за 672 рубля; 
четыре десятины обработываетъ онъ самъ, остальную-же землю сдаетъ 
другимъ, беря за десятину 4 рублями дороже, чемъ платитъ самъ, и 
съ этой части выручаетъ сумму, которую онъ илатитъ за всю землю. 
Сколько десятинъ онъ снимаетъ?

7. Некто купилъ овецъ на 280 рублей, изъ которыхъ две пало, 
а остальныхъ онъ перепродалъ, взявъ.по 4 рубля прибыли на каждой 
овце и заработавъ на всемъ этомъ деле 8 рублей. Найти, сколько имъ 
было куплено овецъ.

8. Прямая лишя д делена пополамъ и продолжена;
найти, на сколько нужно ее продолжить, чтобы нрямоугольннкъ, по
строенный изъ одной половины этой лиши и другой половины, сложен-

съ продолжетемъ, равнялся-бы квадрату, построенному на продол- 
части.

9. Произведете двухъ чиселъ равно 750, а частное отъ разделе- 
шя одного на другое равняется З^з. Найти эти числа.

10. Господинъ послалъ слугу на рынокъ купить на 48 копеекъ 
апельсиновъ. Такъ какъ слуга самъ съелъ пару изъ нихъ, то апель
сины обошлись господину за десятокъ на 8 копеекъ дороже противъ 
рыночной цены. Сколько апельсиновъ долженъ былъ получить госпо
динъ за 48 копеекъ?

11. Если-бы на 48 копеекъ можно было купить 2 яйцами больше, 
чемъ сколько на нихъ даютъ, то дюжина яицъ стоила-бы 4 копейками 
дешевле. Сколько стоитъ дюжина яицъ?

12. За шиллингъ можно получить баварскихъ крзйцеровъ *6-ю 
больше, чемъ австрМскихъ крейцеровъ; а 15 австр1йскихъ крейцеровъ

12 шиллинга дороже 15 баварскихъ. Сколько австргйскихъ 
и баварскихъ крейцеровъ можно получить за шиллингъ?

13. Найти два числа, сумма которыхъ равняется ихъ девятикрат
ной разности и произведете которыхъ безъ болыпаго числа равно 
двенадцатикратному большему числу, разделенному на меньшее.

14. Двое работниковъ были наняты за неодинаковую плату и по пс- 
течети нзвестнаго времени разсчитаны. Первый получилъ 30 р. 72 к., 
а второй, работавппй 6 днями меньше, получилъ 17 р. 28 к. Если-

стоятъ на
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второй работалъ все время, а первый пропустилъ-бы 6 дней, то они 
получили бы поровну. Сколько дней работалъ каждый изъ нихъ и по 
скольку лолучалъ въ день?

15. Общество, состоящее изъ нйеколькихъ человекъ, издержало въ 
гостинниц'Ь некоторую сумму денегъ. Если-бы людей было пятью больше 
и если-бы каждый изъ нихъ издержалъ 48 копейками больше, то всего 
пришлось-бы уплатить по счету 57 р. 60 к. А если-бы людей было 
тремя меньше и каждый издержалъ-бы 44 копейками меньше, то имъ 
пришлось-бы уплатить 23 р. 96 к. Изъ сколькихъ челов'Ькъ состояло 
общество и сколько издержалъ каждый изъ нихъ?

16. Hteo купилъ на 1500 фунтовъ несколько англЛскихъ же- 
лезнодорожныхъ акцШ, номинальная стоимость которыхъ 20 фунтовъ, 
въ то время, когда учетъ на нихъ составлялъ известное число процен 
товъ; а после того, когда за нихъ платили столько-же процентовъ 
премш, онъ продалъ часть ихъ за 1000 фунтовъ, оставивъ у себя 
60 акцгй. Сколько акщй онъ купилъ и сколько платилъ за каждую 
изъ нихъ?

17. Найти такое число, квадратъ котораго, сложенный съ его ку- 
<юмъ, равняется девятикратному следующему за нимъ по порядку боль
шему числу.

18. Некто имеетъ 8320 рублей, которые разделяетъ на две части 
и отдаетъ ихъ для приращев1я процентами не по одинаковой таксе, 
такъ что обе части даютъ одинаковую прибыль. Если-бы первая часть 
приносила столько-же процентовъ, какъ вторая, то прибыль на нее 
была-бы 230 р. 40 к.; а если-бы вторая часть приносила столько 
процентовъ, сколько первая, то прибыль съ нея была бы 33 3 р. 60 к. 
Найти, по скольку процентовъ даютъ та и другая часть?

19. Путешественникъ, которому пришлось проехать 56 аншй- 
скихъ миль по железной дороге, а остальную часть пути на лоша- 
дяхъ, заметилъ, что въ поезде онъ проезжалъ четвертую часть всего 
пути въ то время, въ какое на лошадяхъ проезжалъ 5 миль, и что въ 
моментъ прибьшя его на место поездъ долженъ уйти на 35 миль далыпз, 
чемъ онъ, отъ сташци, на которой онъ съ него слезъ. Сравнить ско
рости езды по железной дороге и па лошадяхъ и найти, сколько миль 
проехалъ путешественникъ на лошадяхъ?

20. А  едетъ изъ Лондона въ Йоркъ, а 5  въ то-же время изъ 
Йорка въ Лондонъ, и оба ёдутъ равномерно. А  доехалъ до Йорка че
резъ 16. часовъ, а В  достигъ Лондона черезъ 36 часовъ после того, 
какъ они встретились на пути. Найти, во сколько времени каждый 
изъ нихъ совершилъ свое путешеств1е?

21. Курьеръ употребляетъ 14 часовъ, чтобы изъ места Р  доехать 
до места Q< Другой курьеръ вьгЬзжаетъ одновременно съ первымъ изъ
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места, лежащаго за 10 верстъ за Р , и достигаетъ Q въ то-же время, 
какъ и первый курьеръ. Второй курьеръ находитъ, что ему нужно на 
полчаса меньше времени, чёмъ первому, чтобъ проехать 20 верстъ. 
Найти разстояте Q отъ Р .

22. Два путешественника А  ж В  одновременно въгЬзжаютъ одинъ 
изъ места Р , а другой изъ места Q и едутъ на встречу другъ другу. 
При встрече ихъ оказалось, что А  проехалъ 30 верстами больше, 
чемъ В  и что А  доедетъ до Q въ 4 дня, а В  доедетъ до Р  въ 9 дней, 
считая отъ момента встречи. Найти разстояте между Р  и Q.

23. Сосудъ наполняется водою посредствомъ двухъ трубъ; чрезъ одну 
изъ этихъ трубъ сосудъ можетъ наполниться двумя часами скорее, чёмъ 
чрезъ другую, а чрезъ обе трубы онъ наполняется въ 1-} часа. Найти, 
въ какое время наполняется сосудъ каждою трубою отдельно.

24. Сосудъ нужно наполнить водою посредствомъ двухъ трубъ. Пер
вая труба остается открытою впродолжеше трехъ пятыхъ того времени, 
которое требуетъ вторая труба, чтобъ наполнить сосудъ; после этого 
первая труба закрывается, а вторая открывается. Если-бы обе трубы 
оставались одновременно открытыми, то сосудъ наполнился-бы 6 часами 
скорее, и чрезъ первую трубу влилось-бы две трети того количества 
воды, которое доставляетъ въ то-же время вторая. Во сколько времени 
наполняютъ сосудъ та и другая труба отдельно?

25. Известное число рабочихъ могутъ переносить кучу камней изъ 
одного места въ другое въ 8 дней Если-бы рабочихъ было на 8 чело
векъ больше, и каждый изъ нихъ могъ-бы поднимать въ разъ 5 фун
тами меньше, то переноска заняла бы 7 часовъ. Но если-бы рабочихъ 
было 8 человеками меньше, а каждый могъ-бы поднимать 11 фунтами 
больше} то работа была-бы окончена въ 9 часовъ. Найти число рабо
чихъ и весъ ноши, которую переносилъ каждый изъ нихъ каждый разъ.

Г Л А В А  XXY.

Воображаемый выражешя.
354. Хотя квадратный корень изъ какого-нибудь отрицательнаго 

количества есть символическое указате невозможности действ1я, однако 
таше квадратные корни часто употребляются въ математическихъ 
изеледоватяхъ при условш некоторыхъ допущетй, которыя мы теперь 
и объяснимъ.
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355. Пусть а означаетъ некоторое действительное количество; 
тогда квадратные корни изъ отрицательной величины—а2 выразятся 
по обыкновенному означенш чрезъ ±|/(—а2). Но —а2 можно раз- 
сматривать какъ произведете а2 на — 1; такъ что если мы предпо
ложимъ, что квадратный корень изъ этого произведетя можетъ быть 
составленъ такимъ-же образомъ, какъ если-бы оба множителя были 
положительными, т. е перемножетемъ корней изъ каждаго множителя, 
то квадратные корни изъ —аг могутъ быть выражены посредствомъ 
±а{/(— 1). Итакъ мы допускаетъ, что выражетя ±|/(—а2) и 
±а|/(— 1) равны между собою. Такимъ образомъ въ нашихъ изслёдо- 
вашяхъ мы будемъ употреблять одно только воображаемое выражете, 
именно |/(--1).

фк

356. Положимъ, что мы им̂ емь выражете 1), где а и £
некоторый действительная величины. Можно сказать, что это выра- 
жеше состоитъ изъ действительной части а и части воображаемой 
(3|/(— 1), но благодаря присутствш последней мы будемъ смотреть на 
все выражете, какъ на воображаемое. Когда (5 равно нулю, членъ 
{$[/(— 1) вчитается уничтожающимся; на это можно смотреть какъ 
на другое допущете. Если а и р  оба равны нулю, то все выражете 
уничтожается, но неиначе.

357. При сделанныхъ выше допущее1яхъ и еще при дополнитель- 
номъ допущенш, что таше члены, какъ % /(— 1) могутъ подчиняться 
обыкновеннымъ нравиламъ для алгебраическихъ преобразован ,̂ мы 
можемъ доказать, какъ сейчасъ увидимъ, несколько предложешй.

358. Чтобы два воображаемый выражетя могли быть равны 
между собою, необходимо и достаточно, чтобъ были равны дгьй- 
ствительныя ихъ части, а также и коэффицгенты при |/(— 1).

Действительно, положимъ, что
— 1=уч-5|/— 1; 

тогда, по перестановке членовъ, будемъ иметь
(а—7)-ьф— 5)1/— 1=0;

и тогда по ст. 356 а—у —0 и (5-5=0, то-есть а= у и {3=5.
Такимъ образомъ уравнете

а - ь ^ (— 1 )=у-н5|/(. - 1)
можетъ быть разсматриваемо, какъ символическое представлеие двухъ 
равенствъ а= у п (3=5 при помощи одного.

359. Возьмемъ теперь два воображаемыхъ выражетя a-»-fSj/(— 1) 
и Y4b§|/(— 1) и составимъ ихъ сумму, разность, произведете и 
частное.

Сумма ихъ будетъ ом-ун-(Р-1-5)|/(— 1).
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Если второе выражеше вычтемъ изъ перваго, то остатокъ будетъ
а

Произведете будетъ
Т-*-(Р-&)1/(— 1).

{а ч-р|/( -  1) [ [ун-5|/ (~  1)} = ау— £5-ь(а& -ь^у)/ ( — 1);
потому что [/ (— l)X l/ (—1), по предположетю, равняется— 1.* 

Частное отъ д^летя перваго выражетя на второе будетъ
«-*-£Н/(— 1)
у-ь5/(— 1)'

Это можно представить въ другомъ вжде, умноживъ числителя и 
знаменателя на у —5|/(— 1); тогда новый числитель будетъ

а новый знаменатель
ауч-^5 

2 .

([Зу— а5'|/(— 1); 
следовательно

ач-Щ/(— 1) ау-ь-̂ 8 _ ($у
y-4-8j/(— 1) у2—1-52 у2-ь5

а5
т1 /( D-

360. Дадимъ теперь примеръ того, какимъ путемъ воображаемый 
выражешя могутъ проникать въ Алгебру Положимъ, что намъ нужно 
решить уравнете #3=1. Мы можемъ писать это уравнете такъ

х3— 1= 0 ,
или въ виде произведетя

(х— l)(# 2-f-;r-t-l) = 0.
Такимъ образомъ, чтобы удовлетворить предложенному уравнешю, 

мы должны положить или х— 1=0, или хг-+-х-у-1=0. Первое услов1е 
даетъ х=1; второе-же мы можемъ написать такъ

х

следовательно

Следовательно

/у»«_ 1 /у»гЛУ I гА/

1

■х = — 1;
1X2
2

1
4 1 3

4

x-t
2 V

/ 3
4 + ^ i/ (2 1 ).

И наконецъ х

Такимъ образомъ мы заключаемъ, что если одно изъ последнихъ 
воображаемыхъ выражетй будетъ возвышено въ кубъ, то результатъ 
долженъ равняться единице. Это можно поверить. Возьмемъ напримеръ
верхт: знакъ, тогда 

1 1/3
2 2 / (- 1 )

1\3
2 В iy i/з 

2/ 2 |/ (— 1).

1\ il/3
2 2 / ( - 1 )
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Но 1\ з  
2

1

3 ly i/ 3  
2/ 2 l/ (- D

3 1\ il/3
2 2

1/3 
2

!/ (- !)

8 ’

1

сосо 
^ -1)=

СО 
I

со
II

(  8 У -3 V 9
\ 2 А 4/ 8 ’

t/(— 1)

1/(- 1)
1/3
2 ) 2

1)

l/ (~ l)

31/3 
8 / (- I)-

Итакъ, результатъ действительно равенъ единице.
1

Если ж3 = 1, то мы имеемъ ж=(1) ; такимъ образомъ оказывается, 
что существуетъ три вубичныхъ корня изъ единицы, именно 1 и

1).

361. Въ статье 337 мы видели, что квадратное выражете_ Л*
ах -h-bx-i-c всегда тожественно равно съ а(х—р)(х—q), где р

Ъх-+-с=0. Если корни будутъ мнимые, то р 
1); и мы будемъ тогда плёть

корни уравнетя ах‘ 
будутъ вида a±3l/(

axz-t-bx

й
Я.

а\х a (3[/ (— 1)||ж— а-ь(3|/ (— 1)|.

Здесь не представится никакого затруднешя, если мы вспомнимъ 
то ушше, что обыкновенным алгебраичешя действ1я распространяются 
и -на членъ £|/(— 1). Действительно, вторая часть предполагаемаго 
нами тожества

а|(ж—а)2-н-̂ 2|, то-есть a h 2—2аж-ьа2н-^2|,
а изъ значешй а и £ мы имеемъ
b 2а а и a а
такимъ образомъ вторая часть тожественно раво первой.

362. Два воображаемыхъ выражешя называются сопряженными,
если они различаются только знакомъ коэффищента при [/(— 1). Такъ 
а-ь(3/(— 1) и a —$\/(— 1) будутъ сопряженными.

Отсюда следуетъ, что сумма двухъ сопряженныхъ воображаемыхъ 
выражешй будетъ действительною; действительнымъ-же будетъ и ихъ 
произведете. Такъ въ предыдущемъ примере сумма равна 2а, а произ
ведете равняется а2~Н32.
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j32 назы-363. Положительное значете квадратнаго корня изъ а2 
вается модулемъ каждаго изъ выражешй

ач-{5|/(— 1) и а-—£[/(— 1),
т. е. принимается за мщу ихъ. Изъ этого опредйлешя сл^дуетъ, что 
модуль какого-нибудь действительная количества есть численная вели
чина этого количества взятая со знакомь и-.

Чтобы модуль l/(oc2—I—̂2) могъ уничтожиться, необходимо, чтобы 
а = О и §=0; въ этомъ случай выражешя

ан-$/(— 1) и а—р|/(—■])
уничтожаются. И наоборотъ—если эти выражешя уничтожаются, то 
а—0 и (3=0, а следовательно уничтожается и модуль.

364. Если два воображаемыхъ выражешя равны, то равны и ихъ 
модули. Однако не будетъ необходимо справедливымъ, что татя выра
жешя равны, если равны ихъ модули.

365. Модуль произведетя а
-Р5)2|/|(аТ (Рт

й /( 
а52

1) и у—«—5)/(—1) будетъ 
(См. ст. 359).

Но («у—Р5)*н-(^-ьа8)8= (а2-»-^)('Г2н-82);
такимъ образомъ модуль этого произведев1я будетъ

[/ (а2ч-62)Х |/ (т  2-<-52).
Следовательно модуль произведетя двухъ воображаемыхъ выра

жетй равенъ произведент ихъ модулей.
Отсюда следуетъ, что модуль частнаго двухъ воображаемыхъ вы

ражетй есть частное ихъ модулей. Это можно также показать, соста- 
вивъ модуль выражешя для частнаго, даннаго въ ст. 359.

366. Часто необходимо бываетъ разсматривать степени отъ [/ (
Мы можемъ найти ихъ последовательнымъ умножешемъ; такъ

2= — 1

1).

i/ (— i ) i ‘= i/ (— 1). !(/ (- !)

пр

{l/(— 1)р = }1/(— Х)}2Х1/(— !)■--- 1/(—1), jl/ (- l) | ‘= l.
Если мы захотели-бы получить степени выше четвертой, то снова 
ли-бы къ выводамъ [/ (— 1), — 1, —[/(— 1), 1. Такъ что че

тырьмя, выше написанными формулами мы можемъ выражать всятя 
степени. Действительно, всякое целое число должно быть одного изъ 
четырехъ видовъ: 4п, 4ю-»-1, 4ю-»-2, 4ин-3, смотря потому, делится ли 
оно на 4 безъ остатка* или даетъ остатки, соответственно равные 1, 
2, 3. Итакъ

l) j4w= l, {/ (— l) j4n+1= l/ (— 1), {(/ (— 1 )j4w+2= -
‘  = -!/(- !)♦

И 1
4?г+3

, Квадратный корень изъ всякаго воображаемаго выражетя 
вида a-t-[}[/(— 1) можетъ быть выраженъ въ такомъ-же видгъ.
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Действительно, положимъ, что
М/(—1);

тогда а
Отсюда, по ст. 358,

г=х2—уг-л-2ху\/ ( 1 ).

следовательно изъ (1) и

x2—yz=cc . 
2xy=fj .

а),
(2);

(хг-ь-у2)2= а2-+-В2,
и такимъ образомъ х2-+-у2 И<*2-Н52) • (3).

Изъ (1) и (3) получаемъ
2я2= |{|/(а2-*-£2)н-а|, у2

откуда х [/ (а2н-{32) “ j i 1 У
\/ (a 2-+-ft2)— « j *

2
Такъ какъ значетя х ъ у предполагаются действительными, то 

х24~у2 есть величина положительная, и такимъ образомъ количество 
/ (а2н-[32) должно быть взято со знакомъ И такъ какъ значете х 
и у должны удовлетворять уравненш 2ху=$, то они должны иметь 
одинаковые знаки, когда (3 будетъ положительная величина, и разные 
знаки при отрицательной величине fi. По причине двойного знака у 
выражешй х и у , мы видимъ, что а-+ $[/(— 1) имеетъ два квадрат
ныхъ корня, различающихся только знаками.

368. Предполагая, что а=0 и (3=±1, мы можемъ изъ выражетй 
предыдущей статьи найти корень квадратный изъ ± [/(— 1). Такъ мы 
получимъ

Если ПОЛОЖИМЪ

J- H A - 1) 
/2 , / {—1/(-1)} l- i/ (- D

1/2
1, то получимъ 02= ± l/(— l); а потому1

1, то мы имеемъ 0= (— I)4.
1, именно четыре

я= ± |/ \ ± |/(—1) |. И такъ какъ 8*=
Такимъ образомъ здесь будетъ четыре корня изъ

, 1±|/ (~  1) выражешя, заключающая въ ± — — .
Точно также существуетъ четыре корня четвертой степени изъ

потому что если положимъ я4=1, то найдетъ, что^2= ± 1,а^= ± |/1 
и #=zt[/(— 1). Подобнымъ-же образомъ мы нашли-бы восемь корней 
восьмой степени изъ 1 или изъ — 1, и такъ далее.

Разные примеры.

1. Упростить а Ъ
(а— Ъ) (а—с) (Ъ — с) (Ъ —а) (с—а) (с—Ъ)
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_ „  а— Ъ с—d2. Ьсли ---------- ^=0, то доказать, чтоХньсш 1 -ъ—сй
а— d Ъ—с ач-с b-t-dи1н-ad 1 -t-bc 1—ас i— bd'

3. Показать что а3-ь-63-ч-с3— ЪаЪс=-
i| (а—6)2-i-(6—с)2-ь-(с—а)2||а-+-6+-с|,

а3-ь- Ъ3ч-сЗн- 2 4аЪ с
(ач-Ьч-с)9— Ца(Ь—с)2ч-с(а—5)2|,

(ач-Ъч-с)3—21аЪс—
1|(а-ь&-+-7с)(а— Ь)гч-{Ъч-сч-1а){Ь— сУч-(сч-ач-1Ь)(с— а)2|

9 (аъч-Ъгч-с*)— {ач-Ъч- cf=
(4ач-£Ьч-с)(а—Ъ)2ч-(4:Ьч-4:Сч-а)(]э—сУч-(4с-+-4ач-Ъ)(с—а)2.

4. Доказать, что если ан-6-t-c равно нулю, то и следующее вы 
ражете такъ-же будетъ равно нулю

а2 Ъ2 с2 1 »2 агч-Ъс 2bz-+-ca 2сг-л-аЬ
5. Если квадратный корень изъ произведетя двухъ количествъ есть 

количество рагцональное, то показать, что квадратный корень изъ 
частнаго, полученнаго отъ делетя одного изъ выражений на другое, 
также рацшнальное количество.

6. Извлечь квадратный корень изъ |1-нж||1-нж3-»-2(1—x2)i/xj,
7. Выразить корни уравнетя х4— 2ах2ч-Ьг=0 въ виде суммы 

двухъ ирращональныхъ выраженш второй степени.
8. Выразить корни уравнетя 4х*—;4(l+ w 2)a V + w V = 0  въ 

виде суммы двухъ иррацншальныхъ выражетй второй степени.
9. Произведя действ1е извлечетя квадратнаго корня, найти зна

чете х, обращающее въ точный квадратъ выражете
xi-t- 6%3■+-11 х2 3#-+- 31.

10. Показать, что если xi-+-ax3-t-bx24-cx4-d есть точный квад
ратъ, то коэффищенты его должны удовлетворять услов1ямъ

8с=а(4:&— а2) и (4&—az)2 = 64d.
11. Если значетя х, у, х\ у ' все будутъ возможны и если

1 ч - x x ' - t - y y ' = | / (  1  - + ~ х 2 - * - у г ) [ /  ( 1 - + - Х Г г 4 - у * 2 ) ,  

то показать, что х = х '  и у — у ' »

12. Показать, что уравнете 
—х,)2-*-а4Ь2(у—yry-*-(bzxz-+-a2y2—azbz)(b2x,2-*-azyn—a2bz) = О

равнозначительно съ двумя уравнетями
a262—cfyy'—bzxxf=0 и ху'—х 'у—О.
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13. Некто продалъ лошадь за 157 р. 44 к., потврявъ при этоиъ 
18 процентовъ первоначальной стоимости ея. Найти 
стоимость лошади.

первоначальную

14. Разложить число 16 на так1я три части, чтобы разность двухъ 
меныпихъ частей была квадратнымъ корнемъ самой бблыпей изъ ча
стей, и чтобы разность двухъ болыпихъ была квадратомъ наименьшей
части.

15. Показать, что
П1-Н/(— з) 

2
равно 2, если п есть кратное 3, 
другое целое число.

Решить следующая уравпейя:

Пi- V (— з) 
2

равно— 1, если п будетъ всякое

„ л хч-1 хч-21 6 .---- 1----х— 1 х—2 2хч-3 
х—3

17. 4 2
х О /у» /у»CJj t/j Сл/

\-хX X.

18 (х— 1) (х—2)(х— 3 ).

19. х4—§хгч-\2хгч-\§х— 16=0.
20. |/(2я?— l)-t-[/(3#— 2 )= / (4х—3)н-|/(5я—4).
21. 2Ъ! |/(хчг-а)—Ъ \ ч-2е! ]/(%'—а)ч-с | =а.
22. 1 [/(ач-х)—[/а\ |(/ (а—х)ч-[/ а | =пх.

, а Ъ ^23. хч-у=ач-Ъ, — I— =2.

24.

X У
(ач-Ъ) с 

ач-х ' Ъч-у ач-Ъч-с
ах Ъу ) х—\-~у — с.

25. 6 х у У
5 = 6 С1- 1 )■\х v /у х /  \х у

26. х(Ъс—ху)=у(ху—ac)i ху(ауч-Ъх —ху)

27. [х —Зун--^)(лм-*)=6, 1
У
1

28.
z / ' ■ \ s ty

(v4-x)(y4~z)= Ъч-с—а,
сч-а— Ъ,

Ч- - X V .  -  Ъ — С

л 19, —*-- •—х у z

{V4~y)(s ч-х)=
(v4-#)(x4-у)=а 
ч-хгч-у2ч~02= 3(ач-Ъч-с).

0).
9
2’
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Г Л А В А  XXVI.

Кратное отношеше.
369. Отношешемъ называется известная зависимость одного коли- 

чества отъ другого по величине, причемъ разсматривается, во сколько 
разъ одно количество больше другого, или какую часть одного коли
чества составляете другое, или сколько и какихъ частей одного коли
чества заключается въ другомъ.

♦

Такъ, сравнивая 6 и 3, мы замечаешь, что 6 имеетъ известную 
величину по сравнешю съ 3, которое содержится въ немъ два раза; 
•сравнивая еще 6 съ 2, мы видимъ, что 6 имеетъ другую относитель
ную величину, потому что содержитъ въ себе 2 три раза, такъ что 6 въ 
'Сравненщ съ 2 будетъ больше, чемъ въ сравнеши съ 3.

370. Отношеше а къ Ъ выражается обыкновенно темъ, что между 
ними ставится двоеточ1е (а : 6), причемъ а называется предыдущимъ 
членомъ отношешя, а Ъ— последующими его членомъ.

371. Отношеше измеряется дробью, числитель которой есть преды
дущая членъ отношешя, а знаменатель — последующт членъ. Такъ,
мерою отношешя а къ Ъ будетъ для краткости можно говорить, что

отношеше а къ Ъ равняется а
Ъ) или есть а

Ъ'
. а с372. Отсюда наоборотъ, когда то мн можемъ говорить, что

отношеше а къ Ъ равно отношешю с къ d.
373. JЕсли оба члена отношешя помножить или разделить на 

одну и ту-же величину, то отношеше не изменится.
а таДействительно, (по ст 135).Ъ mb

374. Мы можемъ сравнивать два или несколько отношешй, при
водя измерявшая ихъ дроби къ одному знаменателю. Такъ, положимъ, 
что одно изъ нихъ будетъ отношеше а къ Ъ, а другое — отношеше с

a ad с Ьс „въ d; тогда первое будетъ т — > а второе л- Поэтому первоеЪА
отношеше будетъ больше, равно или меньше второго, смотря по тому 
будетъ-ли ad больше, равно или меньше Ъс.

375. Отношеше можетъ быть больше, меньше или равно единице, 
смотря по тому, будетъ-ли предыдущей членъ больше, меньше или 
венъ последующему.

ра-
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376. Отношете большее единицы уменьшается, а отношете 
меньшее единицы увеличивается отъ прибавлетя къ обоимъ его 
членамъ одного какою-нибудь количества.

Пусть отношете будетъ а
Ъ усть составлено новое отношете при-

бавленгемъ х къ обоимъ членамъ первоначальная отношетя; тогда
а-+-х ау  W-- будетъ больше или меньше -т, смотря по тому, будетъ - ли
Ъ(см-х) . х а(Ъч-х)больше или меньше, чъмъ  ̂  ̂  ̂ т.-е. смотря по тому, бу
детъ-ли Ъ(а-*-х) больше или меньше а(Ъ-*-х), а значить, смотря по тому, 
будетъ ли хЪ больше или меньше ха, то-есть смотря по тому, будетъ- 
ли Ъ больше или меньше а.

377. Отношете большее единицы увеличивается, а отношете, 
меньшее единицы уменьшается отъ вшчитангя изъ обоихъ его чле
новъ одного и того-же количества.

Пусть данное отношете будетъ и пусть составлено новое отно-

тогда Ъ ■х

erne вычиташемъ х изъ обоихъ членовъ первоначальнаго отношетя;
а—х . а .будетъ больше или меньше смотря по тому, будетъ-ли

__qq\ (х{Ъ х )
больше или меньше щ — то-есть смотря по тому, будетъ-

ли Ъ{а—х) больше или меньше а(Ь—х), а звачитъ, смотря по тому, бу
детъ-ли Ъх меньше или больше ах или окончательно, смотря по тому 
будетъ-ли Ъ меньше или больше а.

378. Если предыдущее члены нйсколькихъ отношетй перемножить 
между собою, а также перемножить и последующее члены, то получится 
новое отношете, называющееся сложньгмъ отношетемъ данныхъ. Такъ 
отношете ас: Ъд, называется сложньгмъ отношетемъ, происшедшимъ 
изъ отношетй а :Ъ и с : d.

379. Когда отношете а : Ъ умножается само на себя, то происхо
дящее отъ того отношете аг : Ъ2 называется иногда двойньгмъ отноше- 
темъ сравнительно съ отношен1емъ а : Ъ\ точно также отношете аъ: Ъ3 
называется тройнымъ сравнительно съ отношетемъ а : Ъ. Подобнамъ 
образомъ отношете а : Ъ называютъ иногда половиннымъ по сравнетю 
съ отношетемъ а2: Ъ2, и такъ дал$е. Но тате термины теперь выхо- 
дятъ изъ употреблетя.

380. JЕсли послгьдующш членъ перваго отношетя будетъ преды- 
дущимъ членомъ второго отношетя, и т  д., и мы составимъ изъ 
такихъ отношены сложное отношете перемножетемъ ихъ, то
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происшедшее отъ того новое отношеше будетъ равно отношент 
перваго предыдущего къ последнему последующему.

Пусть мы им'йемъ три отношешя именно а :Ь , Ъ: с, с: d\ тогда слож
ное отношеше будетъ а Х Ъ Х с  ibXcXd ,  то-есть cud. Подобно этому 
можно доказать предложете, какое-бы ни было число отношетй.

381. Если отношеше больше единицы, то отъ умножешя на 
него всякое другое отношеше увеличивается, а если отношеше 
меньше единицы, то отъ умножешя на него всякое другое отно- 
шенге уменьшается.

Пусть oTHonieHie х : у умножится на отношеше а : Ь; сложное отно
шеше будетъ ха : уЪ, и оно будетъ больше или меньше отношешя а : Ь,
смотря по тому будетъ-л ха

уЪ больше али меньше -v, т.-е. смотря по
тому, будетъ-ли х больше или меньше у.

382. Если разность между предыдушимъ и поелгьдующимъ чле
нами отношешя будетъ малою сравнительно съ каждымъ изъ нихъ, 
то отношеше квадратовъ ихъ приблизительно можно получить 
удвоешемъ этой разности.

Пусть данное отношеше будетъ (а-+-х): а , где х малая величина 
сравнительно съ а; тогда отношеше квадратовъ предыдущего и после
дующая будетъ (аг-^2ах-*-х2) : а2. Но х малая величина сравни
тельно съ а, и следовательно а:2 или хУ/х также малая величина 
сравительно съ 2а Х х  и еще гораздо меньше въ сравнеши съ а х  а. 
Следовательно (az-*-2ax): а2, то-есть ач-2х : а очень близко будетъ 
выражать отношеше (ан-ж)2: а2.

Такъ отношеше квадрата 1001 къ квадрату 1000 будетъ весьма 
приблизительно равно 1002 : 1000. Истинное отношеше будетъ 
1002.001 : 1000, въ которомъ предыдущей членъ отличается отъ no

taro только на одну тысячную долю единицы.
383. Отсюда мы можемъ заключить, что отношеше квадратнаго 

корня изъ а-+-2х къ квадратному корню изъ а приблизительно равно отно
шению a-t-x къ а, когда х будетъ малая величина сравнительно съ а. 
То-есть, если разность двухъ величинъ мала по сравнешю съ каж
дой изъ нихъ, то отношеше ихъ квадратныхъ корней приблизи
тельно по лучится, если возьмемъ половину этой разности.

Подобно тому, какъ въ ст. 382, можно доказать, что когда х мало 
сравнительно съ а, то отношеше а-+-Ъх къ а близко равно отношент 
(а-*-х)г къ а3, и ан-4х къ а близко равно отношент (а

Эти выводы могутъ быть обобщены, когда читатель познакомится 
съ теоремой о биномп.

384. Дадимъ здесь одну очень употребительную теорему , касаю- 
(уюся отношетй.

х)4: а4 и т. д.
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а с е
Положимъ, что Тогда каждое изъ этихъ отношетй рав

1 .

няется рап-+- qcn-t-ren' 11 
pbn-b-qdn-*-rfn где р, q, г} п каш  угодно величины.

Г|

а потому

а стельно, пусть

kb= а, Ы  
qikdf1

f
hi тогда

р (Щ п

следовательно кп раП

= If-
r(kf)n-

qcn-*-ren

е;
п пpa",-+-gc,,-t-reп

п
pbn4-qdn-t-rf•п п к

Пpa'-t-qc^-t-re
pbn-i-qdn-t-rfn.

/К п

Тотъ-же способъ доказательства можно употребить, чтобъ получить 
такой-же результатъ, когда три или более отношетй ~ будутъ
равны. Нужно заметить, что нетъ необходимости въ томъ, чтобы р, q, 
г, п были только положительными количествами.

Въ частномъ случае мы можемъ положить п=1, тогда найдемъ,
что каждое изъ отношетй а е ра равно qc-\-re а въ ещеЪ d f  r pb+qd+rf
более частномъ случае мы можемъ положить p= q= r, и тогда каж-

.  й+С+бдое изъ данныхъ отношетй равняется

385. Положимъ, что мы имеемъ три неизвестные величины у, 
связанныя между собою двумя уравнетями

ax-t-by-t-cz^O, a'x-t-Уу-*-с'я=0;
этихъ уравнетй недостаточно для определетя неизвестныхъ величинъ, 
но съ помощью ихъ можно будетъ определить отношетя, существую
щая между этими величинами. Действительно, умножимъ первое урав
неше на с\ а второе ва с и вычтемъ; тогда получимъ

а'с)х-*-(Ьс'— Ъ 'с)у
00а потому

(ас 0;
У

be'—V с са с'а
Умножимъ еще первое уравнеше на У, а второе на & и вычтемъ,

тогда получимъ точно. также
х Z

bd—Ус аУ—а!У 
Итакъ мы можемъ писать полученный выводъ въ следунэдемъ виде:

X У Z
Ъс’— Ус са'—с'а аУ—а’Ь*

Алгебра. 13
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Этотъ выводъ очень важенъ, и его следуетъ внимательно заметить; 
знаменатель второй дроби можетъ быть выведенъ изъ знаменателя пер
вой, а знаменатель третьей изъ знаменателя второй по способу, объяс
ненному въ ст. 211.

Означимъ величину каждой изъ этихъ дробей буквой к; тогда
X к(Ъс' — Ъ'с), y= k(ca'— cra), z=k(ab'—а'Ъ).

Положимъ теперь, что мы имйемъ также третье уравнете, содер
жащее неизвестны я х, у , z\ тогда, подставивъ въ него приведенный 
сейчасъ выражетя для х, у, z, мы получимъ уравнете, изъ котораго 
определится к; такимъ образомъ х, у , в сделаются известными. %

Положимъ напримеръ, что третье уравнете будетъ
lx2-t-my2-t-nz2=1, 

тогда к определится изъ уравнетя
кг) 1(Ъс'— V с)2-а-т(са!— c'a)2-t-n(ab'-t-ab) 1.

Примеры отношетй.
1. Написать отношете двойное съ отношетемъ 2 : 3 и половин

ное съ отношетемъ 100:144.
2. Написать сложное отношете изъ 3 :5  и 7:9.
3. Два числа находятся въ отношенш 2 къ 3, а если прибавить 

къ каждому изъ нихъ по 9, то они будутъ въ отношетй 3 къ 4. Найти 
эти числа.

4. Показать, что отношете а:Ъ  будетъ двойнымъ для отношены
а-+-с: 6-+-с, если c2=ab.

5. Отъ А  до В  ведутъ две дороги, изъ которыхъ одна на 14 
верстъ длиннее другой, и две-же дороги идутъ отъ В  до С, изъ кото
рыхъ одна на 8 верстъ длиннее другой. Разстоятя отъ А  до В  и отъ 
В  до G по короткимъ дорогамъ относятся между собою какъ 1 къ 2, 
а разстоятя по длиннымъ дорогамъ о тн о сятся  какъ 2 къВ. Определить 
эти разстоятя.

6. ре III!:ть уравНенш
ах-+-Ъу cz-i-ax by-*-cz

CZ by
7. Доказать, что если 

изъ этихъ отношетй равно

а агх
ах ХЧг-у-+-0.

а,х а а{х
a24r-asy а а1у а{-а-а2у то каждое
1 х
1--Ы/ при предположены, что ах-+-а2 а3

не равно нуяю
8. Бел

а—Ъ Ъ а _ а-\-Ъ-+-с
ay-i-bx bz-л-сх су a-az ax-+-by-*-cz, то каждое изъ



этихъ отношешй= ------ , при предположенш, что ом-Ь-нс не равноX 4-у -+-Я ' г
нулю.

Л тт ' ау—Ъх сх—ая Ья—су х у я“9. Показать, что если —---  — -—  = ----тос Ъ а ’ . а Ъ с
, Л л а—а' Ъ—Ъ’ с—с'10. Если—-- п= г<— тгг = -,— m то каждое изъ этихъ отношешйа — а о— Ъ с —с
аЪ а Ъ Ъс Ъ с са - с а а-ъ—Ъ—\—с—(а —i—Ъ ~i~с j
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а'Ъ"—а"Ъ' Ъ'с"— Ъ"с' с'а"—с"а' а'-+-Ъ'+с!—(а"ч-Ъ"-+-с") *
11. Решить уравнешя

2хч-у—2^=0, 7хч-6у—9я=0, х3 ч-у3-^я3=П28.
12. Решить уравнешя 

ax-t-by-t-ся—0, Ъсх-+-сауч-аЪя<= 0, хуя-*-аЪс{а3хч~Ъ3уч-е3я)=0.

Г Л А В А  XXVII.

П р о п о р q i я.
386. Четыре величины называются пропорщональными. когда первая 

изъ нихъ представляетъ такое-же кратное, такую-же часть или там я-же
а счасти второй, какъ третья—четвертой; то-есть когда то четыре

величины а, Ъ, с, d называются пропоршональными. Это обыкновенно 
выражаютъ словами: а относится къ Ъ, какъ с относится къ а изо
бражают такъ: ахЪ—cid.

Члены a n d  называются крайними, а члены Ъ и с—средними.
387. Когда четыре величины пропорщональны, то произведе

те  крайнихъ членовъ равно произведетю среднихъ.
Пусть а, Ъ, с, d будутъ четыре такихъ величины; такъ какъ

сь с} пропорщональны, то ~ъ==̂  (ст. 386), и умноживъ обе части ра
венства на bd, получимъ ad=bc.

Отсюда слёдуетъ, что если первое количество такъ относится ко 
второму, какъ второе къ третьему, то произведете крайнихъ будетъ 
равно квадрату средняго.

388. Если три члена въ пропорцш даны, то четвертый опреде
лится изъ уравнешя ad—Ъс.



389. Если произведете двухъ величинъ равно произведетю двухъ 
другихъ, то эти четыре величины пропорциональны; при этомъ 
члены одного какого нибудь произведетя будутъ средними членами 
пропорцт, а члены другого произведетя—крайними членами про- 
порцш.

00 ЪПусть ху=аЪ; разделимъ на ау, тогда — = - ились у
х : а=Ъ : у (ст. 386).

390. Если аг Ь= c :d  и с : d= e: f, то а : Ъ= е: f.
. а с с е а еДействительно, ^ и -̂ =-7, поэтому илй

а : Ь=е : /.
391. Если четыре величины пропорциональны, то и взятия 

наоборотъ онгь будутъ пропорщональны.
Если а : Ъ= с: d, то и Ъ : a= d : с.

Действительно, ~=-|; разделимъ единицу на каждое изъ этихъ
Ъ d , ,равныхъ количествъ; тогда или b г а= а :с.

392. Если четыре величины пропорщональны, то первая отно

1 9 6  п р о п о р щ я .

сится къ третьей, шкг вторая къ четвертой.
Если а : Ь—с : d, то а : с—Ъ : d.
„  v - а с Ъ а ЪДействительно, умножимъ на-; тогда-==-;,о & с с а

или а : с=Ь : d.
>

Если эти четыре величины не будутъ однородны, то такой пере
становки среднихъ членовъ сделать нельзя, потому что при этомъ мы 
предполагаем  ̂ что первая величина есть некоторое кратное, или часть, 
или несколько частей третьей. Одна литя можетъ иметь къ другой 
лин1и то же отношеше, какъ напр, какой нибудь весъ къ другому 
весу, а между лишей и весомъ не можетъ быть никакого соотношешя 
по величине. Но въ техъ случаяхъ, когда эти четыре количества пред
ставляются числами пли другими количествами одного и того-же 
рода,—такая перестановка возможна*

893. Когда четыре количества пропорщональны, то сумма пер
ваго и второго такъ относится ко второму, какъ сумма третьяго 
и четвертаго— къ четвертому.

Если а : Ъ—с : d, то а-+-Ъ г Ъ—счг-d : d.
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аДействительно, придадимъ по единице къ обеимъ частямъ;
тогда

а с , . ач-Ъ с-ч-d-г-*-1 =-;н-1, то-есть —7— = —=—, илио а о d
ач-Ъ : b=C4-d : d.

Въ старыхъ сочинетяхъ такое преобразоваяхе называлось сот- 
ponendo. •

394. Такъ-же, избытокъ перваго надъ вторымъ такъ относится 
ко второму, какъ избытокъ третьяго надъ четвертымъ относится 
къ четвертому.

d СДействительно, -^=^; вычтемъ по единице изъ обеихъ частей; 
а _ с _ а— Ъ с—dтогда -у—1 =-7— 1, то-есть —;— = —т-, илио а о d

а— Ь '. Ъ=с—d : d.
Такое преобразовате называлось въ старыхъ сочинешяхъ dividendo.
395. Такъ-же, первое такъ относится къ избытку перваго надъ 

вторымъ, какъ третье—къ избытку третьяго надъ четвертымъ.
„  „ а— Ь с—d Ъ dНа основами предыдущей статьи — = —т- и также —=-;О Cv ct с

а Ъ Ъ с—d d а— Ъ с—dпоэтому —  х - = — X -  ил„ ,b a d e  а е
или а—Ь : а= с—d : с
и наоборотъ а : а—Ъ—с : с—d.

Такое преобразован1е называлось прежде convertendo.
Ф

396. Когда четыре величины пропорщональны, то сумма пер
вой и второй относится къ ихъ разности такъ-же, какъ сумма 
третьей и четвертой относится къ .ихъ разности.

Если а : Ъ=с : d, то ач-Ъ : a—b=C4-d : с—d.

По ст. 393

а по ст. 394

следовательно

ач~Ъ сч—d 

а— Ъ с— d
П Г = ~d

ач-Ъ а— Ъ сч-d с — d
~Ъ~ ' ~ b ~ ss=~d~ 1 ~ (Г ;
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397. Когда тьсколько величинъ пропорцгональны, то сумма 
всехъ предыдущихъ такъ относится къ суммгь всехъ последую- 
щихъ, какъ каждый изъ предыдущихъ къ своему последующему.

а : Ъ — с : d—e : f;
a-i-c-ь-е : б-ч-cZ-t-f а Ь .

Пусть 
тогда
Действительно, 
также аЪ==Ъа, откуда ab-t-ad-t-af =Ъа-+-Ьс-*-Ье

ad=bc, и af=be (ст. 386).

то-есть a(b-+-d-+-f)= Ь(а-+-с-ь-ё)
Следовательно по ст. 389. а : Ъ — а+с-ь-е :

Подобно этому доказывается предложете и въ томъ случае, когда 
пропориДональныхъ величинъ будетъ больше трехъ.

398. Когда четыре величины пропорщональны, то если первую 
и вторую помножить или разделить на какую нибудь величину, 
а третью и четвертую помножить или разделить тоже на ка
кую нибудь величину, то полученныя такимъ образомъ величины 
будутъ пропорц шпальными.

Пусть-а : 6= с :d, тогда та  : mb=nc : nd.
п „ v а с - „ та  псВъ самомъ деле, следовательно —тb d mb mV ли

та  : mb=nc : nd.
399. Если первую и третью помножить или разделить на 

одну величину, а вторую и четвертую помножить или разделить 
на другую величину, то полученныя величины будутъ пропорцго
нальны.

Пусть а : b=c : d, тогда та  : nb=mc: nd.
а

ли
Действительно, ~у=~£ следовательно

та  : пЪ=тс : nd.

та  тс  та  тс
d и nb nd’

400. Если въ двухъ пропорги%яхъ перемножить соответствую- 
щге члены другъ на друга, то произведенгя будутъ пропорцгональны.

Пусть будутъ пропорции а : Ъ =  с : d н е : f = g  : h;
тогда ае : bf=cg : dh.

а с еДействительно,  ̂и у а аепоэтому г* eg
dh' ли

ае : bf=eg : dh.
Предложете это, очевидно, будетъ справедливо для всякаго числа 

пропорщй.
401. Если четыре величины пропорщональны, то одинаковыя 

степени ихъ или корни будутъ также пропорцгональны.
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Пусть а : Ъ=с : d, тогда ап : Ъп=
П

Действительно, а
Ъ

с „ ас лъ д о вате л ьно rirа о

сп : # .
■лП
dn, где м- можетъ быть

целое или дробное число; такимъ образомъ
an :b n=cn:d n.

402. Если а : Ъ=Ъ : с, то а : с=а2 : Ъ2.
а Ъ аТГ V О ^Действительно, ; умножимъ на -р тогдаЪ с

то-есть

ил

а а а Ъ
ьХ-7=1;Х-;o b o e

az а 
b2 с’

а : с—аг : Ь2.
Три величины а, &, с въ этомъ случае составляютъ, какъ это при

нято говорить, непрерывную пропорцгю и членъ b называется сред- 
нимъ пропорцгональнымъ между а и с.

403. Подобнымъ-же образомъ мы могли-бы доказать, что если 
а : b=b : с=с : d, то а : d=a3: Ь3. Эти четыре величины называются 
непрерывно-пропорцюнальными.

404. Изъ предыдущихъ статей следуетъ, что если четыре величины 
пропорщональны, то мы можемъ вывести изъ нихъ много другихъ про- 
порцш. Дадимъ еще примеръ.

Если а : b=c : d, то
та-ч-пЬ : pa-*-qb—mc-+-nd : pc-t-qd.

та  тсДействительно, следовательно d ’
прибавимъ къ обеимъ частямъ по щ такимъ образомъ

та nb тсч-nd

Подобно этому

откуда тач-пЪ
~~~Ъ

то*есть

ил
рач-qb 

ma-\-nb :pa-+-qb

ь d
ра-+-qb pc-\~qd
b d
рач- qb mc-*-nd
Ь d
та-\--nb mc-+-nd

рсч-qd' 
d ;

рс
mc-h-nd \pc-t-qd.

205. При определена пропорщи предполагалось, что одна вели
чина есть некоторая определенная кратная другой, часть ея или не-
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сколько частей ея, иди что дробь, составленная такъ, что одна изъ ве
личинъ взята числителеиъ, а другая знаменателемъ, есть определенная 
дробь. Это будетъ случай, когда обе величины имеютъ какую нибудь 
общую меру. Действительно, пусть х будетъ общею мерою величинъ а 
и Ъ и пусть а= тх  и Ъ=пх, тогда

а тх  т
Ъ пх

где т  и п означаютъ целыя числа.
п

406. Но иногда случается, что величины оказываются несоизме
римыми, т.-е. не допускаютъ никакой общей меры. Если напримеръ, 
одна прямая лишя есть сторона квадрата, а другая—д1агональ того- 
же квадрата, то эти лиши не будутъ иметь общей меры — оне несоиз
меримы. Въ подобныхъ случаяхъ значеше % не можетъ быть выражено

какой нибудь дробью — , где т  и п целыя числа; однако можетъ 
быть найдена такого рода дробь, которая будетъ представлять значеше
- съ требуемою степенью точности.

Действительно, пусть Ъ=пх, где п некоторое целое число; и
(JLпусть а будетъ больше тх  и меньше (тч-\)х\ тогда -будетъ боль-

т  те —, но меньшеп
1

1 а- . Такимъ образомъ разность между т
и

меньше чемъ —. А такъ какъ пх̂ =Ъ, то когда х уменьшается, п воз-п
1

растаетъ и — уменьшается. Следовательно, беря х достаточно малымъ, 

мы можемъ сделать -f меньше всякой впередъ назначенной дроби, ап
следовательно разность между т

п
а
Ъ можетъ быть сделана меньше

всякой назначенной впередъ дроби.
407. Если с и d, подобно а и

ато время, какъ г- заключается между

*

Ъ, также несоизмеримы и если въ
т  т -+-1 си v также заклю- d 'ип п >

чается между т  т
п п , какъ-бы нн возрастали числа т  и ю, то
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Действительно, еслибы а были неравны между собою, то между

ними должна была-бы существовать известная разность, а такъ какъ
т  m-t- 1каждая изъ этихъ величинъ заключается между — и —-—, то эта раз

ность должна быть меньше — • Но такъ какъ, по предположений, п мо-п
1жетъ возрастать безпредельно, то j  должна безпредельно уменьшаться,

иначе сказать, она должна быть меньше всякой данной величины: по
ев с fэтому и -j не могутъ иметь никакой ощутительной разности, и мы 

можемъ говорить, что ^ равно 4. Следовательно, все предположе-Ъ d
Н1я относительно пропорцюнальныхъ величинъ справедливы такъ-же и 
для этихъ четырехъ величинъ.

-  ,  V

408, Полезно сравнить определете пропорцш, данное въ этой главе, 
<5ъ определешемъ, которое дается въ пятой книге Евклида, Последнее 
можетъ быть выражено такъ: Четыре количества пропорщональны, 
когда, взявъ камя нибудь равнократныя перваго и третьяго и какк 
нибудь равнократныя второго и четвертаго, мы найдемъ, что кратное 
третьяго больше, равно или меньше, чемъ кратное четвертаго, смотря 
по тому, будетъ-л г кратное перваго больше, равно или меньше, чемъ 
кратное второго.

Докажемъ сперва, что свойство пропорщй, заключающееся въ опре
делены Евклида, есть следств1е алгебраическаго определен!я.

Действительно, положимъ, что а : Ъ — с : d; тогда а __ с 
b ~ d , а следо

ватель нора рс 
qb~ —5. Отсюда следуетъ, рс больше, равно или меньше qd, 

qa
смотря по тому, будетъ-лира больше, равно или меньше qb.

409. Теперь докажемъ, что свойство, заключающееся въ алгебраи- 
ческомъ определены, является следств1емъ Евклидова определетя. 
Пусть а, Ъ, с, d будутъ четыре величины, пропорщональныя въ смысле

Ct £Евклидова определена; тогда должно быть Действительно, если

^ не равно J-, то одна изъ этихъ дробей должна быть больше другой 
и возможно будетъ найти некоторую дробь, заключающуюся между ними.
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„  а . с рПоложимъ. что j- больше и пусть — будетъ промежуточная междуО Сь $

ними дробь. Тогда ^ будетъ больше, чемъ а потому qa большерЪ\ а
С 7Э— будетъ меньше —, а потому qc меньше pd. Такимъ образомъ, а, Ъ, a q
с, d не будутъ пропорщональны по определешю Евклида, а это проти
воречить предположений. Следовательно ^ и ^ не могутъ быть нерав •
ными, то-есть они равны между собою.

410. Обыкновенно полагаютъ, что общее алгебраическое опред̂ лете 
пропорцш не можетъ употребляться въГеометрш, такъ какъ нетъ спо
соба представить геометрически результатъ действ1я д-Ьлетя. Прямыя 
линш можно представлять геометрически, но нельзя представлять от* 
влеченнаго числа, показывающаго сколько разъ одна прямая заклю
чается въ другой. Но нужно также заметить, что Евклидово опредй 
лете вполне строго и одинаково можетъ прилагаться какъ къ соиз
меримы мъ , такъ и къ несоизмгьримьгмъ количествамъ, между темъ 
какъ алгебраическое определете, строго говоря, ограничивается только 
первыми. Следовательно, уже одного этого обстоятельства достаточно, 
чтобы доказать превосходство определетя Евклида.

Примеры пропорцш.
1. Последив три члена пропорцш 4, 6, 8; найти первый членъ
2. Найти третье лропорщональное къ 25 и 400.

О

3. Если 3, ж, 
найти х.

1083 составляютъ непрерывную пропорщю, то

4. Если 2 человека, работая по 8 часовъ въ день, могутъ перепи
сать рукопись въ 32 дня, то во сколько дней могли-бы переписать ее 
х человекъ, работая по у часовъ въ день.

5. Если х и у неравны между собою и отношете х къ у равняется 
двойному отношение хч-z къ «/-+-#, то доказать; что £ есть средняя 
пропорщональная между х и у.

6. Если а : Ъ=р : q, то агч-Ъ а3
ач-Ъ ■p24-q2 р

р ч-q
7. Если четыре величины пропорщональны, и вторая изъ нихъ есть 

средняя пропорщональная между третьей и четвертой, то третья бу
детъ среднею пропорщональной между первой и второй.

8. Если(a-t-Ъч-сч-d)(а— Ъ— C4-d)=(a—Ъч-с— д)(ач-Ъ—-с— d), 
то доказать, что а, Ъ, с, d
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9. Доказать, что когда четыре однородный величины пропорцю- 
нальны, то сумма наибольшей п наименьшей изъ нихъ больше суммы 
двухъ другихъ.

10. Каждый изъ двухъ сосудовъ содержите смгкь вина съ водою; 
если составить новую смесь, взявъ поровну изъ обоихъ сосудовъ, то въ 
ней окажется столько-же воды, сколько и вина; если-же изъ перваго 
сосуда взять въ четыре раза больше, чемъ изъ второго, то въ новой 
смеси вино и вода относились-бы какъ 2 къ 3. Найти пропорцш вина 
и воды въ каждомъ сосуде.

11. А  и В  бьются объ закладъ; сумма, которую ставите А, на
ходится въ такомъ-же отношетй ко всему количеству его денегъ, какъ 
сумма, которую ставитъ Д  ко всему количеству денегъ В . Если 
А  выиграете, то онъ будетъ им̂ ть вдвое больше, чёмъ Д  а если про
играете, то В  будетъ иметь въ три раза больше, чемъ А . Если всего 
денегъ у нихъ 168 рублей, то определить, сколько имеете каждый и 
какую часть денегъ каждый ставитъ.

12. Если при уменьшена числа мужскихъ преступлен  ̂на 4.6 про- 
дентовъ и при увеличены числа женскихъ преступлений на 9.8 про- 
центовъ, общее число преступлешй обоего пола возрастаете на 1.8 про- 
центовъ, то найти отношен!е между числами т̂ хъ и другихъ престу- 
плетй.

ГЛАВА ХШ П .!

О пропорщона льноиъ измЪненш.
411. Настоящая глава содержите въ себе рядъ предложен̂ , имею- 

щихъ связь съ определемями отношен1я и пропорщи, какъ стали по
ниматься они въ новой фразеолоии, оказавшейся удобной по темъ или 
другимъ причинамъ.

412. Говорятъ, что одна величина находится въ прямой зависи
мости отъ другой, изменяется прямо пропорционально другой, когда 
две величины такъ зависятъ другъ отъ друга, что съ увеличешемъ 
или уменьшешемъ одной, увеличивается или уменьшается и другая.

Иногда для краткости опускаютъ слово прямо и говорятъ: одна ве
личина нропорщональна другой, одна величина изменяется такъ-же, 
какъ и другая.

413. Такъ напримеръ, если высота треугольника остается неизменной, 
то площадь его изменяется вместе съ оеновайемъ; действительно, еслп
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основате будетъ увеличиваться или уиеныпаться, то, какъ мы знаемъ изъ 
«Начала Евклида, и площадь будетъ увеличиваться или уменьшаться 
въ томъ-же самомъ отношенш. Мы можемъ выразить это алгебраиче
скими символами слйдующимъ образомъ: Пусть А и а  будутъ два числа, 
представляются площади двухъ треугольниковъ, им'бющихъ одинаковую 
высоту, и пусть В  и Ъ будутъ числа, соответственно представляющая

m А  Восноватя этихъ трэугольниковъ. Тогда -- = ; откуда мы выводимъа

также равно Положимъ что т = ж » тогда

JL а (ст. 392). .Если существуетъ трепй треугольникъ, игЬюоцй ту
же высоту, какъ и два предыдущее, то отношете числа, представляю- 
щаго его площадь, къ числу, представляющему его основате, будетъ

— у= ж , тогда ^ = т  и А = т В . Здесь
О JD

А  можетъ представлять площадь всякаго треугольника изъ ряда та
кихъ, которые им’Ьють общую высоту и основате В , причемъ т  
остается постоянною величиною. Следовательно положете, что площадь 
треугольника изменяется какъ основате, можетъ также выразиться 
сл̂ дующимь образомъ: площадь находится въ постоянномъ отношетй 
съ осяоватемъ, или: отношете площади къ основатю постоянно; подъ 
этими словами, согласно съ ст. 392, мы разумеемъ, что число, пред
ставляющее площадь, находится въ постоянномъ отношетй съ чиеломъ, 
представляющимъ основате.

Мы сделали эти замйчатя съ целью пояснить означетя и тер' 
мины, которые будутъ употребляться въ настоящей главе. Когда мы 
говоримъ, что А  изменяется какъ В , то разумеемъ подъ этимъ, что 
А  представляетъ численное значете какой нибудь одной изъ величинъ 
известнаго ряда ихъ, а В  представляетъ численное значете соответ
ствующей величины въ другомъ ихъ ряду и что А = т В , где т  есть 
некоторое число, остающееся постоянно однимъ и темъ-же для каждой
соответствующей пары величинъ.1

Дадимъ формальное доказательство равенства AL = 
его изъ определетя ст. 412.

414 . Если А  изменяется какъ В , то А  равно В , помножен-

т В , выведя

ному на некоторую постоянную величину.
Пусть а и Ъ означаютъ одну пару соответствующихъ значетй двухъ

. А  Вусть А  и В  означаютъ другую пару; тогда — повеличинъ а Ъ
d

определетю. Следовательно А = ^ В = т В , где т  равно постоянному

числу а
Ъ'
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415. Для выражешя измгьнетяпримемъдля краткостисимволъ со; 
такъ А  со В  будетъ означать, что А  изменяется какъ В .

416. Говорятъ, что одно количество изменяется обратно другому, 
когда первое изменяется какъ величина обратная со вторымъ. См.
ст. 263.

7}tТакъ, если А = ^ , где т  постоянная величина, то говорятъ, что
А  изменяется обратно съ В .

417. Говорятъ, что одна величина изменяется одновременно съ 
двумя другими, когда при известномъ изменены въ первой величине, 
произведете двухъ другихъ изменяется въ томъ-же отношенш.

Такъ, если A —mBG) где т  постоянная величина, то говорятъ, что 
А  изменяется одновременно съ В  ж С.

418. Говорятъ, что одна величина изменяется прямо пропорщо* 
нально второй и обратно пропорционально третьей, когда она изме
няется, какъ вторая и обратная третьей—одновременно.

ВИли, если А=т-ф  где т  постоянная величина, то говорятъ, что
А  прямо пропорщонально В  и обратно пропорщонально G.

419. Если АооВ и В  со С, то Асе С.
Действительно, пусть А = т В  и В=пС, где т  и п п о сто ян н ы й  

величины; тогда А ~ тп С , и такъ какъ тп  постоянная величина, то
АсоС. ✓

420. Если АооСи ВсоС, то А+ВооС и \/(AB)ooG. 
Действительно, пусть A=mG и B= nG , где т  и п постоянны»

величины; тогда А-+-В= (т-ч-п) G и А —В = (т —и) О, 
тельно A+BooG. Точно также |/(А В )= [/ (тп С г)= С\/(тп); сле
довательно [/ (АВ)ооС.

А421. Если AooBG , то Gсо

1 АДействительно, пусть А = тВ С , тогда В = — ^следовательно»
А АВ со ~ . Подобно этому И С/оо —

422. Если АооВ и C<x>D, то AGeoBD.
Действительно, если А = т В  и G=nD ; тогда AG=mnBD; сле

довательно AGooBD.
423. Если А<х>В, то А псоВп.
действительно, если А = тВ , то А п= тпВ п, следовательно 

А псоВп.
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424. Если АооВ, то А РсоВР, где Р  некоторая величина— 
изменяющаяся или неизменяющаяся.

тельно, пусть А = т В ; тогда А Р = тВ Р ', следовательно
А Ро о В Р .

425. Если АооВ , когда С не изменяется и А  со О, когда Вне 
изменяется, то АооВС, когда В  и О изменяются одновременно.

Изменете А  зависитъ отъ измЬнешД двухъ величинъ В  и С: 
пусть изменете послЪдннхъ величинъ совершается отдельно, и когда 
В  изменяется въб, пусть А  изменяется въ а’; тогда по предположений 
А В=-г. Пусть теперь С изменится въ с и всл'Ьдств1е этого пусть а! изме-

а! Снится въ а; тогда по предположен!» —= —. Такимъ образомъd О
А к а’ В С

-,Х

то-есть

а а Ъс ’
А  ВС
а Ъс

а следовательно АооВС.
Очень хоропый примеръ приложетя этого доставляетъ Геометр1я 

Можно доказать, что площадь треугольника при неизменной высоте из
меняется какъ основате, а при иеизгЬнномъ основанш какъ высота. 
Следовательно, когда изменяются основате и высота, то площадь изме
няется какъ произведете чиселъ, выражающпхъ основате и высоту.

426. Подобнымъ-же образомъ, если будетъ сколько угодно вели
чинъ В , О, D , и проч., каждая изъ которыхъ меняется какъ другая 
величина А, когда все остальныя не изменяются, то когда все оне бу
дутъ изменяться, А  будетъ изменяться какъ ихъ произведете.

Возьмемъ напримеръ, три величины В , О, D. Когда изменяется 
одно В , то А  изменяется какъ В ; когда изменяется одно О, то А 
изменяется какъ С; следовательно, по ст. 425, когда В  и С изме
няются вместе, то А  изменяется, какъ ВС . Далее, когда изменяется 
одно Д  то А  изменяется какъ JD и когда изменяется одно ВС , то А  
изменяется какъ ВС; следовательно, по ст. 425, когда D  и ВС  из
меняются вместе, то А  будетъ изменяться какъ BC D .

Примеры на изм'Ьнетя.
4

1. Дано, что у изменяется какъ хп что?/=3, когда х=1; найти 
значете у, когда х=Ъ.

2. Если а изменяется какъ 7>, и ос=15, когда 6=3, то найти 
уравнете, связывающее а и Ъ.



3. Дано, что s изменяется одновременно съ ж ж у и что я=1, 
когда и у = 1; найти значеше 0, когда х = 2 и у*= 2.

4. Если # изменяется какъ^н-?/ п если £ = 3, когда ж=1 и 
у = 2 ,  и 0= 5 ,  когда ж=2, а « /= 3 , то найти р.

5. Если ж изменяется прямо пропорционально у , когда £ остается 
постояннымъ, и обратно пропорпДонально 0, когда у остается постоян- 
нымъ; тогда, если у ж я меняются вместе х будетъ изменяться,

и

п р и м е р ы  к ъ  г д а в ъ  XXVIII. 2 0 7

6. Если 3, 2, 1 будутъ одновременными значешями х, у, я въ 
предыдущемъ примере, то определить значеше ж, когда у= 2 и я=4.

7. Плата 5 человекамъ за б недель составляетъ 91 р. 20 к.; 
сколько недель могутъ работать 4 человека за 121 р. 60 к.? (Прило
жить примеръ 5).

*

8. Если квадратъ х изменяется какъ кубъ «/, и я?=2, когда 
у= 3, то найти уравнеше между х и у.

9. Дано, что у изменяется какъ сумма двухъ величинъ, изъ ко
торыхъ одна меняется какъ х, а другая обратно съ х, и что «/=4, 
когда #=1, и у= э, когда х= 2, то найти уравнеше между х и у.

10. Если одна величина изменяется какъ другая и равна |, когда 
другая равна L  то найти, чемъ будетъ последняя, когда первая бу
детъ равняться 9.

11. Если одна величина изменяется, какъ сумма другихъ, когда 
разность ихъ остается постоянной, и изменяется какъ разность, когда 
сумма ихъ остается постоянной, то показать, что когда обе величины 
изменяются независимо, то первая величина будетъ изменяться какъ 
разность ихъ квадратовъ.

12. Дано, что объемъ сферы изменяется какъ кубъ его рад1уса : 
доказать, что объемъ сферы, рад1усъ которой 6 дюймовъ, равенъ сумме 
объемовъ трехъ сферъ, рад1усы которыхъ соответственно 5, 4, з дюйм.

13. Две круглыхъ золотыхъ пластинки, каждая толщиною въ одинъ 
дюймъ, д1аметры которыхъ соответственно равнялись 6 и 8 дюймамъ, 
сплавлены вместе и изъ нихъ сделана одна круглая пластинка тол
щиною въ дюймъ. Найти ея д1амегръ, зная, что площадь круга ме
няется какъ квадратъ его д!аметра.

14. Выло два золотыхъ шара, рад1усы которыхъ г и г'; они рас
плавлены и изъ нихъ отлитъ новый шаръ. Найти его рад1усъ.

16. Если х, у , z ташя переменнЫя величины, что у-+~я—х есть 
постоянная, а (х-*-у—я) (хч-0—у) изменяется какъ у0, то доказать, 
что хч-уч-я меняется какъ ув.
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16. Некоторая точка движется такъ, что скорость ея меняется съ 
каждой новой верстой, но остается неизменной, когда она проходить 
каждую версту, причемъ скорость ея на каждой версте обратно про- 
порщональна числу верстъ, пройденныхъ предъ темъ, какъ она начи- 
наетъ известную версту. Если вторая верста пройдена была въ 2 часа, 
то найти время, которое потребуется для прохождетя п-й версты.

17. Положимъ, что у изменяется такъ-же, какъ некоторая вели 
чина, представляющая собою сумму трехъ величинъ, изъ которыхъ пер
вая—постоянная, вторая меняется какъ ж, а третья меняется какъ 
х2. И положимъ, что когда х= а, у= 0; когда х—2а, у= щ когда 
х~3а, у=4а. Показать, что когда х=па1 то у = (п— 1 )2а.

18. Принимая, что количество произведеннаго действ1я изменяется 
пропорщонально кубу числа деятелей въ одно и то-же время и про- 
порцюнально квадратному корню изъ времени при одномъ и томъ-же 
числе деятелей; найти, сколько времени потребуется, чтобы 3 человека 
могли сделать одну пятую той работы, которую могутъ произвести 
24 человека въ 25 часовъ. (См. ст. 425).

Г Л А В А  XXIX.

Системы письменнаго счислед1я.
427. Читателю известно изъ Ариеметики, что при обыкновенномъ 

способе изображемя целыхъ чиселъ цифрами, число, представляемое 
каждою отдельною цифрою, всегда бываетъ нгькоторымъ кратнымь 
какой нибудь степени десяти. Такъ въ означенш 347 цифра 3 пред
ставляетъ 3 сотни, т.-е. 3 раза 102; 4 представляетъ 4 десятка, т.-е.
4 раза 101, а 7, представляющее 7 единицъ, представляетъ, иначе 
сказать, 7 разъ 10°.

Такой способъ изображешя чиселъ называется обыкновенною си
стемой обозначетя или счислетя, а 10 называется основангемъ этой 

. системы.
428. Теперь мы докажемъ, что вместо 10 можно принимать за 

основате всякое положительное и целое число, большее единицы и 
покажемъ, какъ изобразить данное число по какой нибудь данной си
стеме. ЗагЬмъ мы дополнимъ это разными предложешями, имеющими 
связь съ этимъ вопросомъ.

Буквы, съ помощью которыхъ будутъ выражаться числа, мы будемъ 
называть для краткости цифрами.
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Когда мы будемъ говорить о какомъ нибудь основами, то всегда 
будемъ разуметь, что основате есть некоторое цЬлое ж положительное 
число, большее единицы.

429. Всякое целое число можно выразить посредствомъ всякаго 
даннаго основатя системы счислетя.

Пусть N  означаетъ целое число и г—основате системы. Положимъ, 
что гп есть высшая степень г, не превышающая JV; разделимъ N  на
гп, и пусть рп будетъ частное и остатокъ; тогда

N = pnrn+ N  t.
Здесь, по предположетю, рп меньше г, а также JSft меньше гп. 

Теперь разделимъ на г11-1, и пусть pn—i будетъ частное и N z 
остатокъ; тогда

N ^ P n - y - '+ N * .
Будемъ продолжать это до тйхъ поръ, пока остатокъ не будетъ 

меньше г; такимъ образомъ мы найдемъ, что N  выразится въ виде сле- 
дующаго равенства

N =рпгп- +-рп—х 5. -h-pzr2-t-plr-+p0.
Каждая изъ цифръ рп, рп-и Р 0 меньше г, и одна или ни

сколько изъ нихъ после первой могутъ быть нулями.
Наиболее удобный способъ определешя цифръ по какой нибудь си - 

стеме будетъ данъ въ следующей статье,
430. Выразить данное целое число по какой нибудь датой 

системе.
Подъ словами данное целое число мы разумеемъ целое число, выра

женное словесно или цифрами по какой нибудь известной системе. Если си
стема не упомянута, то мы будемъ подразумевать обыкновенную систему.

Пусть N  будетъ данное число, г основате системы, въ которой оно 
выражено. Положимъ, что р 01 рх, ...рп будутъ искомыя цифры, по- 
средствомъ которыхъ число N  выражается въ новой системе, въ по
рядке отъ правой руки къ левой; тогда

N= pnrn-*-pn—1rn~14-...-i-p2rz-h-pir-i-p0',
и мы должны теперь найти значете каждой цифры.

Разделимъ N  на г, и пусть Q1 означаетъ частное, тогда очевидно,
что Ql =рпгп- 1-+-рп-1гп-2-*-рп-ггп-3ч-...ч-рггч-р1,
и что остатокъ будетъ р0. Следовательно р0 найдется по следующему 
правилу: разделите данное число на данное основате, тогда оста
токъ будетъ первая искомая цифра.

Далее разделимъ Q{ на г, н пусть Q2 означаетъ частное; тогда 
очевидно, что

Q2=pnrn-2+pn- Lru-34-...-t-p2;
а остатокъ будетъ pL. Следовательно найденабудетъ вторая искомая цифра.

*

Алгебра. 14



Продолжая такимъ образомъ далее, мы найдемъ последовательно
все жЬкомыя цифры числа.

431. Для примера выразимъ число 48751 въ системе, основаше
которой 6. Делен1е можно производить и остатки писать такъ:

6 ) 4 3 7 5 1
6) 7 2 9 1 . . .  - 5

И — —  1 .  I <

6 ) 1215 . . . .  1 
6 ) 202 . . . .  3 

6)з_з . . . .  4
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Такимъ образомъ
43751 = 5.65ч-3.64н-4.63н-3.б2-«-1.6н-5, 

такъ что число это, выраженное въ новой системе, будетъ 534315.
432. Выразимъ еще то-же число 43751 в'ъ системе, основаше ко

торой 12.
12/4 3 75 1

1 2 )3 6 45 . . .  11
12 )3  0 3 . . .  9

\ ■ *

12 )2_5 . . .  3
2 . . .  1

V»  .

Итакъ 43751 = 2.124-«-1.123-«-3.122-ь9.12-»-11. ,
Чтобы выразить число по новой системе, намъ нужно принять ка

кой нибудь знакъ для одиннадцати; пусть этотъ знакъ будетъ Б ; 
тогда число выразится въ новой системе такъ 21395.

Мы не можемъ употреблять означеше 11 для выражешя одиннад
цати, потому что 11 въ новой системе представляетъ собою 1.12н-1, 
то-есть тринадцать.

433. Разсмотримъ теперь такой примеръ, где число дано не въ 
обыкновенной системе.

Число Выражается чрезъ АЪ4ЧБ въ системе, основаше которой 
двенадцать; требуется выразить его въ системе, основаше которой 
одиннадцать.

Здесь А означаетъ десять, а Б  одиннадцать.
Б ) А Ъ  41Б

Б  2 7 3 . . . 2
Действ1е делейя на одиннадцать совершается такъ: во-первыхъ, 

Б  не содержится въ А, потому что одиннадцать не содержится въ де-
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сяти; тогда мы задаемся, сколько разъ В  содержится въ АЪ, где А 
означаетъ десять разъ двенадцать, то-есть сто-двадцать, такъ что 
вопросъ будетъ состоять въ томъ, сколько разъ одиннадцать заклю
чается въ сто-двадцати-трехъ? Оно содержится одиннадцать разъ съ 
остаткомъ два. Затймъ мы спрашнваемъ, сколько разъ В  содержится 
въ 24, то-есть сколько разъ одиннадцать содержится въ двадцати - 
восьми? Оно содержится два раза съ остаткомъ шесть. Тогда сираши- 
ваеиъ, сколько разъ В  содержится въ 67, то-есть сколько разъ один
надцать содержится въ семидесяти-девяти? оно содержится семь разъ 
съ остаткомъ два. Наконецъ задаемся воиросомъ, сколько разъ В  со
держится въ 2В,  т.-е. сколько разъ одиннадцать содержится въ трид
цати-пяти? Оно содержится три раза съ остаткомъ два.

Следовательно 2 будетъ первая искомая цифра.
Остальную часть дМств1я мы только покажемъ въ зеакахъ; уча- 

нцйся долженъ старательно проделать это для себя и тогда сравнить 
полученный результатъ съ гЗшъ, что дано здесь.

В ) В  2 7 3 
В ) 1 Ъ 2 А . . . .  1 

В ) 11Л . . . .  2 
В ) 12  . . . .  6

Следовательно данное число равняется следующему:
1. В 5 ч - З  В 4 ч - 6 B S ч - 2  B z- t - l  .Б-н2;

то-есть въ системе, основаше которой одиннадцать, оно представляется 
въ виде 136212.

434. Переходить отъ одной системы къ другой можно также и по 
другому способу. Положимъ, напримеръ, что намъ нужно выразить по 
обыкновенной системе число 24613, написанное по семеричной системе. 
Здесь намъ придется въ сущности вычислить выражете

2cc4-*-4x s

полагая х=1. Для этого мы можемъ употребить способъ, объясненный
въ Teopiu Уравнетй, ст. 5.

2—I— 4 ~ б - 1 ~з 3
н-14-»-126-ь-924->-6475

18-+-132-ь925-ь6478
Результатъ будетъ 6478. Этотъ пр1емъ выгоденъ, когда приходится пе
реходить отъ какой нибудь системы къ десятичной.

435. Легко составить какое угодно число примеровъ для взаимной 
проверки выводовъ. Такъ напр, можно взять два числа, выраженныя
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въ обыкновенной системе, и найти ихъ произведете, затемъ перевести 
это произведете на другую систему; после этого выразить оба числа 
по той-же самой системе и найти ихъ произведете по этой системе; 
полученный результатъ долженъ быть такой-же, какъ и раньше. Или 
можно взять какое нибудь число, возвести его въ квадратъ, выразить 
последтй по другой какой нибудь системе и извлечь изъ него квадрат
ный корень въ этой системе, а затемъ перевести полученный резуль
татъ на первоначальную систему.

436. Пусть теперь требуется преобразовать данную дробь, переведя 
съ одной системы на другую. Это можно сделать, преобразовавъ от
дельно числителя и знаменателя данной дроби по способу ст. 430. Та
кимъ образомъ мы получимъ дробь тожественную съ данной, причемъ 
числитель и знаменатель ея будутъ выражены по новой системе.

437. Въ ст. 427 мы говорили, что въ обыкновенной системе счп- 
слетя каждая цифра, стоящая въ выражетй какого нибудь числа циф
рами, представляетъ некоторое кратное отъ какой нибудь степени 
десяти. Это положеше можно обобщить или распространить, такъ что 
можно утверждать, что если какое нибудь число выражено m обыкно
венной системе, и число это будетъ целое, или десятичная дробь, или 
целое съ десятичной частью, то каждая его цифра представляетъ не
которое кратное отъ какой нибудь степени десяти. Такъ, въ 
347.958 цифры 3, 4 и 7 имеютъ значетя, определенныя нами въст.

9
427, а 9 представляетъ — , то-есть 9 разъ 10 1; 5 представляетъ

5 8——; то-есть 5 разъ 10-2, и 8 представляетъ , т.-е. 8 разъ 10

Поэтому намъ естественно приходится встретиться со следующей 
задачей: требуется выразить данную дробь въ какой нибудь системе 
посредствомъ ряда дробей, аналогичныхъ десятичнымъ дробямъ въ 
обыкновенной системе. Татя дроби мы будемъ называть для краткости 
системными дробями.

438. Выразить данную дробь посредствомъ ряда системныхъ 
дробей при данномъ основами.

Подъ данной дробью мы будемъ понимать дробь, выраженную 
словами или цифрами по обыкновенной системе.

Пусть F  означаетъ данную дробь и пусть г будетъ основате дан
ной системы. Положимъ, что t2, ... будутъ числители, т.-е. цифры 
пскомыхъ системныхъ дробей въ порядке отъ левой руки къ правой;

— w  ~ ч  t j  9̂тогда F = - 4 —

— 3

где ta t2, гf , ... нужно будетъ найти.
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Умножимъ обе части этого равенства на г; тогда будетъ

F r = tl ч-^|-ь...
л .у

Правая часть этого равенства состоитъ изъ целаго числа i  и изъ 
добавочной дробной части. Пусть I t означаетъ целую часть числа F r  и 
F --, ,робную часть; тогда мы должны иметь

f fI  = t F  = 2- ■ 3-Li n  i r r2
Такимъ образомъ, чтобы получить первый числитель tl въ ряду 

системныхъ дробей, мы приходимъ къ такому правилу: умножить 
данную дробь на основаше данной системы; тогда наибольшее 
цгьлое число въ произведены будетъ первымъ числителемъ или 
первой цифрой искомой системной дроби.

Умножимъ затймъ F 1 на г; пусть 1г будетъ целая часть произве- 
дешя п F z—дробная часть; тогда будетъ

f f
Т = t  F  = -3-4--?S» A 2 r r2

Следовательно tz, т. e. второй изъискомыхъ числителей становится 
теперь известнымъ. Продолжая идти такимъ образомъ далее, мы бу
демъ последовательно определять искомые числители. Если какое ни
будь пзъ произведен̂ , появляющихся въ левой части равенству бу
детъ целымъ числомъ, то действ!е окончится, и данная дробь выра
зится конечнымъ рядомъ системныхъ дробей. Если-же никакого целаго 
произведешя не получится, то действ1е не окончится никогда, и дан
ная дробь можетъ выразиться лишь въ виде безконечнаго ряда систем
ныхъ дробей, при этомъ числители этихъ дробей будутъ периодически 
повторяться, какъ въ десятичной пермдической дроби.

123439. Напримеръ; выразить посредствомъ ряда системныхъ2о
дробей при основанш 8.

123 0 123 11Умножимъ — 7: на 8; мы получимъ то-есть 7н-—.128 lb lb
о 11 < 1Умножимъ — на 8; мы получимъ — , то-есть 5-ь—.16 * *

Умножимъ на 8; мы получимъ 4.А
Следовательно
440. Не лишне заметить, что основан1е десять представляетъ со

бою не только основаше обыкновенная способа изображать числа зна-
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ками, но и на самомъ деле является основатемъ нашего способа гово
рить о числахъ. Это будетъ видно, если заметить, на какой стадш 
счета, начиная отъ единицы, мы выводимъ новыя слова. Напримеръ, 
вей числа между двадцать-одинъ и двадцать-девять, включая и ихъ са- 
михъ, выражаются посредствомъ словъ, уже встречавшихся въ счете 
до двадцати; но после этого является новое слово, именно тридцать, 
и мы можемъ считать далее безъ новаго слова до тридцати девяти; и 
такъ далее.

Число десять имеетъ только двухъ делителей, отличныхъ отъ него 
самого и единицы, именно 2 и 5; число двенадцать имеетъ четыре де
лителя, именно 2, 3, 4 и 6. По этой причине двенадцать было-бы бо
лее удобнымъ основайемъ для системы счислетя, чемъ десять. Это 
можно пояснить, приведя въ примеръ англйстй шиллингъ; такъ какъ 
шиллингъ равняется двенадцати ленсамъ, то половина, треть, чет
верть и шестая часть шиллинга содержать каждая по целому числу 
пенсовъ; а если-бы шиллингъ равнялся десяти пенсамъ, то лишь поло
вина и пятая доля шиллинга могли-бы выражаться целымъ чиеломъ 
пенсовъ. То-же самое можно сказать о выражены фута въ дюймахъ.

441. Можно заметить, что если-бы принять за основате системы 
счислетя два, то ариеметичестя дгМ1ств1я въ известномъ отношетй 
могли-бы очень упроститься. Въ такой системе можетъ быть только две 
цифры О и 1, такъ что всякое ариометическое действ1е состояло бы 
лишь въ томъ, чтобы приложить 1, вычесть 1, помножить на 1 пли 
разделить на 1. Но простота подобныхъ действШ встречала бы себе 
противовесъ въ болыпомъ числе ихъ.

Въ следующихъ двухъ статьяхъ мы дадимъ два примера, находя
щихся въ связи съ настоящимъ вопросомъ.

442. Найти, какой рядъ гирь въ 1, въ 2, въ 22, въ 24, ... фув- 
товъ нужно употреблять, чтобы взвесить N  фунтовъ, пользуясь для 
этого каждой гирей не более одного раза.

Очевидно, что этотъ вопросъ будетъ тотъ-же самый, какъ и сле
дующей : выразить число N  въ системе съ основатемъ два. Изъ ст. 429, 
следуетъ, что такая задача всегда можетъ быть решена.

443. Положишь, что требуется определить, катя гири въ 1, 3,3, 
З3... фунтовъ должно подобрать, чтобы взвесить N  фунтовъ, употребляя 
каждую гирю не более одного раза, но на обгьихъ чашкахъ весовъ.

Разделимъ N  на 3; остатокъ можетъ быть или нуль, или одинъ, 
или два. Означимъ частное буквой N t; тогда въ первомъ случае мы 
имеемъ N==BNlt во второмъ JSF = ЗЖ,ч- 1 и въ третьемъ N = 3N l-t-2. 
Въ первомъ или во второмъ случае будемъ делить N t на 3; въ 
третьемъ*же случае можемъ писать jV’='3(^r1-+-i)— 1 и будемъ потомъ 
делить -ZV̂ -i-i на 3. Продолжая поступать такимъ образомъ, мы по
лучимъ окончательный результатъ въ следующемъ виде:



где каждое изъ количествъ q0, qt, qz, ...qn можетъ быть или нулемъ 
или -+-1, или — 1. Такимъ образомъ задача решена.

444. Если въ датой системе, основаше которой есть г, раз- 
дгьлить сумму цифръ какого нибудь числа на г— 1, или на какой 
нибудь множитель, входящей въ г— 1, то получится тотъ-же 
остатокъу какой получился-бы отъ делешя самого числа соответ
ственно на г—1 или на одинъ изъ множителей, входящихъ въ г— 1.

Означимъ черезъ N  целое число, и пусть р0,р „ Рц,—Рп будутъ 
его цифры, начиная съ единицъ; тогда

N =р0-+-р ч̂-ргг2 . ..-i-pnrn
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следовательно

■РО * Pi * Pi ' '••~̂ ~Рп
р  .L{r— l)~h-p 2(г2 — 1 .4-рп(гП—  1)

N  p0-*-pi-+-Pz~+~"’~i~Pn
г— 1 Т— 1

ГП— I

уП__2
Н о --- =- есть целое число при всякомъ целомъ значенш п; та-т — 1

кимъ образомъ---- = некоторому целому числу -*  ——'•~" 1 ¥ X
Пусть теперьр будетъ одинъ изъ множителей числа г—1, т.-е. 

пусть г—1—pq; тогда, умноживъ последит выводъ на q, получимъ
N  _________ *_____Р<тЧ?1+ —+Рпнекоторому целому р ®* р

Это и доказываетъ наше предложете.
, %4.

445. Если въ какой нибудь системы, основаше которой есть г, 
какое нибудь целое число разделить на г—•—1, и если разность 
между суммой цифръ нечетныхъ местъ и суммой цифръ четныхъ 
местъ также разделить на r-t-1, то остатки или будутъ равны 
между собою, или сумма ихъ будетъ. равна г-*—1.

Употребляя то-же означеше, какъ въ предыдущей статье, мы бу
демъ иметь

N = p0-+-p1r-*-pzr z-i-...4-pnrn 

-*-1\ (**н-1) -+-Р» (г 2— 1) - *- Р з8 1 ) “*■•"■ (— 1)”! •
J

Такимъ образомъ
N  рп-—р<-*~Рг ^)ПРнекоторому целому ■ ------- п

г-+-1 * 3 • r-t-1
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Во-первыхъ, положимъ, что р0—р {-*-р2—
личиною положительной, и обозяачимъ ее чрезъ В

N  В= некоторому целому -»---

1 ) пРп будетъ ве
то гда

Г
о
5r-1-l

такимъ образомъ, когда N  и В  будемъ делить на r-i-1, то остатки 
будутъ равны.

Во-вторыхъ, положимъ, что р0 
личиною отрицательной, и обозяачимъ ее чрезъ

N  В=некоторому целому— — то-есть

■Pi -+-Р 1 )прп будетъ ве- 
; тогда

Г-н-1
N

1
В = некоторому целому числу;

Т “ I— 1 V —I— 1
такимъ образомъ когда N  и В  мы будемъ делить на г 
остатковъ должна равняться г-*- 1, если только одинъ 
не нуль, а следовательно оба не нули.

Напримеръ, положимъ, что г=10 и N =  263419.

, то сумма 
зъ остатковъ

Здесь 9— 1 -+-4— 3-ъб— 2=13=D,
и если Ж  и D  разделить на 11, то они дадутъ остатокъ 2. 

Положимъ еще, что г =10 и Ж =  615872. Здесь
6 12 D ;2— 7 -4-3— 5-+-1 —

и если N  ж В  разделить на 11, то получимъ въ остатке соответ
ственно 10 и 1.

446. На основаны ст. 444 оказывается, что всякое число делится 
на 9, если сумма его цифръ делится на 9, и что когда какое нибудь 
число разделено на 9, то остатокъ будетъ тотъ-же самый, какой полу
чится, когда сумма его цифръ разделится на 9. А такъ какъ В есть 
множитель 9, то всякое число делится на 3, если сумма его цифръ 
делится на 3, и когда какое нибудь число разделено на 3, то остатокъ 
будетъ такой-же, какъ и при делены суммы его цифръ на 3.

Изъ ст. 445 следуетъ, что какое нибудь число делится на 11, 
когда разность между суммой цифръ нечетныхъ и суммой цифръ чет- 
ныхъ местъ делится на 11.

447. Основываясь на свойстве числа 9, упомянутомъ въ предыду
щей статье, можно вывести правило для обнаружетя ошибк 
у множены двухъ чиселъ.

Пусть 9а-*-х означаетъ множимое, а 9Ъ-*-у множитель, следовательно 
произведете будетъ 81ab-i-9bx-t-9ay-+-xy. Тогда, если сумму циф 
во множимомъ разделить на 9, то остатокъ будетъ х; если сумму цифръ 
во множителе разделить на 9, то остатокъ будетъ у; и если сумму 
цифръ произведетя разделить на 9, то остатокъ долженъ быть тотъ- 
же самый, какъ и отъ делетя ху на 9, если только при умножены
не сделано никакой о111$[бки.
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Примеры на системы счислешя.

Въ сл̂ дующихъ шестнадцати примерахъ перевести числа съ си- 
стемъ, въ которыхъ они даны, на друпя.

-1. 123456 съ системы десятеричной на семеричную.
~2. 1357531 съ системы десятеричной на пятеричную.
-3. 357234 съ системы десятеричной на семеричную.
-4. 333310 съ системы десятеричной на одиннадцатеричную.

. - 5. 545 съ системы шестеричной на десятеричную.
“ 6. 4 444 съ системы пятеричной на десятеричную.
-7. 3413 съ системы шестеричной на семеричную.
- 8. 40234 съ системы пятеричной на двКшадцатеричную.
- 9. 64520 съ системы семеричной на одиннадцатеричную.

^ 10. 15951 съ системы одиннадцатеричной на десятеричную.
-11.15*7 5 съ системы десятеричной на восьмеричную.

- 12. 31462.125 съ системы десятеричной на восьмеричную.
- 13. 221.248 съ системы десятеричной на пятеричную.
-14. 444.44 съ системы пятеричной на десятеричную.
" 15. 1845.3125 съ системы десятеричной на двенадцатеричную,
- 16. 3065.263 съ системы восьмеричной на десятеричную.

_  17. Выразить по семеричной системе числа, выражаюпцяся въ де
сятеричной систем̂  символами 231 и 452; умножить полученныя чи
сла другъ на друга въ той-же семеричной системе и перевести произ
ведете. на десятеричную систему.

- 18. Разделить 17832126 на 4685 въ девятеричной системе. . гV: Ш #^ 19. ^Извлечь квадратный корень изъ числа 33224 въ еемордчаеи 
системе. ц
— 20. Извлечь квадратный корень изъ числа 12345|321въ шесте
ричной системе.
** 21. Извлечь квадратный корень изъ числа 3445.44 въ шестерич

ной системе и перевести результатъ на троичную систему. .
^  22. Вычесть 20404020 изъ 103050301 въ восьмеричной системе 
и извлечь изъ результата квадратный корень.
- 23. Извлечь квадратный корень изъ 11000000100001, выраженнаго

по двоичной системе, въ той-же системе.
-"' 24. Извлечь квадратный корень изъ 67556А21 въ двенадцате- 
ричной системе.



11725. Выразить —р— рядомъ системныхъ дробей при основам дв$-192
надцать.
"  26. Найти, въ какой системе девяносто-пять выражается чрезъ 137.
_  27. Найти, въ какой системе две-тысячи-сеиьсотъ-четыре выра

жается символомъ 20304.
- 28. Найти, въ какой системе тысяча триста-тридцать-одинъ выра

зится чрезъ 1000.
- 29. Найти, въ какой системе шестнадцать тысячъ выражается сим

воломъ 1003000.
~ 30. Въ десятеричной системе число выражается чрезъ 8g_s/6, а въ 

некоторой другой систем̂  чрезъ 55,5; найти основаше последней си
стемы.
^ 31. Найти, въ какой системе тысяча-шесть-сотъ-шестьдесятъ-четыре 

десятитысячных  ̂долей единицы выражаются посредствомъ 0,0404.
_32. Показать, что 12345654321 делится на 12321 во всякой си

стеме съ основатемъ более шести.
- 33. Показать, что 144 будетъ точнымъ квадратомъ во всякой си

стеме съ основатемъ больше четырехъ.
- 34. Показать, что 1331 есть точный кубъ во всякой системе съ 

основатемъ больше трехъ.
"  35. Найти, катя изъ гирь въ 1, 2, 4, 8, фунтовъ нужно

выбрать, чтобъ взвесить 1719 фунтовъ.
~~ 36. Найти, катя изъ гирь въ 1, 3, З2, ... фунтовъ нужно вы

брать, чтобъ взвесить 1027 фунтовъ, чтобы на весахъ было ре более 
одной гири каждаго рода на той или другой чашке.

37. Найти, катя изъ техъ-же гирь надо взять, чтобы взвесить 
716 фунтовъ.

- 38. Найтн, катя изъ техъ-же гирь надо взять, чтобъ взвесить 
475 фунтовъ.

- 39. Найти, производя действ1я по 12-ричеой системе, высоту па
раллелепипеда, объемъ котораго 94 куб. фута 235л куб. дюймовъ и осно
вате котораго 24 квадр. фута 5 квадр. дюймовъ.

40. Выразить 2 фута 10lU дюймовъ линейныхъ и 5 футовъ 
79 Ve дюймовъ квадратныхъ въ двенадцатиричной системе въ виде 
двенадцатыхъ частей фута, а такъ какъ второе число будетъ пред
ставлять площадь- прямоугольника, то, принявъ одну его сторону равной 
первому числу, найти другую делев1емъ по двенадцатеричной системе.

41. Если р0, р ^ р 21 ... будутъ цифры некотораго числа, начиная 
съ единицъ, то доказать, что это число разделится на восемь, если 
Ро+-̂ Рг̂ -̂ Р& делится на восемь.

218 ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВЕ XXIX.
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42. Д оказать, что разность двухъ чиселъ, представленныхъ одними 
и тъми-же цифрами, делится на девять.

4 3 . Найти наибольшее и наименьшее числа при данномъ числе 
цифръ во всякой данной системе.

44 . Доказать, что если въ какой нибудь системе сумма двухъ чи
селъ будетъ кратнымъ основатя этой системы, то 1) цифра, которою 
будутъ оканчиваться квадраты этихъ чиселъ, будетъ одна и та-же, и 2) 
эта циф ра, сложенная съ цифрою, на которую оканчивается произве
д е т е  данныхъ чиселъ, будетъ равна основанпо системы.

4 5 . Известное число, представленное по двоичной системе, оканчи
вается тремя нулями, предъ которыми стоитъ цифра, отличная отъ 
нуля; а представленное но системе троичной или пятеричной, оканчи
вается нулемъ, предъ которымъ стоитъ цифра, отличная отъ нуля; во 
всякой-же другой системе, за исключемемъ двенадцати системъ, послед
няя его цифра отлична отъ нуля. К а т я  это двенадцать системъ и ка
кое это число?

Г Л А В А  XXX.

Ариометическая nporpeccifl.
4 4 8 . Если величины возрастаютъ или уменьшаются такъ, что 

между ними остается постоянная разность, то говорятъ, что оне соста- 
вляютъ ариеметическую nporpecciro.

Т акъ , следуюпце ряды величинъ составляюсь ариеметичеш я про-
rpeccin .

1, 3, 5 , 7 , 9 ,  . . . .
4 0 , 36, 3 2 , 2 8 , 24 , . . . .
й', ci/—\r-2&, ...^

' а, а—Ь, а—2Ъ а— 3Ъ, ....
\ . .

Въ первомъ примере общая постоянная разность есть 2 , во второмъ 
она— 4, въ третьемъ Ъ и въ четвертомъ — Ъ.

4 4 9 . Пусть а означаетъ первый членъ ариеметической прогрессш, 
Ъ разность; тогда второй членъ будетъ а-*~Ъ, т р е т й  членъ а-+-2Ъ, чет • 
вертый а н -з& , и такъ  далее. Такимъ образомъ п -ый членъ будетъ
С14-(п— 1)&.

450 . Найти сумму датнаго числа величинъ, составляющихъ 
ариеметическую прогрессию, предполагая, что первый членъ и раз
ность даны.
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Означпмъ первый членъ буквой а, и пусть Ь представляетъ по
стоянную разность, п— число членовъ, s—сумму членовъ ж I— послед- 
тй  членъ. Тогда

s= ан-(а~ь &)-+- (ач-2 &)-ь.., .ч-1.
Написавъ этотъ-же рядъ въ обратномъ порядке, получимъ также:

ь- (1/ b)—t—(I— 2&)"Н~«. •. —
Следовательно, сложивъ ихъ, получимъ

2s={l-i-a)-+-(l-+-a)-i-(l-i~a)-t-... всегоп членовъ 
==п(1ч-а);

71откуда находимъ .............................. . . (1).

А также 1=а-*-(п— 1 )Ъ \ . . . . . . (2);
*

следовательно 5=—|2а-4-(и— 1)6|  .(3).

Уравнете (3) даетъ значете s, выраженное посредствомъ вели
чинъ, которыя предполагаются известными Уравнете (1) также даетъ 
удобное выражете для s и представляетъ собою следующее правило: 
Сумма какою нибудь числа членовъ аривметической прогрессш 

равняется произведению числа членовъ на полусумму перваго и по- 
слгьдняго членовъ.

451. Въ аривметической npoipecciu сумма какихъ нибудь двухъ 
членовъ, одинаково отстоящихъ отъ начала и конца ея, равна 
суммгъ перваго и пошъдняго членовъ.

Справедливость этого можно было видеть при предыдущемъ доказа
тельстве, но то-же можно доказать формально следующимъ образомъ: 
Пусть а будетъ первый членъ, Ь общая разность, I последшй членъ; 
тогда г-ый членъ отъ начала будетъ а-ь(г— 1 )Ь, а r-ый членъ отъ конца 
будетъ I— (г— 1 )Ъ, и следовательно сумма этихъ членовъ будетъ l-t-ci.

452. Вставить данное число среднихъ аривметическихъ между 
двумя данными членами.

Пусть а ж с будутъ два данныя члена, а п число вставляемыхъ 
членовъ. Тогда смыслъ задачи будетъ таковъ, что мы должны найти 
пч-2 члена аривметической прогрессш, въ которой а есть первый, а 
с последшй членъ. Пусть Ь означаетъ общую разность; тогда

С сьс^ач-(п-*-1)Ъ; следовательно Когда-же Ъ известно, то из
вестно будетъ и п искомыхъ членовъ

a-t-b, a-+-2b, a-t-Sb, ....a-*-nb.
453. Въ ст. 450 мы имели дело съ пятью величинами, именно съ 

а, b, I , п, s, связанными между собою уравнешями (1) и (2), или (2)
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а (3), выведенными тамъ. Читатель заметить, что если к а т  нибудь 
три изъ этихъ пяти величинъ будутъ даны, то две друпя могутъ быть 
найдены; это составитъ собою нисколько полезныхъ упражневш. Въ 
виде примера мы дадимъ одно изъ нихъ.

454. Даны: сумма некоторой аривметической npozpecciu, пер 
вый членъ ея и разность; найти число членовъ.

Здесь

следовательно

п
2|2a-+-(w—1)Ы;

2s=n2b-+-(2a—Ь)п.
Решая это квадратное уравнеше, получимъ

Ъ—2а±|/{(2«— 5)2h-8s&|п 2 Ъ
455. Мы видимъ, что въ предыдущей статье найдется два значе

тя  для п; въ некоторыхъ случая къ оба значешя могутъ быть допу
щены, какъ это видно изъ следующая примера. Положимъ а= 11, 
Ъ——2, 5 = 27; мы получимъ п= 8 или 9. Ариометическая nporpeccifl 
будетъ

11, 9, 7, 5, 3,1, — 1, — 3, — 5, и проч.
и очевидно, что сумма первыхъ трехъ членовъ та-же самая, какъ 
сумма первыхъ девяти членовъ.

456. Положимъ еще, что а= 4, 5=2, 5=18; мы получимъ п—3 
или—6. Сумма трехъ членовъ, начинающихся съ4, есть 4н-6ч-8или
18. Если мы поставимъ еще члены, предшествующи 4, то получимъ 
рядъ

б-ь-8,
и сумма этихъ шести членовъ тоже равна 18. Изъ этого примера мы 
можемъ заключить, что когда для числа членовъ получается цгьлое 
отрицательное значеше, а также и целое положительное, то оказы
вается справедливымъ следующее правило: начиная съ послёдняго члена 
ряда, полуЧеннаго соответственно положительному значенш, надо от
считать назадъ столько членовъ, сколько указываетъ отрицательное зна
чете—результатъ будетъ равняться данной сумме. Справедливость та
кой догадки можно доказать следующимъ образомъ.

Квадратное уравнеше относительно п, полученное въ ст. 454, есть
2s=n2b-t-(2a—Ъ)п (1).

Предположимъ, что существуетъ такой рядъ, въ которомъ первый 
членъ есть Ъ—а, разность Ъ, число членовъ пг и сумма s; тогда

2s=m2b-t-(2b—2 а—Ъ )т ................... (2).
Корни уравнешй (1) и (2) равны по величине, но противоположны 

по знаку (ст. 340); такъ что; если корни уравнетя (1) означимъ бук-



222 АРИ0МЕТИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССШ

11 то корни (2) будутъ —п1 ж пг. Следовательно пг чле-
—2 и пмёющихъ общую разность 6, со

вами ni и - -2,
новъ ряда, начинающаяся съ Ъ 
ставятъ давную сумму 5. Последтй членъ рада, начинающейся съ а и 
простирающейся до членовъ, будетъ а-+-(п1— 1)5; следовательно намъ 
нужно доказать, что если, начиная съ этого члена, отсчитаемъ назадъ 
пг членовъ, то придемъ къ члену Ь—а. Это сводится къ доказательству,

=6что /~

то-есть, что
а (п ,~ \)Ъ —(п2— Г)Ь1

а

Но
I

следовательно

п1 п

2
(п — п2)Ъ 

2 а— Ъ

а:
Ъ—а.

г ь (Ьт. 335);

а (п{—  п&)Ъ= а— (2 а— Ъ) = Ь— а.
457. Въ связи съ цплымъ отрицательнымъ значетемъ п можно 

обратить внимате на другое еще обстоятельство.
Пусть —п, будетъ целое отрицательное значете п, удовлетво

ряющее уравненш
п
2|2а-ь-(п— 1)&|;

тогда п
2
*|2 а-л-nj)— Ц.

Следовательно ПА
2 |2(а—&)-+-(̂ —1)(—&)|.

Это показываетъ, что если мы отсчитаемъ назадъ п{ членовъ, на
чиная съ а—Ь, то полученная сумма будетъ равна — $.

Напримеръ, если возьмемъ случай ст 456, то отсчитавъ назадъ 
шесть членовъ, начиная съ 2, мы получимъ

2-t-O—2—4—6—8,
то-есть 18.

>

458. Впрочемъ въ некоторыхъ случаяхъ только одно изъ значешй 
п, найденныхъ въ ст. 454, будетъ целымъ числомъ. Положимъ а—11, 
Ъ=— 3, '5=24; мы получимъ п= 3 или 51 'з. Последнее значете за- 
ставляетъ насъ предугадывать, что изъ двухъ чиселъ 5 и 6 одно бу
детъ соответствовать сумме большей чемъ 24, а другое—сумме мень
шей чемъ 24. Действительно, сумма 5 членовъ будетъ 25, а сумма
б членовъ 21.

По поводу дробнаго значешя п мы можемъ указать еще на следую
щее обстоятельство:

Р ' • *Положимъ, что — есть дробное значете п, удовлетворяющее урав-а
ненш п

2|2а-н (п— 1)Ц;



2

Р  ( n  (Р  Л г , )  Р { 2 а  р Ъ  Ътогда , _ _ | 2« + ( _ 1

2/ £ _ 1  » V  ( Ц»
2|#  # #2 ' qг) 2} \q 2q 2q J }q

Это показываетъ, что 5 равно сумме р членовъ аривметической
а Ъ Ъпрогрессш, въ которой первый членъ есть--- —*-—-5, а разностьq 2q 2q

будетъ -j.
9.

Р 16Въ данномъ выше примере -=Ъ-/3= -я; такъ что р =16 и g = 3.q 6
А потому

а Ъ Ъ 11 1 1 . Ъ 1
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I---= —— —̂ ---=4
g 2g 2g2 3 2 6 g 3?

* о
такимъ образомъ 24 есть сумма 16 членовъ аривметической прогрессш,

1въ которой первый членъ есть 4, а разность — —.

459. Заслуживаютъ внимашя выводы, получаемые въ следующихъ 
простыхъ задачахъ:

сумму п членовъ ряда 1, 2, 3 , 4, ...
Здесь п-ый членъ есть щ такимъ образомъ, по ст. 450,

п. .s = - (n - * - l ) . s
Найты сумму п членовъ ряда 1, 3, 5, 7...
Здесь а= 1, Ъ=2; итакъ, по ст. 450,

ft«= -{2н-2(» — l)j= - X 2  п=пг.

Прибавимъ къ этому еще два подобныхъ-же вопроса, приводящихъ 
къ важнымъ результатами хотя они и не очень тесно связаны съ на- 
стоящимъ предметомъ.

460. Найти сумму квадратовъ первыхъ п натуральньгъ чиселъ. 
Означимъ буквой s искомую сумму; тогда

5=12-*-23-«-3 2-ь.... н-w2,
п(пч-\')(2п-+-1)и мы докажемъ, что s= ----- ------ .о

Мы имйемъ
nz— (п— 1)3=3^2—-Зты-!,
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3 s—23=3.32— 3.3-+-1 
23— 13=3.22—3.2-f-l 
I 3—03 = 3.12— 3.1-н1.

Отсюда, сложивъ эти равенства, находимъ
З=311 2-+-22_t-32~*— . . ь- w2|— В|1-«-2-ьЗнн.,I-??

3wfwH—1)то-есть п =  35---------- у-п.2
«  х  0  3  3 w ( n - + - l )  w ( m - i - 1 ) ( 2 w - i - ] )С лъдо вате льно 3 s= ns н— — -— п= —---- ------ А Л

П

значитъ
%

461. Найти сумму кубовъ первыхъ п натуралъныхъ чиселъ 
Означимъ буквой s искомую сумму; тогда

' s =  13н-23-ь33-ь-...-«—п3,
in(n-i- ll i2мы докажемъ, что s — < ——— -' .

Мы имйемъ
п 4— (п — l ) 4 =  4w3— 6w2-»-4n  — 1,

(п— I) 4— (п— 2)4=4(п— I) 3— 6 (п— 1)2н-4(̂ — 1)— 1, 
(п— 2)4— (п— З)4=4(п— 2)3— 6(п—2)2ч-4(Н— 2) — 1,

В4— 24=4.33— 6.32-t-4.3— 1 
24— 14=4.23—6.22-t-4.2— 1
I 4—04=4.13— 6.12-+4.1— 1.

Отсюда сложетемъ находимъ
4п 4 j 13-ь23--ьЗ 3-f-. ..-ьп3 j—6 j 12-*-2 2-t-3 2-н..

п\ —п4 jl-t-2—нЗ-н,...
то-есть п4=4 s—п(пч-1 )(2w-s-1 )-+-2h(n-+-1)—п.
Следовательно 4s=n4-+-2n3-+-w2,

п(п-1-1)
•5=^— 2—

Такимъ образомъ, на основавш ст. 459, мы получимъ следую
щей выводъ: сумма кубовъ первыхъ п натуралъныхъ чиселъ равна 
квадрату суммы этихъ чиселъ.
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Примеры аривметической прогрессш.

1. Найти сумму 20 членовъ 2, 6, 10, 14, ...
2. Найтж сумму 82 членовъ 4, 15 7 13 

4 5 2’ 4 *
3. Найти сумму 24 членовъ 1 3

2 ’  4
, - 2 ,

4. Найти сумму 20 членовъ 5, 13 11
5 ’ 3 ’ I ••

45. Найти сумму 10 членовъ 13/в, р/е, — ...

6. Найти сумму 12 членовъ 1, I 3/*, 2Va, ...

7. Найти сумму 21 члена 5 2 13 
7’ 3’ 21’

1 2

• I I

8. Найти сумму 50 членовъ —, —, 1,...3 3
9. Найти сумму 30 членовъ 116, 108, 100, ... 

10. Найти сумму п членовъ 9, 11, 13, 15, ...

11. Найти сумму п членовъ 1, 5 2 
6’ 3’ • • •

12. Найти такую ариемет. прогр., чтобы сумма первыхъпяти чле
новъ составляла одну четверть суммы слйдующихъ пяти членовъ и 
чтобы первый членъ ея былъ единица.

13. Если первый членъ ряда равенъ 2, а пятый равенъ 7, то найти, 
сколько членовъ нужно взять, чтобы сумма могла быть 63.

14. Дано «=16, 6=4, 5=88; найти п.
15. Если сумма т  членовъ некоторой арием. прогр. къ сумме п 

ея членовъ находится въ постоянномъ отношетй т 2 къ а пер
вый членъ ея единица, то найти w-ый членъ.

16. Сумма известаго числа членовъ ряда 2 1 -н19-ь1 7-ь... рав
няется 120; найти последшй членъ и число членовъ ряда.

17. Найти разность, зная, что первый членъ есть 1, последтй 
50, а сумма 204.

18. Вставить 6 среднихъ ариеметическихъ между 1 и 29.
19. Если взять 2^н-1 членовъ ряда 1, 3, 5, 7, 9, ..., то сумма 

членовъ, взятыхъ чрезъ одинъ: 1, 5, 9, . . .  будетъ относиться къ сумме 
остальныхъ членовъ: 3, 7, 11, ... какъ п-+-1 къ п.

Алгебра.
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20. Найти сумму первыхъ п чиселъ вида 4г-»-1.
21. Найти, сколько членовъ ряда 1—»—3—*—5-»—7... составятъ число 

1234321.
22. Найти, сколько членовъ ряда 16-*-24-»-32н-40н-... составятъ 

число 1840.
23. На земле лежитъ п  камней; разстояте между первымъ и вто- 

рымъ одинъ аршинъ, между вторымъ и третьимъ три аршина, между 
третьи мъ и четвертымъ пять аршинъ, и такъ далее. Сколько нужно 
людей, чтобы собрать все камни въ корзину, стоящую у перваго камня, 
если каждый принесетъ по одному камню?

*

24. Члены 14-й, 134-й и последтйвъ ариом. прогр. соответственно 
равны 66, 666 и 6666; найти первый членъ и число членовъ.

25. Найти рядъ среднихъ ариеметическихъ между 1 и 21, та
кихъ, чтобы сумма ихъ относилась къ сумме двухъ наибольшихъ изъ 
нихъ, какъ 11 къ 4.

26. Сумма членовъ ариом. прогрессш равна 28*/2, первый членъ 
ея — 12, а общая разность 3|2. Найти число членовъ.

27. Найти, сколько членовъ ряда 3, 4, 5 ...должно взять, чтобы 
составить 25.

28. Найти, сколько членовъ ряда 5, 4, 3, ... должно взять,чтобы 
составить 14.

29. Показать, что можно найти известное число членовъ арием. 
прогрессш, алгебраическая сумма которыхъ равна нулю, если только 
удвоенный первый членъ делится на разность, а восходящи илинисхо- 
дяпцй рядъ, смотря по тому, что считать за первый членъ, будетъ от
рицательнымъ, или положительнымъ.

30. Если т -ый членъ ариом прогр. будетъ п, а w-ый членъ т. 
то сколько членовъ составятъ сумму \(т-+-п)(т-+-п— 1) и какой бу
детъ последшй изъ нихъ?

31. Если s=72; а —24, Ь = — 4, то найти п.
32. Если s = p n - t - q n z, какое-бы ни было значете п ,  то найти

ш-ый членъ.
33. Если S a  представляетъ сумму п  натуральныхъ чиселъ, начи

ная съ а, то доказать, что Ssa+ n-i— 3 S a.
34. Доказать, что квадраты величинъ ж2— 2#—-1, ж2н-1 и 

х г- ^ 2 х — 1 составляютъ ариометическую прогрессш.
35. Разность ариом. прогрессш равна разности квадратовъ перваго 

и последняго членовъ, разделенной на удвоенную сумму всехъ членовъ 
безъ перваго и последняго.

36. Сумма т  членовъ ариом. прогрессш равна п, а сумма п  чле
новъ съ темъ-же первымъ членомъ и съ тою-же разностью равна т,
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Показать, что сумма т-+-п членовъ есть
/ 2%

т —п членовъ равна ( т —я)^1н——
(m-+-w) д что сумма

37. Найти число среднихъ ариеметическихъ между 1 и 19, если 
второй изъ среднихъ относится къ первому какъ 1 къ 6.

38. Сколько членовъ натуральная ряда чиселъ, начиная съ 4 да- 
дутъ въ сумме 5350?

39. Въ ряду, состоящемъ изъ нечетная числа членовъ, сумма чле
новъ нечетныхъ (перваго, третьяго и т. д.) равна 44, а сумма чет- 
ныхъ членовъ (второго, четвертая и т. д.) равна 33. Найти средтай 
членъ и число членовъ.

40. Если а2, Ъг, с2 составляютъ ариеметическую прогресс!», тогда
1 1 1&Ij17’ то-же составятъ ариеметическую прогрессш.

41. Найт
2 г— 1.

сумму п членовъ ряда, въ которомъ r-ый членъ есть

42. Найти сумму п членовъ 1— 3-+-5 —
43. Найти суммуп членовъ ряда 1—2-нЗ

• I I

• • #

44. Даны р-ът членъ Р  и g-ый членъ Q въ арим. прогрессии; вы
разить сумму п членовъ посредствомъ Р , Q, р, q, п.

45. Члены Р ‘Ш , q-ий и r-ый ариеметической прогрессш соответ
ственно равны х, у, я; доказать, что если х, у, я будутъ целыми и 
положительными, то существуетъ арием. прогресс!я, въ которой ж-ый, 
у-ый, #-ый члены соответственно равны р, q, г; и что произведете 
разностей обеихъ nporpeccifi равно единице.

46. Внутрение углы прямолинейной фигуры составляютъ ариемет. 
прогрессш:; нааменьшш уголъ 120°, разность 5°. Найти число сторонъ.

47. Найти сумму п членовъ 1.2-+-2.3-«-3.4-»-4.5-t-...
48. Если второй членъ арием. прогрессш будетъ среднимъ пропор- 

щональнымъ между первымъ и четвертымъ, то показать, что шестой 
членъ будетъ среднимъ пролорщональнымъ между четвертымъ и девя- 
тымъ.

49. Если <р(п) будетъ сумма п членовъ арием. nporpeccifl, то найти
въ зависимости отъ п и первыхъ двухъ членовъ. 

Показать такъ-же, что ср(̂ г—*—3)—Зф(пч-2)-ьЗф(м 1) —<p(w)=0.

50. Найти сумму п членовъ ряда, въ которомъ m-ый членъ—5 2*
51. Разложить единицу на четыре части, составляюиця ариемети

ческую прогрессш, въ которой сумма кубовъ была-бы — .
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52. Слуга согласился служить первый мйсяцъ за известную плату 
съ услов1емъ, чтобы она увеличивалась на четвертакъ въ каждый сле
дующей месяцъ, пока не достигнетъ 15 р. въ месяцъ. По прошествы 
перваго изъ месяцевъ, за которые онъ сталъ получать по 15 рублей, 
онъ нашелъ, что за время его службы онъ получалъ среднимъ чиеломъ 
по 12 рублей въ месяцъ. Сколько месяцевъ слуга прослужилъ?

53. А, вьгЬхавъ изъ извйстнаго места, проезжаетъ по 5 аншй- 
скихъ миль въ часъ. В  вы^зжаетъ чрезъ 4\'2 часа после А  и едетъ 
въ томъ-же направлены со скоростью В миль въ первый часъ, 
3*U миль во второй часъ, 4 мильвъ тремй часъ, и такъ далее. Найти, 
чрезъ сколько часовъ В  догонять А?

54. Несколько человекъ наняты для известной работы, которая за
няла- бы т  часовъ, если-бы они начали ее одновременно; но вместо этого 
они принимались за нее черезъ равные промежутки и продолжали такъ 
работать, пока не окончили ее всю. Такъ какъ плата была пропорцио
нальна работе, произведенной каждымъ, то первый, принявипйся за 
работу получилъ въ г разъ больше, чемъ последшй. Найти, какое 
время заняла работа?

55. Число, выражающееся тремя цифрами, равно 26-кратной сумме 
его цифръ; при этомъ цифры составляютъ ариеметическую прогрессш. 
Если прибавить къ этому числу 396, то цифры его будутъ въ обрат- 
номъ порядке. Найти это число.

56. Показать, что сумма всякихъ 2w-*-l последовательныхъ це- 
лыхъ чиселъ делится на 2гс-*-1.

Г Л А В А  XXXI.

Геометрическая прогрессш.
462; Говорятъ, что количества составляютъ геометрическую про- 

rpecciro, когда каждое изъ нихъ равно произведенш предыдущаго на 
некоторый постоянный множитель. Постоянный множитель называется 
знаменателемъ прогрессш или для краткости просто знаменателемъ. 
Такъ следуюпце ряды членовъ составляютъ геометрическую прогрессш.

1, 2, 4, 8, 16, ...
1 1 1 1  

’ 3’ 9’ 27’ 81’
а, аг, аг%, аг3, аг4, ...

1
Въ первомъ примере знаменатель 2, во второмъ — и въ третьемъ г.

О



463. Пусть а означаетъ первый членъ геометрической прогресс in и 
г—ея знаменатель; тогда второй членъ будетъ аг, третШ агг, четвер
тый аг3, и такъ далее. Такимъ образомъ м-ый членъ будетъ агп~1.

464. Найти, сумму даннаго числа величинъ, составляющихъ 
геометрическую прогресст, если извгьстны первый членъ и знаме
натель прогрессш.

Пусть а означаетъ первый членъ, г знаменатель, п число членовъ, 
и s сумму членовъ. Тогда

s= а-л-аг-*-агг-\-агг-ь-... ч-агп ~1;
следовательно -sr= аг-ь-агг-*-агг-ь-.. .ч-агп~1н-агп.

Отсюда, посредствомъ вычиташя, получаемъ

ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССШ. 229

s t——5 = а г п— а;

а(гп— 1) следовательно s=- г—1
Если I означаетъ последуй членъ, то мы имеемъ

(!)•

1 = а гп~1 ...................   (2),
а следовательно s= ——-  ................................ (8).г— 1

Уравнеше (1) даетъ значеше s посредствомъ величинъ, предпола
гающихся известными. Уравнеше (3) представляетъ иногда удобный 
видъ.

465. Значеше s мы можемъ писать такъ:
а(1—гп)s = ~ --- - .1—г

Положимъ теперь, что г меньше единицы; тогда, чемъ больше бу
детъ п, темъ менее будетъ гп, и беря п достаточно болыпимъ, мы мо
жемъ сделать гп какъ угодно малымъ. Если такимъ образомъ п будетъ 
взято столь болыпимъ, что величиною гп въ сравненш съ единицей

1 dможно будегъ пренебречь, то значеше s приведется къ -— -. Этотъ
выводъ мы можемъ выразить такимъ образомъ: При достаточно 
большомъ п сумма п членовъ геометрической прогресст будетъ отли
чаться какъ угодно мало отъ • То-же предложеше иногда сокра
щенно выражаютъ такъ: сумма безконечнаго числа членовъ убываю
щей геометр, прогрессш равна Но нужно помнить, что это не
более, какъ сокращенное выражеше предыдущаго предложешя.

Предыдущая замечашя предполагаютъ, что г меньше единицы. На 
будущее время и въ тексте, и въ прнмерахъ, когда мы будемъ гово-
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рить о безконечной геометрической прогрессш, мы будемъ всегда пред
полагать, что г меньше единицы.

Применишь предыдущая заийчатя къ какому нибудь примеру. Раз-
, 1 1 1  „ 1 , смотримъ рядъ 1, —, —, — — ; здесь а=2, г= —; такимъ образомъ

Л 4 о Z

сумма п членовъ будетъ 1
1 1

2

1 1

взять п достаточно болыпимъ,
2п 
то 2п 

1

_1
2 й' Но есл, то-есть 2— 

л можетъ быть сделано какъ
угодно болыпимъ, а следовательно столь малымъ, какъ угодно. По-Ж
этому можно сказать, что беря п достаточно большимъ, мы можемъ 
достигнуть того, что сумма п членовъ ряда будетъ отличаться 
отъ 2 на какую угодно малую величину. Это сокращенно можно вы
разить такъ: сумма безконечнаго числа членовъ этого ряда равна 2.

466. йВъ геометрической прогрессш, продолженной до безко- 
нечности, каждый членъ находится въ постоянномъ отношент къ 
суммп) всгьхъ членовъ, слгъдующшъ за нимъ, если предположить, 
что знаменатель меньше единицы.

Пусть рядъ будетъ a-+-ar-+-ar*-t-arsи-....; тогда ю-ый членъ его
; сумма всехъ членовъ, следующихъ за нимъ, будетъan-i.

a r\  1 -ч-гн-г 2ч к ..) агП
1 Г

Отношеше w-аго члена къ сумм$ следующихъ за нимъ будетъ
агП'~1 агп

1 ■Г
то-есть 1 г

г . А это есть постоянная величина, каково-бы ни было п.
Велм мы жёлаемъ определить г такъ, чтобы это отношете могло

1 —г
иметь данную величину р , мы должны положить г ■-р; откуда бу

детъ следовать, что г 1
l-i-р

467. Перщичешя десятичныя дроби представляютъ собою при
мерь безконечныхъ геометрическихъ прогрессш. Такъ, напримеръ,
0.2343434... означаетъ собою рядъ

2 34
10 10

34
ю 5

34
107

2Здесь члены, следующее за— , составляютъ геометрическую прогрес-1U
с!ю, въ которой первый членъ у̂ -3, а знаменатель Следовательно
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мы можемъ сказать, что сумма безконечнаго числа членовъ этого ряда
84 (, 1 ) 34 „  - .равна — *: 11—— 2[, то-есть ——. Поэтому значеше всей десятичной10

дроби будетъ
10

2
10

НЫХЪ иримеровъ.

34
990

990
Выведемъ теперь общее правило для подоб-

468. Найти величину перюдической десятичной дроби.
Пусть Р  означаетъ неповторяюпцяся цифры и положимъ, что ихъ 

будетъ р; пусть Q означаетъ повторяющаяся цифры и пусть ихъ бу
детъ q. Пусть 
дроби; тогда

s представляетъ значеше десятичной перюдической

s=0,PQQQ...

вычитая, получимъ

W s = P , Q Q Q . . .

1 0 ' n cJ s = P Q , Q Q Q . . .

(1 о Ж — 1 QP)s= PQ —P .
Но 10р+?— 10?=(10?— 1)10р; а 109— 1, если его выразить циф

рами обыкновеннымъ образомъ, будетъ изображаться цифрой 9, повто
ренной q разъ. Отсюда мы выводимъ обыкновенное правило для обращешя 
перюдической десятичной дроби въ простую: Нужно вычесть целое чи
сло, представляемое перщическою частью дроби, изъ цЬлаго числа, 
представляемаго неиерщи ческою частью съ первымъ перщомъ, и раз
делить разность на число, изображенное столькими цифрами девять, 
сколько цифръ въ перюдической части, сопровождаемыми столькими 
нулями, сколько цифръ въ неперюдической части.

469. Вставить данное число среднихъ геометрическихъ между 
двумя данными членами.

Пусть а же будутъ два данные члена, и п число членовъ, которые
нужно вставить. Тогда сущность задачи будетъ заключаться въ томъ,
чтобы найти пн-2 члена геометрической прогрессш съ первымъ членомъ а
ипоследнимъ с. Пусты будетъ знаменатель прогрессш, тогда с=аг1

а потому г а Отсюда находимъ г, и искомые члены будутъ
аг, аг2, аг *  • • агп

470. Въ статье 464 мы имели дело съ пятью величинами, именно 
а, г, Z, п, 5, связанными взаимно данными тамъ уравнейями (1) и
(2), или (2) и (3). Поэтому мы могли-бы предложить найти кашя ни
будь две изъ этихъ пяти величинъ, когда даны три друпя; но легко 
видеть, что некоторые изъ случаевъ такой задачи окажутся слишкомъ 
трудными для решешя. Следуюпце-же четыре случая не представляютъ
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никакой трудности: 1) даны а, г, п; 2) даны а, п, I; 3) даны г, п, 
I; 4) даны г, п, $.

*

471. Но положимъ, что будутъ даны a, s, п, а следовательно 
нужно будетъ найти г и I. Тогда г пришлось-бы находить изъ урав
нетя

s(r—1 )= а(гп— 1);
мы можемъ разделить обе его части на т— 1, и тогда получимъ урав* 
неше п— 1 степени относительно неизвестной величины г, которое 
следовательно не можетъ быть решено по какому нибудь изъ данныхъ 
до сихъ поръ способовъ, если п будетъ больше 3. Подобныя-же заме- 
чатя относятся къ случаю, когда даны I, s, п, и когда следовательно 
нужно найти а и г.

472. Остаются четыре случая задачи, именно те четыре, въ кото
рыхъ одна изъ искомыхъ величинъ есть п. Положимъ, что даны а, г,
I, а следовательно нужно найти s ш п. Здесь п пришлось-бы найти 
изъ уравнешя 1=агп~1, въ которое неизвестная величина п входитъ 
показателемъ; до сихъ поръ еще ничего не было сказано о решенш та
кихъ уравнетй.

473. Найти сумму п членовъ слтдующаъо ряда:
а, (ач-Ъ)гу (а-ь-2Ъ)г2, (ан-Зб)г3, ...

Пусть s означаетъ эту сумму; тогда
a-t-(a-+-b)r-+-(a-t- 2Ъ)г*ч~. .,-ь-(ач-п— 1 Ъ)г

rs — аг-+-(анн Ъ)г2 ... -+-(а-*~п
п--1?
м--1

-п—  1(а-*-п—  1 Ъ)гп
Вычтя одно изъ другого, найдемъ

s( 1 — г )= а~+-Ъг-*-Ъг2 ... -+-Ъгп~1—\a-t-(n— l)b\

а следовательно
а— \а-+-(п— 1)Ъ\гп Ьг(1— гп—л)

1—г ( l^ r )

t • •

Примеры геометрической nporpeccin
8 8 40

1. Найти сумму шести членовъ —g

2. Найти сумму десяти членовъ 2—2гн-23—2
4

• » •

Я. Найти сумму п членовъ 3-ь2-*-- • ♦ •
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+ ♦ •
2 1 34. Найти сумму п членовъ 3 2 8

2 4 85. Найти сумму безконечнаго числа членовъ —ч—3 9 27
• • •

4 36. Найти безконечную сумму —-+-1-ь-
О 4:

l i i i7. Найти безконечную сумму -- ч - - ь -2 4 8 16
•  . .

4
8. Найти безконечную сумму 3 + 2-*--н-

О

9. Найти безконечную сумму

1 110. Найти безконечную сумму 1-f-̂ -f-—

• • •

11. Найти бекзонечную сумму 5 1 1 1
2 20 200 • # «

•  ♦ •

1 1 112. Найти безконечную сумму 1— — -

13. Найти безконечную сумму — ^-ь0_—
2 о 27

14. Найти безконечную сумму О 1̂0 1ZD

15. Найти безконечную сумму ^ — fg

п „ , |/ 2н-1 1 1
16. Наити безконечную с у м м у ~ * ~ 2—1/2~*~ 2

2 3 2 3
17. Найти безконечную сумму ~53~*~ 5*
18. Найти сумму п члзновъ гч-2г2-*-Зг3ч-4г4

2 3 419. Найти сумму п членовъ н—̂

« • •

20. Найти сумму п членовъ 1 3 5 7t

21. Найти сумму п членовъ 1

2 4 8
3 5 7

42 4 8 • • •

22. Найти сумму всякаго числа членовъ геометр, прогресш, въ 
которой даны первый и третШ члены.
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23. Еели знаменатель прогрессш равевъ — 3, то найти знамена' 
тель ряда, который получится, если взять каждый четвертый членъ 
первоначальнаго ряда.

24. Сумма денегъ въ 700 рублей разделена между четырьмя ли
цами, доли которыхъ составляютъ геометрическую nporpecciro, а раз
ность между наибольшей и наименьшей долями относится къ разности 
между средними долями какъ 37 къ 12. Найти соответственный доли.

25. Найти сумму п членовъ ряда, котораго w-ый членъ (— 1 ш)ат .
26. Если Р  будетъ сумма ряда l-+-rp-+-r2'p-b-rsv-i-,.. до безконечн. 

a Q— сумма ряда lH-r?-»-r2?-i-r3?-i-... до безконечности. то доказать,
что P<>{Q— iy = Q ?(P — iy .

27. Показать, что [/(0.444...)=0.666...
28. Шжго, сбереганшцй ежегодно на половину больше того, сколько 

онъ сберегъ въ предыдущш годъ, по истеченш семи летъ скопляетъ 
658 р. 88 к. Сколько онъ сберегъ въ первый годъ?

29. Показать, что произведете двухъ членовъ геометр, прогрессш, 
равно отстоящихъ отъ даннаго члена, всегда будетъ одно и то-же.

30. Показать, что если въ геометрической прогрессш каждый 
членъ вычесть изъ следующая за нимъ, то последовательныя разности 
составятъ также геометрическую nporpecciro.

31. Квадратъ средней ариеметической изъ двухъ величинъ равенъ 
средней ариеметической изъ среднихъ ариеметической и геометрической 
квадратовъ этихъ двухъ величинъ.

32. Найти безконечную геометр, прогрессш, въ которой каждый 
членъ въ десять разъ больше суммы всёхъ следующихъ за нимъ члё- 
новъ.

33. Еслп S n  представляетъ сумму п членовъ данной геометриче
ской прогрессш, то найти сумму S i-i-Sz-t-Sa-+-...-t-Sn.

34. Если найти п среднихъ геометр и ческихъ между двумя величи-
П

нами а и с, то ихъ произведете будетъ (ас)2.
' 35. Пусть 5 означаетъ сумму п членовъ ряда а, аг, аг2, .. пусть 

также s' означаетъ сумму п членовъ ряда а, аг-1, аг-2, ... и нако
нецъ пусть I означаетъ последнш членъ перваго ряда, тогда будемъ
иметь as= ls.

36. Если а, Ъ, с, d составляютъ геометрическую nporpecciro, то 
(a2-t-&2H-c2j(&2H-c2-i-cZ2) —(ab-i-bc-i-cdy.

37. Если а, Ъ, с, d составляютъ геометрическую nporpecciro, то
(a— d)z=(Jb—е)2-ь(л— а)2-ь(й— 6)2. я

38. Сумма первыхъ трехъ членовъ геометр, прогрессш равна 21, а 
сумма первыхъ четырехъ членовъ равна 45; найти этотъ рядъ.
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39. Найти сумму п членовъ (г 1 г 1
и г г 1

г • < о

40. Найти сумму п членовъ 5-t-55-f-555
41. Доказать, что две величины, изъ которыхъ А  средняя арие- 

метическая, a G средняя геометрическая, даются формулой
А+\/\(A-+-G)(A— 6r)j.

42. Имеются четыре числа, изъ которыхъ первыя три находятся 
въ геометрической, а послйдмя три въ аривметической прогрессш; сумма 
перваго и последняго равна 14, а сумма второго и третьяго равна 12. 
Найти эти числа.

43. Три числа, сумма которыхъ равна 15, составляютъ ариомети
ческую прогрессно, но если къ нимъ соответственно прибавить 1, 4 и
19, то полученныя суммы составятъ геометрическую прогрессш. Опре
делить эти числа.

44. Если а, Ь, с составляютъ ариометическую прогрессш, то до
казать, что

^(а-+-Ъ+сУ= а?(Ъ-\-с) -л-Ъ\с-*-а)-*-с\а-+- Ъ)\У
если-же они составляютъ геометрическую прогрессш, то доказать, что

а%ЪгсЦ -̂ 5-4-̂ ,а3 о
1 а3-н&3-|-с3.с

45. Найти сумму безконечнаго ряда
(а-*-аЪ)гг-*-(а-*-аЪ-+-аЪг)г3аг 5

где г и Ъг каждое меньше единицы.

Г Л А В А  XXXII.

Гармоническая nporpeccifl.
*  *

474. Говорятъ, что величины а, Ъ, с, составляютъ гармоническую
, когда а : с= а—Ъ : Ъ—с.

Всякое число величинъ составятъ гармоническую прогрессш, 
когда каждыя три последовательный изъ нихъ составляютъ такую 
прогрессш.

475. Величины, обратныя съ величинами, составляющими гар
моническую прогрессш, представляютъ ариометическую прогрессш.

УУ
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Пусть а, Ь, с составляютъ гармоническую прогрессш; 
тогда а : с=а— Ъ : Ъ— с;
следовательно а(Ь—с)= с(а— Ь) .

Разделимъ на abc, тогда будетъ
1 1 1 1
с Ъ Ъ а?

что и доказываете предложете.
476. Ояределете, данное въ ст. 474, выражается словами иногда 

еще такъ: Три величины составляютъ гармоническую прогрес■ 
сщ  когда первая относится къ третьей, какъ разность первой 
и второй относится къ разности второй и третьей. Но нужно 
заметить въ такомъ случае, что разности надо брать въ томъ-же 
самомъ порядкгь, то-есть, вычитая вторую величину изъ первой п 
третью изъ второй, или, вычитая первую изъ второй и вторую изъ 
третьей. И было-бы невёрно, если-бы вычитать первую изъ второй и 
третью изъ второй. Ояределете съ помощью символовъ представляетъ 
преимущества по краткости и точности сравнительно со словеснымъ 
определешемъ.

Иногда за определеше гармонической прогрессш берутъ свойство 
ея, доказанное въ ст. 475, выражающееся такъ: величины составляютъ 
гармоническую прогрессш, если ихъ обратныя составляютъ про- 
грессгю ариометическую.

Терминъ гармоническая прогресш пронзошелъ отъ обстоятельства, 
касающагося музыкальныхъ тоновъ. Возьмемъ рядъ струнъ изъ одного

, 1 1 1 1вещества, длины которыхъ пропорцгональны числамъ 1, —, -, -т, —,
2i о 4 5

i  и предположимъ, что эти струны натянуты одинаково. Тогда, если
катя нибудь две изъ нихъ будутъ звучать одновременно, то звукъ 
окажется пр1ятнымъ для слуха или гармоничнымъ.

Здесь нетъ формулы для суммы какого нибудь числа величинъ, 
составляющихъ гармоническую прогрессш; но свойство, доказанное въ 
предыдущей статье, послужить намъ для решеюя некоторыхъ вопро- 
совъ, относящихся къ гармонической прогрессш.

477. Вставить данное число среднихъ гармоническпхъ между 
двумя данными членами.

Пусть а и с будутъ два данные члена, а п число вставляемыхъ 
членовъ. Тогда задача будетъ состоять въ томъ, чтобы найти п-*-2 
члена гармонической прогрессш, первый членъ которой а, а последшй
с. Следовательно задачу эту можно свести къ следующей: вставить
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п среднихъ аривметическихъ между — и —. Пусть Ъ означаетъ разО) с
ность; тогда

— \)Ъ, с а '
,  аследовательно о= (п-+-\)ас

Аржеметическая nporpeccia будетъ
1 1 * 1 О* 1 т 1—, —1-&, — 1—26, .... — i—fib. —,а а а а с

то-есть
1 с(п-+-1)-*-а—с с(п-+-1)-ь2(а— с) с(п-л-\)-+-п(а — с) 1
а’ ас(п-t-l) ’ ас(п-f-l) . * ас(пч-1) ’

Следовательно, гармоническая нрогресйя будетъ
ас(пч-1) ас(пч-1) ас(пч-1)сь’ с(п-ь~1)-+-а—с’ фг-»-1)ч-2(а—с)’ *" фг-«-1)-ню(а—с)’ с.

478. Пусть а и с будутъ к а т  нибудь две величины; пусть А  
будетъ ихъ средняя ариеметическая, G ихъ средняя геометрическая и 
Н  ихъ средняя гармоническая; тогда

А-—а=с—А ; следоват, А=}(ач-с). 
а : G = G  : с; следоват. G=\/ac.

а : с=а—Н  : Н —с; следоват. Л

Отсюда следуетъ, что G2 —А Н , а потому
A : G = G :H .

2 ас
а

Такимъ образомъ G по своей величине заключается между А  и Н, 
прнчемъ А  больше Н, потому что

л гг 1/ ч 2ас (а— с)2А —Н=-(а-*-с)2 ^  а-нс 2 (ан-е)'
то-есть А —Н  положительная величина.

% *1

479. Мы можемъ заметить, что три величины а, Ь, с будутъ со
ставлять ариеметическую, геометрическую или гармоническую прогрес- 
ciro, смотря по тому, будетъ ли

а а а
равняться —, или -т, или —:СЬ и о

Действительно, въ первомъ случае -т— =1» а. потому Ъ=\(а-*-с).О с

а--Ь
Ъ--с
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Во второмъ случай Ъ(а—Ъ)=а(Ъ— с), а потому Ь =ас. Третш случай 
очевиденъ по самому опред^лент гармонической прогрессш.

Примеры гармонической прогрессш.
|-ь-1 еще для двухъ членовъ.

2. Вставить 18 среднихъ гармоническихъ между 1 ”  1
3. Найти

1. Продолжить рядъ 3
2 0 *

п-ый членъ гармонич. прогрессш, въ которой первый и 
второй члены соответственно равны а и Ъ.

4. Найти й членъ гармонич. прогрессш, въ которой Р  есть
р-й членъ, a Q есть q-й членъ.

5. Найтж, какую .величину нужно отнять отъ каждой изъ данныхъ 
трехъ величинъ, чтобы разности могли составить гармоническую прогрессш.

6. Три величины составляютъ гармоническую прогрессш, а если 
вычесть изъ каждой изъ нихъ половину средняго члена, то три разности 
составятъ геометрич. прогрессш.

7. Показать, что Ъ2 будетъ больше, равно или меньше ас, смотря 
по тому, будутъ-ли а, Ъ, с составлять ариометическую, геометриче
скую или гармоническую прогрессш.

8. Среднее ариеметическое изъ двухъ чиселъ равно 3, а среднее 
гармоническое равно •§; найти эти числа.

9. Среднее геометрическое двухъ чиселъ есть также среднее гео
метрическое между средаимъ ариометическимъ двухъ чиселъ и ихъ 
среднимъ гармоническимъ. Среднее ариеметическое безъ средняго гармо- 
ническаго равно квадрату разности этихъ двухъ чиселъ, разделенному 
на ихъ

10. Если z есть средняя гармоническая между а и Ъ, то
1 1 1 1

z—a z Ъ а Ъ'
11.. 

наибольшее
числа составляютъ гармоническую прогрессш, причемъ 

[зъ нихъ есть произведете двухъ другихъ, а если одно изъ 
нихъ приложить къ каждому изъ нихъ, то наибольшее будетъ суммою 
двухъ другихъ. Найти эти числа.

т

12. Сумма двухъ смежныхъ членовъ гармонич. прогрессш равна
29 1— а ихъ произведете равно—. Найти этотъ рядъ.104 52

13. Если между двумя числами вставить два среднихъ ариеметиче- 
скихъ Л 1 и А г и два среднихъ гармоническихъ Д, и Н 2, а затемъ 
вставить между A t и Л 2 одинъ средтй гармоничестй, а между I i i 
и Н 2 одинъ средтй ариометичесюй, то среднее геометрическое между 
этими последними равно среднему геометрическому между первоначаль
ными величинами.
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14. Среднее ариеметическое двухъ величинъ а; и у есть А; среднее 
геометрическое G-, среднее гармоническое Я". Если А —G =а и 
А —Н=Ъ , то найти х и у, выражен ныя посредствомъ а и Ь.

15. Если а, Ъ, с составляютъ ариеметич. прогрессш, a, (S, у гар
моническую и аа, Ъ$, су геометрическую, то

а V-I—L
у а

а с—I—с а
16. Если а, с составляютъ гармонич. nporpecciro, то показать, что

1 1 4iа Ъ Ъ—с а
1 I

а

17. Если а, 6, с составляютъ гармоническую nporpecciro, то пока-
а Ъ сзать, что и Ъч-с сч-а 'ач-Ъ будутъ составлять гармоническую про

грессш.
18. Если между двумя величинами а и Ъ вставить п среднихъ 

ариеметическихъ и такое-же число среднихъ гармоническихъ, и соста
вить рядъ изъ п членовъ посредствомъ дйлетя каждаго средняго арие- 
метическаго на соответствующее среднее гармоническое, то сумма того 
ряда равна

П-+-2 (а—ЪУ
n i l

п ч -1
2

6 аЪ
19. Некоторое число вида За —&2, где а больше Ъ, можетъ быть 

разложено на три друпя, составляюшдя гармоническую nporpecciro, 
сумма квадратовъ которыхъ будетъ равна 3а4ч-Ь4.

20. Первая изъ ряда п величинъ, составляющихъ гармоническую 
nporpecciro, есть единица, а сумма произведетй каждыхъ (п— 1) чле
новъ относится къ произведем» всехъ членовъ, какъ 2п къ 1. Найти 
прогрессш.

ГЛ А ВА  XXXIII.
Ч

Математическая индукц1я.
480. Въ следугощихъ частяхъ этой книги намъ придется пользо

ваться способомъ доказательства, называемымъ математическою ин
дукцией, или наведетемъ. Мы объяснимъ теперь этотъ способъ.

481. Положимъ, что мыделаемъ такое утверждеше: сумма п чле
новъ ряда 1, 3, 5, 7... есть пг. Мы видимъ, что въ некоторыхъ слу
чаяхъ это справедливо; такъ напримеръ, сумма двухъ членовъ есть
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ИЛ
1-+-3 или 4, т.-е. 22; сумма трехъ членовъ есть 1ч-3-*-5, то-есть 9 

: З2; но мы желаемъ доказать, что эта теорема справедлива вообще. 
Положимъ, что мы знаемъ справедливость ея для известнаго числа 

п, т. е. допустимъ, что для этого значетя п мы имйемъ
l -н—З-i—5 (2 п— 1 )= п 2.

прибавимъ къ обоимъ частямъ по 2п 
1н-3н-5н-. ...-«-(2 п— 1)н-(2пн-1)

1; тогда
п2-+- 2пн-1

=п2
= (пн-1)2.
то сумма пн-1Такимъ образомъ, еслн сумма п членовъ ряда=-- , 

члена будетъ (пн-1)2. Другими словами, если теорема справедлива, 
когда мы беремъ известное, какое бы то ни было, число членовъ, то 
она останется справедливой и тогда, когда мы увеличимъ это число на 
единицу. Но посредствомъ испытатя мы видели, что она справедлива 
для трехъ членовъ, поэтому она справедлива и для четырехъ членовъ, 
а когда такъ, то справедлива и для пяти членовъ, и такъ далее. 
Отсюда заключаемъ, что теорема эта справедлива вообще.

482. Возьмемъ теперь другой примеръ: предложимъ себе доказать 
справедливость следующей формулы:

п(п-ь1)(2Пн-1)
12—I—22—»—32 • • п 6

Мы легко можемъ удостовериться посредствомъ испыташя, что 
формула эта справедлива въ простыхъ случаяхъ; напримеръ, когда 
п=  1, 2 или 3; но мы можемъ доказать ея справедливость вообще.

Допустимъ, что намъ известна справедливость этой теоремы для неко
торая значетя п; прибавимъ къ обеимъ частямъ по (̂ г—i—I ) 2; тогда

12н-22н-3 п (ПН-1)2 п(и-ь-1)(2пн-1)

Но п(пн-1)(2пн-1) 
~~ 6

6 ( п н -1)

(ПН—1) 2 =  (n —I-1)
п(2пН-1)

!2
пн-1 

6 (пн-2)(2пн-8)

п н -1 
6

ш(жн-1)(2жн-1)
6

п
6 
7п

—I—п н — 1

где т= пн-1 .

Такимъ образомъ мы получаемъ ту-же самую формулу для суммы 
пн-l члена ряда I 2, 22, З2, .... какая по допущетю справедлива для 
п членовъ. Другими словами, если формула эта справедлива, когда мы 
беремъ известное число членовъ, каково-бы это число ни было, то она 
остается справедливой и тогда, когда это число увеличивается едини
цею. Но формула справедлива, когда взято 3 члена, поэтому она бу
детъ справедлива и тогда, когда мы возьмемъ 4 члена, а следовательно 
будетъ справедлива и тогда, когда возьмемъ 5 членовъ, и такъ далее. 
Следовательно формула эта справедлива вообще.
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483. Эти две теоремы, доказанный нами путемъ индукцш, могутъ 
быть доказаны и иначе. Первая теорема есть примеръ ариеметической 
прогрессш, а вторая доказана нами въ ст. 460. И мноия друия тео
ремы съ удобствомъ допуекаютъ доказательство посредствомъ способа 
наведешя. Напримеръ теорема ст. 461.

Теоремы, доказанный въ ст. 69 относительно делимости хп±ап на 
х+а, можно доказать также при помощи наведешя. Действительно,

хп—ап  n_ i а(хп~1—ап~х)
х—а х—а ’

отсюда следуетъ, что хп—ап делится на х—а, когда хп~х—ап- 1 
делится на х—а. Но мы видимъ, что х—а делится на х—а, следо
вательно и х2—az делится на х— а, а следовательно и а?3—а3 делится 
на х—а, и такъ далее. Отсюда следуетъ, что хп—ап всегда делится 
на х—щ если п положительное целое число. Подобнымъ-же образомъ 
можно доказать и друпе случаи. Въ виде другого примера учащшся 
можетъ разсмотреть теоремы статьи 225.

484. Способъ математическаго наведешя можно определить такъ: 
Мы доказываемъ, что если известная теорема верна въ одномъ слу
чае, каковъ-бы этотъ случай ни былъ, то она справедлива такъ-же и 
въ другомъ случае, который мы назовемъ ближайшимъ; посредствомъ 
испыташя мы доказываемъ, что эта теорема верна въ известномъ слу
чае,- отсюда следуетъ, что она верна въ ближайшемъ случае, а от
сюда— что она верна въ ближайшемъ къ этому случае, и такъ далее. 
Следовательно, она должна быть верна въ каждомъ случае, следую- 
щемъ за только-что разсмотреннымъ.

485. Возможно, что этотъ способъ доказательства покажется для 
читателя менее удовлетворительнымъ, чемъ большинство предыду- 
щихъ прямыхъ доказательствъ; можетъ-быть ему покажется, что онъ 
скорее принужденъ принять доказанный такимъ образомъ предложешя 
на веру, чемъ убедиться, на какомъ основанш они справедливы. Но 
такъ какъ въ известныхъ случаяхъ это—единственный способъ дока
зательства, какимъ можно воспользоваться, то читатель долженъ при
выкнуть къ нему и не пропускать его, если онъ встретится, пока не 
будетъ наконецъ удовлетворенъ его основательностью.

486. Заметимъ здесь, что читатель, изучаюпцй естеств. философш, 
найдетъ, что слово индукщя употребляется тамъ въ другомъ смысле; 
это слово усвояется тамъ допущевш или предположенш, что известный 
законъ, найденный справедливымъ въ известныхъ нзследованныхъ слу
чаяхъ, справедливъ вообще. Но здесь мы не можемъ быть уверены, 
что законъ справедливъ для какихъ нибудь случаевъ, исключая техъ, 
каше мы изследовали, и никогда не можемъ придти къ заключенш, что 
онъ необходимо веренъ. Индукщя, какъ она понимается-въ естествен-

Алгебра. 16
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ныхъ наукахъ, въ сущности никогда не можетъ быть безусловно дока
зательной и очень далека отъ этого; между тЬмъ какъ способъ мате
матической индукцш столь-же строгъ, какъ и друпе математиче- 
CKie npieMH доказательства.

Разные примеры.

1. Перевести чнсло 221.342 съ десятеричной системы счислешя на 
пятеричную.

2. Если основаше системы счислешя будетъ 4w-t-2, то квадратъ 
всякаго числа, последняя цифра котораго будетъ 2тн-1 или 2ш-ь2, 
будетъ оканчиваться тою-же цифрою.

8. Одна и та-же цифра написана одинъ, два, три, ...п разъ, такъ 
что получилось п чиселъ —однозначное, двухзначное ... to-значное. Если 
означимъ чрезъ а первое, чрезъ Ъ последнее изъ чиселъ и чрезъ г

тЪ fictосноваше системы, то сумма всбхъ чиселъ будетъ —— j-.

4. Если т  жп будутъ кашя нибудь два числа, g ихъ среднее гео
метрическое, aL и hi среднее ариеметическое и среднее гармоническое 
между т  и д, а а2 и h2 среднее ариеметическое и среднее гармони
ческое между д и п, то доказать, что a ji2=g2=a2hl.

5. Если между Ъ и а вставлено п среднихъ ариеметическихъ, а 
между а и Ъ вставлено п ереднихъ гармоническихъ, то сумма ряда, 
составленная изъ произведен  ̂ соотвг£тетвенныхъ множителей двухъ
рядовъ, равна (п-+-2)аЪ.

/

6. Если между двумя положительными величинами а и Ь вставлено 
п среднихъ гармоническихъ, то показать, что отношеше разности между 
первымъ и посл̂ днимь къ разности между а и Ъ меньше, чгЬмъ отно
шеше п—1 КЪ ИИ-1.

,7. А  выйзжаетъ изъ известная места и въ первый день пройз- 
жаетъ одну версту, во второй день две версты, въ третй—-три вер
сты, въ четвертый—четыре версты, и такъ далее. В  вы^зжаетъ изъ 
того-же M'S ста пятью днями позднее, чемъ А  и едетъ по той-же до- 
рог̂  со скоростью 12 верстъ въ день. Сколько верстъ про̂ детъ А, 
прежде чемъ догонитъ его В ?

8. Въ сосуде содержалось 256 штофовъ вина; изъ него была от
лита часть вина и заменена водой и это было сделано во второй, тре
тей и четвертый разъ, такъ что въ сосуде осталось вина только 
81 штофъ. По скольку штофовъ отливали каждый разъ?

9. А  и В  бьются объ закладъ, причемъ размерь ихъ ставокъ со* 
ставляетъ 90 рублей, а сумма, поставленная каждымъ, обратно про- 
порщональна количеству денегъ у того и другого. Если выиграетъ А,
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то онъ будетъ тогда иметь въ пять разъ больше, чемъ останется у В ; 
если-же выиграетъ В , то онъ будетъ иметь вдвое больше, чемъ оста
нется у А. Сколько денегъ у каждаго?

10. Если то доказать,
что каждое изъ этихъ количествъ равно

(а—c)(a—d)(b—с)(Ъ—d)
(ач-6—c—d)2

11. Если корни уравнешя ах*-^2Ъх-*-с=0 будутъ возможны и 
различны между собою, то корни уравнешя

(а-\-с)(ах2-+-2Ъх-у-с)=2(ас— 52)(ж2ч-1)® 
будутъ невозможны; и наоборотъ.

12. Если а-+-Ъ-*-с=0 ж =0, то два уравнешя
)/ {ах)-л-\/(by)-*-/(с#)=0 и \/(Ъх)—\/(ау)-+-]/(cw)= 0 возможно 
будетъ вывести одно изъ другого.

Г Л А В А  XXXIV.

Герсстановки и сочетан!я.
487. Различнаго рода последовательности, въ какихъ могутъ быть 

размещены известные предметы, называются ихъ размгьщетями или 
перестановками.

Такъ, изъ буквъ а, Ъ, с, беря ихъ по две, мы можемъ составить 
следующая перестановки аЪ, Ъа, ас, са, Ъс, сЪ.

488. СоЧетатями называются ташя соединеШя предметовъ, ка
тя  можно составить изъ нихъ, не обращая внимашя на порядокъ, въ 
которомъ они следуютъ.

Такъ, изъ буквъ а, Ъ, с, беря ихъ по две, мы можемъ составить 
сочеташя аЪ, ас, Ъс\ такъ что ab и Ъа, составляющая две различеыя 
перестановки, представляютъ одно и то-же сочетапге.

I

489. Нужно заметить, что въ разныхъ книгахъ встречается неко
торое различ!е въ определены различныхъ соединений; то, что мы назвали 
перестановками, некоторые писатели называютъ размгьщетями, а 
терминъ перестановки употребляютъ лишь въ томъ случае, когда бе
рутся каждый разъ всгь элементы; такъ, когда изъ четырехъ буквъ де
лаются соединешя по две, или по три, то это называютъ размгьще- 
тями; когда-же берутся все четыре буквы каждый разъ, то это на
зываютъ перестановками.
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490. Найти число перестановокъ изъ п элементовъ, взятыхъ 
по г.

Положимъ, что это будутъ п буквъ а, Ь, с, d, ...; найдемъ сперва 
число перестановокъ по двё буквы. Поставимъ букву а предъ каждой 
изъ остальныхъ; тогда мы получимъ п—1 перестановокъ, начинаю
щихся съ буквы а. Затймъ поставимъ Ъ предъ каждою ивъ остальныхъ 
буквъ; тогда мы получимъ п— 1 перестановокъ, начинающихся съ 
буквы 5. Подобнымъ-же образомъ будетъ п— 1 перестановокъ, начи
нающихся съ буквы с, и такъ далее. Итакъ, изъ п буквъ, взятыхъ по 
две каждый разъ, составится п(п— 1) перестановокъ.

Найдемъ теперь число перестановокъ изъ п буквъ, беря пхъ каж
дый разъ по три. Мы уже показали, что изъ п буквъ можно составить 
п(п— 1) перестановокъ по две буквы въ каждой; следовательно изъ 
п— 1 буквъ Ъ, с, d, .. мы можемъ составить (п— l)(w —2) перестано
вокъ по две буквы. Поставимъ теперь а предъ каждой изъ последнихъ 
перестановокъ; тогда мы получимъ (п— l)(w— 2) перестановокъ, по 
три буквы въ каждой, причемъ на первомъ месте стоитъ буква а. По
добно этому получимъ (п— l)(w — 2) перестановокъ изъ трехъ буквъ, 
начинающихся съ буквы Ъ; точно также найдемъ (п— 2) пере
становокъ, начинающихся съ буквы с; и такъ далее. Такимъ образомъ, 
все число перестановокъ изъ п буквъ, по три въ каждой перестановке, 
будетъ п(п— 1)(п— 2).

На основанш разобранныхъ случаевъ можно догадываться, что 
число перестановокъ изъ п буквъ по г будетъ

п(п- 1 )(п— 2 — r-\-1),
и намъ остается доказать, что это действительно такъ. Въ самомъ 
деле, предположимъ, что число перестановокъ изъ п буквъ, взятыхъ 
по г— 1, будетъ

п(п—1 )(п—2 (г— 1) ч— 11,
и докажемъ, что подобное-же выражен1е даетъ число перестановокъ изъ 
техъ же буквъ, взятыхъ по г. Действительно, изъ п— 1 буквъ Ъ, с,
d, ... мы можемъ составить

(п—1 ){п— 2)....| п— 1—(г— 1)-ь1|
перестановокъ, въ каждой по г— 1 буквъ; поставимъ предъ каждой 
изъ нихъ букву а; мы получимъ столько-же перестановокъ— каждая изъ 
г буквъ—начинающихся съ буквы а. Подобнымъ образомъ мы найдемъ 
столько-же перестановокъ, начинающихся съ буквы Ь, столько-же—на
чинающихся съ буквы с, и такъ далее. Такимъ образомъ все число пе
рестановокъ изъ п буквъ, взятыхъ по г будетъ

п(п•—1 )(п—2 —Г-+-1).
Итакъ, если формула справедлива, когда берется по г-— 1 буквъ, то 

она остается таковою-же и тогда, когда берется по г буквъ; но было
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п можно читать:

доказано, что она справедлива, когда берется по три буквы, поэтому 
она будетъ справедлива, когда будемъ брать по четыре буквы, а сле
довательно будетъ справедливой и тогда, когда будемъ брать по пяти 
буквъ; и такъ далее. Такимъ образомъ формула эта справедлива во
обще.

\
491. Изъ предыдущего следуетъ, что число перестановокъ изъ п 

элементовъ, когда они каждый разъ берутся все, будетъ
п(п— 1){п—2)...3.2.1

Для краткости выражеше п(п—-1){п—2)....2.1 часто заменяется 
знакоположетемъ |w; такимъ образомъ \п означаетъ произведете на-
туральныхъ чиселъ отъ 1 до п включительно. Символъ
факторъалъ п.

492. Формула для числа перестановокъ изъ п элементовъ, взятыхъ 
по г, можетъ быть получена еще другимъ образомъ.

Пусть Р  означаетъ число перестановокъ изъ п буквъ, взятыхъ по 
г—1. Составить перестановки изъ п буквъ, взятыхъ по г, можно сле- 
дующимъ образомъ: Возьмемъ какую нибудь одну изъ Р  перестановокъ 
и присоединимъ къ концу ея какую нибудь одну изъ техъ п—r-4-1 
буквъ, которыя въ ней не заключаются. Такимъ образомъ все число пе
рестановокъ изъ И буквъ, взятыхъ по г, будетъ (и— г-+- 1)Р.

Но число перестановокъ изъ п буквъ, взятыхъ по одной, будетъ п; 
следовательно число перестановокъ изъ техъ-же буквъ, взятыхъ по две 
будетъ п(п—1), а следовательно число1—взятыхъ по тр 
п(п— 1){п—2); и такъ далее.

493. Всякое сочеташе изъ г элементовъ произведешь \г перестано
вокъ, потому что, по ст. 491, г элементовъ, составляющихъ данное 
сочеташе, могутъ быть размещены г различными способами.

494. Найти число сочетатй изъ п элементовъ, берущихся 
каждый разъ по г.

Число сочеташй изъ п элементовъ по г будетъ
п(п— l)(n—2)....(w—Г-4-1)

г
Действительно, число перестановокъ изъ п элементовъ, взятыхъ по 

г, по ст. 490, будетъ
п(п— 1)(ю—2)....(м—>—*—1), 

а каждое сочеташе дастъ г перестановокъ по ст. 493; следовательно,
число сочетатй должно быть

п(п l)(w-^2)... (п—r-4-l)
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Если помножимъ числителя и знаменателя этого выражетя на

п— г, то оно обратится въ
п

Г п— г

495. Число сочеташй изъ п элементовъ, взятыхъ по г, то-же 
самое, что и число ихъ, взятыхъ по п—г.

Число сочеташй изъ п элементовъ, взятыхъ по п—г, будетъ
п(п— 1 )(п— 2)....\n-(n—r)-i-l}'

п— г

то-есть п(п— 1)(п— 2)....(>ч-1)
п ■—г

Умножимъ числителя и знаменателя на 1г; тогда получимъ
п

t l .п—г
что, по ст. 494, представляетъ число сочеташй изъ п элементовъ, взя
тыхъ по г.

Доказанное такимъ образомъ предложеше будетъ совершенно оче- 
виднымъ, если мы замйтимъ, что при каждомъ сочетанш г элементовъ, 
которые мы выбираемъ изъ остается невзятымъ сочеташе п—г эле- 
ментовъ. Следовательно, каждое сочеташе г элементовъ соответствуем 
сочеташю п—г элементовъ, содержащему въ себе остальные элементы. 
Ташя сочеташя называются дополнительными.

496. Найти , для какого значетя г число сочеташй изъ п эле
ментовъ по г будетъ наибольшимъ.

Пусть (п)г означаетъ число сочеташй изъ п элементовъ, взятыхъ 
по г, (п)г—1—число сочеташй изъ п элементовъ, взятыхъ по г—1;

тогда («):
п Т-+-1

г (»)

Множитель п—г 1 пч-1- можно писать такъ -— - 1, что показы-у* у*
ваетъ, что онъ уменьшается по мере возрасташя г. Если будемъ да
вать г последовательныя значешя 1, 2, 3 то число сочеташй бу-<i > *

детъ постоянно возрастать, пока — -— -1 будетъ оставаться большег
единицы

Положимъ во-первыхъ, что п четное и равно= 2т; тогда 2т-ь1 
г 1

будетъ оставаться больше единицы до г = т  включительно, а когда 
г= тч- 1, то этотъ множитель будетъ меньше единицы. Следовательно
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наибольшее число сочетатй получится тогда, когда предметы будутъ 
сочетаться каждый разъ по т , то-есть по —.Л

Теперь положимъ, что п нечетное я=2тн-1'; тогда 2тчн1н-1
г 1

сделается равно единице, когда г=т-л-\. Следовательно наибольшее 
число сочетатй получается, когда они берутся или по ш, или по т -§-], 
такъ какъ въ обоихъ случаяхъ получается одинаковый результатъ,

п— 1 W-+-1- или по -то-есть когда они берутся по 2 2
497. Найти число перестановокъ изъ п элементовъ, когда они 

берутся всгь и когда не всгь они различны.
Пусть мы имеемъ п буквъ, и предположимъ, что въ числе ихъ 

будетъ р равныхъ a, q равныхъ Ъ, г равныхъ с; остальныя-же пусть 
будутъ различны между собою. Тогда число перестановокъ изъ нихъ, 
когда ове берутся все, будетъ

j п
р q г

Действительно, обозначимъ буквою N  искомое число перестановокъ. 
Если въ одной какой нибудь изъ перестановокъ мы заменимъ р буквъ 
а другими .£> буквами, отличными отъ остальныхъ, тогда, не изменяя 
положешя ни одной изъ остальныхъ буквъ, мы могли-бы изъ каждой 
отдельной перестановки произвести р различныхъ перестановокъ; та
кимъ образомъ если буквы а, чиеломъ р, заменятся другими различ
ными р буквами, то все число перестановокъ тогда было-бы JV X  р. По-
добнымъ образомъ, если буквы &, числомь q, заменены-бы были q но
выми буквами, отличными отъ каждой изъ остальныхъ, то все число 
перестановокъ, которое мы теперь получили-бы, должно-бы было рав
няться iV x |i?X k ; и если г буквъ равныхъ с также переменятся, то
все число перестановокъ будетъ i^xLpXlS'X j?’. Но это число должно
быть равно числу перестановокъ изъ п различныхъ между собою эле
ментовъ, когда они берутся каждый разъ все, то-есть числу п.

Итакъ N x  \р х  |?х г п\

N
\ п

~  \р q г
этому можетъ быть разобранъ и всятй другой случай.

498. Для цолучетя вывода предыдущей статьи существуетъ дру
гой способъ, очень важный и поучительный для учащагося. Мы объ- 
яснимъ его для простоты на одномъ частномъ примере, но онъ имеетъ.
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совершенно общее значете. Положимъ, что намъ дано 10 буквъ, изъ 
которыхъ две равны а, трн равны Ъ и пять равны с; требуется найти 
число перестановокъ изъ этихъ 10 буквъ, когда онЬ берутся все.

Мы можемъ разсуждать такъ, что у насъ есть 10 местъ, которыя 
мы должны занять 10-ью буквами. Выберемъ катя нибудь 2 места изъ

10 9нихъ и поставимъ на каждое букву а. Это можно сделать — разными1 #2
способами. Выберемъ теперь 3 изъ остальныхъ 8 местъ и поставимъ на

* х х 8-7.6каждое изъ нихъ букву 6; это можно сделать — — разными спосо-1.2.3
бами. Поставимъ после этого с на каждое изъ остальныхъ 5 местъ;

5.4 3 2,1это можетъ быть сделано только однимъ способомъ; и 1= *■*■■* 1 .1.2.3.4.5
Теперь произведете полученныхъ такимъ образомъ результатовъ должно 
очевидно дать все число перестановокъ, а следовательно число это

110

удетъ Ш Г
499. Если имеется п элементовъ, которые не все различны и мы 

ищемъ число перемещены или сочетатй изъ нихъ, взятыхъ по г, то 
такое действхе будетъ очень сложнымъ; пояснимъ этотъ способъ въ сле- 
дующемъ случае.

Имгьется п элементовъ, изъ числа которыхъ р одинаковы, а 
остальные неодинаковы; требуется найти число сочетатй изъ нихъ 
по г.

Положимъ, что г меньше п—р и пусть п—-p=q. Разсмотримъ во- 
первыхъ число сочетатй, которое можно составить, не пользуясь ни 
однимъ изъ р одинаковыхъ элементовъ; это будетъ число сочетатй изъ

j Я.q элементовъ по г, то-есть —г=-- . Теперь возьмемъ одинъ изъ рг q—г
элементовъ и г— 1 изъ q элементовъ; число способовъ, которыми мо
гутъ быть составлены эти сочеташя, будетъ то-же самое, какъ и чи
сло сочетатй изъ q элементовъ, берущихся въ разъ по г— 1, то-есть

I q
Теперь возьмемъ два взъ р элементовъ и сочетаемъг— 1 1 q—r-t-1

А

ихъ съ г— 2 е з ъ  q элементовъ; это можно сделать к

г г-н 2
способами. Продолжая такимъ образомъ и складывая затемъ число всехъ
полученныхъ такимъ путемъ сочетатй, мы найдемъ все число сочетатй.

Но если г не меньше q, то намъ нужно-бы было разсмотреть сперва 
тотъ случай, въ которомъ выбираются г—q элементовъ изъ р рав
ныхъ, и q элементовъ изъ q неравныхъ; это можетъ быть сделано од-



ПЕРЕСТАНОВКИ И СОЧЕТАШЯ. 249

нимъ только путемъ. Теперь выберемъ г—д-ь-1 элементовъ изъ р и 
q— 1 изъ q элементовъ; это можно сделать q способами. И такъ далее.

Если ищется число перестановокъ, то нужно заметить лишь только 
то, что каждое сочеташе изъ г элементовъ, въ которыхъ s одинаковы,

г
а остальные неодинаковы, даетъ по ст.- 497, перестановокъ, и та-

’ 4 У

кимъ образомъ можно будетъ получить все число перестановокъ.
500. Слйдующимъ способомъ можно найти формулу для числа со

четашй изъ п элементовъ по г, не пользуясь формулой для числа пе
рестановокъ.

Пусть (п)г означаетъ число сочеташй изъ п элементовъ, взятыхъ 
по г. Положимъ, что это будутъ п буквъ а, Ъ, с, d, ...; между соче- 
ташями ихъ по г, число такихъ, которыя содержать букву а, очевидно 
будетъ равно числу сочеташй изъ остальныхъ п— 1 буквъ, взятыхъ 
по г— 1, то-есть изобразится чрезъ (п— 1 ),._1. Число сочеташй, со
держащихъ букву Ъ, также будетъ (п— 1)г_15 и такъ будетъ для каж
дой изъ буквъ. Но если мы составимъ сперва все сочеташя, содержания 
букву а, затемъ —все сочеташя, содержания букву Ъ, и такъ далее,

15111я
* V л. A V I

тельно, если г~  3, напримеръ, то сочеташе аЪс будетъ встречаться 
въ числе содержащихъ а, и въ числе содержащихъ Ъ, и въ числе со
держащихъ с. Следовательно мы найдемъ, что

(п )г
п(«— 1)

Въ этой формуле переменимъ п и г сперва на п— 1 и г—1 соот
ветственно, затемъ соответственно на п—2 и г—2, и такъ далее; 
такимъ образомъ

(п— 1 )г_ 1

(п— 2)Г

п-—1
г 1(п—2)
п—2 
,г—2{п—3)г

(п—г-\- 2) п—гч- 2
т - (п—гч-\)г

у

Перемножимъ эти равенства и сократимъ равные множители; тогда
олучпмъ

(») п(п (п— гч-2)(п—т ~ 1)
Г

потому Ч Т О  ( п — Г Ч - ^ ^ П — Г Ч - 1 .

г
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501. Найти все число перестановокъ пзъ п элементовъ, когда 
каждый изъ нихъ можетъ встречаться однажды, дважды, трижды 
... до г разъ. /

Пусть мы Емйемъ п буквъ а, 5, с, ... Bo-первыхъ будемъ брать 
ихъ по одной; это даетъ число п. Затемъ будемъ брать ихъ по дв1>; 
при этомъ а можетъ стоять передъ а или передъ какой нибудь изъ осталь
ныхъ буквъ; подобно этому и буква Ъ можетъ стоять предъ Ь или пе
редъ какой нибудь изъ остальныхъ буквъ; и такъ далее. Такимъ обра
зомъ получится пг различныхъ перестановокъ буквъ, взятыхъ по две. 
Подобнымъ-же образомъ, ставя последовательно а, Ь, с ... предъ каж
дою перестановкою изъ п буквъ, взятыхъ по две, мы получимъ п3 пе
рестановокъ буквъ, взятыхъ по три. Итакъ, все число перестановокъ, 
когда будемъ брать по г буквъ каждый разъ, будетъ пг.

502. Такъ какъ число сочеташй изъ п элементовъ, взятыхъ по г, 
должно быть числомъ цгьлымъ, то выражеше

ri(n— 1)(п—2).. ..(п—r-j-1)
г

Ы

должно представлять некоторое целое число. Итакъ мы видимъ, что 
произведеше всякихъ г последовательяыхъ чиселъ должно делиться на 
г. Мы дадимъ более прямое доказательство этого въ теорги чиселъ.

Примеры перестановокъ и сочеташй.
1. Сколько различныхъ перестановокъ можно сделать изъ буквъ 

слова Caraccas, беря все буквы вразъ?
2. То-же, изъ буквъ слова Heliopolis?
3. То-же, изъ буквъ слова Ecclesiastical?*
4. То-же, изъ буквъ слова Mississippi?
5. Если число перемещешй изъ п элементовъ, взятыхъ по 4, равно

двенадцати-кратному числу перемещешй изъ п элементовъ, взятыхъ 
по 2, то найти п.

6. Сколькими способами могутъ выпасть 2 шестерки, 3 пятерки 
и 5 троекъ на 10 игральныхъ костяхъ?

7. У торговца двадцать грущъ; на четыре копейки онъ даетъ три 
груши; сколькими разными способами можно выбрать груши, если ку
пить ихъ на двадцать четыре копейки? Сколько разъ при этомъ мо
жетъ попасться одна какая нибудь изъ нихъ?

8. Изъ 96 человекъ солдатъ нужно выбрать караулъ въ 10 че- 
ловекъ; найти, сколькими способами это можно сделать, чтобы 1) въ 
это число непременно попалъ известный солдатъ, 2) чтобы тотъ же 
солдатъ не попалъ въ это число.
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9. Сколькими способами можно выбрать 12 человекъ изъ обще
ства въ 60 человекъ?

10. Если число сочетатй изъ п элементовъ по г—г' равно числу 
сочетатй изъ п элементовъ по гч-г', то найти г.

11. Сколькими способами шесть человекъ могутъ занять м'Ьста за 
круглымъ столомъ?

12. Сколькими различными способами п человекъ могутъ составить 
изъ себя кругъ?

13. Сколько различныхъ чиселъ можно составить изъ цифръ 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, чтобы каждая изъ этихъ цифръ встречалась въ 
каждомъ изъ этихъ чиселъ только по одному разу? Сколько при томъ-же 
условш можно составить чиселъ изъ цифръ 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, О?

14. Изъ 12 консерваторовъ и 16 прогрессистовъ сколько можно со
ставить различныхъ комитетовъ, чтобы въ каждый попало по 3 кон
серватора и по 4 прогрессиста?

15. Если п лицамъ нужно раздать х предметовъ, то показать, что 
пх будетъ представлять все число разныхъ способовъ, какими можно 
ихъ раздать.

16. Положимъ, что число сочетанш изъ п предметовъ, взятыхъ по 
г, равно числу сочетатй, взятыхъ по гн-1 и что каждое изъ этихъ 
равныхъ чиселъ относится къ числу сочетатй изъ п предметовъ, взя
тыхъ по т-—1, какъ 5 къ 4; найти значете п ж г.

17. Даны m предметовъ одного рода и п предметовъ другого рода; 
найти число перестановокъ, которыя можно составить, беря для каждой 
по г первыхъ и по s вторыхъ предметовъ?

18. Найти, сколько различныхъ прямоугольныхъ параллелепипедовъ 
удовлетворяютъ услов1ямъ, чтобы каждое ребро равнялось какой нибудь 
одной изъ п данныхъ прямыхъ линй различной длины и чтобы никакая 
изъ граней параллелепипеда не была квадратомъ.

19. Отношете числа сочетатй изъ 4п элементовъ, взятыхъ по 2м, 
къ числу сочетатй изъ 2п элементовъ, взятыхъ по п, равняется

1.3.б...(4и—1) .
{l.3.5...(2ft— I)}2

20. Изъ 17 согласныхъ и 5 гласныхъ буквъ сколько можно соста
вить слов*, содержащихъ каждое по две согласныхъ и по одной гласной?

21. Изъ 10 согласныхъ и изъ 4 гласныхъ буквъ сколько можно 
составить словъ, содержащихъ каждое по 3 согласныхъ и по 2 глас
ныхъ.

22. Найти число словъ, которыя можно составить изъ 7 буквъ, 
беря ихъ все, чтобы въ каждомъ слове данныя три буквы всегда стояли
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23. Сколько сигналовъ можно подать 10 флагами, представляю- 
,ими 10 чиселъ, чтобы каждый сигиалъ представлялъ число и по-

давался-бы не более какъ 4 флагами?
24. Сколько можно составить словъ, содержащихъ две согласныхъ 

и одну гласную, изъ 6 согласныхъ и 3 гласныхъ, чтобы гласныя при 
ходились всегда въ средине слова?

25. Сколько словъ по 6 буквъ можно составить изъ 3 гласныхъ и
3 согласныхъ, чтобы глаеныя всегда были на четныхъ мйстахъ?

26. Команда лодки состоитъ пзъ 8 челов'Ькъ, изъ которыхъ трое 
могутъ грести только на одной стороне, а двое—-только на другой.

число см’Ьнъ, которыя можно образовать изъ команды.
27. Оптичешй телеграфъ имеетъ т  ветвей, изъ которыхъ каждая 

ножетъ принять п различныхъ положешй; найти все число сигналовъ, 
которое можетъ быть подано этимъ телеграфомъ, предполагая, что для 
каждаго сигнала употребляются все его ветви.

28. Колода картъ состоитъ изъ 52 картъ съ различными изобра- 
жешями; сколькими различными способами можно разместить эти карты 
въ четыре ряда, по 13 картъ въ каждомъ?

29. Сколько треугольниковъ можно составить, соединяя вершины 
десятиугольника, такъ чтобы каждый треугольникъ им л̂ъ своими вер-

изъ вершвнъ десятиугольника?три
30. На плоскости находится п точекъ, и никайя три изъ нихъ не 

лежатъ на прямой линш, за исключешемъ р точекъ, которыя все при
ходятся на одной прямой. Найти число прямыхъ линш, которыя про-

отъ соединешя этихъ точекъ.
31. Найт какое можно составить, соеди-и число треугольниковъ, 

яяя точки въ предыдущей задаче.
82. Въ пространстве имеется п точекъ, изъ которыхъ р находятся 

въ одной плоскости, но нетъ никакой другой плоскости, которая-бы со
держала более трехъ точекъ. Сколько можетъ быть последняя рода 
плоскостей? . .. . ■>

33. Если п точекъ на плоскости соединить всеми возможными спо
собами посредствомъ прямыхъ лингй неопределенной длины, и если ни
ками две прямыя не будутъ ни совпадающими, ни параллельными и 
никакк три не будутъ проходить чрезъ одну и ту-же точку (за исклю* 
чешемъ п первоначальныхъ точекъ), то число точекъ пересечемя, ис
ключая п точекъ,

п(п—1 )(п— 2 )(п—3)

34. Существуетъ пятнадцать яхтъ-клубовъ; два изъ нихъ имеютъ 
по три лодкё на реке, пять другихъ—по две лодки, а остальные—по
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одной; найти выражете для числа способовъ, которыми можно соста
вить спиеокъ этимъ 24 лодкамъ по порядку, чтобы вторая лодка клуба 
не могла стоять въ списке выше первой.

35. На полке стоитъ 20 книгъ, изъ которыхъ 4 въ одномъ томе, 
а друйя состоять соответственно подъ рядъ изъ 8, 5 и 3 томовъ; 
найти, сколькими способами эти книги можно разместить на полке, 
чтобы рядъ томовъ каждой книги былъ въ надлежащемъ порядке.

36. Найти число перестановокъ буквъ въ аюшйскомъ слове exa
mination, если брать по четыре буквы.

37. Найти число сочетатй буквъ, заключающихся въ аныийскомъ 
слове proportion, если брать по 6 буквъ.

38. Имеется п— 1 рядовъ, содержащихъ соответственно 2а, За,. 
... псс элементовъ; показать, что число сочетатй, которыя можно со
ставить, беря а изъ перваго ряда, 2а—изъ второго, и такъ далее для 
каждаго сочеташя, будетъ

\п<х

ИЗ*
39. Найти сумму всехъ чиселъ, которыя можно составить изъ всехъ 

цифръ 1, 2, 3, 4, 5 въ десятеричной системе.
40. Сумма всехъ чиселъ, выражающихся однеми и теми-же циф

рами, делится на сумму этихъ цифръ.

ГЛ АВА  XXXV.

Теорема Ньютона дм ц л̂аго и положительна™ показа
теля.

503. Мы уже видели, что (x-t-ay=x2-t-2xa-+-a2 и что (жн-а)3: 
=ж3ч-Зж2а-ьЗжа2н-а3; предметъ настоящей главы состоитъ въ томъ, 
чтобы найти выражете, равное (х-+-а)п, где п какое нибудь целое- 
положительное число.

504. Посредствомъ обыкновеннаго умножетя мы получаемъ
(х-на,) (х-*-а2) =  х2-*-(а1ч-а2)хч-а{ а2,

(x-h-ai)(x-+-a2)(x-+-a3)= x3-t-(al4-a2-t-as)x2
(a1a24-a2a3-t-a3ai)x-i-aia2a3,

(x-t-aiXx4-a2)(x-+-a3)(x-t-a4)= x4-i-(ai4-a2-i-a3-i-ai)xs
—i- (a,a2-i-aia3-*-ala,-t-a2a3-i-a2ai-t-abâ )x2

(aia2a3-i-ala2a4-+-aia3ai~+-a2a3ai)x-i-aia2a3ai



254 ТЕОРЕМА НЬЮТОНА

Теперь мы видимъ, что въ полученныхъ выводахь заключаются 
следующее законы:

I. Число членовъ правой части однимъ больше числа двучленныхъ 
множителей, перемножающихся между собою.

II. Показатель у ж въ первомъ членЬ равняется числу двучленныхъ 
множителей, а въ каждомъ изъ слйдующихъ членовъ показатель этотъ 
на единицу меньше, чемъ въ предыдущему

III. КоэффипДентъ перваго члена есть единица; коэффищентъ вто - 
рого члена равняется сумме вторыхъ членовъ двучленныхъ множителей 
коэффипдентъ третьяго члена равняется сумме произведен̂  вторыхъ 
членовъ двучленныхъ множителей, взятыхъ по два; коэффищентъ чет
вертая члена равенъ сумме произведет! вторыхъ членовъ двучлен- 
выхъ множителей, взятыхъ по три, и такъ далее; последтй членъ 
есть произведете всехъ вторыхъ членовъ двучленныхъ множителей.

Докажемъ теперь, что эти законы остаются справедливыми всегда, 
каково-бы ни было число дву членовъ, перемножающихся между собою. 
Допустимъ, что законы эти справедливы, когда перемножаются п— 1 
двучленовъ, т.е. допустимъ, что
(x-*-â )(x-+-â )...(x-t-an-.̂ )=xn~1-i-pixn~&-b-p2xn~:ъ-*-р3хп~&

где р^=сумме членовъ о4, а2, ... ап—ц
р2=сумме произведенш этихъ членовъ по-два, 
рг=сумме произведенш этихъ членовъ по три,

^ —̂ произведенш всехъ этихъ членовъ.
Помножимъ обе части этого тожества5на новый множитель х-*-ап; 

тогда получимъ
(x-i-ai )(x-i-a2).. .(хч-ап)= хпч-(р1-ч-ап)хп~1-*-(р2-ь-р1аг)х п~*

 ̂ (Рз ® Р 2<*п)% I ...» I Pfi—ifln'
Но pi~*~cin=Qii—\—Oj2—\-,.,—{—Ojn— I—&п

—сумме всехъ членовъ а±, а2, ... ап,
P 2~l Р п ===Р% * Н—(Zj—I—, , I—

—сумме произведет! всехъ членовъ 
взятыхъ по два. <■

р34-р2ап=р3-*-ап(а^2ч-а2а3ч-а±а34-....)
— сумме произведен̂  всехъ членовъ •** ®n'i

взятыхъ по три;
♦ • • | « » •

Pn-fln^ произведенш всехъ членовъ а2, а3... ап.
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Следовательно, если упомянутые законы справедливы для (п—  1) 
двучленовъ, перемноженныхъ между собою, то они справедливы и тогда, 
когда перемножаются п двучленовъ. Но было доказано, что они спра
ведливы при перемноженш четырехъ двучленовъ, поэтому они справед
ливы и при перемножети пяти двучленовъ, и такъ далее; такимъ об
разомъ они справедливы вообще.

Мы будемъ писать результатъ перемноженш п двучленныхъ мно
жителей, для краткости, такъ

X q2xn~2-i-q3xn~~3 й(х-л-aj (жн-а2) .. .(#н-ап) =
Число членовъ въ ^очевидно щ число членовъ въ q2 равняется 

числу сочетатй изъ п буквъ а1? а2, ... ап, взятыхъ по две, то-есть
п(п— 1)

1.2 ; число членовъ въ q3 равняется числу сочетатй изъ п буквъ

а,, а2, ... ап, взятыхъ по три, то-есть равно такъ
далее. Теперь положимъ, что а4, а2, а3, . 
тогда ql обратится въ па, q2 обратится въ 
Такимъ образомъ мы получимъ

п(п— 1 )(п— 2) 
1.2.3

. ап каждое равняется а;
п(п— 1)

1.2
а такъ далее

(ям-а)П X>п •пахn—t п(п

• 9 щ •

1.2
п(п— 1) 

1.2

^ а2хп~2- 1 )(п—2)
1.2.3 adxn~s +-

ап~гхг пап 1х ап

Формула эта была открыта Ныотономъ и носитъ назвате бино- 
мгальной теоремы, Ньютоновой теоремы или Ньютонова бинома. 
Правая часть равенства называется разложетемъ (x-i-a)n, и когда мы 
будемъ, заменять этою строкою выражете (х-*-а)п, то будемъ гово
рить, что последнее выражете разложено въ рядъ или въ строку.

505. Напримеръ, возьмемъ (йм-а)5; здесь п= 5.
п(п— 1) 5.4

1.2 1.2
10,

п(п—1 )(п— 2 )(п—3) 5.4.3.2

п(п— \)(п—2) 5.4.8
=ТТ27з

= 5.

1.2.3 10,

1.2.3.4 1.2.3.4
Такимъ образомъ

(х-*-а)5= хъ-л-Ьх11а-л-10хъа2-+-10x2as-t-bxa'*-t-a
Положимъ еще, что требуется найти разложете (с2н-^)5; намъ 

придется только писать с2 вместо х, и уз вместо а въ предыдущемъ 
тожестве; такимъ образомъ
(с2-ь ^ )8= (с2)б-1-5(с2)4̂ н-10(с2)3(«/̂ )2-*-10(с2)2(^ )3-ь 5с2(«/̂ )4

10 ■ 5с8уs-+-10с6у2я2н-l 0с4у3z3-t-5c2у4̂ 4-н?/5̂ 5.
О )
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Подобнымъ-же образомъ
- (с2—I—2з/2)5= (с2)5—ь-5(с2)42?/2—i—10(с2 )3(22/2)2-*—10(с2)2(2«/2)3

Ьс\2у2 )4-ь(2«/2)
Юс8«/2-н40с62/4-ь 80с4̂ 6-1-80с2̂ 8н-322/10.V

506. Битшальная теорема такъ важна, что читателю следуетъ 
обратить особенное внимаше на доказательство ея. Справедливость 
трехъ законовъ замечена была нами при перемноженш небольшого числа 
двучленовъ, и мы строго доказали при помощи наведешя, что законы 
эти будутъ справедливы, каково бы ни было число двучленныхъ мно
жителей, перемножающихся между собою.

Индуктивное доказательство основывается главнымъ образомъ на сле- 
дующемъ начал :̂ положимъ, что мы составили все сочеташя изъ п—1 
буквъ по г и потомъ вводимъ еще новую букву; сочеташя изъ п буквъ 
по г состоять изъ сочеташй изъ п— 1 буквъ по г вместе съ сочета- 
шями, полученными отъ совокудлешя новой буквы со всеми сочета- 
шями прежнихъ буквъ по г— 1. Это начало последовательно прила
гается къ случаямъ, когда r= 1, г—2, г=.3, .... до г= п— 1.

Но даже и помимо индуктивнаго способа, всеобщая справедливость 
этихъ законовъ становится очевидной изъ елёдующаго разсуждешя. По
ложимъ, что намъ нужно перемножить п двучленныхъ множителей

х-+-ап\ когда умножеше произведено, то каждыйх х а21

членъ въ результате есть произведете, составленное такъ, что въ него 
входитъ по одной буквгь отъ каждаго изъ двучленныхъ множителей. 
Такимъ образомъ, если мы ищемъ членъ, заключающей хП— 2

Т О  м ы

должны перемножить вторыя буквы въ какихъ нибудь двухъ двучле- 
нахъ и первыя буквы въ остальныхъ п—2 двучленахъ; следовательно 
коэффищентъ при хп~2 долженъ состоять изъ суммы произведен̂  каж- 
дыхъ двухъ буквъ въ ряду а2, а3, .... ап; и число такихъ произ
веден]! будетъ то-же самое, какъ число сочеташй изъ п буквъ по две. 
Подобнымъ-же образомъ мы определимъ коэффищентъ всякой другой 
степени х, какъ напримеръ хп~4.

Бином1альная теорема можетъ быть доказана еще следующимъ об- 
разомъ: Путемъ испыташя мы можемъ проверить справедливость этой 
теоремы для небольшихъ значев1й п, каковы 2, 3, 4; допустимъ по
этому, что

ф — 1)а2хп-2 . п(п— 1)(п—2)(хч-а) х пахП— 1
1.2

t 1.2.3 asxn~$ 0 * * • J

помножимъ обе части на х-+-а\ тогда получимъ
(x-t-a)n+1 пахп п(п— 1) 

1.2 агхп~ 1 п(п—1')(п—2) 
1.2.3 azxn~2-кО S'



Отсюда, соединяя вместе подобные члены, мы получимъ

(жн-а)^1= xn+l-i-(n -*-l)axn-\-̂ ^ ^ ~ a‘ixn~ l

(n + lM n — 1) .

. 1.2.3 —
то-есть мы получаемъ для (х-л-а)п+1 рядъ такого-же вида* какъ и для 
(х-л-а,у\ только въ немъ вместо п стоитъ п-ь-]. Это показываетъ, 
что если бином!альная теорема справедлива для какого нибудь показа
теля, то она будетъ справедлива и тогда, когда показатель увеличится 
на единицу. Но теорема верна, когда показатель равенъ 4; поэтому она 
справедлива, когда показатель будетъ 5, а следовательно она справед
лива, когда показатель будетъ 6, и такъ далее. Такимъ образомъ тео
рема эта справедлива для всякаго ц̂ лаго положительнаго показателя.

507. Въ разложенш (хч-а)п положимъ х—1; тогда
/1 чп , п(п— 1) , п(п— \){п—2) , _(1-ьа)п= 1н-ш-1—- -а2-»—-—  -- -а® -чь....-л-ап\

такъ какъ это разложете справедливо, какое-бы ни было а, то мы мо
жемъ писать х вместо а; тогда

(л \п п (п — 1 ) 2 п(п— 1)(п— 2 )
{1-*-Х)п=1-+-ПХЛ о Ж — —  пс ---------------------------------  + ~" •н _ ж  •1.2 1.2 • В

Коэффюцентъ второго члена въ разложенш двучлена (1-»-ж)” есть
п\ коэффищентъ третьяго члена есть — , и вообще коэффшцентъ

JL
(г-ь1)“го члена, равняясь числу сочетанШ изъ п элементовъ по г, бу-

до Г до -1 Vw— (w ^детъ, по ст. 494, равенъ ---■ ■ умноживъ числи
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теля и знаменателя на Iп—г, мы обратимъ его въ
п

г п—\г
508. Ъъ разложены (l-t-x)n коэффицгентъ v-аго члена отъ на 

чаш равенъ коэффициенту г-дао члена отъ конца.
Коэффнщентъ при r-номъ члене отъ начала равняется

п(п■—'1 ){п— 2 )...(п —г-н 2)
г— 1

по умножен!ж числителя и знаменателя на In— r -+-1 онъ обратится

въ
п

\г— 1 п—г ~t~ 1
Членъ, занимающей r-ное место отъ конца, будетъ (п—г-ь2)-мъ 

членомъ отъ начала, такъ что его коэффищеетъ будетъ
Алгебра. 17
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п(п— 1).-. )П (П V 2)-»-2} п{п— 1)...^
п--Г-t-1 п—r-t- 1 или

п
\г— 1 п— r-t-1

509. Изъ предыдущей статьи bi 

члене можетъ быть написанъ такъ
п

г — 1 п — r-t-1I-- ------
нимъ это къ последнему члену, для котораго г=п

| п
жете нриметъ видъ

. Если мы приме- 

1, то это выра-

п О-. Символу |0 до. сихъ поръ мы еще не ус

воили никакого смысла; если согласимся разсматривать его разнозначу- 
щимъ съ 1, то общее выражете останется справедливымъ и для послед
него члена.

510. Найти наибольшгй коэффищентъ въ разложенги (1 -t-x)Q.
Это уже было изследовано въ главе о перестановкахъ и сочета- 

тяхъ (ст. 496); тамъ было показано, что когда п четное, то наиболь-

ifi коэффищентъ найдется, если въ выражете
п

г п— г вместо 1

подставить —; когда-же п нечетное, то наиболыпш коэффищентъ най-и
—  1 71-+-1 .или — — вместо г, 2 2дется, если подставить въ то-же, выражете п

такъ какъ результатъ въ обоихъ случаяхъ будетъ оданаковъ.
511. Найти наибольшгй членъ въ разложенги (хн-а)п. 
Въ этомъ разложенш r-ый членъ будетъ

п{п— 1).. .(п— r-t- 2)
г— 1 хП—Г+ 1

следуюпцй (г-к1)-й членъ можетъ быть полученъ изъ r-аго умноже-
„ п-r-h-l а /п-t-l л  атемъ последняго н а------ , то-есть на —-----1)—J  хГ X \ г
тель этотъ уменьшается съ возрастатемъ г и выражете

п-i-lП-Ь-1----- 1)- остается больше единицы, лишь пока
Y /  00 Г 1 будетъ

а г
1 00 больше чемъ -а 1, или пока и

меньше пч--1
X

— ь-1

л

Если
а
п-+-1
х
а

будетъ целымъ числомъ, то, означивъ это целое число
i-l
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буквой р, мы найдемъ, что тогда р-й членъ раз ложе тя  равняется 
(р-н 1)-му члену, и эти члены будутъ больше всехъ другихъ; но если
щ-\— 1 не будетъ целымъ чиеломъ, тогда наибольшимъ членомъ будетъX 1а
(<?-*-1)-й членъ, где q представляетъ целую часть неправильной

, п-+-1 дроби *X
а

512. Такъ какъ въ теореме о разложенш (х-\-а)п величина а можетъ 
иметь всякое значете, то мы можемъ, если угодно, предположить 
что она отрицательна; тогда, поставивъ—с вместо а, мы получимъ
( х— с)п Хп-- ПСХп~ 1

п(п— 1) 
1.2

# # # п(—с)n—tX {—с)п.

Не трудно заметить, что разложете какого нибудь двучлена всегда 
можетъ быть приведено къ случаю, въ которомъ одна изъ двухъ вели
чинъ есть единица. Действительно

(хч-а)п=хп( 1-4 а П
X. хп(1-л-у)п, если у а.

— 5X
поэтому мы можемъ разложить (1 -ь-у)п и умножить затемъ каждый 
членъ разложейя на хп; такимъ образомъ и получимъ разложете дан
наго двучлена (хч-а)п.

518. Найти сумму коэффищентовъ при членахъ разложения 
(1 -нх)“.

Теорема (1-н#)№̂=1 -л-пх- n(n—Y) 
1.2

х • ♦ • пхп—1 Xп

верна для всякаго значетя х; положимъ х— 1; тогда получимъ

2П п-л п(п— 1)
1.2

н .. .-+-WH-1,

то-есть, сумма коэффитентовъ равна 2п.
514. Сумма коэффищентовъ при нечетныхъ членахъразложетя 

(1-мОп равна суммгь коэффищентовъ при четныхъ членахъ.
Въ разложенш (1-+-х)п положимъ х= — 1; тогда будетъ

0 = 1 —П-+-.п(п—1) п(п— 1){п—2)
1.2 1.2.3 • • •

= сумме нечетныхъ коэффитентовъ безъ суммы четныхъ.
Итакъ эти суммы равны, а следовательно, на основами преды

2пдущей статьи, каждая изъ нихъ должна быть—— , то-есть 2п~ 12 *
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515. Выводъ, полученный въ ст. 513, даетъ одну теорему, отно
сящуюся къ сочеташямъ. Действительно, положимъ, что мы имеемъ п 
предметовъ; тогда мы можемъ ихъ брать по одному п разными спосо-

fi(yi—
бами, можемъ брать по два —— — разными способами, можемъ брать

по три п(п—1 )(п—2)
1.2

способами, и такъ Следовательно по1.2.3
ст. 513 все число способовъ, какими мы можемъ брать п предметовъ 
будетъ 2п—1. Эта теорема была получена прежними писателями по 
Алгебре раньше, чемъ стала известной бинопйальная теорема Ньютона; 
доказательство ея представляетъ простой примеръ приложешя матема
тическая наведешя. и онъ заслуживаетъ внимашя. Мы должны до-- 
казать, что если прибавить единицу ко всему числу способовъ, какими 
можно брать п предметовъ, то получится 2п. Положимъ, чтомыимеемъ 
четыре буквы а, Ъ, с, d\ составимъ изъ нихъ все возможная сочеташя 
и прибавимъ къ нимъ единицу. Тогда будемъ иметь

1,
а, Ъ, с, d,
ab, ас, ad, Ъс, bd, cd, 
abc, abd, acd, bed, 
abed*

все число символовъ равняется 16, то-есть 24. Прибавимъ 
теперь еще букву е; соответствующей рядъ символовъ будетъ состоять 
изъ символовъ уже данныхъ и изъ техъ, которые можно получить изъ 
нихъ, присоединяя къ каждому изъ нихъ е. Следовательно число ихъ 
должно удвоиться, то-есть будетъ 25. Этотъ способъ разеуждешя яв
ляется совершенно общимъ и показываетъ, что если теорема справед
лива въ случае п элементовъ, то она будетъ справедлива и въ случае 
П-+-1 элементовъ.

Примеры разложения по теорем^ Ньютона.
1. Нап
2.
3. Нап

сать 3-й членъ разложешя (ан-&)15. 
!сать 49-й членъ разложешя (а—х)50. 
сать 5-й членъ разложешя (а2— Ъг)п

JL 104. Написать 2001-й членъ разложешя \ а
5. Написать, все члены разложешя (5— 4х)4.

х
3_То

6. Написать 5-й членъ разложешя \3х

7. Написать 6-й членъ разложев1я \2а

12
*

12

i\9 
24 у

3\*°
Ъ*

2002
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8. Написать вей члены разложетя (5 хк 6

6
9. Написать средтй членъ разложетя (а-ьж)10.

10. Написать оба средте члены разложетя (ач-ж)9.
11. Разложить |а-ь[/(а2— l)|6-t-|c«—(/(а2- 1,6ч
12. Написать коэффитентъ при у въ разложеш

по стененямъ а.

у2-+
У

1В. Если А  есть сумма нечетныхъ членовъ, а В  сумма четныхъ 
членовъ въ разложенш (хч-а)п, то доказать, что

A 2—B 2= (x2—az)n.
14. Доказать, что разность между коэффитентааи при хг+* и при 

хг въ разложети равна разности между коэффициентами
хГ+1 Xг— 1въ разложети (\н-х)п.

15. Доказать, что средтй членъ въ разложети (1 х)ш равняется
1.3.5...(2w— 1)

п
16. Найти разложете бинома, въ которомъ четыре последователь

ные члены будутъ 2916, 4860, 4320, 2160.
/ 1\п17. Доказать, что въ разложети (#-*-—) коэффитентъ при хгх.

будетъ
п

\ (п г) \\ (п-*-г)

18. Написать щентъ при х въ разложеш X--X.
19. Найти r-ый членъ отъ начала, r-ый членъ отъ конца и

/ Г 2псредтй членъ разложетя ( х х.
20. Если £0, представляютъ члены разложетя (a-t-#)w,

то показать, что
(to
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Г ЛАВ А  ХХХП.

Теорема Ньютона для всякаго показателя.
•  *

•  «

516. Мы видели, что въ случай п цЬлаго и положительная

(\-+-х)п= 1-+-ПХ п(п—1) 
1.2

ж2-+ I I I

Перейдемъ теперь къ доказательству,' что это соотношеше остается 
справедливымъ, когда п будетъ иметь какое-бы то ни было положи
тельное или отрицательное, целое или дробное значеше, то*есть дока
жешь справедливость теоремы Ньютона при всякомъ показателе. Мы 
сдЬлаемъ некоторый замечашя объ этомъ доказательстве, давши сперва 
его въ въ общеупотребительномъ виде.

517. Положимъ, что и  и и 
тогда мы будемъ иметь

цгълыя положителъныя числа;

(1-+-я)т т ( т — 1) 2 т ( т — 1) т —2)

(l-t-x)n= l -+-пх

Но

1.2
п(п— 1) 

1.2

ж2
&

X

3
п(п— 1)(м— 2)

X (1)

з X • • • • (2)

(1 -+-х)т  X  (1 -t-xn) =(1 -+-х)т+п;
следовательно произведете рядовъ, составляющихъ правыя 
жествъ (1) и (2), должно равняться (1 -ьж)т+и, то-есть

части то-

1 -I-(т-*-п)х (м-+п)(т-*-п—1) 2 (w+w)(wh-w—1 )(т-*гп—2)------ ------ ------------ -------------
1.2

X < 1-+-пх

т ( т — 1) 
1.2

п(п—-1) 
L2

х

3
т (т — 1 )(т —2)

ж3н~...

%

3
п(п—1 )(п— 2)

X

3 X (3)

Равенство (3) доказано при предположена, что пъ и п целыя и
положительный числа; но произведете двухъ рядовъ, находящихся въ
правой части равенства (3), должно быть того-же вида, каковы-бы
ни были ш и п ; поэтому мы заключаемъ, что уравнеше (3) должно
быть справедливымъ каковы-бы т  и п ни были. Введемъ теперь обо*
значеше, которое позволить намъ выражать свойство (3) короче. Обо- 
значимъ рядъ

1 -+-тх т ( т —1) 
L2 х т  ( т —1 ) ( т —2)

L2H х I  «  •



t

чрезъ f(m), каково-бы ни было т ; тогда f(n) будетъ обозначать то, 
во что обратится рядъ, когда вместо т  поставится п; a бу
детъ обозначать точно также то, во что обратится этотъ рядъ при под
становке т-л-п вместо т . Когда т  будетъ какое-нибудь положитель
ное целое число, то f(m)=(l-*-x)m, а такъ-же f(0)=1. Такимъ обра
зомъ равенство (8) можно писать такъ:

/"(тч-м)= f(m) X  f(n)..........................(4)
Подобнымъ-же образомъ

fim-л-п-^р)=f(m-t-n) X  f(p )= f(m) X  f(n) X  f(p). 
Продолжая такимъ образомъ, мы можемъ показать, что

Яшч-пч-рн-дн- ,...)= f(m) X  f(n) X  f{p) X  f(q) X .... (5)
Пусть теперь m=n=p=q^=...=~, где s и г положительныя целыя

числа, и положимъ, что число членовъ будетъ г\ тогда равенство (5) 
обратится въ

. . .  I /»/5'
f(s)=

_ 1

откуда следуетъ f f(s) i г
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г.
Но такъ какъ 5—целое положительное число, то f(s)=(l-t-x)8t

1 S

а потому \f(s) } г = (1ч-#)г’

S S г  \ г  , 2
• I <а следовательно (1ч-#)г = у j = 1-ь-—о?-н- ■ « ^

Этимъ доказывается теорема Ньютона для всякаго положительнаго 
показателя,

Поставимъ теперь въ равенство (4)—п вместо т\ тогда
f(—n )X f(n )= f( 0)=1;

1
следовательно f(n)

Но если п будетъ какое еибудь положительное число, то f(n)=  
(1-\-х)п: откуда

u .L )*  f (- *x
у \ <м /* ч ( ---^)(--- П---1) 2то-есть (1 -+-х)~п = 1ч- (—п)х ч-  -----------х М М

1.2
Это доказываетъ Ньютонову теорему для всякаго отрицательнаго

показателя.
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518. Доказательство теоремы Ньютона для всякая показателя, со
держащееся въ предыдущей статье, дано было въ первый разъ Эйле- 
ромъ; хотя оно трудно и несовсемъ удовлетворительно, но оно предста
вляетъ хорошее упражнете для читателя. Сделаемъ относительно его 
нисколько замечашй.

Первое, на что мы обратимъ внимаше, это—способъ доказательства 
того, что f{m-+-n)= f(m)X  f(n) . Читатель для упражнетя долженъ 
написать три или четыре члена ряда для f(m) и столько-же членовъ 
ряда для f(n) и перемножить ихъ между собою. Если произведете рас
положить по степенямъ х, то не трудно убедиться, что чемъ больше брать 
членовъ, темъ более оно будетъ согласно съ рядомъ для f(m-+-n). Но 
зная, что представляютъ f(m) и f(n), когда т и п  целыя положитель
ный числа, мы заключаемъ, не производя уже хлопотливаго умножейя 
на самомъ деле, что законъ, выражаюпцйся равенствомъ f(m-t-n)= 
f(m )xf(n), долженъ быть справедлива Способъ доказательства этого 
закона въ простомъ случае, когда т  и п положителъныя целыя числа 
представляетъ значительный и важный алгебраически пр1емъ.

Но путь, которымъ мы приходимъ къ заключешю, что f  (т-+-п)— 
f(m) X  f(n), каковы бы ни были т и п  еще важнее. Принципъ этого 
единственно следуюпцй: видъ какого нибудь алгебраическаго произве- 
демя будетъ одинъ и тотъ-же, будутъ-ли его множители целыми, 
дробными, положительными пли отрицательными числами; такъ на
примеръ

(ач-Ь)(ач-с)—а2-+(Ь-+с)а-+-Ьс
остается справедливымъ, каковы-бы ни были а, Ъ и с. Отсюда мы
заключаемъ, что f(m )Xf(n ) будетъ иметь тотъ-же видъ во всехъ
случаяхъ, будутъ-ли ш и п положительными и целыми, или нетъ.

Читатель можетъ также обратить внимаше на доказательство этого 
вывода, данное въ главе XXIV нашей Теорш уравнетй.

519. Но наибольшая трудность состоитъ здесь въ томъ, какой 
смыслъ нужно приписать знаку = въ положены, что

(l-*-a?)ffl—1 -+-пх-+-П̂ П ....... . . (1)
Положимъ напримеръ, что п= — 1, тогда предыдущее выражете 

обратится въ
(1 —а?) 1 — 1—яы-ж2—ж3н-.... . . . . (2)

Но мы знаемъ, что сумма г членовъ ряда 1—х-+-хг—ж3-н... есть
I.__Г__х\г
—  --- —; следовательно, когда х численно будетъ меньше единицы,
то беря достаточное число членовъ ряда, мы можемъ получить резуль-

1
татъ, отличающийся отъ---- сколько угодно мало, и въ.этомъ случаех—I—00
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понимать выражаемое въ формуле (2) утверждеше именно такимъ обра 
зомъ. Но когда х будетъ по численной величин! больше единицы, то, беря 
большое число членовъ ряда 1—хч-х2—ж3-ь..., мы не получимъ по
добная численнаго приближетя къ значенпо — -— .1 в 00 у.

Въ главе о сходимости рядовъ, мы увидимъ, что когда х численнно 
меньше единицы, то мы можемъ составить себе определенное поняйе
о ряде, представляемомъ правою частью выражешя (1), каково бы ни 
было п. Въ этомъ случае въ положеши

f(m-+-n)= f(m) X  f(n)
не встречается никакого затруднетя, такъ какъ тогда каждая изъ 
трехъ строкъ, заключающихся въ этомъ выражешй, ариометически 
доступна пониматю. Но когда х численно будетъ больше единицы, то 
мы не можемъ дать никакого ариеметическаго смысла ни ряду, ни 
высказываемому положенш; все, что можно тогда сказать, состоитъ въ 
томъ, что если мы составимъ произведете первыхъ г членовъ f(m) 
и первыхъ г членовъ f(n), то первые г членовъ произведетя будутъ 
согласоваться съ первыми г членами въ Дш-ьад); но это еще не даетъ 
намъ права писать f(m-i-n)—f(m )xf(n). Случай, когда х численно 
равенъ единице потребовала бы особаго изследовашя, которое не мо
жетъ быть дано здесь. Смотр, ст. 777.

Изъ всего сказаннаго мы можемъ заключить, что бишшальная 
теорема даетъ для разложетя (1н-ж)и такой рядъ, который ариемети- 
чески понятенъ и веренъ, когда х будетъ численно меньше единицы; 
но въ какомъ смысле веренъ этотъ выводъ, когда х численно больше 
единицы, еще не было объяснено элементарнымъ образомъ. Впрочемъ 
вопросъ о разложети выражешй въ ряды составляетъ собственно часть 
Дифферешцальнаго Вычислетя, къ которому читатель и долженъ обра
титься для более полнаго обсуждешя этихъ трудностей.

520. Найти численно наибольшгй членъ въ разложенш (1-кх)и.
Будемъ считать х положительными
I. Положимъ, что п будетъ положительное целое число.
Мы можемъ составить (г-ч-1)-й членъ посредствомъ умножетя г-аго

VI— Т~I— 1 /И—•— 1 \члена на — —-— ж, то-есть на ( — --- 1) х, причемъ этотъ множи
тель уменьшается съ возрастатемъ г. Положимъ

/ли-l , п-+-1откуда P = ——f  \
Если р будетъ целое, то два члена, разложетя будутъ равны,, 

именно члены р-ый и 0?н-1)-й, и они будутъ больше всехъ другихъ 
членовъ. Если*же р не будетъ целымъ, то положимъ, что целая часть 
его будетъ q, и тогда (g'-t-l)-fl членъ будетъ наибольшимъ.
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II. Положимъ, что п—положительное, но не целое число.
Какъ и прежде, (r-i-l)-fi членъ можно получить изъ r-аго умно

жешемъ доследняго на ( — 1 X.г
Поэтому, если х больше единицы, то наибольшаго члена не бу

детъ; действительно, посредствомъ увеличешя г предыдущей множи
тель можетъ быть сд̂ ланъ столь близкимъ къ—х, сколько угодно; 
то-есть каждый членъ, предшествующей какому нибудь данному члену 
или следуюпцй за нимъ, можетъ быть сделанъ по численной величингь 
какъ угодно близкимъ къ х - кратному предшествующему члену, и 
такимъ образомъ члены будутъ возрастатать безпредедьно.

Но если х будетъ не больше единицы, тогда будетъ существовать 
наиболышй членъ: действительно, если то пока г остается

х ч -1
меньше р, множитель будетъ больше единицы, и члены возрастаютъ; 
но когда г  будетъ больше р, множитель будетъ меньше единицы и пока 
остается положительнымъ, продолжаетъ уменьшаться по мере возра- 
сташя г; когда множитель становится отрицательнымъ, онъ все таки 
остается численно меньше единицы; такъ что каждый членъ после 
того какъ г  перейдетъ чрезъ значейе р, будетъ численно меньше пре
дыдущаго. Следовательно, какъ и въ первомъ случае, если р будетъ 
целое число, то _р-ый членъ будетъ равенъ (#>-*-1)-му, и они будутъ 
больше, чемъ все друпе члены; если-же р не будетъ цёлымъ числом*, 
то положимъ, что q будетъ целая часть р и тогда (g—*—1 )-й членъ бу
детъ наиболытй.

III. Положимъ, что п будетъ величина отрицательная.
Пусть т = —п, такъ что т —величина положительная. Численное 

значеше (г-н-1)-го члена можетъ быть получено умножешемъ r-аго члена
т ч -г— 1 )\ т — 1ж, то есть нана 1 х.г г
Есл х больше единицы, то мы можемъ доказать, какъ во второмъ 

случае, что тогда не будетъ наибольшаго члена.
Если х меньше единицы, то положимъ, что

т 1
Р

#=1, следовательно р т — 1
1 х.X

Если р положительное целое число, то р-й членъ равенъ будетъ 
(jM-l)-My члену и оба они будутъ больше всехъ другихъ членовъ. 
Если р положительное, но не целое число, то положимъ, что q будетъ

часть р ж тогда (дн-1)-й членъ будетъ наиболыпимъ. Если р 
отрицательное число, то т  меньше единицы; въ этомъ случае каждый 
членъ меньше предыдущаго, и первый членъ, то-есть единица, будетъ
па: Milмъ.
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Если х равенъ единице, то когда т  больше единицы, члены по
стоянно возрастают̂ , и тогда нбтъ наибольшаго члена; когда т  равно 
единиц̂ , то все члены будутъ равны, а когда т  меньше единицы, 
члены постоянно уменьшаются, такъ что первый членъ будетъ наи
большимъ.

Мы везде предполагали, что х положительная величина; если х 
будетъ отрицательнымъ, то положимъ у= —х, такъ что у будетъ по- 
ложительнымъ; тогда найдемъ численно наибольшей членъ разложетя 
(1 -+-у)п, который будетъ также численно наибольшимъ членомъ разло
жетя (\-*-х)п.

521. Первый членъ разложетя \1-+-х)п есть единица, а всяшй дру
гой членъ будетъ известенъ, такъ какъ (гч-1)'й членъ равенъ

п(п— 1)...(п— г-»-1)
г

ГрХ
1лУ  |

Это выражете называется общимъ членомъ, потому что полагая г 
последовательно равнымъ 1, 2, 3, ..., мы получимъ изъ него последо
вательно 2-й, 3-й, 4-й .. члены; то есть мы можемъ получить изъ него 
всяшй членъ после перваго. Выражете для общаго члена можетъ быть 
видоизменено въ частныхъ случаяхъ и иногда упрощено, какъ мы уви- 
димъ это изъ следующнхъ примеровъ:

(1-\-х)~т . Здесь п= —т ;  обпцй членъ будетъ
(—т )(—т —1 )(—т —2)...( т Г-4-1)Xг

и его можно написать такъ:
т(т-+-\)...(т-л-г— 1)

г (- ivy.
12(1-+-хУ1. Здесь «=4; числитель коэффищента при хг будетъ

U h X i - 2 ) -  ( I -

гч-1

если г не меньше 2, то это можно написать такъ
1.35.7...(2г—3)

2 ( - D Г—1. Г
I

здесь въ разложен1и (1-нж)2 первый членъ есть 1, второй %х, а всякт 
слгьдующгй можетъ быть найденъ, если принять за (У-н1)-й членъ
выражеше

1.3.5.7....(2г— 3) Г—1 *
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(1-*-#)“ 2. Это частный случай разложешя (1-t-x) 
при хг будетъ

т Коэффищентъ

2.3.4... .(2-i-r—1)
г (— IX , то-есть (гч-1)(— 1)

(1—х)~~2. На основаны предыдущаго примера (г-ь1)‘й членъ бу
детъ

(1
(г—I—1)('— 1^(—%У, то-есть (r-ь\)хг.

х)~*. Это частный случай (l~t~x)~m. Коэффищентъ у хг есть
3.4.5...(8-ы— 1) . (гч-1)(г-+-2) ' »------(— 1)г, то-есть ---- ' (— 1)’г 2

(1—х)~8. На основаны предыдущаго примера (г-ь1)'2 членъ бу

детъ ( r - t -  1) ( г н - 2)  

2 ~ ( 1 \гг \г (г-*-1)(гн-2) г1) (-—х)г, то-есть --- -----х .Л
Если х и п будутъ положительными, то мы найдемъ, что члены 

разложешя (l-t-x)~n будутъ попеременно положительными и отрица
тельными, а члены разложены (1—х)~п будутъ все положительными. 
Если х и п положительны, а п не будетъ целымъ числомъ, то мы най
демъ, что все члены разложешя (1-ь-#)№ начнутся съ положительныхъ 
величинъ, а потомъ могутъ быть попеременно положительными и отри
цательными; въ разложенш-же (1-—х)п члены начнутся попеременно 
съ положительныхъ и отрицательныхъ, а потомъ могутъ въ известныхъ 
случаяхъ все быть одного и того-же знака.

522. Какое нибудь многочленное выражете можетъ быть возвышено 
въ известную степень еъ помощью повторешя n p i e M a  для возвышетя 
двучленнаго. выражетя; такъ, напримеръ

jot—I— ♦— (Ъ-t- с) j а За2(Ъ-+-с) -+- %a(b-t-cy-t-(b-t-c)3;
если потомъ мы разложимъ (6ч-с)2 и (b~t~c)s и полученный выражетя 
поставимъ соответственно на места этихъ количествъ, то получимъ раз- 
ложеше для |ан-&-ьс)|3.

Подобно этому 
{a-t-b-t-c а 3 a2(b-t-c-t-d) 

d)23a(b-t-c

это разложеше можетъ быть закончено, если мы найдемъ разложеше 
(b-t-c-t-dy и (b-t-c-t-dy, какъ это было показано на предыдущемъ 
примере. Или можно поступать такъ

\a-t-b-t-c-t-d\z = {(« +-b)-t-(c-t-d)\3=(a-t-by-t-3(a-t~by(c
3 (a-t-b)(c-t-d)2-t-(c-

d) 
d)\

это разложеше закончится, если мы разложимъ (a-t-b)9, (a-t-b) 1
(c-t-dy и (c-t-d) произведемъ показанное перемножены

#



523. Найти число однородныхъ произведены v-ой степени, ка- 
к?я можно составить изъ п буквъ а, Ь, с, d. ... и ихъ степеней. 

Обыкновеннымъ дълешемъ или по теореме Ньютона находимъ
1

= l-i-ахч-а x2-t-a3xs
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1— ах
1
1—Ъх *l-*-bx-+-bzxz-i-b3x8

- 1 -Л-СХ-У-е1Х г-*-СЬХ^1—сх

Такимъ образомъ
---------  . ;■ \  . zr—— . . . .  = j l - + - a x - i - a 2x 24 - a 3x 3- t - . . . iа—ах 1— Ъх 1— сх ' ’

X  {1 -л-Ъх-ъ-Ъг xz-ь-Ъ3 %3-±-.... j X  {l-t-cx-+-czxz-t-c3x3-i-..
Положимъ, что это=1 -+-Six-+-S2xz-t-S3xs-+-.....

гд4 $ *=■ сь—ъ—Ъ-ъ-~ с, . .,
jS~—az—t—ab—i—bz—i— ac~ .. •
S3=as-i-azb-i-abc-+-b3 f • I

то-есть St равняется сумме величвнъ а, Ъ,с ...; S2 сумме всехъ произ- 
ведешй второго измеретя, каш  могутъ быть составлены изъ а, 5, 
с .... и ихъ степеней; S3 равняется сумме всехъ произведен̂  
третьяго измеретя, катя можно составить; и такъ далее. Чтобы найти 
число произведен̂  въ какомъ нибудь изъ этихъ рядовъ, мы полагаемъ 
каждую изъ буквь с*, Ъ, с ... равной единице; такимъ образомъ

Г = 5  • 1 = 5  • р Ъ - -  бдатъ ( i h f  ™  (1_ж )_”
Следовательно, въ этомъ случае 8Г есть коэффитентъ при хг въ раз-

. ; п(п-+-1)... .(п-\-г— 1).ложенш (1—-ж) , то-есть = ------ ——̂------.

Следовательно это и будетъ число однородныхъ произведен̂  r-аго из- 
мерешя, которыя можно составить и ъ а, &, с, ... и ихъ

А

524. Найти число членовъ въ разложети даннаго многочлена 
при цшомъ и положитеАьномъ показателе.

Число членовъ разложетя (a1H-a2-+-a3-t-...H-ar)w то-же самое,, 
какъ число однородныхъ произведен̂  м-аго измеретя, которыя могутъ 
быть составлены изъ а„ а2, а3, ... аг и ихъ степеней. Следовательно,, 
по предыдущей статье, оно будетъ
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525. Биюшальная теорема можетъ быть приложена къ приближен
ному извлеченш корней изъ чиселъ. Пусть N  будетъ число, изъ котораго 
требуется найти корень м-ой степени, и предположимъ, что N = an-t-b-:

1 1 , ь \* '  -

•тогда = = а{1ч-х)п ,
ъгде . Если теперь х будетъ малая дробь, то члены въ разложеншd

1
( \-*-х)п быстро будутъ уменьшаться, и мы можемъ получить прибли

женное значеше (1-*-х)п, а следовательно и N n, взявъ лишь немнойе 
изъ этихъ членовъ. Поэтому будетъ выгодно взять а такъ, чтобы ап отли
чалось отъ N  по возможности меньше, и чтобы такимъ образомъ Ъ было 
какъ можно меньше. Въ некоторыхъ случаяхъ лучше полагать N =  ап—Ъ.

526. Заключимъ эту главу шестью примерами, которые пояснятъ 
у потреб лете теоремы Ньютона.

1) Отношете (а-*-х)п къ ап близко равно отношенш а-\-пх къ а, 
если пх въ сравнены, съ а величина небольшая. Это справедливо, бу
детъ-ли х положительнымъ или отрицательнымъ, и для значенШ п цё- 
лыхъ и дробныхъ, положительныхъ и отрицате льныхъ. См. ст. 383.

. - ач-Ъх- 2) Разложить---- въ рядъ по восходящимъ степенямъ х.' рч-qx
ач-Ъх 1- , чЛ Qx{а-^Ъх)[ 1-tач-ах л, ах \ р \ р

разложимъ ^1-н— )  по бином1альной теореме; тогда будемъ

ач-Ъх _  1(„,- клЛ( л qx^_qzxz д*х3
( СЬ~\)00  )( 1  Р  ̂ су " Qp+qx р \ р р* р*

ГЩ —q— (b— 
р  р \  р  J  p z \  р

меть

• • •

Дли мы можемъ поступить такимъ образомъ
а_наЖ  ( ъ - ^ х

рч-qx рч-qx рч-qx р р\ р /\ р
_ а_1_х/т ay\ (i qoĉ _qzx2 q3x3

р  р \  р  А р  р 2  р 3

•такимъ образомъ мы получимъ то-же, что и раньше.
Этотъ примеръ часто встречается въ математике, въ особенности въ

тЬхъ случаяхъ, когда х столь малая величина, что квадратомъ ея и



высшими степенями можно пренебречь; вътакомь случай приближенно 
будетъ

а-+-Ъх _  а  ̂ жд aq
рч-qx р р\ р

3) Требуется найти приближенный значен1я корней квадратнаго 
уравнен!я ах2-+-Ьхч-с=О, когда ас очень мало сравнительно съ Ь2.

v . —Ъ±\/(Ъ2— 4 ас)Корня уравненш выражаются чрезъ----
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2 а

По теореме Ньютона J/ (Ь 2— 1ас)=Ъ[ 1 4 ас
12

, ( 14ас 1/4ас \2 1/4ас\3
2 ~¥~~Ъ\ЬГ )  ~~ 164 W • • • I

Такимъ образомъ для корня при верхнемъ знаке получилъ
с асг 2а2с3

• i t

ъ ь3 ;&5
а для корня при нижнемъ знаке получимъ

Ъ с ас2 2 а2сг--- ь — I , „ —I— ——а Ъ bs Ъ
Если а очень малая величина, между темъ какъ & и с не малы/ то 

первый корень почти не отличается отъ — а последнш представляетъ
очень большую величину. См. ст. 342.

Нужно заметить, что лриближенноз значете корня въ первомъ 
случае будетъ то-же, какое мы получимъ следующимъ образомъ: На- 
пишемъ уравнете такъ:

Ьх-*-с=—ахг.
Для получетя приближенная результата пренебрежемъ членомъ

Сах2, какъ малою величиною; тогда получимъ х= — 7. Затемъ подста
вимъ это приближенное значете х въ членъ ахг; тогда получимъ
г ас

ОХ-+-С—  —

с асто-есть со = Ъ Ъ3 *

Подставимъ опять это новое приближенное значете х въ членъ ахг 
и возьмемъ только члены, заключающее а и а2; тогда получимъ

ас2 2 а2с3
bx-t-c=  , 2



272 ТЕОРЕМА НЬЮТОНА ДЛЯ ВСЯКАГО ПОКАЗАТЕЛЯ

то-есть X ас 2л3

Ъ Ъ3
2 ас

У
и такъ дал'Ье.

4) Доказать, что если п будетъ какое нибудь положительное цЪлое 
число, то цгьлая часть выражешя (2 ч-j/ ?>)п будетъ н’Ькоторымъ не- 
четнымъ числомъ.

Смыслъ этого предложешя легко будетъ понять, если взять неко
торые частные случаи. Такъ 2 н - |/з  заключается по величин̂  между 
3 и 4, такъ что ц'блая часть этого выражетя есть нечетное число 3; 
такъ-же окажется, что (2ч-]/В)2 заключается между 13 и 14, такъ 
что цйлая часть его есть нечетное число 13.

Положимъ, что I  означаетъ ц̂ лую часть выражены (2-f-|/3)№, а 
I-*-F будетъ полное значеше его, такъ что F  представляетъ дробь въ 
собственномъ смысле. По бином1альной теореме мы им’Ьемъ

tA . п(п~  1)2«-231_1_ . (!)I-*-F=2П п2п~13*-f
1.2 • ♦ ♦ 8

Но 2—i/ з  представляетъ очевидно правильную дробь, поэтому и 
(2—[/3)п точно также будетъ правильной дробью; означимъ ее чрезъ 
F '; тогда

F ’= 2*—п2п~13
п

1.2
• « # (— l ) w32. (2)

Сложимъ теперь выражешя (1) и (2); тогда ирращональные члены въ 
правой части исчезнуть, и мы будемъ иметь

2
t

1.2
п (п  - 1 ) (п — 2 ) ( п — 3 )2 п_ 4 4

4
= некоторому четному целому числу.

Но F  и F ' правильныя дроби; поэтому мы должны иметь
= 1, а 1=какому нибудь нечетному числу.

»

Такой-же выводъ получится и для (ся-|/&)й, если а будетъ ближай
шее къ (/& п̂ лое число и большее, Ч'Ьмъ послёдйй; такъ что а—\/Ъ 
будетъ правильною дробью.

5) Требуется найти сумму коэффицгентовъ первыхъ г-л-l членовъ 
разложешя (1—х)~п. Мы им̂ емъ

(1—ж)— п 1-t-nx-t п(п-*~ 1) 
1.2

X п{пч-1). ..(пч-r
• • • - Vг

(1—х)~1=\-л-х-л-хг-ь-хгч-...
Следовательно (1—х)^(п+1'> равно произведенш двухъ рядовъ. Те-



перь, если мы перемножимъ эти ряды, то увидимъ, что коэффицгентъ 
~ри хг въ произведенш будетъ

ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВИ XXXVI. 2 7 3

л п (п - i-l) п(пч-1)....(п-+-г— 1\1 -I-пч—- , . н-.. .н  ---  -- ------- '
1.2 г

мы естественно можемъ допустить, что это выражеше должно быть 
равно коэффициенту при хг въ разложенш (1—x)-(n+ls>; то-есть выра- 
жетю

г
итакъ требуемое суммировате исполнено.

6) Бином1альная теорема можетъ быть приложена только-что лока- 
заннымъ способомъ къ доказательству многочисленныхъ алгебраическихъ 
тожествъ; мы дадимъ еще одинъ примеръ.

„  , ' т (т —1)(т—2 )...(т—г-ь1)Пусть <р(т, г)= —----— — |-̂— ------- ’г
и требуется доказать, что

ф(п, О)<р(п, г )—<р(п, 1 )<р(п— 1, г-1 )ч -< р (п , 2)<р(п— 2, г— 2)
— < р (п, 3 ) < р ( м — 3 ,  г — 3 ) н - . . . . = 0 .

Данное зд̂ сь выражеше есть разложете
п ( п — 1)(п—2 ) . . . ( п— г-+-1)
— ---------------------  С1- 1) >

которое очевидно должно быть нулемъ.

Примеры приложешя теоремы Ньютона.

Разложить каждое изъ слйдующихъ двенадцати выражетй до чет 
вёртаго члена включительно:

1 i* I
1. (1-ьж)5. 2. (1-ь-ж)4. 3. (1н-ж) .

 1̂  _1 —2
4. (1ч-х) 2. 5. (1ч-х) 4. 6. ( 1-t-x) 3.

i  3
7. (1—х)5. 8. (1 — 2х)4. 9. |/(«2—х2).

2  2 17
10. (За— 2xf. 11 (а2—Ъх) 5. 12. (1-»-5ж) .
Найти (гн-1)-й членъ разложен!я въ следующихъ восьми выраже- 

шяхъ:
18. (1—х)~\ 14. (1— х)-5. 15. (1—х)п.
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1 1 -S1 „ч 3
16. (1— И-ртцз^-у 18. (1—жа)

-7 !
19. (1—2ж) 2. 20. 1----- .

1/(1—г»)
Вычислить приближенно следующее четыре корня:

3 5 5
21. [/(24). \ 22. [/(999). 23. [/(31). 24./(99000).
25. Если ж—-малая величина сравнительно съ единицей, то пока

зать, что

= 1_ьх 6шатшт)
1 -4 -Ж -Ь [/(1  Ч - Х )  6 '

26. Показать, что число сочетатй изъ п элемементовъ, когда они
берутся по одному, по три, по пяти, .... превышаетъ число сочетатй,
когда они берутся по два, по четыре, по шести, ... на единицу.

27. Показать, что число однородныхъ произведен]! изъ п буквъ 
w-aro измеретя равняется

|2 п—1
п п—  1

v  ̂-

Найти наиболытй членъ въ слгЬдующихъ четырехъ разложетяхъ.
228. {\ч-х)п, когда х= — и 4.
о •
X

29. (1—ж)~и, при ж=— и w=12.
О

530. (1ч-х')~п, при и п=В.

7 831. (1—х)~п, при Х = —  и п= -.12 3
/ I \ 2»+1

32. Найти наиболытй членъ въ разложети ( п--- ) , гд е  пп
ц̂ лое положительное число.

33. Найти число членовъ въ разложенш выражетя
(ач-Ъч-сч-dy0.

34. Найти первый членъ съ отрицательнымъ коэффитентомъ въ

I (l-*-^) 3.

00̂35. Если р больше п, то коэффитентъ хр въ разложенш -з-- т»(1—X)



р(р2—13)(:»3—‘/г)...\рг—(п—I)2} будете ^  "  2п^_ t '---  .

(1—2xY86. Коэффищентъ при хш въ разложенш —— - г .4 будетъ(1— Зх )
пп-i (м-ь1)(п-+-2)(5м-ьЗ)
о . ------------------------------ •\>
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4 #

—П

Г1 —F- Х\ ̂87. Найти коэффищентъ при хп въ разложенш ^ ^

38. Разложить (—~4~ -V2 по восходящимъ степенямъ х. Написать\а—х /
коэффищентъ при х2Г и при ж2г+1-

39. Показать, что м-ый коэффищентъ въ разложенш (1—х) 
всегда вдвое больше (п— 1)-го.

40. Показать, что если % означаетъ средтй членъ въ разложенш
- I

(1 ч-х)2г, то £0-н£гн-£2-»-...=(1 — 4х) 2.
41. Написать сумму ряда

1 1 3  1 3  51-»-- ь-- . — I—  . — . -- н.... до безконечности.4 4 8 4 8 12
42. Найти сумму квадратовъ коэффищентовъ въ разложенш 

(1 -лг-х)п, где п положительное целое число.
io w 1.3.5...(2r—1)43. Если pr= — „— , то доказать, что2.4.6...2 г

1
Pin-\~l * PlP&n * PzPzn—1 * •• * • * Pn—lPn-t-2 ® PnPn-\-l "л*

44. Показать, что если m и n будутъ целыя и положителъныя
1числа, то коэффищентъ хт  въ разложенш ^ __xyt-fi Равенъ коэффи-

1
■  Л Л  А  я Жщенту при хп въ разложен1и ^

45. Найти коэффищентъ при хг въ разложенш
(1-t-2x4r-3xz~t-4:x3~t-... до безконечностиу1.
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ГЛАВА  XXXVII.

Распространена теоремы Ньютона на многочлены.
527. Въ предыдущей главе мы дали нисколько примеровъ разложетя 

многочленныхъ выражешй; теперь мы разсмотримъ этотъ вопросъ не
сколько полнее. Предложишь себе найти выражете общаго члена въ раз
ложены К ахх агх агх \п• • • I •
Число членовъ въ ряду «0, а1ч а2, ... можетъ быть какое угодно, и 
п можетъ быть положительнымъ илм отрицательнымъ, целымъ или 
дробнымъ чиеломъ.

Заменимъ a lx-t-a2x z-+-a3xz~t~...чрезъ Ъ{ ; тогда намъ нужно будетъ 
разложить (ao-i-bj1; обпцй членъ разложетя будетъ

п(п— l)(w— 2

агхгде [х некоторое целое положительное число . Заменимъ агхг
чрезъ Ъг; тогда = (а1ж-ь52)!Х, и такъ какъ [л цгьлое положи
тельное число, то обпцй членъ разложетя (а1х-+-Ъ  ̂ мОжно будетъ 
означить или чрезъ

\q_ ||t—q(а zq, или чрезъ \t
к  |t*—g

(а1хуЪ.̂ —'2;

мы примемъ последтй видъ, какъ более удобный для нашей цели.
Сочетая это съ первымъ результатомъ, мы видимъ,. что обпцй членъ 

предложенная выражетя можно написать такъ
п(п—  !)(>— 2)...(м-а-н1)а 0п

Заменимъ снова а3х а/х

^(а ̂ УЪ <P‘~q

чрезъ Ъ3; тогда 
обпцй членъ разложетя этого выражетя будетъ

||х—-q
Г 1̂ —g—г(агх2)гЪ^-(‘~Т

Следовательно обпцй членъ предложеннаго разложетя можетъ быть 
написанъ такъ

w(w— l)(w--2)....(n—fx-t-l) и_
\1 г [K -q-r а0п~^(аухУ{агхг)гЪ^~^г.

Продолжая поступать такимъ образомъ далее, мы получимъ для 
искомаго общаго члена выражете
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п(п— 1 )(п—2 )....(w— jx— 1) . .#2~*-2м-35-н4И-...
<2 г "f) • • • ♦

где ’

Полагая п-г -  ^  =Р,
п{п— 1 )(п— 2)..

l i Г Js V .

Q—̂Y • • • — [Л.

1) q-Н 2Г-J- 3 s -f- 4 Н-**.а0т^а/а3га4{. ..х

где
Такимъ образомъ разложеше предложенная многочлена состоитъ изъ 

ряда членовъ, для которыхъ только-что данный членъ будетъ общимъ 
типичнымъ членомъ.

Нужно заметить, что #, г, s, t, ... всегда целые и положительные, 
но р можетъ быть цёлымъ и положительнымъ только тогда, когда п 
будетъ целое и положительное. Когда р есть целое и положительное 
число, то, умноживъ числителя и знаменателя на \р, мы можемъ на
писать множитель

п(п— 1 )(п— 2)....(j>-t-l)

въ более симметричномъ виде
г \t ♦ f ♦ f

П
\p_\q г t

Въ предыдущемъ выраженш для общаго члена мы можемъ смот
реть на множителя при xT*':ir~h39~Jt~4t+‘ " какъ на коэффищентъ его. 
Но въ некоторыхъ случаяхъ слово коэффищентъ прилагается къ мно
жителю а \г ; такъ обыкновенно и понимается это слово въ

■ * I »
техъ случаяхъ, когда х полагается равнымъ единице, какъ въ при- 
мерахъ 25...32, данныхъ въ конце этой главы.

528. Положимъ, что ищется коэффищентъ известной степени х въ 
разложенш ('а0-+-а1хч-аг̂ г 
при хт. Тогда мы имеемъ

3-s ...... = т

ttiX I—CtoXa I—(ХоХ3 I •. напримеръ, коэффищентъ

q-t-2r 
p-t- q-t- r-t- s-t-t-+-• • • n.

Путемъ испыташя мы должны найти обиця значешя q, г, s, 
удовлетворяюпця первому изъ этихъ уравненш: тогда изъ второго 
уравнешя найдется р. Искомый коэффищентъ такимъ образомъ будетъ 
суммою соответствующихъ значешй выражешя

п(п— 1){п— 2)....Qm-1) f
\l №...

Если n целое положительное число, то р должно быть также поло-
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жительнымъ, и мы можемъ употреблять выражете более симметрическаго
п

вида
| Р g г

529. Для примера найдемъ коэффжцьентъ пр 
выражетя (1 н-2ам-3#2-4-4Xs)4.

X7 въ разложети

Здесь q-+- 2r-t-3s=7,
= 4.

Начнемъ съ наибольшаго изъ возможныхъ значетй для s; такое 
значете будетъ s=2, при которомъ мы бу-

= 1. Затемъ поло-демъ иметь г= О, р=
жимъ s= l; при этомъ значети мы можемъ 
иметь r —2 ,q = 0 ,p = l; также мы можемъ 
иметь г— 1, g=2, р=0. Затемъ положимъ 
s=0; при этомъ значети будемъ иметь г= 3, 
q= 1, р = 0. Это будутъ все решетя; они со
браны въ приложенной табличке. Эд-Ьсьа0=1, 
at=2, а2=3, «з=4. Такимъ образомъ иско-

р д г

мый коэффицгентъ будетъ

1 1
V

0 2

1 0 2 1

0 2 1 1

0 1 3 0

li 
22*.4

4
2З2̂ 1 22.31.41

4
321.33,

л 384-н-432-ь-576-н216, то есть 1608.
Еще примеръ. Найдемъ коэффитентъ при х3 въ разложети

1
(1н-2жч-Зжа-1-4ж3-ъ...)2

q4-2r-t-3s 3
p-*-q-+-r-*-s- =|.

Вей решетя собраны въ приложенной таб
личке, и искомый коэффитентъ будетъ

S M I

1

1Ч21.31-» 422

1 
2
I?

3
2 23;

то-есть 2 8 1•— . т.
2 2’

е 1.

Въ этомъ случае, такъ какъ
1 -+-2х-^Зх2ч^4х3 4 • • (1— х)~* 

1
то предложенное выражете будетъ {(1— то-есть (1—ж)

' (1—-ху~г=  1н-ж-нж2н-ж3-+--...;

*

. Р Я г S

1
2 0 0 1

3
2 1 1 0

5
2 3 0 о

такимъ образомъ мы видимъ, что коэффитентъ при Xs долженъ быть
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равенъ 1. Читатель можетъ поупражняться въ приложен in теоремы о 
многочлене къ нахождешю коэффищентовъ другихъ степеней х\ напри
меръ, коэффищентъ при ж4 окажется такимъ

5
2 ■2 9 9 5

8^4  8’ то-есть 1.

530. Значеше коэффициента въ разложенш многочлена въ томъ 
случай, когда показатель цгьлое положительное число, могло-бы быть 
получено и другимъ путемъ. Положимъ, напримеръ, что намъ нужно 
разложить (а-н(5-+-у)10. Когда произведемъ перемножеше, то каждый 
членъ въ результата окажется произведешемъ, составленнымъ такъ, 
что въ него войдетъ по одной букве отъ каждаго изъ десяти трехчлен- 
ныхъ множителей. Такимъ образомъ, если мы ищемъ членъ, заключаю
щей а2|33уб, то мы должны взять а изъ какзхъ нибудь двухъ изъ 10 
трехчленныхъ множителей, £— изъ какихъ нибудь трехъ изъ осталь
ныхъ 8 трехчленныхъ множителей и у изъ остальныхъ 5 трехчленовъ. 
Число способовъ, которыми это можетъ быть сделано, равняется

(ст. 498). Такимъ образомъ искомый членъ будетъ
1 0

2

СО 
| 5

110

2 13 15а2§ у .

Отсюда следуетъ, что если намъ нужно разложить 
{(x.-4-̂ x-t-yx2)10, то членъ, заключающей будетъ

10

<М 
1

00 1

15
10

|2 |3 |5a2$8Y5#3+10.

Подобно этому нужно поступать и во всякомъ другомъ случае. 
Такимъ образомъ мы могли-бы доказывать теорему о разложенш мно
гочлена следующимъ образомъ:

Начнемъ съ нахождешя вида коэффищента2 объясненнымъ сей- 
часъ на примерахъ путемъ, въ случае, когда показатель целое поло
жительное число. Затемъ предположимъ, что намъ нужно найти об-

а3х3ч-...)п, когда пне будетъа.х ■агх
а3х

нцй членъ въ разложенш (а0
целымъ и полоясительнымъ. Поставимъ Ь вместо a^-t-a^x 
тогда намъ нужно будетъ разложить (а0-+-Ъ)п; обпцй членъ этого
разложешя будетъ

n(n— l)(n— 2)...,(w—р.-н1)ао

и такъ какъ [а щълое и положительное число, то обпцй членъ вы
ражешя (а{х-*-агх2 будетъ

---*- ■ а М  2гЧ~3? • • •
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А следовательно искомый обпцй членъ будетъ
и ( и _ 1} ( к - 2 ) ,  (и -р .ч -1) п- t , г . ^ + аг+»,+«+.,.

\q_ г \s_ |£...

П р и м е р ы .

Найти коэффжщенты указанныхъ степеней ж въ разложейяхъ дл 
следующихъ 24 примеровъ.

1. ж4 въ (l-t-ж-ьж2)®.
2. хь въ (1—ям-ж2)4.
3. х8 въ (1— 2ам-3#2— 4х3у.
4. ж14 въ (1ч-хч-хгч-хь-+-х4~*-х5у.
Ь. х6 въ (2— Зх—4ж2)5.
6. х 8 въ (1—жч-2ж2)12.
7. ж4 въ (2— 5ж— Тх2)5.
8. х8 въ (1— 2а?2-ь4ж4)~ 2.
9. х 4 въ (1ч-х-+-х*)гК

_1
10. х 5 въ ( 1-1-2ж— х 2) 2

/у>2 /у>4- v — 2
Ч -f Q /  «А/ еД/11. ЯГ ВЪ 1—-—I2 4

12. х4 въ (1-ь2ж— 4ж2— 2ж3) 2.
1

13. ж6 въ (1— 2ж-ьж4)4.
1 3 5 7

14. х4 въ (1 -ь#2-1-ж2н-ж2— ж2)5.
15. ж4 въ (1-+-хчг-хг)п.
16. х4 въ (1н-Зж-*-5#2н-7#3-ь9#4-1-...)
17. хт  въ (1-+-#-+-ж2-1-....)2.
18. х8 въ (_l-+~2x4-3xz)n.

_1
19. х4 въ (1 ч~2#-+-3# 2-f-4#3-t-...) 2.
20. я 12 въ (1-1-(*1гсн-а2#2-»-а3ж3)5.
21. а?6 въ (о50-на1а?-ьа2ж2)№.
22. Xs въ (1—xz-t-x3—х5)4.

— I
#2 въ (1 -t-ax-4-Ъх2') 2. 
ж® въ (1-л-а1х-+-агх2~¥-аьх̂ -*~.. .)т .
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25. Найти коэффищентъ при аЪс3 въ (еы-б-ьс)5.
26. Найти коэффищентъ у а2&3с2 въ разложенш (а—Ъ с)\
27. Найти коэффищентъ у а254с3 въ разложенш (сн-Ь-ым-й)9.
28. Найти коэффищентъ у abzczd& въ (а—Ъч-с—d)i0.
29. Написать вей члены, заключающее степени & и с до третьей 

степени включительно въ разложенш {а-+-Ь-\-с)л.
30. Написать вей члены, содержание dn~3 въ разложенш (<*н-&-+- 

c-t-d)n.
31. Найти наиболышй коэффищентъ въ разложенш (а-н&ч-с)10.
32. Найти наиболышй коэффищентъ въ разложенш (см-б-ь-сч-й)14.
33. Показать, что наиболышй коэффищентъ въ разложенш

а ашТ есть ||д}т (дн-1)
токъ отъ дйлешя w на т .

34. Показать, что въ разложешя (а0-+ 
щентъ при х равенъ 2(a0aZp_i_i-+-aiaSip

2 до х4.

, гдй q есть частное, а г оста-

аух агх ...)z коэффи-
).

35. Разложить (1—2Ьх
36. Разложить (а-+-Ъх

х2)
СЖ2)” 1 до х
X s )

г

,2 п до л:3.
хг)п, гдй и число положи -

37. Разложить (1—х—х
38. Въ разложенш (1 ч-хч-х 

тельное, показать, что
1) коэффищенты членовъ, равно отстоящихъ отъ начала и конца, 

равны;
2) коэффищентъ средняго члена или двухъ среднихъ членовъ, 

смотря по тому, будетъ-ли пг четное или нечетное, будетъ больше 
всякаго другого коэффищента;

3) коэффищенты постоянно возрастаютъ отъ перваго до наиболь
шаго.

39. Если а0 ̂ cl £ ̂ (ьg ̂ e8, # • • • будутъ по порядку коэффищенты въ 
разложенш {\-ь-х-ь-хг-*-....-+-хг)п, то доказать, что

1) Н»•••—®inr —
2) ai-*-2as,-*-3a3-+-. ,.ч-пга 
40. Если «о, aii a3i •— будутъ коэффищенты по порядку въ

(r-t-1)”; 
f=\nr{r-1-1 )л.

разложенш (1ч-хч-хг)п, то доказать, что
2аО а1 а а (- о п-1а1п—1 4(— 1 ) Х 2
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Г Л А В А  XXXVIII.

1 о г а р и в ш  ы.
531. Положимъ, что ах= п; въ этомъ случае х называется лога- 

ривмомъ числа п при основами а,; такимъ образомъ логариомомъ какого 
нибудь числа при данномъ основами называется показатель степени, 
въ которую нужно возвести это основате, чтобы оно сделалось рав- 
нымъ данному числу.

Логариомъ числа п при основами а пишется log«n; такимъ обра
зомъ logan=x выражаетъ то-же самое соотношеше, что и ах=п.

582. Напримеръ З4 = 81; поэтому 4 есть логариомъ 81 при осно
вами В.

Если мы желаемъ найти логариомы чиселъ 1, 2, В, ... при дан
номъ основами, напримеръ при основами 10, то должны решить рядъ 
уравнешй 1 0 * = 1 ,-1 0 а5= 2 ,  10ж= 3 ,  ... Въ следующей главе мы по
кажемъ, что это можетъ быть сделано приближённо; это значйтъ, 
что, хотя мы не можемъ найти такого значемя х, которое въ точ
ности удовлетворяло-бы, напримеръ, уравнемю 10ж=2, но можемъ 
отыскать такое значеме ж, при которомъ 10̂  будетъ отличаться отъ
2 на какую угодно малую величину.

Докажемъ теперь некоторыя свойства логариемовъ.
533. Жогаривмъ 1 равенъ 0, какое-бъг ни было основате.
Действительно, когда х=0, ах=-\.
534. Жогаривмъ самаъо основатя равенъ единицгь.
Действительно, когда ж=1, ах=а.
535. Логариомъ произведетя равенъ суммуь логариемовъ произ-

Действительно, пусть x=\ogа т ,  у =logan\ 
следовательно т = а х ,  п — а у ;

откуда т п = а х а У = а х ^ ~ У ;

и следовательно loga^=x^-y=\ogam-+-\ogan.
536. Ж о г а р и в м ъ  ч а с т н а г о  р а в е н ъ  л о г а р и в м у  д г ъ л и м а г о  б е з ъ  л о г а -  

р и в м а  д ш и т е л я .

Действительно, пусть x=\ogam, у  slogan; 
следовательно т = а х ,  п = а Р ;

¥  т  а ха следовательно - = — = а х ~ У :п а у

и потому l0grt ~  =  Х — у  —  logaW— logan.



537. Логариемъ всякой степени целой или дробной отъ какого 
нибудь числа равенъ. произведенш логаривма этого числа на пока- 
затель степени.

Действительно, пусть т= а х; въ такомъ случай т г= (ах)Т=ахг, 
а потому loga(mr)==%r==r\ogam.

538. Найти соотношеше между логариемами одного и того- 
же числа при различныхъ основатяхъ.

Пусть #=log«w, 2/=log&w;
следовательно т= а х; т= Ъу\
а потому ах=Ъу\х_ у_
следовательно аУ =Ь, а Ъх= а;

х уа потому —=log«&и - —logs».у х
Отсюда у = х\о%ьа, и л ж =

i  о г  а р и  е м ы. 2 8 3

х
log аЪ'

Следовательно логариомъ какого нибудь числа при основанш Ъ мо
жетъ быть найденъ умножетемъ логаривма этого числа при основанш а
на logsa, или на —Ц .lQgab

Вамйтимъ при этомъ, что loĝ a X  loga&=1.
539. Въ практическихъ вычислешяхъ употребляется исключительно 

лишь основате 10; логариемы при этомъ основанш называются обык
новенными. Въ слйдующихъ двухъ главахъ мы укажемъ на некоторый 
особенности, дйлаюпця выгоднымъ у потребление основашя 10. Замйтимъ 
еще, что целая часть какого нибудь логаривма называется характе
ристикой, а десятичная часть мантиссой (прибавка, добавлете).

540. Въ обыкновенной система логаривмовъ, если логариомъ 
какого нибудь числа известенъ, мы можемъ непосредственно опре
делить логариомъ того-же числа* умнаженнаго или разделеннаго 
на какую нибудь степень 10.

Действительно, log10(]SFX 10w)==log10iV-Hlog1010M=log10iVM-w
N  ■ ' ' '

log* ojtfb= l°gi o^— log 1010n= log, 0N—n;
то-есть, если мы знаемъ логариемъ какого нибудь числа, то мы мо
жемъ определить логариемъ всякаго другого числа, изображаемая 
теми-же цифрами и различающаяся только положемемъ запятой, 
отделяющей десятичную часть отъ целой.

541. Въ обыкновенной системе логаривмовъ характеристика 
логаривма всякаго числа можетъ быть определена съ перваго 
взгляда.
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Действительно, положимъ, что число будетъ больше единицы, и 
заключается между 10w и 10w+x; тогда логариомъ его долженъ быть 
больше п ж меньше п-f-1; поэтому характеристика логариема есть п. 

Положимъ теперь, что число будетъ меньше единицы и заключается
1 1между —-п и w+1, то-есть между 10~п и 10~(?ИЛ); тогда его ло-

тариемъ будетъ некоторое отрицательное количество, заключающееся 
между—п и — (п-i-l); следовательно, если мы поставимъ услов1емъ, 
чтобы мантисса всегда была положительной, то характеристика бу • 
детъ — (w-i-1).

Дальнейппя указаия относительно практическая) употреблешя ло- 
гариомовъ можно найти въ сочинемяхъ по тригонометрш и въ каж
домъ введеми къ таблицамъ логариемовъ.

Примеры логариемовъ.
ч

1. Найти логариомъ 144 при основами 2[/3.
2. Найт 
В. Найт; 
4. Найт:

характеристику логариома 7 при основами 2. 
характеристику loga5. 
log5 3125.

5. Дать характеристику log10 1230 и log10 0.0123.
6. Даны log2 

0.05 и 5.4.
0.301030 и log3=0.47712l; найти логариомы

7. Даны log2 и log3 (см. примеръ 6); найти логариомъ 0.006.
8. Даны log2 и log3; найти логариомы 36, 27 ж 16.
9. Даны log 648=2.81157501, log 864=2.93651374; найти

10. Данъ log2; найти log[/(1.25).
11. Даръ log 2, найти log 0.0025.

8
12. Данъ log 2, найти log[/(0.0125).

13. Даны log2 и logB, найти logl080 и
14. Даны log102=0.301030 и loglo7=0.845098, найти лога- 

4 \ 1

19

риемъ 343 2 при основами 1000.
15. Найти число цифръ въ числе 2 е4, зная логариомъ 2.
16. Даны log2 и 1 g 5.743491=0.7591760; найти корень пятой

степени изъ 0.0625.
17. Если Р  будетъ число целыхъ, логариомы которыхъ имеютъ 

характеристику р, и Q число целыхъ, логариомы которыхъ обратны и
характеристику—q, то показать, что logP—logQ=p— q-+-̂>
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18. Если «/=1 о1 - и £=101-1̂  , то доказать, что ^=101- Iss«
♦

19. Если а, Ъ, с составляютъ геометрическую nporpecciro, то logaw, 
]og&w, logcW будутъ составлять гармоническую nporpecciro.

20. Если число лицъ, родившихся въ извйстномъ году, равнялось 
-̂ -й части всего населешя въ начале года, а число умершихъ состав-
4:0

1 .ляло —-ю часть его, то найти, во сколько лътъ населенхе удвоится,
предполагая что дано:

log2 = 0.301030, logl80=2.255272, logl81=2.257679.

Г Л А В А  XXXII.

Показательные и догариомичеше ряды.
«

542. Разложить ах въ рядъ по восходящимъ степенямъ х, 
то-есть разложить какое нибудь число въ рядъ по восходящимъ 
степенямъ его логаривма при данномъ основанш.

= |1-н(а— 1)|ж, и разлагая это по теореме Ньютона мы по-а
лучимъ

jln - (a— 1) = 1 -t-x(a— 1 )ч-—^ *\а— I ) 2

х(х 1)(я? 2) ,  ■ 1 -чз . •*'(■*' ^Х  ̂ 2)(ж 1 \4 .
4---- Ш —  (“  “ 1 }~ь ----- ---------- (й__1) "

= 1ч-х^а—  1—| (а— l ) 2-t-i(a—I ) 3— |(а— 1)4ч- ...J
члены, заключающее ж2, х3, и проч.

Это показываетъ, что а? можетъ быть разложено въ рядъ, начи
навшейся съ единицы и расположенный по восходящимъ степенямъ х\ 
следовательно мы можемъ предположить, что

ах—\-^clx-i-c2x2-t-c3x'i-*-cixi • • •

где с0 с2, с3... количества, не зависяпця отъ х и остаюшДяся поэтому 
безъ изменения, но х можетъ изменяться; и такъ

е±= а— 1—|(а— I ) 2-*—в(а— ! )3—з(а— I)4-*-*-
между тЬмъ какъ с2, с3, ... пока еще неизвестны, и мы приступимъ 
къ нахождешю ихъ значешй. Изменивъ х на х-*-у, мы получимъ
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Н О

ах+У= l-i-c^x-i-у) -+-с&(х-(-уУг-ь-с3(хч-у)3 
ах+У=ахау=о},(\-*-с1х-+-с̂ хг-*-сгхь-л-...).

• О •

Такъ какъ оба выражешя для axJr]J тожественно равны,' то мы 
можемъ допустить, что коэффиц1енты при х въ обоихъ выражешяхъ 
равны, и такимъ образомъ

н-4с4у -к О  •  • с.аУ
е У + С з  У 3 •‘•1

Въ этомъ тожеств̂  мы можемъ допустить, что коэффищенты со 
ответствующихъ степеней при у равны; такимъ образомъ

2 с следовательно с2 = 2

Зс3=с,с2, следовательно с 1
3 1.2.3

4 с
4

с±с3, следовательно с С. Со

4 1.2.3.4*

Итакъ ах=\ слх1
С 2/у)2 л 3 /у>3

1 1л/ l / i  <Л/
1 ~ t — 12 3

с*4#4
~ 4~ • • • О

Такъ какъ этотъ выводъ справедливъ для всякаго значешя х, то 
возьмемъ х такимъ, чтобы с±х=1; тогда ис

aei 1 -ь 1
1 1  1I— -и —f

4

2 3 4 5
■\ *

этотъ рядъ обыкновенно означаютъ буквою е; такимъ образомъ
Q тгл тл 1пг /V лС 1 тт л -----1 АЛ1 п  • /»пг¥пгАт»птл тгттгЛ

_1
ае1

а потому а=е c^log/t; следовательно
аX 1 -+-(Lщеа)х x2~t (log'а)

3 •я?

Этотъ выводъ или называется показательною теоремой. 
Переменимъ а на <?, тогда logea обратится въ log/, т.-е. будетъ 

единицей (ст. 534); такимъ образомъ
X Ж а?.4

2 3 4
• • •

Этотъ очень важный выводъ веренъ для всякихъ величинъ х\ и уча* 
Цйся долженъ на столько ознакомиться съ нимъ, чтобы быть въ со- 

стоянш прилагать его ко всякому частному случаю. Напримеръ, поло- 
жимъ, что х——1; тогда

1 1 1 1 1
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Или мы можемъ заменить х другимъ символомъ; такъ, поставивъ 
П0 вместо х, мы получимъ

еnz Пг8г П3£3 П4#4
2 3 4

Въ ст. 551 мы сделаемъ замйчавхе относительно одной части пре
дыдущаго изслйдовашя и возвратимся поел1!  того къ допущетю, ко
торое мы сделали дважды при изложети настоящей статьи.

543. Производя вычислеше на самомъ д г̂Ь, мы можемъ найти
приблизительно численное значете ряда, означеннаго буквою е; оно 
будетъ равно 2.718281828... - ■

544. Разложить logg (1 
нямъ х.

Въ ст. 542 мы видели, что с/—Iogea; то-есть, по той-же статье,

х) въ рядъ по восходящимъ степе-

log а=а— 1 — | (а— 1 )*-+-$ (а— I)3—\(а— 1) • • •

Поставимъ 1ч-х вместо а; тогда

log/H-ж) Х‘ X
2

X X
3 4

Эта строка можетъ быть приложена къ вычисленш loge( 1 
если х будетъ правильная дробь; но если х не будетъ очень мало, то 
члены будутъ уменьшаться столь медленно, что намъ нужно 
брать большое число ихъ; если-же х будетъ больше единицы, то ря- 
домъ этимъ пользоваться вовсе будетъ невозможно. Поэтому мы должны 
вывести друпя, более удобныя формулы.

545. Мы имйемъ \oge{\-*-x)=x— ;г

слйдовательно l0ge( 1 —Х) X

хг
~2~*~

со х4

СО 4
X2 СО 

1 X4
2 СО 4

• • •J

♦ ♦ •5
вычтя одно изъ другого, мы получаемъ значенхе loge( 1-+-ж) - Joge( l—х)
то-есть loge 1

1
■X
X именно

log
X 3
'X

Напишемъ въ этомъ ряду
1н—д?вместо -— тогда получимъX X

2 \х
т — п 
тч~п

х
6

X
5 • •«

вместо хь а следовательно т
п

log.
т
п 2 т

т-\-п
п 1
— f- т —п

т
3 1  -ь • • •5 \ т+  п (D
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Положимъ п—1, тогда
т — 1 1----- 1—log. «и=2 т — 1 1 / т — 1
т -+-1 3 \ т -+-1 t 5 \ т-1-1 I I I С!)

Положимъ теперь въ (1) m=w-»-]; тогда мы получимъ значете
следовательно loge (пн-1)—logs пп

2 1 1 1
2п+1 8(2*гн-1)3 5(2ин-1) е • • (з)

546. Рядъ (2) предыдущей статьи дастъ намъ возможность найти 
log*. 2; положимъ т = 2; тогда вычислешежъ мы найдемъ, что

loge 2 = 0.69314718...
Съ помощью ряда (3) мы можемъ вычислять логариомъ одного изъ 

двухъ последовательные чиселъ, когда знаемъ логариомъ другого. 
Положивъ.«=2 и пользуясь известнымъ значешемъ loge 2, получимъ

loge 3=1.09861229...
Положимъ въ ряду (3) п= 9; тогда log* n=loge 9 =loge 32=21oge 3, 

a loge3 уже известенъ; следовательно найдемъ, что
log* 10=2.30258509...

547. Логариомы при основами е называются Неперовыми лога- 
риемами, по имени изобретателя логариемовъ, Непера (Napier); они на
зываются также натуральными логариомами, такъ какъ они первыми 
представляются намъ при изследовами способовъ логариомическаго счета. 
Мы уже сказали, что основате 10 есть единственное изъ основамй, 
употребляющихся въ практическихъ приложемяхъ логариемовъ, но 
логариомы, взятые при основатй е, часто встречаются въ теоретиче- 
скихъ

548. Изъ ст. 538 мы видимъ, что логариомъ какого нибудь числа 
при основанш 10 можетъ быть найденъ чрезъ умножеме Неперова
лотариома на -— то-есть н а ____ * __ ~. или на 0.43429448;loggl 0’ 2.30258509’
этотъ множитель называется модулемъ обыкновенной системы лога- 
риомовъ.

Основате е, модуль обыкновенной системы н логариомы 2, 3 и 5 
при основанш е, все вычислены съ точностью до 260 десятичныхъ 
цифръ. Объ этомъ см. Proceedings of the Royal Society of London, 
томъ XXVH, стр. 8 8.

Ряды ст. 545 можно приспособить такъ, что они будутъ давать 
обыкновенные логариомы; напримеръ, возьмемъ рядъ (3) и умножимъ 
все члены его на модуль, который означимъ буквой [а; тогда найдемъ

* 1 1 1
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то-есть
юОгч~ 1) — log 10п— 2 у. 1 1

(2п+1 В(2пч-1У 5(2w-i-l)
549. По ст. 542 мы имйемъ

,2

(е —1 у
/У 1 /у»ед/ tA/ам— --1

3
2 3 4 s e t t

лат-ч- члены, содержаще высшш степени х (1)
Но по теореме Ньютона такъ-же будетъ

(q X  2  g iч х  ..-(n-i)x . -1 )

2
g(Yb~'2)x I I I » (2)

Разложимъ каждый изъ членовъ еад, е п̂~1)а7...; тогда 
щентъ при хг въ (2) будетъ

Гп‘ {п— 1)г п(п— 1 ){п— 2)т п(п— \){п— 2)(п—‘U------—f ЗУ
г 2 /у* 3 t f I

Следовательно изъ (1), тЬмъ - же путемъ, какъ ж въ ст. 542, мы 
убеждаемся, что

пт— п(п—  1 Уч-- ̂  ^  (п— 2)Г 1 )(п— 2)
2 3 (п—3)г • • *

п, если г=щ  или=0, если г меньше п.
Легко видеть, что членъ правой части равенства (1), заключавшей 

хп+\ будетъ ^х,1+\ Такимъ образомъ, руководясь темъ-же началомъ 
какъ и раньше, мы приходимъ къ выводу

nn+t п(п— 1 )п+1 -+- ——(>г—2)п+12 с • • пч-1

550. Дадимъ другой способъ получить показательный рядъ. По 
теореме Ньютона

2  \ пх
'I н—  ) = 1 -t- пх—\п/

1 пх(пх— 1) 1 пх(пх— 1 )(пх—2) 1
— -̂-------- '~5Ч--------------------— п------------------- —п 2 п 3 п

пх(пх— 1) {пх—2 )(пх—В) 1
4 • « fп

то-ость

1 1
п

пх X X
l-i-x-

1
п X X 1

п
2
п.

2
1
п

2X■ п
3X п

4
19



290 ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ И ЛОГАРИеМИЧ. РЯДЫ.

Положимъ х=1, тогда ( 1-4 1
п

п

1 —I— 1 —*—'
1 -1п 1 1

п 1 2
п 1 -)f 1 п

2
п 1 3

Ho(l-f 1
2
пх

п
3 4 • * *

п

X X-
1 чр-ям -

1  \ п } х1-«—  ) [ , следовательноп / )

X i X— —V  Xп п п
2 3 f- . . .

• • #

И такъ какъ это справедливо, какъ-бы нн было велико п, то бу
детъ справедливо и тогда, когда п сделается равнымъ безконечности;
въ этомъ случае ̂  обращается въ нуль, п мы получимъп

1Н-Ж X X X
2 3 4 • • • • 1 п 1 1 11-I-:--1---1---4

X
2 3 4 « • •

то-есть= еX
Такимъ образомъ мы получили разложете ех по степенямъ х; чтобы

разложете а®, положимъ а=ес, такъ что c=logea тогда

аX >ех 1 с*#2сх-л-----4ezxz
2 3

С4Ж4

4
551. Читатель заметить, что въ предыдущей статье мы восполь

зовались теоремой Ньютона для разложетя какой нибудь степени отъ
 ̂1 и если — меньше единицы, то мы уверены, что разложете

дастъ аривметически верный результатъ (ст. 519). Въ доказательстве 
показательной теоремы, данномъ въ первой статье этой главы, если 
а— 1 будетъ больше единицы, то разложете по теореме Ньютона, 
съ чего доказательство начинается, будетъ ариометически необъяснимо; 
следовательно это доказательство можетъ считаться основательнымъ 
лишь въ случае, когда а меньше 2; но при такомъ ограничети оно 
остается въ полной силе и х можетъ иметь всякое значете. Чтобы до
полнить это доказательство, намъ остается показать, что теорема эта 
справедлива для всякаго значетя а, и такъкакъ е больше 2, то мы не 
должны изменять а въ е, пока не освободимся отъ ограничетя относи-



тельно величины а. Это ограничеюе легко устранить; действительно въ 
теореме

\

„  1 /т  л (log *« )V  (logea)3̂ 3ax=l-+-(logea) --- |з
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положимъ а = АУ; если возьмемъ у достаточно малымъ, то А  мо
жетъ быть сделано какъ угодно болыпимъ, а между темъ а будетъ 
оставаться меньше 2. Тогда logесь=у logeJ.; такимъ образомъ

л,„ , п л\ (log eAYy2X& (lo gpA )sy3x3АУХ= 1 -+- floer А ) их -4-̂ —2— Ls.-- 1—-— J—
2 3 С I I

такъ, ставя z вместо ху, найдемъ
л г п п л-\ (l0geA Yz2 (logeAYe*А г=  1 -ь (loge^>-bA  ----1---£L—-—Z 6 • • •

I— I—
Такимъ образомъ показательный рядъ доказанъ теперь вообще.
552. Въ ст. 550 мы нашли, что когда п безпредельно возрастаетъ,

/ \ \ пхто (̂ 1-+--J  окончательно обращается въ ех; подобнымъ-же образомъ 
мы могли-бы доказать, что когда п безпредельно возрастаетъ, то

/у* \

1-+--j  окончательно обратится въ егх.

Примеры логариемжчеекихъ рядовъ.
1. Доказать, что loge (aM-l)=21oge #—loge (ж— 1).

2 1 1 / 1
2ж2—1 3\2ж2— 1

Если дано logio3=0.47712, и . ^  = 0.43429, то приложить
предыдущш рядъ къ вычислены» log£0l l .

2. Показать, что loge (x-+-2h) = 21oge (x-t-K)—loge x
h2 1 h4 1 h61 •» m  ̂ + —* v л  ̂ • • •(%-t-Kf 2 (x-t-h)4 8 (x-+-h)

3. Если а, Ъ, с будутъ три последовательный числа, то
loge С— 2 log* Ь— 10ge а

( 1 1 , 1 , \
/2ас-ь1_Ь3(2«с-1-1)3”Ь 5(2ас-|-1)5 )

4. Если X и [х будутъ корни уравнетя axz-+-bx-t-c=0, то пока
зать, что

Х2-ь[л 2
*

/ у » 2



5. Loge jl-bl-b^-»-(l-+-a;)2J=3loge (1ч-#)—logex
1 1 1  1

292 п р и м е р ы  къ г л а в е  xxxix.

(l-t-ж)3 2 (1-ьж)8 3(1-нкс)9 Ф I «

б. Loge (х  -+- 1) =  о # + 1  log* х~ ^ г А  1оВ’е ( я - 1)

2 { 1 2 3
2а?—1—1 / 2.3 жзЧ~3.о.ж5 4.1.x1 • • •

Г X—1“Д? 1—«2/ ) /у* 2 /у»4 /v>S— %  ̂ у / ч ■ и Г tA/ tv СА/7. Log„ • (1 - * ) • |= — н-— -ь— -н...

5018 . Найти Ненеровъ логариомъ числа —— До какой десятичной буTCV У
детъ веренъ полученный результатъ?

9. Допуская ряды для loge (1-ь-ж) и ех, показать, что приблн
/ С0\п /зительно ! 1 -»— ) = ех( 1п) \ 2пГ

если п будетъ большимъ чиеломъ; и найти слйдующш членъ ряда, на 
чинающагоСя съ выражешя, стоящаго во второй части.

10. Найти коэффитентъ при хп въ разложети
а-\-Ъх-+-сх2

>Х

11. Показать, что loge 4=1н-—~ - *— 7---+1.2.3 3.4.5 5.6.7 # ♦ •

12. Показать, что nn+2—п(п— 1)и+2-'|- *\ п—2)и+2-
А

• • •

п % п(п— 1) 
6Н 8

Г ЛАВА  XL.

Сходимость и расходимость рядовъ.
553. Выражеше ul-+~u2-+-uz-+-t{i-+~.... въ которомъ члены состав

ляются одинъ изъ другого по некоторому определенному закону, при
чемъ число членовъ неограниченно велико, называется б е з к о н е ч н ы м ъ  

р я д о м ъ  иди б е з к о н е ч н о ю  с т р о к о ю .
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554. Безконечный рядъ называется сходящимся, когда сумма п 
его членовъ не можетъ по численной величине превзойти нйкотораго 
конечнаго количества, какъ-бы ни было велико п.

555. Безконечный рядъ называется расходящимся, когда сумма п 
первыхъ его членовъ можетъ быть сделана численно больше всякой 
данной величины, если взять п достаточно болыпимъ.

556. Положимъ, что прибавляя все больше и больше членовъ къ 
безконечному ряду, мы постепенно приближаемся къ известной вели
чине, такъ что сумма достаточно большого числа членовъ будетъ отли
чаться отъ этой величины меньше, чемъ на всякое данное число; — 
такая величина называется суммою безконечнаго ряда.

Напримеръ, разсмотримъ безконечный рядъ
1 ч ~ х - + - х 2 « • # #

и предположимъ, что х будетъ величина положительная.
Мы знаемъ, что

„ , 1—хп1-1 / у ___I —  / у » *  I —  ___ i _  / у 'У Ь —1---------------------------- --  |JL I %ау I гЛ/ * • • • • I еД/ ----- 1—X
Следовательно, если х меньше единицы, то какъ-бы ни было ве

лико п, сумма первыхъ п членовъ ряда будетъ меньше —— — ;
поэтому рядъ будетъ сходящмся. И такъ какъ, беря п достаточно боль-
[имъ, мы можемъ достигнуть того, что сумма п первыхъ членовъ

1отличаться отъ ----- на величину меньшую какой угодно данной вели-
JL ’~т‘0С

чины, то — есть сумма этого безконечнаго ряда.1--X
х==1Если х 9 JL. * * А. . Ш ш , V 'W

первыхъ членовъ будетъ п, а беря достаточное число членовъ, мы мо
жемъ сделать ее больше всякой конечной величины.

Если х больше единицы, то ряде расходящейся, потому что сумма
______ j

первыхъ п членовъ равна--- г, что можетъ быть сделано больше вся-
00 1

кой конечной величины, если взять п достаточно болыпимъ.
557. Безконечный рядъ, въ которомъ всгь члены имгьютъ одина

ковые знаки, будетъ расходящимся, если каждый членъ его будетъ 
больше нгькотораго даннаго конечнаго числа, хотя-бы и малаго.

Действительно, если каждый членъ будетъ больше некоторой вели
чины с, то сумма первыхъ п членовъ будетъ больше пс, которое мо
жетъ быть сделано больше всякой конечной величины, если взять п
достаточно болыпимъ.
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568. Безконечный рядъ членовъ, знаки которыхъ попеременно 
положительны и отрицательны, будетъ сходящимся, если каоюдый 
членъ будетъ численно меньше предыдущаю члена.

Пусть рядъ будетъ ut— и2-+-и3—гг4 мы его можемъ напи
сать такъ -

—  u2)-t-(u3—u4)~t~ {иъ— м6)-+-...

или еще такъ ut— [иг— и3)— (и4—щ)— (щ.—м7)—
Изъ перваго способа писать рядъ мы видимъ, что сумма всякаго 

числа члеяовъ будетъ положительная величина, а изъ второго способа 
видно, что сумма всякаго числа членовъ меньше ut; отсюда заключаемъ, 
что рядъ этотъ сходящшся.

Необходимо показать въ этомъ случай, что сумма какого нибудь 
числа членовъ будетъ положительною; потому что если мы знаемъ 
только,.что эта сумма меньше ut, то мы еще не можемъ быть уве
рены, что она не будетъ отрицательнымъ количествомъ безпредйльной 
величины.

Относительно разсмотрйннаго здйсь ряда нужно обратить внимаше 
на следующее важное различ1е. Если члены щ, и2, и3... уменьшаются 
безпредгьльно, то сумма п членовъ п сумма юн-1 члена будутъ отли
чаться на неопределенно малую величину, когда п взято достаточно 
большимъ. Но если члены ии uz, и3... не уменьшаются безпредгьльно, 
то сумма п членовъ и сумма п-+-1 членовъ будутъ всегда отличаться 
другъ отъ друга на некоторую конечную величину. Рядъ, продолжен
ный до безконечнаго числа членовъ, согласно съ опредйлешемъ ст. 556, 
въ первомъ случай будетъ имйть сумму, но не будетъ ея имйть въ 
послйднемъ случай. Въ обоихъ случаяхъ рядъ этотъ будетъ по нашему
опредйленио сходящимся. Но нйкоторые писатели предпочитаютъ другое
опредйлеше сходимости, именно они считаютъ рядъ сходящимся только 
тогда, когда можно достигнуть, чтобы сумма неопределенно большого 
числа членовъ могла отличаться отъ нйкотораго даннаго количества 
меньше чймъ на всякую данную величину; согласно съ этимъ опредй- 
лешемъ рядъ будетъ сходящимся въ первомъ случай, но не будетъ 
такимъ во второмъ.

559 . Безконечный рядъ будетъ сходящимся, если, начиная съ 
какого нибудь опредгьленнаго члена, отношеше каждаго члена къ своему 
предшествующему будетъ численно меньше некоторой величины , 
которая сама меньше единицы.

Пусть рядъ, начинающейся съ опредйленнаго члена, будетъ 

и пусть S  означаетъ сумму п первыхъ нзъ этихъ членовъ; тогда
'8s==Uji~f-MgH— U3~+- • . .H— un
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Теперь пусть во-первыхъ вей члены будутъ положительными и 
предположимъ, что

и-j Щ
и 1 меньше Ъ, — меньше 7̂, — меньше Ъ, ...и и

I I • I

1 w-2 

Тогда 8 меньше ui h-t-h-t-h2
2 -__fan.

ui Следовательно, если h меньше единицы, то S  меньше, чймъ

/си_1|, то-есть меньше, чемъ

1—Ъ
иj- ~ . Такимъ образомъ сумма сколькпхъ угодно членовъ, начинаю

щихся съ ut будетъ меньше известной конечной величины, а следова
тельно рядъ, начинающейся съ ип будетъ сходящимся.

Во-вторыхъ, положимъ, что члены не все положительны; тогда если 
все они отрицательны, то численное значеше суммы некотораго числа 
ихъ будетъ то-же самое, какъ если-бы они были все положительными; 
если-же некоторые члены положительны, а некоторые отрицательны, то 
сумма будетъ численно меньше, чемъ если-бы все члены были положи
тельными. Следовательно безконечный рядъ опять будетъ сходящимся.

Такъ какъ безконечный рядъ, начинающейся съ и1—сходяпцйся, 
то безконечный рядъ, начинающейся съ какого нибудь определеннаго 
члена предъ п0 будетъ такъ-же сходящейся, потому что мы здесь при- 
даемъ только конечное число конечныхъ членовъ къ ряду, начинаю
щемуся съ и

560. Безконечный рядъ будетъ расходящимся, если начиная съ 
какого нибудъ опредгьленнаго члена, отношете каждаго члена къ его 
предыдущему будетъ больше единицы или равно единицгь, а члены 
всп> будутъ имгьть одинаковый знакъ.

Пусть рядъ, начинающейся съ определеннаго члена, будетъ

1 •

и ■и«-+-и I • I •

пусть 8 означаетъ сумму первыхъ п жзъ этихъ членовъ. Тогда
S c= -Н Wg—f-Mg f i t * ■иn

и
lb
2 W*g#2 H 3̂2—|----- 1----- • • #

U2Ui
Теперь положимъ во-первыхъ

больше 1, к
г ь и больше 1, — больше 1,. • #

и
Тогда 8 будетъ численно больше, чемъ ul j i то-есть

численно больше, чемъ пих. Следовательно 8 можетъ быть сделано по 
численной величине больше всякаго конечнаго количества > если взять п 
достаточно болыпимъ, а следовательно рядъ, начинающейся съ uL

расходящимся.
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Затемъ положимъ, что отношеше каждаго члена къ предыдущему 
будетъ равно единице; тогда >S=nu1, и это можетъ быть сделано более 
всякой конечной величины, если взять п достаточно большимъ.

И если мы начнемъ съ какого нибудь определенна™ члена предъ 
wis то рядъ этотъ опять будетъ расходящимся.

561. Правила предыдущихъ статей дадутъ возможность определить 
во многихъ случаяхъ, будетъ-ли известный рядъ сходящимся или рас
ходящимся. Но есть одинъ случай, въ которомъ они не применимы 
и который следуетъ внимательно заметить— это случай, когда отно-
cenie каждаго члена къ предыдущему меньше единицы, но постоянно 

приближается къ единице, такъ что мы не можемъ выбрать какого ни
будь количества которое, будучи меньше единицы, оставалось-бы всегда 
меньше этого отношешя. Въ такомъ случае, какъ это будетъ видно 
изъ примера въ следующей статье, рядъ можетъ быть сходящимся и 
расходящимся.

562. Разсмотримъ безконечный рядъ
1 1 1 1  1 ,

1Р 2 З?4- Ър
/ f t -1\ ^Здесь отношеше %-аго члена къ (п—1)-му равно ^——J  ; если

р будетъ положительное, то это отношеше меньше единицы, но постоянно 
приближается къ единице, по мере того какъ п возрастаетъ. Такимъ 
образомъ этотъ случай не можетъ быть отличенъ посредствомъ одного 
изъ данныхъ раньше правилъ; но впрочемъ мы докажемъ, что рядъ 
этотъ сходяпцйся, если р больше единицы, и расходянцйся, если р равно 
единице или меньше единицы.

I. Положимъ, что р больше единицы.
Первый членъ ряда есть 1, следуюшде два члена вместе меньше

2 . 4
2 ,̂' следуюшде четыре члена вместе меньше —, следующее восемь чле-

8новъ меньше и такъ далее. Отсюда целый рядъ будетъ меньше
2 4 8

~*_2гГ*~4г,~*~8гГ*
М« Iто-есть меньше 1ч-хч-х2-+-х3 /

2где x= —t Такъ какъ р больше единицы, то х меньше единицы; еле 
довательно рядъ сходяпцйся.

*

II. Положимъ, что р равно единице.
1 1 1 1Рядъ теперь будетъ 1
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ТТ 1 2Первый членъ 1, второй —, следуюпце два члена вместе больше -
л 4

1 4 1или следуюпце четыре члена вместе больше — или —, и такъ да-
 ̂ 8 2

лее. Следовательно, беря достаточное число членовъ, мы можемъ полу
чить сумму больше всякаго конечнаго кратнаго отъ поэтому такой
рядъ будетъ расходящимся.

III. Положимъ, что р меньше единицы или отрицательная вели
чина.

г *

Каждый членъ теперь больше, чемъ соответствующей членъ во
II случае; поэтому рядъ и подавно будетъ расходящимся.

56В. Дадимъ теперь общую теорему, которую можно доказать по 
способу, объясненному на примерахъ въ предыдущей статье.

Если <р(ж) будетъ положительнымъ для всякихъ положительныхъ 
целыхъ значенй х и будетъ непрерывно уменьшаться съ возраста- 
шемъ х, а т  будетъ некоторое положительное целое число, тогда два 
безконечные ряда

9(1)-*-ф(2)-ь9(з)-|-ф(4)-»-ф(5)
и 9( 1) н-тф ('ж)-ьт2 9 ( т 2 )  -+-т3 9 (т 3)
будутъ или оба сходящимися, или оба расходящимися.

Разсмотримъ все члены перваго ряда, заключающееся между 9 (т ;<) 
и 9(т кЧг1), включая последшй и исключая первый членъ, причемъ к 
будетъ некоторое целое положительное число. Число этихъ членовъ 
равно т к'+1—т к, и следовательно ихъ сумма больше т \ т — 1)9(wft_bl). 
Такимъ образомъ весь первый рядъ, начиная съ члена у {тк-ь-1) бу-

. , т — 1детъ больше, чемъ въ — —- разъ противъ второго ряда, начиная съ
члена m*'+"19(flwft't'1). Такимъ образомъ, если вторая строка будетъ рас
ходящеюся, то такою-же будетъ и первая.

Притомъ, члены, выбранные пзъ перваго ряда, меньше, чемъ 
т \ т — 1)9(т к). Такимъ образомъ весь первый рядъ, начиная съ члена 
9(т*н-1), будетъ меньше, чемъ т —1 разъ взятый второй рядъ, на
чиная съ т \ ( т к). Такимъ образомъ, если второй рядъ будетъ сходя
щимся, то такимъ-же будетъ и первый.

Какъ примеръ употреблешя этой теоремы мы можемъ взять сле- 
дуюнцй: рядъ, общш членъ котораго Равтъпп0дп^'> будетъ сходя
щимся, если р будетъ больше единицы, и расходящимся, если р 
будетъ равно единицгь или меньше единицы. По теореме, предложен
ный рядъ будетъ сходящимся или расходящимся, смотря по тому, бу-
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т п
детъ-ли рядъ съ оощпмъ членомъ mn(logmny  
дамся; но этотъ обпцй членъ равенъ

сходящимся или расходя-

(log mfriP , такъ что онъ нахо

дится въ постоянномъ отношент къ общему члену 1
пР для всехъ

значешй п. Следовательно искомый выводъ получится по ст. 562.
564. Рядъ, полученный отъ разложетя (1-ьх)п по теоремгь 

Ньютона, будетъ сходящимся, если х будетъ численно меньше 
единицы.

Действительно, отношеше (гч-1)-го члена къ члену r-ому равно
п—Г—I—1 _------ х. Если п будетъ число отрицательное и численно меньше еди-г
ницьг, то множитель п 1

Г будетъ численно больше единицы; но онъ
будетъ непрерывно приближаться къ единице и наконецъ будетъ отли
чаться отъ единицы меньше, чемъ на всякую данную величину, если 
взять г достаточно большимъ. Следовательно, если х будетъ численно

^
меньше единицы, то произведете — 7— х, прн достаточно болыпомъг
г, будетъ численно меньше такого количества, которое само меньше 
единицы. А потому рядъ будетъ сходяшдйся. (Ст. 559).

п— Г-t-1 ’Если п величина положительная, то множитель----—  будетъ
численно меньше единицы, когда г больше п. Если п величина отрица
тельная и численно меньше единицы, то этотъ множитель всегда бу
детъ численно меньше единицы; если п= — 1, то тотъ же множитель чи
сленно будетъ равенъ единице. Такимъ образомъ въ первомъ случае, 
когда г больше п, а въ двухъ другихъ случаяхъ—--всегда, если х чи-

fl—Т~̂ ~ 1сленно меньше единицы, то произведете------ х будетъ по числен-
v

ной величине меньше такого количества, которое само численно меньше 
единицы. Следовательно рядъ будетъ сходящимся. (Ст. 559).

565. Рядъ, полученный чрезъ разложете log (1-ьх) по степе
нямъ х, будетъ сходящимся, если х численно меньше единицы.

г

Действительно, отношеше (гч-1) -го члена къ члену r-ому равняется
ТОО . Поэтому, если х будетъ меньше единицы, то отношете это1

постоянно будетъ численно меньше некоторой величины, которая сама 
численно Меньше единицы. Следовательно рядъ будетъ сходящимся. 
(Ст. 559).



566. Рядъ, получающтся отъ разложешя ах по степенямъ х> 
всегда будетъ сходящимся.

Действительно, отношете (rn-l)-ro члена къ члену r-ому здесь
равно Каково-бы ни было значете х, мы можемъ взять г столь
болыпимъ, что это отношете будетъ меньше единицы и будетъ умень
шаться съ возрастащемъ г. Следовательно такой рядъ всегда будетъ 
сходящимся (ст. 559,).

Примеры сходимости и расходимости рядовъ.
Наследовать, будутъ-ли следуюпце ряды сходящимися или расхо

дящимися.
1 1 1
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1. x{x-t- a) (x-t-2a)(x-t-3a) (хч-4а)(хч-5а)
8 Ьх2 7ж3 9х4 2?г-«-12. —x~t---- 1—-— j--- 1- .... н— -— —x̂2 5 10 17 n*-*-1

0 m-t-p m-t- 2p m-t-3p3,- ----

• •

9 ■ Qa « a
4. (ан-1)2-ч-(а-»-2)2ж-ь(ан-3)2ж2
5. I 2-t-22x-*-3sx2
. 1 1  1  16 .  »----- ; !-—̂ 1------  /2 !-+-[/ 2 lH-i/3 1H-I/4

* « ♦

7.
/y> /y>̂  /y»̂«Ау tv tAJ

1-ь&3 l-t-x* 1-t-x5
. 1 1  1 1

9. l w-t-2ŵ -i-3ŵ 2

• • •

10.
X  X 2 X 3

(«-+-&)? (ct-»-2&)P (a-+-36)p • • •

11. Положимъ, что въ ряду и 0 - * - и 1 - + - и 2 ч г - и 3 л - . . .  каждый членъ 
меньше предыдущаго; показать, что этотъ рядъ, а такъ-же и рядъ 
u 0 - * - 2 u i - + - 2 2 u 3 - + - 2 i M 1 - t - 2 4 u l -a - t - . . .  оба будутъ сходящимися или рас
ходящимися.

1 2  3 •12. Показать, что рядъ 1н-̂ -ьг̂ -+-т̂ -*--- будетъ сходяпцйся,2п Зге 4
если п больше 2, и расходящейся, если п меньше 2, или равно 2.
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Г Л А В А  XLI.

Ростъ иди проценты.
567. Ростомъ или процентами называются деньги, платимыя за 

пользоваше деньгами. Взятую въ ссуду или занятую сумму мы будемъ 
называть началънъгмъ капиталомъ, а сумму, въ которую обратится 
начальный капиталъ отъ приращешя процентами чрезъ известное время, 
будемъ называть окончательнымъ капиталомъ или итогомъ.

568. Проценты бываютъ двухъ родовъ—простые и сложные. Если 
проценты на капиталъ берутся по мере ихъ накоплешя, то это будутъ 
проценты простые, но если процентный деньги причисляются къ ка
питалу, такъ что проценты идутъ и съ этой суммы, то проценты 
тогда называются сложными.

569. Таксою процентовъ или роста называются деньги, платимыя 
за пользоваше определенной одной и той-же суммой денегъ въ опреде
ленное время. На практики, за такую сумму принимаются обыкновенно 
100 рублей, а срокъ—одинъ годъ; такъ что, когда говорятъ, что деньги 
взяты по 4‘!2 процента, то это значить, что за пользоваше 100 руб
лями въгодъ платится 4 р. 50 к. Въ meopiu, каКъ мы увидимъ, удоб
нее разсчитывать на одинъ рубль въ одинъ годъ.

570. Найти, во что обратится данный капиталъ чрезъ данное 
время при простыхъ процентахъ.

Пусть Р  будетъ капиталъ, выраженный въ рубляхъ, п число 
летъ, за которые берутся проценты, г прибыль жли ростъ съ каждаго

въ годъ и Ш —окончательный капиталъ.
Такъ какъ г есть прибыль * приносимая каждымъ рублемъ въ годъ, 

то Р г  будетъ прибыль съ Р  рублей въ годъ, а следовательно пРг 
будетъ прибыль съ Р  рублей въ п летъ; поэтому

Щ = Рч-Рпг.
Изъ этого уравнешя, если три изъ величинъ Ж , Р , п, г будутъ 

даны, можно найти четвертую; такъ
- Ш  М - РР== ----- . п — -Рг г М - Р

Рп
571. Найти, во что обратится данный капиталъ въ данное 

время при сложныхъ процентахъ.
Пусть В  означаетъ то, во что обратится каждый рубль по истече- 

нш одного года, такъ что В= 1  ч-r; тогда P R  будетъ представлять 
сумму, въ которую обратится капиталъ Р  рублей чрезъ одинъ годъ; 
капиталъ P i?  обратится черезъ годъ въ P R R  или въ Р Р 2, и это



будетъ та сумма, въ которую обратится начальный капиталъ Р  черезъ 
два года при сложныхъ процентахъ. Подобнымъ образомъ капиталъ 
Р В г обратится черезъ годъ въ Р В \  что представить собою сумму, 
въ которую обратится капиталъ Р  черезъ три года. Продолжая та
кимъ образомъ, мы найдемъ, что капиталъ Р  чрезъ п летъ обратится 
въ Р В п; следовательно, обозначая окончательный капиталъ буквой Ж, 
получимъ

М = Р В п.
i_

„  V TJ М  logM—logP ^ / М 'пСледовательно Р = п—-2—,— _ , В  = {~B r logit \ Р
Прибыль, прн)бретаемая въ п годовъ будетъ Ш-—Р  или Р (В п— 1).
572. Теперь положимъ, что проценты должны выплачиваться или 

наростать чаще, чемъ одинъ разъ въ годъ; напримеръ, положимъ, что
разсчетъ процентовъ совершается по четвертямъ года, и пусть -- будетъ4г ♦
прибыль съ рубля за четверть года. Тогда капиталъ Р  при сложныхъ

/ г \ 4?г
процентахъ въ п летъ обратится въ Р^1н——у ; потому что очевидно
это все равно, какъ если-бы число летъ было 4п, а прибыль въгодъ съ

¥рубля была-бы —. Подобнымъ образомъ, при сложныхъ процентахъ, если-бы4:
Гразсчетъ производился q разъ въ годъ по — съ рубля за каждый про-
Q.

межутокъ, то капиталъ Р  въ п летъ обратился бы въ Р ( 1-*—-
При простыхъ процентахъ въ этихъ предполагаемыхъ случаяхъ 

итогъ получился бы тотъ-же, какъ если-бы уплата процентовъ совер- 
алась за годъ, причемъ каждый рубль приносилъ-бы прибыль г.

578. Формулы предыдущих* статей были получены при предполо
жен^, что п число целое; спрашивается, будутъ-ли оне верны, когда
п не будетъ целымъ числомъ? Положимъ, что гд̂  т  неко-[X

1

торое целое число, а — правильная дробь. При простыхъ процентахъ,
Н*

прибыль съ Р  въ т  летъ равняется Ртг\ и если заемщикъ соглаеился 
платить за нгькоторую дробь года такую-же часть годового роста,
тогда нроценты съ Р  рублей за (—Ую часть года будутъ ——, а еле-\ U-/

Рг
довательно все процентныя деньги будутъ Pmr-t——, то-есть Рпг иГ

РОСТЪ ИДИ ПРОЦЕНТЫ. 3 0 1



302 РОСТЪ ИЛИ ПРОЦЕНТЫ.

формула для простыхъ процентовъ останется справедливою, если п и
не будетъ целымъ чиеломъ.
)

Теперь раземотримъ случай сложныхъ процентовъ. Капиталъ Р  въ 
т  летъ обращается въ Р В т ; если за дробь года проценты берутся 
на техъ-же услов1яхъ, какъ и раньше, то проценты съ Р В т за 

1 \ Р В тг / г- J-ю часть года будутъ ---- , а вся сумма будетъ Р В Н  1н—|Х/ \
При этомъ предположены оказывается такимъ образомъ, что формула 
не остается справедливой при п не цбломъ. Чтобы сделать формулу
верной, должно допустить, что одинъ рубль чрезъ f-Yio часть года|Х /

х 1 
обращается въ (1-ьг)^, ж что следовательно прибыль за часть

г
года будетъ (1-ы)^— 1. Хотя на практике такого предположетя не 
делается, но оно часто допускается въ теорш, чтобы формулы могли 
быть справедливыми вообще.

Подобнымъ образомъ, если проценты должны насчитываться q разъ въ
*П {  Y \Чпгодъ, то капиталъ Р  чрезъ ti летъ обращается въ Р ( 1н— ) (ст. 572)

если п—целое число; но въ теорш принимается, что формула эта спра
ведлива и тогда, когда п не будетъ целымъ чиеломъ.

574. Капиталъ Р  при разечете процентовъ q разъ въ годъ обра-
/ г \nq[ается въ Р ( 1н— ) (по ст. 572); если мы предположимъ, что q без-

возрастаетъ, то это выражете (по ст. 552) обратится въ 
Репг, которое представитъ, во что-бы обратился капиталъ, если бы про
центы наростали въ каждый моментъ.

у

575. Действительной пли наличной ценностью какого нибудь 
денежнаго обязательства, подлежащая уплате въ данный срокъ, назы
вается занимаемая сумма, вместе съ процентами на нее за истекшее 
время. Въ моментъ заключешя обязательства действительной или на
личной ценностью его будетъ сама занимаемая сумма безъ процентовъ.

576. Учетомъ или дисконтомъ называется сбавка или уступка 
за уплату денегъ раньше срока платежа.

Изъ определейя действительной или наличной ценности долго
вого обязательства сл%дуетъ, что долгъ, подлежатцШ уплате въ буду- 
щемъ къ известному сроку, можетъ быть погашенъ во всякое время

наличной его величины въ это время. Следовательно учетъ 
долженъ быть равенъ разности между величиною долга въ условленный

и настоящею, т.-е. наличною его величиною.



ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВЕ XLI. 303

577. Найти действительную цгьнность долгового обязатель
ства, уплачиваемаго по истечент извгъетнаго времени и опреде
лить величину учета.

Пусть Р  будетъ действительная ценность, Ж  сумма, значущаяся 
въ обязательстве (съ процентами), D —учеть, г прибыль на 1 рубль 
въ годъ, п число летъ, В —величина, въ которую обращается при 
данныхъ услов1яхъ одинъ рубль въ годъ; тогда

I
При простыхъ процентахъ

Ж=Р(1ч-мг), (ст. 570);
Ш Мпгследовательно Р ——— В = М —Р=1 пг

При сложныхъ процентахъ
М*=*РВп (ст. 573);

следовательно Р М
В п, D = M —Р М (В п— 1) 

R 11

578. На практик  ̂большею частью принято сбавлять проценты съ 
той суммы денегъ, которая платится до срока, не д6лая учета въ томъ 
смысле, какъ мы его определили. Такъ, при проетыхъ процентахъ вместо
Мпг ^д должникъ получилъ-бы при немедленной уплате, т.-е. сейчасъ-же
по заключены зайна, сбавку Мпг.

Примеры процентовъ.
/

1. Показать, что при простыхъ процентахъ учетъ представляетъ 
половину средняго гармони ческаго между занятой суммой и процентами 
на нее.

2. При простыхъ процентахъ прибыль съ известной суммы денегъ 
равна 180 рублямъ, а учетъ на эту-же сумму въ то-же время и по 
той-же таксе процентовъ равняется 150 рубл. Найти эту сумму.

3. Если прибыль съ А  рублей въ годъ равна учету съ В  рублей 
за то-же время, то найти таксу процентовъ.

4. Если известная сумма денегъ удваивается въ 40 летъ при про
стыхъ процентахъ, то найти величину процента.

5. Торговецъ назначаетъ своимъ товарамъ две цены—одну при 
продаже на наличныя деньги, и другую при продаже въ кредитъ на
6 месяцевъ; найти, какое отношейе должно быть между обеими ценами, 
если надбавка составляетъ 5 простыхъ процентовъ.

6. Найти, во сколько летъ 100 рублей обратятся въ 1050 рублей 
при сложномъ росте по 5 на 100, зная, что

lo g l4 = l .  14613, log 15 1 . 1 7 6 0 9 ,  l o g 16 1 .2 0 4 1 2 .
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7. Найти, чрезъ сколько летъ известная сумма денегъ утроится при 
сложномъ ростй по 3*/а на 100, зная, что

logl0350=4.01494, log3=0.47712.
%

8. Если некоторая сумма денегъ приданной величинеслоЖныхъпро
центовъ въ т  летъ увеличивается въ р разъ, а въ п летъ увеличивается 
въ q разъ, то показать, что n=m\ogpq.

Г ЛАВА  XLII.

Уравнение платежей.
579. Когда одно лицо должно другому несколько разныхъ сумкъ 

денегъ, уплата которыхъ должна быть произведена въ разные сроки, то 
можно предложить вопросъ: найти срокъ, въ который следуетъ упла
тить все долги одновременно, чтобы ни заимодавецъ, ни должникъ ни
чего не теряли. Это называется уравеешемъ сроковъ платежей.

580. Найти срокъ платежа по двумъ долгамъ, уплачиваемыми 
въ разное время, предполагая простые проценты.

Пусть P j и Р 2 будутъ суммы, уплачиваемыя соответственно чрезъ 
tt и t2 годовъ; положимъ, что tz больше tt; пусть еще г означаетъ 
прибыль съ каждаго рубля въ годъ п х число летъ, чрезъ которое 
можно уплатить оба долга одновременно.

Ушше справедливости разсчета для обеихъ сторонъ будетъ обезпе- 
чено, если мы предположимъ, что учетъ, слагаемый съ данной суммы, 
при уплате ея до срока, равняется процентнымъ деньгамъ, насчиты- 
ваемымъ на эту сумму при уплате ея въ условленный срокъ.

Учетъ съ Р 2 за tz—х летъ будетъ
р * ___ 
прибыль на Р 1 за х— летъ будетъ P^x—fyr,

следовательно х)
1 -+-(tz—OC)r Р  i(x tf).

именноЭто приводить къ квадратному уравнение относительно х,
Р  trx2— {P ir(ti-+-tz)-+-Pl-t-P2]x-i-P 1#1-ьР 2̂ = 0;

причемъ надо взять тотъ его корень, который заключается между
h и h-

581. Другой способъ найти решете вопроса предыдущей статьи 
заключается въ следующемъ: .
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есть
Действительная величина долга P t, уплачиваемая чрезъ tt летъ,

P i .

1 -+-ty^  _ *
действительная величина долга Р 2, унлачиваемаго чрезъ t2 летъ, есть

Р „
14r-t*r

действительная величина долга P ^ P g , унлачиваемаго чрезъ х летъ,
Р i Р gесть 1-f-хг

Такимъ образомъ искомое время одиовременнаго платежа х можно
получить изъ уравнешя

P i Р -Pi
1 1 -t-xr

582. Если подобный вопросъ представляется въ практике, то упо- 
требляютъ способъ, предложенный въ первомъ решети съ темъ исклю- 
чешемъ, что заимодавецъ вместо того, чтобы произвести учетъ, просто 
сложить проценты съ суммы, платимой раньше срока; такимъ образомъ 
мы должны будемъ найти х изъ уравнешя

—х)г*=*Р Лх— tAr,P 2(t2—
{ Р ^ Р г)х P it iоткуда

Въ этомъ случае прибыль на P i-+P2 за х летъ равна сумме при
былей съ Р 1 и Р 2 соответственно за время ti и tz; это сделается оче- 
виднымъ, когда мы помножимъ обе части последняго уравнешя, на г* 
Это правило выгоднее для заемщика, чемъ данное въ ст. 580, потому 
что при такомъ разсчете проценты на сумму, уплачиваемую въ срокъ, 
больше, чемъ учетъ. См. ст. 577.

583. Положимъ, что несколько суммъ Р 1} Р 2, Р 3, ... заняты со
ответственно на сроки въ it, t3... летъ, и требуется найти срокъ 
одновременной уплаты.

Первый способъ решешя (ст. 580) становится въ этомъ случае очень 
сложнымъ, поэтому мы его оставимъ.

Второй способъ (ст. 581) даетъ для определетя т. е. времени 
въ случае уравнешя сроковъ платежей, выражете

P i Р Р
1 -+-t.r

Означимъ сумму
1н-£2г 1
P i

t3r
р

Рг*-Р*+ Р
С • • 1-t-xr

р

1-t-ttr 1 -+-tzr 1 t3r ф • # •
Р

1 -1-tr>а

сумму P t-i-P24-P3-|-... чрезъ 
можно будетъ написать такъ

Р

тогда предыдущее выражете

2
1 Чг-tr/ 1 -t-xr

Алгебра. 20
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»

Tperifi способъ (ст. 582) даетъ
Х {Р  j-t-Pg-+-P g-l-...) = Р  lt l-+~JPi t24 - P  3t 32 3

что можно писать такъ: хЪ Р
о » о

2Р*.
584. Вопросъ объ уравненш платежей не имеетъ практической 

важности и вероятно удерживается въ книгахъ главнымъ образомъ 
по причин̂  кажущагося парадокса, представляемаго различными спосо
бами, которые повидимому одинаково верны, но доставляютъ различные 
результаты. Мы отсылаемъ любознательная читателя для лучшаго озна
комлена съ этимъ вопросомъ къ статье Дисконтъ въ Атлтской 
Энциклопедм (English Cyclopoedia). Однако нужно заметить, что 
если здесь встречается какое нибудь затру днеше, то оно состоитъ въ 
томъ, что простые проценты представляютъ почти чистую фикцш: мо- 
ментъ, въ который должна быть уплачена известная сумма, важенъ 
не потому, что она будетъ называться капитальной суммой или про
центами, такъ какъ это для капиталиста все равно; и такимъ обра
зомъ, если проценты на занятыя деньти остаются за заемщикомъ, то 
для соблюдешя справедливости относительно заимодавца они должны 
быть присоединяемы къ капитальной сумме, после чего на нихъ должны 
быть насчитываемы проценты.

585. Если имеются въ виду сложные проценты, то решете у рав
ней® въ ст. 580 и 581 приведетъ къ такому*же результату.

Действительно, решете по ст. 580 будетъ следующее:
Учетъ съ Р 2 за tz—х летъ будетъ P 2f 1 

проценты съ P t за х—tl летъ будутъ P t(P
B h ~х )  ’

X — tl

следовательно P j l В*

i); 

i).
*

Изъ этого уравнетя должно найти х. Перенеся члены, мы у видимъ, 
что это то-же самое уравнете, какое получается по способу ст. 581; 
действительно, мы получимъ

Р Р
В (

следовательно Р  -+-Р Р  Рх  1 Х 2  £ _ 1  . _ 2  .
&  B t;’в

это показываетъ, что х будетъ таково, что действительная ценность 
суммы P t-»-P2, уплачиваемой чрезъ х летъ, равна сумме действитель- 
ныхъ ценностей P t и Р 2, уплачиваемыхъ соответственно чрезъ ti и Ъг 
летъ.

586. Если несколько различныхъ суммъ Р п Р 2, Р 3, ... подлежать 
уплате соответственно черезъ t0 f2, i z ... летъ, то время х уплаты
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при уравнетй сроковъ платежей, считая сложные проценты, можетъ 
быть найдено изъ уравнетя

P i-+-P2-*-P9-*--._Pi Р 2 P s
Рьх B h R t; P J3

что можно написать такъ
? * =  s f  *  в *  \в</

587. Въ ст. 580 мы сказали, что нужно взять тотъ корень квад
ратнаго уравнетя, который заключается между ti и t2; теперь мы до- 
кажемъ, что въ этомъ случай между ti и t2 всегда существуетъ одинъ, 
и только одинъ корень.

Намъ нужно доказать, что уравнете
РДж—^)jl-b(£2— —P z(t2—х)=0

имеетъ одинъ, и только одинъ корень, заключающейся между t1 и tz.
ЪыражетеР\{х— )̂{l-+-(̂ 2—x)r\—P 2(tz—х) очевидно будетъ 

положительнымъ при x—t2. Если это выражете будетъ расположено 
въ виде ах2-*-Ъхч-е, то коэффитентъ а будетъ отрицательнымъ, такъ 
какъ онъ равенъ — P dr; следовательно t% должно заключаться между кор
нями этого уравнетя (ст. 889); то-есть одинъ корень будетъ больше 
*2, а другой меньше t2. Но совершенно очевидно, что никакое значете 
х меньшее ti не можетъ обратить въ нуль это выражете, такъ что не 
можетъ быть корня уравнетя меньше чемъ такимъ образомъ здесь 
долженъ существовать одинъ корень между ti и t2 и одинъ корень 
больше t2.

1
Можно заметить, что значете x= t2-+~- также делаетъ предыду

щее выражете положительнымъ; такъ что корень, превышающей tz,
1по ет. 389, долженъ быть больше t 2-t— .»  ̂ Л Л

Разные примеры.

1. Найти срокъ одновременной уплаты двухъ суммъ, изъ кото
рыхъ одна въ 400 рублей должна уплачиваться черезъ 2 года, а дру
гая въ 2100 рублей—черезъ 8 летъ отъ даннаго момента, считая по 
5 со 100 (ст. 580).

2. Найти срокъ одновременной уплаты двухъ суммъ, изъ которыхъ 
одна въ 20 рублей подлежитъ уплате сейчасъ, а другая въ 16 руб. 
25 коп.—черезъ 270 дней отъ настоящаго времени, считая ростъ по 
1V24 копейки съ сотни рублей въ день.
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3. Уравнять сроки платежей двухъ сумиъ денегъ, подлежащихъ 
уплатй въ разное время, предполагая, что ростъ идетъ непрерывно въ

моментъ.
4. По завЗицанш оставлена известная сумма денегъ, которая 

должна быть разделена на ташя три пасти, чтобы после приращетя ихъ 
сложными процентами соответственно въ а, &, с летъ могли получиться 
равныя суммы. Определить эти части.

5. Если а тип—целыя положительныя числа, то целая часть вы
ражешя Ьч-[/(а2— l) jrt будетъ нечетное; число.

6. Если а и п—цйлыя положительныя числа, то целая часть 
выражешя |[/(а2-ь-1)-+-а|л будетъ нечетнымъ числамъ, когда п четное,
и четнымъ, когда п нечетное.

/ СЬ 4 27. Показать, что остатокъ после п членовъ разложетя
рядъ по восходящимъ степенямъ х будетъ

(— \)пхп (пч-1)ач-пх

ач-х въ

аП—i (ач-х)
8. Если ф(м, г)= п(п— 1 ){п-—2)...(ю—г-н1), то показать, что 
r)=4>(w—2, r)4-2rty(n— 2, г— 1)-»-̂ (г— 1)ф(м—2, г—2).

9. Если ф (п, г) п(п— 1)... (п ТЧ-1)
г , то показать, что

ш

<р(п, m)=<p(n—тч- 1, 1)н-ф(ш— 1, 1 ) < р ( ? г —тч- 1, 2)
9(т — 1, 2)<р(п—тч- 1, 3)

10. При томъ-же обозначены показать, что 
а— (a-H^)9 (w, 1)-*-(а-+-2^)9 (?г, 2)— (ан-3^)9(м, 3)

• м

ч-(— l ) ”(a- i-^ )9(w, п)= 0.
1 1 .  Есло s будетъ сумма п членовъ геометрической прогрессш, пер

вый членъ которой а, а знаменатель 1н-ж, где х очень малая вели

чина, то показать, что п а 1 (s— a)x 
2 а (приблизительно).

12. Если некоторое количество изменяется непрерывно по своей 
величине отъ а до & въ данное время tit причемъ приращеше его въ 
какой нибудь моментъ находится въ постоянномъ отношены къ его ве
личине въ этотъ моментъ, то показать, что его величина во всякое

t_
/  Ъ  \  нвремя t будетъ а( —) (ст. 574).' & /
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С р о ч н ы е  п л а т е ж и .
588. Найти сумму, какая накопится отъ неуплаты ежегод- 

ныхъ платежей за данное число лгьтг, считая простые проценты 
на каждый изъ платежей съ тою времени, когда его надлежало 
уплатить.

Пусть А  означаетъ ежегодный платежъ, п 
чину роста или прибыли на 1 рубль въ годъ

число летъ, г 
Ж —

вели-
-искомую сумму.

Въ конце перваго года надлежало уплатить А , поэтому въ конце 
второго года проценты на первый платежъ будутъ гА; въ конце этого-же 
года, благодаря новой неуплате, капитальная сумма обратится въ 2А, 
а следовательно процентовъ къ концу третьяго года накопится 2 г А ; 
такимъ-же точно образомъ къ концу четвертаго года росту нако
пится 3 г А , и такъ далее. Следовательно втечете п летъ накопится
всего процентовъ /

г А-+-2гA-t-Зг Ач-... ,-+-(ю— 1 )гА , т. е. п(п—1 )гА  
2 (ст. 459),

н кроме того остается неуплаченныхъ пА годовыхъ платежей; следо
вательно вся искомая сумма будетъ

п(п—1)М =пА 2 г А.

589. Найти действительную или первоначальную сумму долга 1 
погашаемую ежегодными уплатами втечете извгьстнаю числа лгъмь, 
считая простые проценты.

Пусть Р  означаетъ первоначальную величину долга; тогда капиталъ 
Р , вместе съ процентами на него за п летъ долженъ равняться долгу, 
образовавшемуся отъ невзноса годовыхъ платежей за то-же время, то-есть

P-t-Pnr—nA п(п—1) 
2 г А;

следовательно Р пА-*-\п(п— 1 )гА  
1 -+-пг

590. Для решетя задачи въ предыдущей статье можно предложить 
и другой способъ.

Если черезъ годъ уплачивается сумма А, то начальная ея величина 
А (ст. 577); если черезъ два года уплачивается А , то на-была

1 г
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чальная величина этого долга была А
1-+-2 г; точно также сумма А, уп-

Алачиваемая черезъ три года, въ начале была , и такъ далее.
/

Следовательно первоначальная величина долга, погашаемаго такимв 
годовыми платежами въ п летъ, должна равняться сумме начальныхъ 
величинъ платежей въ разные годы; поэтому ,

1 1 1Р = А 1
1 -+-г 1-ь2 г 1-4-Зг 1 -\-пг

591. Одни изъ составителей курсовъ Алгебры принимали решеше, 
данное въ ст. 589, друпе-же предпочитали решете ст. 590. Мы уже 
упоминали въ одномъ изъ подобныхъ случаевъ (ст. 584), что решеше 
такихъ вопросовъ при простыхъ процентахъ не можетъ быть вполне 
удовлетворительнымъ. Въ этомъ отношетй читатель можетъ получить 
нужный сведетя, обратившись къ Алгебре Вуда (Wood), къ Курсу 
Аривметики и Алгебры въ «Виблштеке полезныхъ знатй» и къ 
статье Дисконтъ въ Англтской Энциклопедт.

592. Формулы ст. 589 и 590 доставляютъ безконечную величину 
для Р , если срочные платежи обращаются въ вечные. Въ самомъ деле, 
величина Р  въ ст. 589 можетъ быть написана

А-*-\(п— 1 )гА
Т~ ’t-гп

когда п становится безконечностью, то знаменатель этого выражетя 
обращается въ г, между темъ какъ числитель становится безконечно 
болыпимъ. Итакъ Р  обращается въ безконечность, и сумма ряда для Р  
въ ст. 590 будетъ такъ-же безконечною.

Этотъ выводъ есть другое указате на то, что величина годичныхъ 
уплатъ должна быть определяема иначе. Перейдемъ теперь къ предпо-
дожешю разсчета по сложнымъ процентамъ.

593. Найти сумму, какая накопится отъ неуплаты ежеюд~ 
ныхъ платежей за данное число летъ, считая сложные проценты.

Пусть А  будетъ ежегодный платежъ, п—число летъ, В —вели
чина, въ которую обращается 1 рубль черезъ годъ, и М —искомая 
сумма долга.

Въ конце перваго года надлежало уплатить А ; въ конце второго 
года неуплаченный первый годичный платежъ обратится въ В  А ; сле
довательно вся сумма, подлежащая уплате въ конце второго года, бу
детъ ВАчг-А, то-есть (В-+-1)А; подобнымъ образомъ въ конце третьяго 
хода вся сумма, подлежащая уплате, должна быть R(B+-l)A-t-A,
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то-есть (R 2-кВ-к1)А  и т. д. Следовательно вся сумма, которую над
лежать уплатить въ конце м-го года, будетъ

Т>п__1
(В,п~гч-Р(,п~2ч-...ч-1{2ч-Рьч-1)А; а потому М=-^— ~А.R —1
594. Найти действительную или первоначальную величину 

долга, пошшаемаю ежегодными платежами втечете известнаго 
числа летъ, считая сложные проценты.

Пусть Р  означаетъ эту начальную величину долга; тогда сумма, 
въ которую обратится Р  втечеше п летъ, должна быть равна сумме 
долга, накопляющегося отъ невзноса ежегодныхъ платежей за то-же 
время; то-есть

РРп R n— 1 
R  — 1

следовательно Р 1 —R-n
R — 1-А 1 — (1-ьу )

г
—П

А.

595. Мы можемъ также решить вопросъ предыдущей статьи, 
предполагая, что Р  равно сумме первоначальныхъ величинъ, соответ- 
ствующихъ платежамъ въ разные годы.

АПервоначальная величина суммы платимой черезъ годъ, была
Апервоначальная величина суммы А , платимой черезъ 2 года, была

' Апервоначальная величина суммы л , платимой черезъ В года, была
и такъ далее; следовательно

Р А  А  А  
R~*~ R  2_ЬР 3

А
A  R
R n

1
ь

1

A (l—R~n) 
R —1

596. Найти действительную величину займа, погашав маю
вечными срочными платежами.

А ( 1 —R~n)Въ формуле Р

тогда

R — 1

Р А

положимъ п равнымъ безконечности

А
R - 1 г

597. Найти, какой капиталъ нужно положить въ банкъ, чтобы 
чрезъ р летъ пол/учать данный годовой доходъ втечете q летъ.

Первоначальная величина капитала, выплачивающаяся черезъ р  
летъ ежегодными уплатами втечее1е д_ лётъ, найдется чрезъ вычиташе 
первоначальной величины ежегодная дохода за р летъ изъ первоначаль-



312 СРОЧНЫЕ ПЛАТЕЖИ.

ной величины ежегоднаго дохода за q-+-p летъ; такимъ образомъ мы по
лучимъ

л —в ~ (р+д) Л —В~ р А  /т> я *___■*
А ~ В = 1 ------------A - ft= T ' *0̂ я ь  в = 1  ( В ~ Г ~ В  Р _ , ) -

Если годовой доходъ начнется черезъ р лг£тъ и затемъ будетъ про
должаться всегда, то нужно положить q безконечно болыпимъ, и тогда

A R-р ппервоначальный капиталъ будетъ ^  Это можно получить и прямо,
потому что первоначальная величина капитала представится тогда без- 
конечною строкою

А  А  А
ВР+1 Я р+2 RP+*

598. Предыдущая статья можетъ быть приложена къ вычислент 
приплаты, которую нужно делать при возобновлен̂  договора. Поло
жимъ, что известное имущество, приносящее А  рублей дохода въ годъ, 
сдано въ наемъ на p-*-q летъ за известную сумму денегъ, и что по 
прошествш q летъ наниматель пожелаетъ удержать его за собою вновь 
на p-t-q летъ; въ такомъ случай онъ долженъ уплатить сумму, рав
няющуюся ценности ежегоднаго дохода въ А  рублей, начинающаяся 
черезъ р летъ и продолжающагося втечеше слйдующихъ q летъ. Эта 
сумма называется приплатой при возобновлены договора на q летъ,

599. Въ настоящей главе мы ограничивались до сихъ поръ слу- 
чаемъ,- когда проценты насчитываются и платежи производятся одинъ 
разъ въ годъ. Теперь мы даднмъ более общее предложеше.

Найти сумму, какая накопится отъ неуплаты срочнтхъ пла
тежей за п лгьтъ при сложныхъ процентахъ, предполагая, что 
проценты насчитываются q разъ въ годъ, а платежи должны-бы 
были производиться m разъ въ годъ.

Т /1 \-юПусть — будетъ ростъ одного рубля въ ( - J  часть года; тогда поq \ q /
/ у* \ s4

ст. 573 одинъ рубль въ s лйтъ обратится въ  ̂ » где 5 можетъ

быть цйлымъ числомъ или нетъ; такимъ образомъ за (— ̂  Ю часть годаm
одинъ рубль обратится въ что мы обозначимъ буквой р.

Пусть а будетъ величина уплаты, которая должна производиться въ 
каждый срокъ; тогда капиталъ, образующейся отъ неплатежа за п летъ, 
представится суммою следующихъ тп  членовъ

а . - ь р ч - 1 j , ТО'вСТЬ
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Въ слйдующжхъ примйрахъ разумеются сложные проценты, если не 
оговорено противнаго.

1. Некто занялъ 5762 р. 40 к.; найти, по скольку онъ долженъ 
платить ежегодно, чтобы погасить долгъ въ 35 летъ, считая простые 
проценты по 4 со 100.

2. Определить величину роста при уело Bin, чтобы начальный 
капиталъ, даюпцй возможность получать известный годовой доходъ за 
известное число летъ, при простыхъ процентахъ, равнялся половине
всей суммы, какая составится изъ всего дохода за то-же время.

х

3. Имеше, приносящее 1000 рублей дохода въ годъ, продано за 
25000; найти, по скольку процентовъ разечитана была прибыль.

4. Имущество, после двухлетняго пользовашя имъ, причемъ оно 
давало чистаго дохода 1653 р. 76 к. въ годъ, назначено въ продажу. 
Определить его ценность, считая доходность въ 2*/г процента.

5. Чтобы получать известный ежегодный доходъ втечеше известнаго 
числа летъ, нужно внести въ банкъ сумму, въ 20 разъ превышающую 
ежегодный доходъ; а чтобы получать тотъ-же доходъ вдвое большее 
время, нужно внести сумму въ 26 разъ больше суммы годового дохода. 
Какъ великъ процентъ, платимый банкомъ?

6. Определить, считая прибыль по зУа на 100, какую сумму нужно 
внести въ банкъ, чтобы получать 3200 р. ежегоднаго дохода черезъ
10 летъ, если известно, что

log 1.032 = 0.0136797 и log 7.29798=0.8632030.
7. Предполагая, что для получешя вечнаго дохода нужно внести 

сумму, .въ 25 разъ превышающую размерь ежегоднаго дохода, найти, 
какой доходъ можно получать ежегодно втечеше 3 летъ, внеся сумму 
въ 6250 рублей.

8. Сумма въ 1000 рублей отдана въ ссуду по 4 со 100 съ темъ, 
чтобы она выплачивалась чрезъ годовые промежутки, начиная съ 40 р. 
въ первый годъ и увеличивая плату въ каждый следуюнцй годъ на 
30 процентовъ противъ предыдущая. Йайти, чрезъ сколько летъ бу
детъ выплаченъ весь долгъ, зная что

log 2=0.30103 и log 3=0.47712.
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9. Найти первоначальную величину капитала, дающаго возмож
ность черезъ р л'Ьтъ получать всегдашшй доходъ, такъ чтобы доходъ 
каждаго года былъ въ т  разъ больше чймъ въ предыдущей годъ. Какое 
ограничеше надо сделать для ml

10. Найти, въ какую сумму обратится 1 рубль черезъ 20 лйтъ, 
при ростЪ 5 на 100, предполагая, что проценты насчитываются непре
рывно въ каждый моментъ.

11. Если ростъ капитала совершается непрерывно, т. е. проценты
насчитываются каждый моментъ, а прибыль въ годъ равняется —части
капитала, то найти, во что обратится онъ черезъ п лйтъ?

12. Мкто занимаетъ известную сумму денегъ и платить черезъ 
каждый годъ столько-же рублей занятой суммы, сколько уплачиваетъ 
за этотъ годъ процентныхъ денегъ. Узнать, сколько онъ останется еще 
долженъ черезъ п л'Ьтъ.

13. Имущество, чистый годовой доходъ съ котораго равняется А 
рублямъ, сдано въ аренду на 20 лйтъ, причемъ услов!е возобновляется 
черезъ каждые 7 лг£тъ съ приплатою къ прежней арендной плат'Ь. Вы
числить, какъ велика должна быть приплата при возобновлены услов!я, 
считая по 6 процентовъ и зная, что

log 106=2.0253059, lg 4.688385=0.6710233,
log 3.118042=0.4988820.

14. Шбкто изъ капитала а рублей, на который онъ получаетъ г 
процентовъ въ годъ, издерживаетъ ежегодно Ъ рублей, что больше 
получаемаго имъ дохода. Найти, черезъ сколько лйтъ онъ раззорится?

Примеръ. Если а=1000 р. г=5, .& = 90, то показать, что онъ 
раззорится къ концу 17-го года, зная, что

log 2=0.3010300, log 3=0.4771213, log 7=0.8450980.

600. Всякое выражете, имеющее видъ а±--- называется

Г Л А В А  XLFV\

Непрерывный дроби.
ъ

непрерывною дробью. е+и пр .

Мы ограничимся лишь непрерывными дробями вида а
а, 6, с,... щЬлыя положителъныя числа. Ъч

СЧг-и пр.
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Для краткости эта непрерывная дробь пишется иногда въ виде
а 1 1

Ъ-+- с-t- и пр.
Когда число членовъ а, Ъ, с,... конечное, то и непрерывная дробь 

называется конечною; въ этомъ случай ее можно выразить обыкновен
ною дробью, совершивъ надъ нею указанныя дМств1я.

601. Обратить данную простую дробь въ непрерывную.
ШПусть — будетъ данная дробь; разделимъ на самомъ дйлй m на w,УЬ

пусть а будетъ частное и р остатокъ, тогда т
п а Р

п а 1
п
р

Теперь будемъ делить п на р, и пусть Ъ будетъ частное и q остатокъ;
г 1=с-1— =fl Q 1 10тогда - = 6 н - - П о д о б н о  этому получимъ СН—р р р

я.
а а я

г
и т. д. Такимъ образомъ т

п а 1
Ъч 1

СЧ ЕТ).

Если т  меньше пг то первое частное а равняется нулю.
Итакъ, мы видимъ, что для обращетя данной простой дроби въ 

непрерывную, мы должны поступать такъ-же, какъ если-бы искали 
обпцй наиболытй делитель для числителя и знаменателя этой дроби; и 
должны наконецъ прйти къ тому, что остатокъ будетъ равняться нулю, 
чймъ и закончится дййств1е. Следовательно всякая простая дробь мо
жетъ быть обращена въ конечную непрерывную.

602. Дроби, составленный такъ, что для нихъ взято одно, два,

три,... частныхъ изъ непрерывной дроби а- 1

Ъч- 1 называются под-

ходящими или приближающимися дробями. Такъ, первая подходящая
1дробь будетъ а, вторая составится изъ и следовательно будетъ

аЪ—I—1
Ъ ; третья подходящая дробь составится изъ а

1
Ъ 1, то-есть изъ

ач Ъсч-1 следовательно будетъаЪсч-ач-с
1 и такъ далее.
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603. Подходящья дроби, взятия по порядку, будутъ попере
менно то меньше, то больше непрерывной дроби.

Первая подходящая дробь а слишкомъ мала, потому что опущена 
часть ---; вторая дробь а-*- \  слишкомъ велика, потому чтоЪ • 9 » Ъ

слишкомъ малъ знаменатель Ь; дробь а-§■ 1

Ъ-+ 1 слишкомъ мала, такъ

какъ знаменатель Ъ 1 слишкомъ великъ; и такъ дал'Ье.

604. Найти законъ образоватя послгьдователъныхъ подходя- 
щихъ дробей.

Первыя три подходящая дроби, какъ мы видели, будутъ -у, - 4-1
JL

abc-t-a-t-c . _ . , , , ч—; числитель третьей дроби есть с(ао-+-!)-»-«, то-есть онъ
Ъ

bc-t-1
можетъ быть составленъ посредствомъ умножешя числителя второй 
дроби на третье частное и прибавлешя числителя первой дроби. Зна
менатель третьей подходящей дроби можетъ быть составленъ подобными 
же образомъ посредствомъ умножешя знаменателя второй дроби на третье 
частное и приложешя къ произведенш знаменателя первой дроби. До- 
кажемъ теперь при помощи наведешя, что этотъ законъ справедливъ 
вообще. Г f tР Р  РПусть —, —, —jj будутъ три последовательный подходящая дроби и

Я. Я. Я.
пусть т , т\  т "  будутъ соответствующая частныя; положимъ, что

р ГГ т "р ' Р> Яf t m'W Я-
Пусть т " ' будетъ следующее частное; тогда следующая подходя-

фя дробь будетъ отличаться отъ —г, только тймъ, что въ нее вой-
Я

детъ новое частное т "\  такъ что вместо т "  намъ нужно будетъ пи-
f t 1

т тту; такимъ образомъ следующая подходящая дробь будетъ

m"-t 1
т f t t рt Р т  (т"р  '-*-р)-*-р' т"р"-+-р'
1

т
, т  (m q+ q)+ q

f t t У Ч

t я.f •'

, если мы положимъ, что
р т"'р"-+-р' и q '"—m,"q,,-t-q
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р" РШто следующая за подходящая дробь будетъ такимъ образомъ
Я Я
р '"подходящая дробь —  можетъ быть составлена по тому-же закону, ка-
Я.

р"
кои предполагался справедливымъ для составлетя ̂ ; но справедли-

Я
вость этого закона была доказана для третьей подходящей дроби, по
этому онъ справедливъ для каждой следующей подходящей дроби.

Итакъ мы доказали, что послйдовательныя подходяпця дроби мо
гутъ быть составляемы по известному закону; хотя мы еще не дока
зали, что каждая изъ составленныхъ такимъ образомъ подходящихъ 
дробей выразится въ простейшемъ ея виде; но это будетъ доказано 
въ ст. 606.

605. Разность между двумя какими нибудь последователь
ными подходящими дробями равняется дробщ числитель которой 
единица, а знаменатель—произведете знаменателей этихъ подхо
дящихъ дробей.

Это очевидно съ перваго взгляда на первую и вторую подходяпця
j ab-t-1 а 1дроби, потому Ч Т О —j---Т= 1>*
Положимъ, что этотъ законъ справедливъ для какихъ нибудь двухъ

Р  Р'последовательныхъ подходящихъ дробей — п — то-есть предположимъ,
Я Я

что p'q—pqf=+  1, такъ что
Р + 1 -

я г Я яя
тогда p"q'—p'q"= (m"p'-*-p)q'—p'(m"qf4-q) =pqr—qpf= + 1,

p" p ' _  1 такъ что ±77——,=Л—гт ,\
Я Я я я !

такимъ образомъ законъ остается справедливымъ и для 
ходящей дроби. Следовательно онъ справедливъ вообще.

606. В  се под ходящая дроби выражаются въ простейшемъ виде.
РДействительно, если-бы числитель и знаменатель дроби — имели об-
Я

аго делителя, то p'q—pq\ т. е. единица должна была-бы делиться
на него, что невозможно

607. Всякая подходящая дробь ближе къ непрерывной, чемъ 
предыдущая подходящая дробь.

Мы докажемъ это, показавъ, что каждая подходящая дробь дей
ствительно ближе къ непрерывной, чемъ предыдущая подходящая.
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п
будутъ последовательны я дроби, подходяпця е ъ  непре-

ft V Iр т  р
рывной дроби ж; тогда 77=;^у-

ггр  р  
. Но х отличается отъ —  только

Я Я
тймъ, что въ ней вместо т "  берется полное частное т и 1

т trt проч.
представляющее некоторую величину большую единицы; обозначишь его
чрезъ [л; тогда

х
М '+ Я1

Р
Я

X Р  w ’+ Р  \ь{ря'—р'я) +[Л
t

х> Р
Я №  Я
[xp'-i-p р'

я(м'-+-я) я(м'-*~яУ
pq'—-p’q + 1

я’ м'-*~я й? я'Ич'+я) яХм'-*-яУ
Но 1 меньше, чемъ [л, a qf больше чемъ q; следовательно по

р!
обеимъ этимъ причинамъ разность между х и меньше разности

Я
р р' р между х и —; а потому ближе къ х, чемъ —.

608. Определить предгьлы ошибки, которую мы делаемъ, при
нимая какую нибудь изъ подходящихъ дробей равной непрерывной.

По предыдущей статье разность между х и
1 1

Я
равна

я(м '+ $У
;л

Я
— ; последняя дробь меньше — и больше 
Я\ ЯЯ

1
я(я'+я). Такъ

И-
1 большекакъ q' больше q, то a fortiori ошибка будетъ меньше 2

— гг. Эти пределы проще, чемъ данные сперва, хотя они и не такъ тесны.

609. Такимъ образомъ, чтобы допускаемая ошибка могла быть меньше 
некоторой данной величины намъ остается только составлять по
следовательный подходяпця дроби до техъ поръ, пока не получимъ

Ртакую дробь что q2 будетъ меньше Тс.
/

610. Всякая подходящая дробь ближе къ непрерывной, чемъ 
какая нибудь другая дробь съ знаменателемъ меньшимъ, чемъ зна
менатель подходящей дроби.



р тПусть — будетъ подходящая дробь, и — какая ннбудь дробь, у ко-
Я $

торой знаменатель. s меньше q\ Пусть х будетъ ненрернвная дробь и
Р р’ и— подходящая, непосредственно предшествующая дроби —г Тогда — ’
Я. , Я Я

рх, — будутъ расположены или въ восходящемъ, пли въ нисходящемъ
Я.

Упорядкй нхъ величинъ (ст. 603). Но — не можетъ заключаться между
S

р pf • т р— и —, потому что тогда разность между — и — была-бы меньше раз-q q s q
ности между — и то-есть меньше—7, а следовательно разность меж-

§
ду ps и qr была-бы меньше—, то-есть цйлое число должно-бы быть

Я
меньше правильной дроби, что невозможно. Такимъ образомъ порядокъ

р  p f т гпослйдовательныхъ величинъ можетъ быть или q q s 5
p p r n „ т , v p'
—, x , —7. Въ первомъ случае — больше отличается отъ ж, чемъ въ

У Рпоследнемъ случае — отличается отъ х больше чемъ —, а
g

вательно и подавно больше чемъ
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Я
ю р*611. Положимъ что —, будутъ две последовательныя подхо-
Я Я

дянця дроби къ непрерывной дроби х; тогда будетъ больше или
Ч.Ч. fр рменьше ж2, смотря по тому, будетъ-ли — больше или меньше —. Дей-я. я

V W P  ~*~Рствительно, какъ въ ст, 607, мы имъемъ %= —— ;м~*~я
Р̂  р Ы + я)  я {\*р'-ь-р\ 

р ' я(\*р '+ р ) р  Ы + яУ
Приведемъ дроби первой части равенства къ одному знамена

телю; тогда числитель будетъ рр^м'-^я)2—ЯЯИМ? H_i>)2> то-есть 
\ ь  ( Р Р Я 2 — Я Я Р п ) - { - Р Р ' я * — Я Я ' р \  то-есть ( [ К 2Р ' Я — Р Я ) ( Р Я ' —Р Я ) >

Множитель [k2pfq'—pq необходимо положительная величина; мно
житель pq—p'q положительная или отрицательная величина,
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Р Рпо тому, будетъ-ли ^ больше или меньше отсюда следуетъ, что

—  будетъ больше или меньше то-есть ^  будетъ больше илиах Р ЯЯ
Р f

меньше ж2, смотря по тому будетъ-ли — больше ил
2

Примеры непрерывныхъ дробей.

Обратить слйдуюпця четыре дроби въ непрерывныя:
197631. 1380

1051 2.
445
612 3. 44126' 4. 743

611
5. Найти три дроби, подходяпця къ 3.1416.
6. Найти рядъ дробей, лодходящихъ къ отношенш 

48 минутъ 41 секунды къ 24 часамъ.
5 часовъ,

. Если Pi Рг Р з будутъ три последовательный подходяпця

~Р }̂Яг = {.Яг Q.i)Pz'
8. Доказать, что числители какихъ нибудь двухъ послйдователь-

ffi Яг Яг
дроби, то показать, что (р3

ныхъ лодходящихъ дробей не имеютъ никакого общаго делителя больше 
единицы, точно также, какъ и знаменатели.

— •> будутъ последовательный дроби, подхо-9. Есл:
Я1 Яг Яг

дяпця къ некоторой непрерывной дроби большей единицы, то показать 
что РпЯп-1— Рп-1Яп=(—  1 ) "

10. Показать, что разность между первою 
бями численно равна

1 1 1
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------1 -------------------------------------------------------------------------------------------

п-ою подходящими дро

• • •
Ш я  ЯгЯг ЯзЯ*

11. Показать, что (-П
\ рП

1 ) 1 Рп—
рп

( - -I ) 71

Q V -- 1  Я.П

- (
~ \ k Я.П

1 1 Qn—i 
Ъь-\-1

12. Если \кп будетъ п-оъ частное въ непрерывной дроби большей еди- 
ИИЦЫ, ТО показать, ЧТО РпЯп-г—Рп-гЯп= (— 1 )"'“ >»•

13. Есл рп- Р П РП
Яп-г ЯП

дроби къ непрерывной
1  Яп
Pi

• • • будутъ последовательный подходяпця

то показать, что



Рп'"~У'пРп—i~*~$nPn—2? Я.п'=='̂ пЯ.п—г'* $пО_п—25 ® следовательно
P n t f n — i  Рп—i ^ n ~ C   ̂ У 1

Рп Р14« Еслн — означаетъ п-ю подходящую дробь къ. дроби* н В п
Ъ г  Q

J  J  «*

означаетъ fi~ ый остатокъ, получающшся при обращенш дроби — въ непре-
чрывную, то показать, что

Р  1?пР>п— 1  ̂'Рп— Q  —j I cj[n—iHn"
p  p л

15. Показать, что разность — и — равва

ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВЕ XLIY . 321

«  fJUlULlCAj л  #
и  Ч п  Q fl i l

16. Доказать, что при обращенш дроби, выраженной въ проетйй- 
шемъ ея виде, въ непрерывную два последовательные остатка не имеютъ 
никакого общаго делителя больше единицы.

Г Л А В А  XLY.
Обрашеше ирращональныхъ выраженШ второй степени 

въ непрерывную дробь.
612. Ирращональное выражеше второй степени не можетъ быть 

обращено въ конечную непрерывную дробь, потому что если-бы это 
было возможно, тогда ирращональная величина равнялась-бы некоторой 
ращональной дроби, т.-е. была-бы соизмеримою. Но мы увидимъ, что 
какая ннбудь ирращональность второй степени можетъ быть обращена 
въ безконечную непрерывную дробь; дадимъ сперва частный примеръ, 
а потомъ уже перейдемъ къ общей теорш. Возьмемъ квадратный корень 
изъ 6.

/(6 )-2-н |/(6 )—2= 2+ — ^ = 2
2

|/(6)-н2 l/ (6 )- 2 _ 2| 1 _ 0 . ____ 1
2 . 2~ V (6)-ь2 у С6)-<—2*

1
4

|/(6)-*~2_  [/ (6) 2 2 t 1
1 1 |/ (6)—1—2 |/(6)н-'2?

2
* v  ,

Алгебра.
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теперь д$йств1е можно начинать снова. Такимъ образомъ мы получаемъ
/(6 )= 2-н—

2-t
4-t 1

1
4-ь-и проч

Въ предыдущеаъ способ̂  выражете, стоящее въ началй каждой строки, 
разделяется на дв̂  части: одна изъ нихъ представляетъ наибольшее 
ц'блое число, какое заключается въ этомъ выражешй, другая-же изобра
жаем остатокъ. Такъ, наибольшее цйлое число, заключающееся въ |/6, 
есть 2, а потому мы можемъ писать

l/(6)==2-i-|l/(6)— 2|;

затймъ наибольшее цйлое въ

писать / ( 6)
2

2

2-*

будетъ 2, поэтому мы можемъ

1/(6)—2
2 1

и такъ далйе; такимъ образомъ мы достигаемъ, что остатокъ будетъ 
им’Ьть рапДональный числитель и выражаться въ видй дроби съ числи- 
телемъ единицей; послй этого начинаемъ новую строку дййствй.

На этомъ примйрй мы можемъ заметить, что частныя начинаютъ 
повторяться вновь, какъ скоро мы дойдемъ до частнаго вдвое большаго, 
ч$мъ первое. Мы покажемъ сейчасъ, что это бываетъ всегда.

613. Пусть N  будетъ некоторое цй ое число, не представляющее 
точнаго квадрата; пусть а будетъ наибольшее цЬлое число, содержа-

j/ (-ZV)—I—Ощееся въ \/N; напишемъ [/N  въ вид'Ь 1 ради симметрш и бу
демъ поступать такъ:

|/ОТ)-Н> Л / (Щ - а  = ------- = CL1 1 i/ m

г
а 7 /  —гЪ 7-=& ~h~---- ------- =6-ч-

а
г

. гд'Ь r=^N' а2.

|/ Ш ) ам

гдЪ'а'=гЪ—а, и гг N —a
Г

Г
t t

Гt |/(Л) а

гдй ап=гЪ' ~сь и г" г

гf t ъf f 1

4s1

— rraJ  tГ проч
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Въ предыдущихъ рядахъ мы предполагаешь, что Ь, Ъ', Ъ", подобно а, 
суть тибольтгя целыя числа, содержащаяся въ тйхъ выражейяхъ, 
изъ которыхъ они соответственно произошли; отсюда слйдуетъ, что г. 
г', г", г” \ .... вей положительны. Действительно, аг меньше й , сле
довательно г положительная величина и Ъ наибольшее целое число

| / ( N )  -+-С1 ,заключающееся въ -----— , такъ что о очевидно меньше чемъ
1/ОТ а

if следовательно а 2 меньше N, и такимъ образомъ У  будетъ
положительная величина; н такъ далее. Мы обратили внимаше на 
это обстоятельство, потому что оно является совершенно очевнднымъ 
следств1емъ изъ самого способа. Впрочемъ оно заключается въ предло
жен! и следующей статьи. . '

614. Въ выражетяхъ, стоящихъ въ начале строкъ предыдущей 
ст. 613, мы имеемъ следующее ряды величинъ:

О, а, а,', а", а'", и проч. . . . . .  (1)
. . .  . . (2)

и соответствующей рядъ частныхъ будетъ
а, Ъ, Ъг, Ъ'\ Ъ"г, и проч. . . .  . . (3)

Мы покажемъ теперь, что члены въ рядахъ (1) н (2) все целые и 
положительные; что касается членовъ ряда (3),томыужезнаемъ, что они 
целые и положительные.

Пусть а, а ' а" будутъ три последовательные члена ряда (1); р, 
р', р"—соответствующее члены въ ряду (2) и (5, соответ
ствующее члены въ ряду (3). Пусть соответствующая подходяпця дроби къ

Р  Р ’ Р " „ .  __Р "  Р 'У

1, г, / , г",' и проч

|/О Т будутъ ,
ч.

Тп такъ что -р.
q ■ q - q" $"q'-*-q

дроби все могутъ быть составлены обыкновеннымъ путеиъ, такъ какъ 
все члены строки (3) целые и положительные.

Такъ какъ полное частное, соответствующее есть l/OT~f~a

эти подходяпця

то
мы имеемъ (ст. 607)

/о т-

р

af t

р

м -р -+-Р

/О Т a??
2-1-2I P

Перемножимъ и уравняемъ затемъ ращональныя и ирращональ- 
ныя части между собою (ст. 299); тогда

а"р' н- р' ’р ‘ ЪГГГ 1 f f f  f tN q , a q -+-p. q ■P'\
следовательно ^"(pq'—̂ PQ)—PP'

9"(pq!—p'q)=g.f2N —P z-
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Но pq—p q —± 1, следовательно a i 
ст. 611 доказано, что pq'—p'q, рр’—qq'N

ftр" целыя числа. А въ 
qnN —р 2 имеютъ oda-

ii положитель-наковые знаки; следовательно ос" и р" будутъ целыя и 
ныя числа.

Эти разсуждешя могутъ быть приложены ко всякой соответ
ствующей паре величинъ въ рядахъ (1) и (2), за исключешемъ пер
выхъ двухъ паръ, къ которымъ это не можетъ быть приложимо по-

Р Ртому, что двгь подходяпця дроби — и „q q по предположен!ю предше-

_ Р /г
ствуютъ подходящей дроби — . Но первыя две пары величинъ рядовъ

Я
(1) и (2), именно О и 1, а и г заведомо целыя и положителъныя. 
Такимъ образомъ всгь величины въ рядахъ (1) и (2) суть целыя и 
положителъныя.

615. Наиболышй членъ въ ряду (1) есть а. Действительного спо
собу составлешя этого ряда рр'= N —а'2; такъ какъ р и р' суть по- 
ложительныя величины, 
больше а.

то а 2 меньше Ж  а следовательно ос не

616. Никакой членъ въ рядахъ (2) или (3) не можетъ быть бо
лее чемъ 2а. Действительно, по способу составлешя ряда, а'-»-а"=р'р'; 
и такъ какъ ни а', ни а" не могутъ быть больше а, то ни р', ни 
не могутъ быть больше 2а.

617. Если р"=1, то а а.
тельно, по ст. 614, а"-+-рiy Я

я 1,

то а" н-некоторая дробь р
Я

РНо — более приближается къ [/2V
Я

Р ’чемъ а, а величина а меньше I/-ZV; поэтому больше а, еле-
м я

а.довательно а
618. Если какой нибудь членъ кроме перваго въ ряду (1) вычесть 

изъ а, то остатокъ будетъ меньше, чемъ соответствующей членъ въ 
ряду (2).

Действительно, по статье 614 v!'q-t-$" q—р’\ следовательно
1 (Р* \  Р-/•—ос"), следовательно ——•а" меньше р", а потому и по- 

-аУ меньше р” .

Я -Гг . пр \q 
давно а

Это доказательство будетъ прилагаться только къ третьему или 
къ какому нибудь следующему члену, потому что въ ст. 614 предпо
лагается, что два члена а и а', предшествуютъ а" . Впрочемъ теорема 
справедлива и для второго члена, что видно съ перваго взгляда, такъ 
какъ а—а, то-есть нуль, меньше г.



619. Въ ст. 615 и 616 доказано, что величины членовъ въ рядахъ 
(1) и (2) не могутъ соответственно превышать а и 2а; следовательно 
въ обоихъ рядахъ должны одновременно встречаться одинаковыя вели
чины, и прежде чемъ это произойдетъ, въ каждомъ ряду не можетъ 
быть больше, чемъ 2аг членовъ.ч # *

620. Обозначимъ первый рядъ такъ
2) • •• 1— 1» ®п—о ®а> •••

и пусть такимъ-же образомъ обозначены ряды (2) и (3). Мы доказали, 
что величины должны повторяться; положимъ поэтому, что члены, на
чиная съ m-го до (п—1)-го включительно повторяются, такъ что\

П̂-Ь1 = -ь 1 > ~ Ш̂-\-25 •••
n̂ = ̂ mi п̂-ь-1= 1? п̂ч-2

^  --— Л/» Л/» ----Л/* /1/» ----Л/»Лп ' т> ' n-ы 'n-f-2 Лm-j-25 •••
Мы покажемъ, что

Мы имеемъ rm- lrm= N —amz, yn_ 1rn=JV--aftJ , но Пг=?го и 
ап~ ат> следовательно i-

Далее ciffl— i i tm—i ŵ,—i’ д̂—i i  ̂—i■ следователь
но ^  ̂— (bfi | * in—£, а следовательно ~ ”
bn—t— йда-^нулю или какому нибудь целому числу.

Но по ст. 618, ci—am-t меньше rm_ 4 и а—а№_ £ меньше rn,_t, 
такъ что а —ай_ t меньше rm_ t; следовательно an- i—am- l меньше

- 4 Г CtnfYf- jа потому -------—  меньше единицы/
1

 ̂ _  г̂—1 ^т—1Сравнивая эт о т ъ  выводъ съ прежнимъ, мы видимъ, что — ------V т— 1
равняться нулю, а потому а№_ £=»,»-! и Ьп—̂ Ъ т—̂  

Следовательно, зная, что повторится «г-й членъ, мы заключаемъ, 
что повторится такъ-же и (т — 1)-й членъ. Это доказательство справед
ливо, пока т  остается меньше 3, потому что оно зависитъ отъ тео
ремы, данной въ ст. 618. Следовательно, члены повторяются, начиная

1/СДО-ьасъ полнаго частнаго — ---- .г
621. Последнее частное всегда будетъ 2а.

\? __ __ l/N-*-an̂Действительно, пусть последнее полное частное будетъ - ■;
I/ (N )+ a  . vтогда следующее частное равняется —  --- ? следовательно

ч  4

an-i-a=rnbM гпг—N —сь2, но r= N —a2, а потому тп 
тельно по ст. 617, ап—а, а потому Ъп—2а.
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622. Всякая пергодическая непрерывная дробь равна одному изъ 
корней квадратнаго уравнетя съ рациональными коэффицгентами.

Пусть lb -  ?  гд*
1 1 1 1у= г н----------------------------------------------- ,£“*1“ .... Ъ1~\— V~\~ у

такъ что а, Ь, .... h, Ti будутъ не повторяющаяся частныя, а г, 5, 
... и, V постоянно повторяющаяся.

р 'Пусть —, будетъ подходящая дробь, составленная изъ частныхъ а,
Я

РЪ, ... до Ъ включительно; и пусть — будетъ подходящая дробь, ве-
р'посредственно предшествующая тогда по ст. 607
Я

р'у-ь-р ,1Ч
1“ ....................... .....  (1).

Я  У + Я

Р '
Пусть ^7 будетъ подходящая дробь, составленная ивъ частныхъ

Рr y s, .... до v включительно; и пусть у? будетъ подходящая дробь,
Ч

Р гнепосредственно предшествующая --у тогда

Р>н-Р /пч
y~Q'y+Q ’ ' ' ‘ ‘ (

Изъ (1) и (2), исключая у, мы получаемъ некоторое квадратное 
уравнете относительно х съ ращональными коэффид1ентами. Чтобы 
получить ж, мы должны решить это уравнете; или мы можемъ взять 
положительное значете у, найденное изъ (2), то-есть изъ уравнешя 
Q’y2-*-(Q—Р ')у —Р = 0, и подставить его въ (1).

623. Нужно обратить внимате еще на следующую теорему относи
тельно непрерывныхъ дробей:

1 1  1 1 1  Пусть — ••••—  ^ 7— —,f представляетъ разложеше пра-
Рвильной дроби -рг и пусть соотвътствуюшдй рядъ подходящихъ дробей
ч

1 с  р  р '  р п  р

V С&.Н-1’ “ ** q’ q■* q'n Q’
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тогда разложение Яг/

Q
будетъ
1 1 1 1 1

т f f т г тчг- • • • • с-+- Ъ
то-есть будутъ встречаться т£-же самыя частныя, но въ обратномъ 
порядке.

q
Действительно, q а потому 1

Q т tt

Ч  t !  Яq =m q -t-q, а потому
Я

1

Я
ягг

т г

и такъ далее. Следовательно

•>

Яп 1 1 1 1 1
с-+- Ъ'

624. Предыдущая теорема послужить добавлешемъ къ выводамъ, ко
торые мы сдйлаемъ въ настоящей главе.

р  W

Пусть — и — будутъ две последовательный подходяпця дроби къ
Я Я 

ргу  N, причемъ есть последняя изъ подходящихъ. составленная передъ
темъ, какъ частныя начнутъ повторяться. Следовательно по ст. 614 
и 621, p'=aq[-+q.

p '—aq' pr ■— — , то-есть —— а, при обозначенш со •
Я Я/

гласно со ст. 620, будетъ
1 1 1  1 1 1

Но разложеше дроби

Ъг ъ ъ ъп—з Ьп— 2 Ъ ’иП— 1

и последняя подходящая будетъ Но мы сейчасъ видели, что
Я

q—p '— Следовательно по ст. 623
Ъп—1 ’Ь'Л—2 3? Ъц— з

625. Существуетъ такъ-же повторяемость одинаковыхъ членовъ въ 
обратномъ порядке въ рядахъ второмъ и третьемъ ст. 614 и 620, по
добно той, которая сейчасъ доказана для перваго ряда./

Мы имеемъ вообще
= N - ат (1)» (2)*
Подставимъ въ (1) последовательно вместо т  величины 2 и щ тогда

N - a z\ rn-trn~N- а 2.гг ?
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мы знаемъ, что az= an, потому что каждое изъ нихъ равно а, и что 
r t= rm потому что каждое изъ нихъ=1; поэтому rz= rn—v

Подставимъ последовательно во (2) вместо т  величины 3 и п\ 
тогда

0>% ' I O/'j '! 2^2 ) ®'/l—j-1 Oj',i Уп— jbn—
мы знаемъ, что аг—ап, что г2= гя_ 1 и что b2=bn- t; поэтому
«3 —1*

Подставимъ еще въ (1) последовательно вместо т  величины 3 и 
п— 1; тогда мы найдемъ, что г3= г№_ 2. Подставимъ во (2) последова
тельно вместо т  величины 4 и п—  1; тогда найдемъ, что a4=an-z. 
И такъ далее.

626. Следующая теорема, относящаяся къ непрерывнымъ дробямъ, 
сообщена автору этой книги г. Рикардомъ (Rickard) изъ Вирмингама. 
Эта теорема доставляетъ подходяпця дроби къ квадратному корню изъ 
числа, съ прнближешемъ высокаго порядка, сравнительно очень легко.

Пусть N  будетъ некоторое положительное число, не представляю
щее точнаго квадрата, и предположимъ, что составлены къ ]/N  под
ходяпця дроби обыкновеннымъ способомъ; пусть с будетъ число повто
ряющихся частныхъ въ полномъ перще, или какое нибудь крат-

/п
ное этого числа; пусть — будетъ по порядку с-я подходящая, а

Яе
р

— —(2с)-я подходящая дробь; тогда будемъ иметь
Q.ze

Р%С 1 /Р с ^
Яге ~ \ Яс Ре '

Пусть а будетъ наибольшее целое число, заключающееся въ |/N , 
и пусть частныя, полученныя отъ обращешя [/N  въ непрерывную 
дробь по обыкновенному способу, будутъ означены буквами

1̂? 2̂? 3̂5 ••• Ẑci ’ *•

Тогда по ст. 620 и 621 мы имеемъ
Ъз~Ъ0_1_3, Ъ4=ЪМ  _ (1);

а также bt=a, Ъс_{_1=2а. (2).

Пусть -4-— и будутъ подходящая дроби, изъ которыхъ одна
Q.C—1 Q.C-i-i

непосредственно предшествуешь, а другая непосредственно следуетъ за
Ре Po+i bc_t_ip.4-pe_ l— ; тогда — — = -- ■-— -— -.Яв Яе+i beJhlqc-i-qc_  1

По i/JV  отличается отъ — — только темъ. что вместо частнаго
Яс-hi

мы должны-бы были взять соответственное полное частное, 
равное а-ц/ N  (ст. 621).
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Следовательно / N (a-+-l/N)Pe+P, 1
(а-Н/ N)q,

с  ■ Я а — i

Перемножимъ и уравняемъ между собою ращональныя и иррацио
нальным части; тогда

арс+р, 1 Щв, aqc-+-q i Рс- (В).У) ЛЛ
Далйе, ~  отличается отъ только темъ, что вместо частнаго
Ъ

Я % 0  Я с + 1

c+i мы въ первомъ случае должны взять непрерывную дробь 
Ъ„. аЪ

1
Ь

1
эта непрерывная дробь по (1) и (2) равна

1 Р
Ъ « • « 7 , то-есть равна a-t

Ъ с  r q

Следовательно

Рг
я*

а qc ypc+Pc—l °рс -+-р ро L Я
Р
q

а - * Л - с  } q c

Qc
Я

aqc-*-q -pС ‘2pG

на основанш (3) или
Мы можемъ дать любопытное геометрическое пояснете этой теоремы.

Если N  означаетъ площадь прямоугольника РС

я
примемъ за одну изъ

его сторонъ, то другая будетъ — Тогда — равняется, полусумме
Рс Яге

сторонъ этого прямоугольника. Пусть h ик означаютъ стороны прямо
угольника; тогда, если чрезъ i(J%-+-k) означимъ сторону другого прямоуголь-

.  21гкника съ такою-же площадью, то другая его сторона будетъr^-т; раз

ность этихъ двухъ сторонъ будетъ (h—k) что меньше /г—к. Но2(h-+-k)
отыскивая 1/N , мы въ сущности желаемъ найти сторону квадрата, 
площадь котораго равняется N; и настоящая теорема доставляетъ, 
какъ это можно понимать, рядъ прямоугольниковъ такого рода, что сторона 
каждаго изъ нихъ равняется полусумме сторонъ предыдущаго прямо
угольника; такъ что каждый прямоугольникъ будетъ более прибли
жаться къ равностороннику или квадрату, чемъ предыдущей прямо
угольникъ, причемъ эти прямоугольники стремятся составить собою квад
ратъ. Это геометрическое толковаше внушено намъ статьею Генри

Теорема о прямоугольниш.
Положимъ напримеръ, что тогда частныя будутъ
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2а, 2а, 2а, ... то-есть перщъ частныхъ состоитъ изъ одного только 
частнаго 2а. Поэтому въ настоящемъ случай с можетъ быть всякимъ 
произвольнымъ чиеломъ.

Положимъ еще, что N —a2— 1; тогда частныя будутъ а— 1, 1Г 
2(а— 1), 1, 2(а— 1) такъ что пермдъ повторяющихся частныхъ
состоитъ изъ двухъ чиселъ 1 и 2(а— 1). Такимъ образомъ въ предыду
щей теоремй с можетъ быть всякимъ четнымъ цйлымъ чиеломъ. Но въ 

этомъ случай теорема будетъ также справедливою, если с будетъ ка
кое нибудь нечетное цйлое число, какъ мы теперь докажемъ.

Положимъ, что с будетъ какое нибудь нечетное цйлое число. Такъ 
какъ (с—*— 1 )-е частное равно единицй, то мы имйемъ

P c - t - l  Р е  * Р с — 1’  Я с - i - 1  Я е  * Я е — 1* (4)
И тймъ-же способомъ, какимъ мы доказали уравнетя (3), дока- 

жемъ, что
(а—  1)р (5)

Но Рг
Яг

70е ------ - —  е только тймъ, что вмйсто частнаго еди-отличается отъ
С Яс+1

ница мы должны для перваго взять непрерывную дробь 1 1
2(а—1)

а эта непрерывная дробь равна 1
Р

то-есть равна

по второму изъ уравнетй (5).
Я с - i - i

(а — 1)

1 ». •

Я с + 1

Яс

Такимъ образомъ
Р 1

Рге Яв
Яго

О-в +• 1
■ P c - i  P e - ~ - * - P e + i — P cЯ,

Я с - t - i  ~ * ~ Я с — 1 с + - 1  Я ,

по (4).

*

Изъ уравнетй (5), такъ какъ iV= a2—1, можно вывести, что

Р 1
( а —

2 (а— 1) ЯсНЫ
( а —  \ ) я е — р 0 

2 (а— 1)
РгПодставивъ эти значетя въ послйднее выражеше для х— , мы по

2 Яге
р ,
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Примеры обращешя въ непрерывныя дроби ирра
щональныхъ величинъ второй степени.

Выразить следующая четырнадцать иррациональностей въ виде не- 
прерывныхъ дробей и найти для каждой изъ нихъ первыя четыре под
ходяпця дроби:

1. / 8. 2. [/10. 3. 1/14. 4. 1/17.
5. |/(19). 6. 1/(26). 7. 1/(27). 8. 1/(46).
9. 1/(53). 10. 1/(101). 11. [/(аЧ-1). 12. / (а 2—1).

13. [/(<*2-ьа). 14. |/(а2н-а).
15. Найти восьмую приближенную дробь къ |/(13).
16. Найти восьмую приближенную дробь къ 1/(31).
17. Показать, что девятая подходящая къ 1/(33) дробь будетъ верна- 

по крайней мере до 6 десятичныхъ цифръ.
21118. Найти пределы погрешности, если —— взять вместо [/23.Tit

91619. Показать, что. отличается отъ [/23 на величину меныпув»X xj X
1 1

чемъ 77777^0 И ббЛЬШуЮ, чемъ
(191 )

115120. Найти пределы ошибки, если -гг- принята за [/23.240
21. Найти пределы ошибки, когда за [/31 принята восьмая подхо 

дящая дробь.
1 1  1 1  .//522. Показать, что 1

23. Показать, что
1 «  • 3

а 1 1 1 1 V I  1 1 - 1  \  а

24» Показать, что

2 а-ь- -1 i  J-  ...=2[/ (1-+-а2);
а ч - 4 а - ь  а ч - 4 с м -к *

показать также, что вторая подходящая дробь отличается отъ истин
ной величины на величину меньшую 1 : а(4а2-+-1); и затемъ, поло-

99 /г.живъ а=7, показать, что — отличается отъ [/2 на величину мень-
70
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25. Показать, что т т ь я  подходящая къ |/(а2-ь-с(-ь1) дробь 
1

=есть — (2gm~1).Л
\/ ̂  g

26. Найти подходяпця дроби къ — ; показать, что — превы-

аетъ истинную величину меньше чемъ на
30

1

27. Найти 6-ю подходящую дробь къ

2910
В
2

яетя
28. Найти 6-ю подходящую дробь къ положительному корнюурав

2ж2— дх—6=0.
29. Найти 6-ю подходящую дробь къ каждому изъ корней урав

ненш X &x-t-3—0.
30. Найти 7-ю подходящую дробь къ большему изъ корней урав

яетя 2хг— 7ан-4=0.

31. Найти пятую подходящую дробь къ - 1

32. Найти значете дроби 1н- 1 1

33. Найти значеше дроби 1
2 ч -  2 

1 1 1
1 2 1 2

• • ft

34. Найти значен1е дроби 1-ь 1 1 1 1 1 1
2н- 3 1 2 3 1

35. Найти значете дроби 1 1 1 1 1 1
3 2

36. Найти значете дроби 2-+~ 1
1-<-3 
1 1

0 #  #

1 1 1
1 3 5 1 5-ь 1

J

Г Л А В А  XEVI.

Неопределенные уравнен!» первой степепи.
627. Когда дано одно только уравнете, заключающее более одной 

переменной величины, то такое уравнете допускаетъ вообще безконеч- 
ное число рйшешй. Напримеръ, въ уравнетй ахч-Ъу—с мы можемъ 
приписывать х катя угодно значетя и по нимъ определять соответ
ствующая значетя у.
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Подобнымъ образомъ, если мы имеемъ нисколько уравненш, въ ко
торыхъ заключается неизвйстныхъ больше чемъ число уравнешй, то 
мы будемъ имйть без конечное множество снстемъ рйшешй. Такого рода 
уравнешя называются неопределенными.

628. Однако въ нйкоторыхъ случаяхъ свойства вопроса могутъ быть 
таковы, что намъ нужно знать только тажя решетя, въ которыхъ 
переменныя будутъ целыми положительными величинами. Въ такомъ 
случай, какъ мы у видимъ, число решешй можетъ быть ограничено. 
Перейдемъ поэтому къ некоторымъ предложешямъ, относящимся къ 
решенш неопределенныхъ уравнешй въ целыхъ положительныхъ чис
лахъ. Коэффшценты и постоянные члены въ этихъ уравнешяхъ мы 
будемъ принимать целыми.

Прежде чемъ дать общую теорйо, мы покажемъ на примере, какъ 
ташя уравнешя решаются всего чаще на практике.

Требуется найтн целыя значешя х и соответствующая значетя у 
въ уравненш 5ж—s—8 /̂=37.

Разделимъ данное уравнеше на 5, самый менытй изъ коэффи-
ЬУ „ 2 ■ 2— 3у тщентовъ: тогда х-+-у-\— = 7н— , или х-*-у—7 = —-— Лакъкакъ5 5 о

2 3 ух и у по условно целыя числа, то и —Г—  должно быть целымъ 
чиеломъ; означимъ его буквой р, такъ что 2—Зу=Ьр. Разделимъ

2 2р 2—2р „ vэто на 3; тогда будетъ --— у - р -i—— или р-*-у = —~— . Следова-3 3
2 _2̂9тельно — -—  должно быть целымъ чиеломъ; означимъ его буквой q,3

такъ что 2 — 2р=3q. Разделимъ это на 2, тогда получимъ 1 —р = д-ь- - 

Следовательно должно быть целымъ чиеломъ; означимъ его буквой sfА
такъ что q=-2s. Тогда 1—p=2s-*-s, такъ что р = 1—35. Поэтому
2— Ъу= 5р—5— 155, такъ что y —5s— l. Такимъ образомъ Ьх=-
37—82/—45—405, такъ что х=9 —8s.

Итакъ мы нашли, что y=bs— 1 и ж=9—8s; ж если мы нрипи- 
шемъ s какое нибудь целое значеше, то получимъ соответственный 
целыя значешя для х и у\ но едпнетвенныя целыя и положительныя 
значешя х и у получатся тогда, когда положимъ 5=1; въ этомъ слу
чае найдемъ у= 4 и х=1.

629. Если въ уравнешяхъ ах-»-Ьу=с и ах—-Ьу=с коэффи
циенты а и Ъ имеютъ общаго делителя, на который не делится с, 
то эти уравнетя не могутъ быть решены въ целыхъ числахъ.

Действительно, предположимъ, если возможно, что то или другое
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изъ уравненш имеетъ целое решеше; разделимъ обе части этого урав- 
нешя на общаго делителя; тогда левая часть уравнешя будетъ дйлымъ 
числомъ, а правая дробнымъ, что невозможно.

Если а, Ъ, с имеютъ общаго делителя, то его можно удалить, раз- 
деливъ на него уравнеше; такъ что на будущее время мы будемъ пред
полагать, что а и Ъ не имеютъ общаго делителя*

630. Дано одно изъ ргьшетй уравнетя ах—by= с; найти общее 
•ею ptuuenie.

Положимъ, что х=и, у=$ есть одно изъ решешй уравнешя 
ах—Ъу=с, такъ что а/х—Ъ$—с. Вычитая получимъ

а{%— а)—Ъ(х—$) = 0; поэтому }̂= ~— *̂

Такъ какъ дробь выражена въ простейшемъ виде, а х и у
должны иметь целыя значешя, то должно быть (какъ это будетъ до
казано въ главе—Teopifl чиселъ)

х— ос=Ы, у— $—at, 
где t некоторое ц̂ лое число. Следовательно

X==CL~J— у ,
. Итакъ, если одно решеше известно, то мы можемъ, приписывая 

величине t различныя целыя значешя, получить столько решешй, 
■сколько пожелаемъ. Мы можемъ также давать t такгя целыя отрица
тельный значешя, чтобы Ы и at были соответственно по численной 
величине меньше а п (5.

Теперь мы покажемъ, что одно пзъ решешй всегда возможно найти.
<631. Ргьшете уравнетя ах—b у= с въ цгьлыхъ и положителъ- 

мыхъ числахъ всегда можетъ быть найдено.
О)Обратимъ -т въ непрерывную дробь и составимъ последовательныя

Рподходяпця дроби; пусть — будетъ подходящая дробь, непосредственно
Я.

. а ,предшествующая дроби -р тогда aq—bp=+1.
Положимъ во-первыхъ, что aq — Ър = 1, поэтому аде—Ърс=с.

4 Следовательно x=qc, у=рс будетъ решеше уравнешя ах—Ъу=с.
Теперь положимъ, что aq—Ър=— 1; тогда a(b—q)—Ъ(а—~р)—1; 

-следовательноа(Ъ—q)c— Ъ{а—р)с=с. Отсюдаж=(&—q)cis.y={a—р)с 
будетъ решешемъ уравнешя «л:—Ъу=с.

Если а=1, то предыдущий способъ неприложимъ; въ этомъ случае 
уравнеше будетъ х—Ъу=с; номы можемъ очевидно получить решев1е,



давая у каков нибудь положительное цйлое значеше и находя затймъ х 
изъ выражешя х=с-+-Ъу. То-же нужно сказать и о случай, когда 6= 1 .

632. Дано одно изъ ргьшенШ уравнетя ах-Нэу=с въ цгьлыхъ 
положительныхъ числахъ', найти общее ргьшенге.

Положимъ, что ж=а и у =$ будетъ одно изъ рйшешй уравнешя 
ахч~Ъу^=с, такъ что аа-ь&(3=с. Посредствомъ вычиташя находимъ

а(х—<х)чг-Ъ(у—Р)= 0; слйдовательно -^=-—о х—а
СЬ /

Такъ какъ выражено въ нростййшемъ видй, т. е. представляетъ
несократимую дробь, а х и у должны быть цйлыми числами, то мы 
должны имйть

х—ос=Ы, (3—y=OLt,
гдй t есть нйкоторое цйлое число; слйдовательно

х=сс-+-Ы, у=$—at.
633. Можетъ случиться, что не будетъ ни одного подобнаго рйшешя 

уравнетя ах-л-Ъу=с. Напримйръ, если с меньше а-+-Ъ, то невозможно, 
чтобы с равнялось ax-t-Ъу при положительныхъ и цйлыхъ значешяхъ 
х ж у, исключая нулевыхъ значетй.

Слйдующимъ способомъ мы можемъ найти рйшеше, когда таковое
существуетъ. Пусть ~ обращено въ непрерывную дробь и пусть —

о - Я.

будетъ подходящая дробь, непосредственно предшествующая 4; тогда
aq—Ър=+1 .

Положимъ во-первыхъ, что aq—bp=1 , тогдаaqc —Ърс=с.Сочетая 
это съ уравнешемъ ахч~Ъу=с, найдемъ, что

a(qc.—х)—Ъ(рсч-у)=0; слйдовательно qc—х=Ы, pc-*-y=at, 
гдй t нйкоторое цйлое число. Итакъ

x—qc—Ы, y=at—рс.
Рйшешя найдутся, когда будемъ давать t, если это возможно, поло

жительныя цйлыя значетя,: больдин чймъ — и менышя чймъ Я-.а о
Теперь положимъ, что aq—Ьр=— 1 ; тогда aqc—Ърс=—с; сочетая 

это съ уравнешемъ ахч-Ъу=с, найдемъ, что a(x+qc)—Ъ(рс—у)= 0. 
Слйдовательно

х—Ы—gc, у=рс—at.
Рйшешя найдутся, когда будемъ давать t, если это возможно, подо-

qc . х рсжительныя цйлыя значешя, бблышя чймъ и менышя, чймъ — .О й
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634. Найти число цгьлыхъ положительныхъ ргьшетй уравнетя
ах-+-Ьу=с.

Пусть обращено въ непрерывную дробь и пусть ^ будетъ под

ходящая дробь, непосредственно предшествующая дроби тогда
aq—Ьр—+ 1 .

Положимъ, что aq— Ьр= 1 .
Тогда по предыдущей статьй

x—qc—Ы, y= at—рс. 
с сI. Положимъ, что -  и тне будутъ целыми числами,

ТТ ' -СПусть — =шн-/, = п-+-д,

гд̂  т  и п цйлыя числа, a f  и д правильныя дроби.
Тогда наименьшее значете для t, какое можно допустить, будетъ 

т-+~ 1 , а наибольшее будетъ щ такимъ образомъ число решешй будетъ
qc рс „ с „п—т , то-есть -=■----- н/— а. то-есть-7-ь-г—-а. к  такъ какъ это долж-Ь а ао

Сно быть цйлымъ числомъ, то имъ можетъ быть лишь ближайшее къ —гab
ц'Ълое число, большее чЪмъ оно, или меньшее, смотря по тому, что 
будетъ больше, f  или д.

СII. Положимъ, что — будетъ иблое число.а
Тогда f=  0; такимъ образомъ, когда t=m, то значете у есть нуль. 

Если мы включишь это рйшеше, то число рйшешй будетъ равняться
наибольшему целому числу, заключающемуся въ 1 ; если -жеисклю
чишь это решеше, то число р̂ шенш будетъ равняться наибольшему 
целому числу, содержащемуся въ

СIII. Положимъ, что -v будетъ цгЬлое число.
Тогда д равно нулю; такимъ образомъ, когда t—n, значеше х есть 

нуль. Если мы включи мъ это решеше, то число p’femeaift будетъ рав-
Сняться наибольшему целому числу, заключающемуся въ —=~ь-1 ; если-сьо

же исключишь это рйшеше, то число рйшенш будетъ равняться наи
большему целому числу, содержащемуся въ
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С сIY. Положимъ, что - H r  будутъ цйлыя числаО) о
Тогда f=  О д=0; такимъ образомъ, когда t=m, значеше у есть 

когда t= п, то значеше % равно нулю. Если мы включимъ эти
• Срйшетя, то число всйхъ рйшешй будетъ равно —̂ -+-1; если - же ие

ну ль,

аЪ

аЪ 1.ключимъ ихъ, то число рйшешй будетъ
Такимъ образомъ число рйшешй въ каждомъ случай вполнй опре

деленно.
Таме-же результаты мы получимъ при предположен̂  aq - bq=— i .
635. Чтобы рйшить уравнеше ах-+-Ъу-л-cz=d въ цйлыхъ положи

тельныхъ числахъ, мы можемъ поступать такъ: Напишемъ его въ видй 
ax-+-by=d— cz\ затймъ будемъ приписывать  ̂послйдовательныя зна
четя 1, 2, 3,... п опредйлять въ каждомъ случай значетя х и у по 
правиламъ предыдущихъ статей.

636. Положимъ, что мы имйемъ два совмйстныя уравнешя:
ах by-+-cz=d, a!x-i-b,y-+-c,z—d'',

и с к л ю ч и м ъ  одну изъ неизвйетныхъ, напримйръ я; тогда мы получимъ 
уравнете, содержащее двй друпя перемйнныя, жопожтъАх-*-Ву=С. 
Теперь если А  и В  не содержать общихъ множителей за исключетемъ 
тйхъ, которые содержатся такъ-же и въ С, то на основатй предыду- 
taro мы можемъ получить

X=OL B t , у=$—At.
по-Подставивъ эти величины въ одно изъ данныхъ уравнешй, 

лучимъ тогда уравнете, содержащее t ж я, которое мы можемъ 
ставить такъ A't-+~Br0= & . Изъ этого уравнетя, если А! и В  'не 
содержать никакихъ общихъ множителей, исключая тйхъ, что содер
жатся равнымъ образомъ и въ С\ мы можемъ получить

'j . t .. o' _A ' t 't= а f,
Подставимъ значеше t въ выражешя, найденныя для х и у; тогда

ж=а-н(а'-кВ7').В, у=$— (od-t-B'f )А
или x—cn.-y-Ba.'-h-BB't', у=$—а 'А —AB't'.

Слйдовательно для каждой изъ перемйнныхъ х, у мы получаемъ 
выражеше того-же самаго вида, какъ и выражеше, полученное 
раньше для я,

ч

Примеры неопредйленныхъ уравнешй.
\

Рйшить въ цйлыхъ положительныхъ числахъ слйдуюнця шесть
уравнешй: 

1. %х 65у=8Ь 2. 17ж н-23«/=183. 3. 19л;-*- 5^=119.
Алгебра. 22
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4. 7ам-10у=297. 5. Зжн-7у = 250. 6. 13ам-19*/=1170.
Найти обпця целыя p'feineeia въ каждомъ изъ слйдующихъ че

тырехъ уравнетй, и наименытя значетя х и у, удовлетворяются 
каждому:

Т. 7а;—9 у — 29. 8. 9х— 11^=8.
9.19а?—5у= 119. 10. 17яг— 49у-ь8 = 0.

11. Найти, сколькими способами можно уплатить 500 рублей руб
левыми и пятирублевыми кредитными билетами.

12. Найти, сколькими способами можно заплатить 100 рублей руб
лями и двугривенниками.

13. Найти, сколькими способами можно уплатить 100 рублей се
ребряными рублями и полтинниками.

14. Сколькими способами можно уплатить 191/з шиллинговъ полу
тонами (2V2 шиллинга) и флоринами (2 шиллинга)?

15. Найти, сколькими способами можно уплатить 112 рубл.88коп. 
пятифранковыми монетами, стоящими ■ по курсу 1 р. 92 к. каждая и 
турецкими лирами, стоящими каждая 1 р. 68 коп.

16. Существуютъ марки въ 1 р. 40 к. и въ 3 р. 40 к.; сколькими 
способами можно купить ихъ на 80 рублей?

17. Одинъ англичанинъ долженъ уплатить другому Ю1̂  шиллин
говъ; какъ всего проще это сделать, если у перваго имеются только 
золотыя гинеи (20 шиллинговъ каждая), а у второго только серебря- 
ныя полукроны (2 */2 шиллинга каждая)?

18. Предполагая, что гинея равняется 25 франкамъ, найти какъ 
всего проще уплатить долгъ въ 44 шиллинга, платя гинеями и получая 
сдачу франками, если известно, что гинея равняется 20 шиллингамъ?

19. Разложить 200 на татя две части, что если одну изъ нихъ 
разделить на 6, а другую на 11, то чтобы соответственные остатки 
были 5 и 4.

20. Шжоторыя монеты имеютъ соответственно въ д!аметре 0.81 и
0.666 дюйма; сколько техъ и другихъ монетъ можно уложить вместе 
въ рядъ длиною въ 3 фута? *21. Найти п целыхъ положительныхъ чиселъ, составляющихъ 
ариеметическую nporpecciro, которой сумма должна равняться м2; пока
зать, что при п нечетномъ можетъ быть два решетя.

22. Найти наименьшее число, которое, будучи разделено на 28, 
давало-бы остатокъ 21, а будучи разделено на 19, давало-бы оста
токъ 17.

23. Найти обнцй видъ чиселъ, которые при долети на 3, на 5, 
и на 7 давали*бы соответственно въ остатке 2, 4 и 6.



»

24. Найти наименьшее число, которое будучи разделено на 28, 
19 и 15, давало-бы въ остатке 13, 2 и 7.

25. Решить въ целыхъ положительныхъ числахъ уравнете
17#н-2 3 у-+- Ь0= 200.

26. Найти все положительныя целыя решешя двухъ совместныхъ 
уравнетй 5жн-4«/нкг=272, 8ам-9«/-н32=656.

27. Найти, сколькими способами можно уплатить сумму въ 6 руб
лей монетами въ 1, 2 и 5 копеекъ, такъ чтобы число копеечныхъ и 
двухъ-копеечныхъ монетъ равнялось числу пяти-копеечныхъ.

28. Найти, сколькими способами можно уплатить 96 копеекъ моне
тами въ 20, 5 и 1 копейку, такъ чтобы всехъ монетъ было 16.

29. Найти, сколько марокъ въ 10 к., въ 5 к. и въ 4 коп. можно 
купить на 88 коп., чтобы 10-копеечныхъ было столько, сколько осталь
ныхъ вместе.

30. Некоторое число, кратное 10-ти, на 99 больше суммы его цифръ; 
найти это число.

31. Одно и то-же число изображается по одиннаддатиричной и се
меричной системамъ однеми и теми-же цифрами, причемъ средняя цифра 
нуль; найти это число.

32. Число состоитъ изъ трехъ цифръ, сумма которыхъ равна 20; 
если изъ него вычесть 16 и остатокъ разделить на 2, то порядокъ 
цифръ будетъ обратный; найти это число.

33. Найти число, изображающееся въ десятеричной системе четырьмя 
цифрами, чтобы после взаимной перестановки цифръ первой и послед
ней получилось то-же самое число, выраженное въ девятиричной системе. 
Показать, что возможно только одно решете.

34. Фермеръ купилъ быковъ, овецъ и утокъ, всего 100 головъ и 
заплатилъ 1000 рублей. Положимъ, что быки стоили по 100 р. каж
дый, овцы—по 20 р. каждая и утки по 1 рублю каждая; найти сколько 
головъ техъ, другихъ и третьихъ животныхъ фермеръ купилъ? Сколько 
решешй допускаетъ задача?

3.5. Найти три правильный дроби, составляются ариометическую 
прогрессш, чтобы знаменатели ихъ были 6,9 и 18, а сумма была-бы 22/3.

36. Трое часовъ начали бить одновременно и били соответственно 
впродолжете 25, 29 и 33 секундъ. Меньше чемъ чрезъ полчаса, когда 
первые часы пробили, вторые били после нихъ еще 18 секундъ, а 
третьи—21 секунду. Сколько ударовъ сделали каждые часы?

37. Два шеста, каждый длиною въ с дюймовъ, разделены соответ
ственно на ш и п частей, причемъ т  и п не имеютъ никакого общаго 
делителя, бблыпаго единицы; они приложены одинъ къ другому по 
длине, такъ что концы ихъ совиадаютъ. Доказать, что никагая два

*
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делешя не отстоятъ другъ отъ друга меньше, ч'Ьмъ на —  дюймовъ иШИ
что на этомъ разстоянш находятся две пары делешй. Если т=250и 
-^=243, то найти делешя, находящаяся другъ отъ друга въ наимень- 
шемъ разстояши.

38. Въ шкафе имеется три полки, на каждую изъ которыхъ можно 
поставить по 20 кбигъ; если книги состоять изъ 3 сочинешй по 5 то- 
мовъ каждое, изъ 6 сочинешй по 4 тома каждое и изъ 7 сочинешй по
3 тома каждое, то какъ ихъ разместить, чтобы сочинешя не были 
разрознены.

39. Определить наибольшую сумму денегъ, какую можно уплатить 
полтинниками и двугривенниками на 10 различныхъ способовъ, но не 
более, причемъ допускаются и нулевыя решешя.

40. Определить наибольшую сумму денегъ, какую можно заплатить 
полтинниками и двугривенниками, на десять различныхъ способовъ, 
не допуская нулевыхъ решенгй.

Г Л А В А  XLVII.

Неопределенный уравнешя степени выше первой.
637. Решеше въ целыхъ положительныхъ числахъ уравнешй, ко

торыхъ степень выше первой, представляетъ значительныя трудности, 
хотя въ практическомъ отношенги важность такихъ вонросовъ не ве
лика; поэтому мы ограничимся. здесь лишь немногими разнаго рода 
предложешями.

638. Ргымить въ цгьлыхъ положительныхъ числахъ уравнете
*  •  •

m%y-t-nx2-+-px-t-qy=r.
Это. уравнете содержитъ только одинъ изъ квадратовъ перемен- 

ныхъ величинъ и можетъ быть всегда решено по способу, показанному 
на следующемъ примере. Решить въ целыхъ положительныхъ числахъ 
уравнеше 3ху-л-2х2=Ьуч-Ax-t-5.

Здесь у(Ъх— 5)==— 2я2-ь4#-»-5; следовательно у—— ’
— 2^2-*—12̂ —I—45 55положимъ Ъх—8\ тогда 9«/=—-----------  —2£-ь-2-+-

9 у—— бжч-2-f
z— 5 —5

55
Ъх—  5
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Такъ какъ х ж у должны имйть цйлыя значешя, то Зх— 5 должно 
быть дйлителемъ 55, а изъ этого услов1я мы можемъ найти пспыта- 
темъ значетя х и вывести потомъ значетя для у. По изслйдованш 
окажется, что возможны только слйдуюшде случаи:

Зх—5 = + 55, Зх— 5=+11
Зх—5 =+5, Зх—5— I 1»

Изъ этихъ возможныхъ случаевъ, цйлыя 
для х получаются только въ слйдующихъ:

Зх— 5 = 55, слйдовательно х

а положительныя значетя

20:
Зх— 5=1, слйдовательно #=2.

Когда #=20, мы не получаемъ положительнаго значетя для у\ 
когда-же #=2, то получимъ «/=5, что и будетъ слйдовательно един- 
ственнымъ рйшетемъ предложеннаго уравнетя въ цйлыхъ положитель
ныхъ числахъ.

639. Уравнете х2—Ny2 =  1 всегда можетъ быть рйшено въ цй
лыхъ числахъ, если N  будетъ цйлое число, не представляющее точнаго
квадрата. Дййствительно, обращая [/ N  въ непрерывную дробь, мы 
приходимъ къ слйдующему уравнетю (ст. 614):

g"(pq'—p'q)—^ 2N —p'2,
и съ окончатемъ полнаго пер!ода частныхъ р 
образомъ

pq—p q —q'2N —p '2.
Положимъ теперь, что число повторяющихся перюдически частныхъ

р'будетъ четное; тогда — всегда будетъ подходящею дробью четнаго

f t 1 (ст. 621); такимъ

Я.
порядка, а слйдовательно будетъ больше [/N , а такъ-же больше
Отсюда заключаемъ, чт о p'q—q'p— 1,и мы будемъ имйть— 1 =qnN —p 'z, 
такъ что р '2—Nq,2 = l. Слйдовательно мы получимъ рйшетя предло
женнаго уравнетя, положи въ х=р’ и y=q', гдй —, есть нйкоторая

ч.
подходящая дробь, непосредственно предшествующая той, которая состав
лена изъ частнаго 2 а.

Положимъ далйе, что число повторяющихся перюдически частныхъ
р'будетъ нечетное; тогда если первое р" = 1, то подходяшая дробь —

будетъ подходящею нечетнаго порядка, а если слйдующее р"=1, то —
2

будетъ подходящею четнаго порядка, и такъ далйе. Слйдовательно рй
шетя можно получить, ограничиваясь четными подходящими дробямп3
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встречающимися предъ теми, которыя составляются при помощи 
частнаго 2а.

640. Если число частныхъ, полученныхъ изъ \/N  будетъ не чет-
pf

т е , то, какъ это следуетъ изъ предыдущей статьи, если —.будетъ
■ Я.

подходящею дробью нечетнаго порядка, непосредственно предшествую
щею той дроби, которая получается при помощи частнаго 2а, то мы 
будемъ им̂ ть pq'—p'q^q'^N—p'* и pq—p 'q = l; такимъ образомъ 
въ этомъ случае мы получаемъ целыя ptnrema уравнешя N y%—xz—l.

641. Уравнеше хг—N y2=±a2 положешемъ x=axf и у= ау' при
водится къ уравненш хп—Ny '2= ± 1, разсмотренному въ .предыду- 
щихъ статьяхъ.

642. Соотношеше р"{pq!—p ’q )= qzN —р '2,ч. е. + p"= q'zN —р'2 
можетъ доставить решеше уравненш x2—N y2=+c даже и въ неко- 
торыхъ такихъ случаяхъ, когда с отлично отъ единицы. Способъ ре
шетя будетъ подобенъ данному въ статьяхъ 639 и 640.

643. Если будетъ известно одно решеше уравнешя х2—Ny2= 1 
въ целыхъ числахъ, то мы можемъ получить неограниченное число 
такихъ решешй. Действительно, положимъ, что х—р и y=q будутъ 
ташя решешя, такъ что^2—Nqz— 1; тогда {p —q]/N){p-^-q\/Щ  = 1; 
следовательно

(p —q[/N)n{p-+q[/N)n= \= (x—у[/N)(x-t-y[/N ) , по предпо
ложение. Положимъ затемъ

х—у\/N  = (р —q]/N)n, х-+-у\/N=(p-*~q]/N)n;

тогда X=:W  (p-*~ q\/N)n-+~(P—q\/N)n\Ll ' /

У = - ф ^ \ {р ~ ^ я \ / {p—tt/N )n\;
очевидно, что если n будетъ какое нибудь положительное целое число, 
то эти значешя х и у будутъ целыми и положительными.

644. Подобнымъ-же образомъ, если будетъ известно одно решеше 
уравнетя х2—N yz= — 1, то мы можемъ получить неограниченное число 
такихъ решешй. Действительно, положимъ, что х=р и y=q будутъ 
подобныя решешя; тогда (р— q\/N)(p-*-q\/_ZV)=—1. Теперь возьмемъ 
какое нибудь нечетное целое число п; тогда

(р - q\/N)n{p-+-q\/N)n= (— 1 )п= — 1.
= {х—у]/N)(x-+-y\/N), по предположенш.

После этого можемъ поступать какъ въ ст. 643.
645. Если будетъ' известно одна решете уравнешя xz—N y2=a

въ целыхъ числахъ, то мы можемъ получить неограниченное число
/



подобныхъ рйшешй. Действительно, положимъ, что х=р и y=q бу
дутъ подобный рйшешя и пусть х = т  и у —п будетъ рйшете урав
нешя х2—Ny2=  1; тогда уравнете х2 —Ny2 можно написать

х2—Ny2—{p z—Nq2)(m2—Nn2) 
==p2m2-t~N2q2n2—JSf(p2n2-+-q2m2)=(pm+]Sfqn)2—N(pn+qm)2;«

слйдовательно мы можемъ принять x=pm±Nqn, y=pn+qm.
\t

Примеры не опред'Ьленныхъ уравненш.
✓

1. Рйшить въ цйлыхъ и положительныхъ числахъ уравнете
3 ху— 4^-ьЗж=14.

2. Рйшить въ цйлйхъ положительныхъ числахъ уравнете
ху-л-х2= 2ж-ь32/-«-29 .

3. Найти цйлыя положит, рйшешя уравнетя х2— 1Ву2= — 1.
4. Найти цйлыя положит, рйшешя уравнешя хг— 101 уг= — 1.
5. Показать, какъ найти рядъ чиселъ, которыя одновременно 

были-бы двухъ видовъ пг— 1и 10ш2, и найти величину наименыпихъ 
изъ нихъ.

6. Одинъ землевладйлецъ на вопросъ о размйрахъ его парка отвй- 
чалъ: «въ немъ отъ 1000 до 2000 квадратныхъ саженъ; если-бы онъ 
былъ меньше на 3 квадр. сажени, то въ немъ заключалось-бы квадрат
ное число квадр. саженъ; а если-бы паркъ моего брата, представляющш 
квадратное число квадратныхъ саженъ, былъ больше на одну квадрат
ную сажень, то онъ былъ-бы ровно вдвое меньше моего\ Найти размйры 
его парка.

7. Найти цйлое число, которое было-бы на единицу больше утроен
ной цйлой части квадратнаго корня изъ него; показать, что существуетъ 
только два рйшешя этой задачи, и не больше.

8. Показать, что число цйлыхъ положительныхъ рйшешй урав
нетя у2ч-ах2=Ъ будетъ ограничено, если а число положительное.

9. Найти, вей цйлыя положительныя рйшешя уравнен1я
Ъу2—2ху-*-Тх2=21.

10. Найти вей цйлыя положительныя рйшешя уравнешя
2х2— 9хуч-1у2=38.

11. Найти обпцй видъ цйлыхъ положительныхъ рйшешй урав
нетя ж2— 2ду2==1, если дано рйшете ж=24 и у=Ь.

12. Найти обпцй видъ цйлыхъ и положительныхъ рйшешй урав
нешя хг—2уг=1, если дано рйшете х=3 и у = 1.

СТЕПЕНИ ВЫШЕ ПЕРВОЙ. 343
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ГЛАВА XLVIII.

Частныя дроби и неопределенные коэФФИщенты.
646. Алгебраическая дробь можетъ быть въ нйкоторыхъ случаяхъ 

разложена на болйе простыя, такъ называемыя, частныя дроби. Такъ 
напримйръ

2 х —  3  1  1

х X I х— 2
S

Общая T e o p i a  разложетя данной дроби на болйе простыя дроби 
изложена нами въ Теорги Уравнетй и въ Интегральножь Вычислети. 
Здйсь мы разсмотримъ только болйе ростые случаи

2

647. Пусть мы имйемъ дробь ах Ъ х ч - с

г \f —s , знаменатель{х— (х.)(х—$)(х—у)
которой состоитъ изъ трехъ различныхъ между собою множителей пер
вой степени относительно х, причемъ числитель ея не выше второй сте
пени въ отношетй х. Эта дробь можетъ быть разложена на три прос
тыя дроби, которыя будутъ соответственно имйть с в о и м и  знаменателями 
множители знаменателя предложенной дроби, числителями-же нйкото- 
рыя величины, не зависяшдя отъ х. Чтобы доказать это, положимъ, что

ахг-+- bx-*-c A B C----—----------------------- -------------- 1------------ 1----------
(х— а)(х—Р)(%— у) х—а х— (3 х—у

тогда намъ нужно бу- 
татя постоянныя вна-

гдй А , В , С пока остаются неопрздйленными; 
детъ показать, что для А , В , С можно найти 
четя, которыя обратятъ предыдущее уравнете въ тожество, то-есть 
сдйЛаютъ его справедливымъ для какихъ-бы то ни было значенш ж. 
Умножимъ на (х—ос)(х—[3)(ж—у); тогда вопросъ будетъ состоять въ 
томъ, чтобы слйдующее уравнете было тожествомъ:

а х * ч г - Ъ х ч - с = А ( х — ( 3 ) ( # — у ) ч - В ( х — а ) ( х — у ) н -  С ( х —  а ) ( я — - f 3 ) ;

это будетъ обезпечено, если мы расположимъ члены правой части ра
венства по степенямъ х ж уравняемъ коэффитентъ при каждой степени 
коэффициенту при той-же степени въ лйвой части; мы получвмъ тогда 
три уравнетя первой степени для онредйлейя А, В  ж С.

648. Способъ предыдущей статьи можно приложить ко всякой дроби, 
знаменатель которой представляетъ произведете различныхъ простыхъ 
множителей, а числитель сравнительно съ знаменателемъ будетъ низ
шей степени.

Впрочемъ предыдущая статья не совсймъ удовлетворительна, потому 
что мы не доказали, что окончательныя уравнетя, получаемыя 
яами, будутъ независимы другъ отъ друга и совместны. Но такъ
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какъ намъ придется прилагать этотъ способъ только къ нростымъ при
мерами въ которыхъ полученные выводы легко можно поверить, то 
мы не будемъ тратить много времени на этотъ предметъ здесь, отославъ 
читателя къ Теорш уравнетй и къ Интегральному Вычиелент.

649. Положимъ, что намъ нужно разложить дробь 2х— 3
х ‘-йан-2 B l РЛДЪ

по восходящимъ стеденямъ х. Для этого можно пользоваться различными 
способами. Можно употребить обыкновенное алгебраическое дйлеше, напи
савши делитель въ порядке 2— Зх-+-х2 и делимое въ порядке— 3-н2ж.
Или мы можемъ разложить дробь —*— -̂-- г , написавши ее въ
виде (х2— Зх

х2—Зжн-2 ’
2)-1 и найдя коэффищенты последОвательныхъ сте

пеней х по теореме Ньютона въ приложены къ многочлееамъ; после 
того нужно будетъ умножить результатъ на 2х— 3. Однако гораздо 
удобнее будетъ разложить эту дробь на частныя дроби и затемъ разло
жить въ строку каждую изъ нихъ. Такъ

2х 3 1 1 1 1
х Ъх-+-2 х—1 х—2 1—х 2—х

1
1 ■х -(1— х)—1

1 1
2—х 2 1 х

2

\\-*-х-*-хг+ хг

1 \, х х1н-- 1

Xп • • • I
х п

2

Следовательно искомый рядъ для дроб

2 2 2'
2х— 3

• • •
х 
2»

х Зям-2 будетъ иметь

своимъ общимъ членомъ 1-f 2П+1
650. Не разлагая подобныхъ выражешй какъ предыдущее въ рядъ 

на самомъ деле, мы можемъ показать, что последовательные коэффи
щенты будутъ связаны между собою известнымъ соотношеиемъ; но 
прежде чемъ мы это покажемъ, намъ необходимо будетъ доказать одно 
общее свойство рядовъ.

651. Есл рядъ а0-л-а̂ -л-агхл-+-аъха-̂ -... постоянно равенъ нулю, 
каково-бы ни было значеше х, то коэффищенты а0, а£, а2, а3, ... 
должны быть каждый отдельно равенъ нулю. Действительно, такъ какъ 
этотъ рядъ равенъ нулю при какомъ угодно значенги х, то мы можемъ 
положить х=0; тогда рядъ приведется къ а0, которое такимъ обра
зомъ и само должно быть равно нулю. Следовательно, отбросивъ этотъ 
членъ, мы найдемъ, что а.х-*-агх*+агхъ-+-... всегда должно быть
равно нулю; разделивъ на х , найдемъ, что ai-+-azx-^aixi-t-... должно 

постоянно равно нулю. Следовательно по предыдущему заключаемъ,
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что а,=0. Продолжая разсуждать такимъ образомъ, мы докажемъ 
теорему.

Если ряды а0ч-а1х-̂ -агхг-+-агхгч-....
_zi0—I— —I— —I— —(■—..

всегда равны между собою, каковы-бы ни были значешя х, то
а0—А 0-+- (а — А^хч-(а%— А г)х*+....

будетъ всегда равно нулю, каково-бы ни было значеше х; отсюда мы
заключаемъ, что

~^4~=0, fl’i~~~A1== О, 0, ....
*  I

то-есть что коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ х въ обоихъ 
рядахъ равны.

Данная здйсь теорема называется иногда Началомъ неопредгьлен- 
ныхъ коэффищентовъ. Мы допустили справедливость ея въ ст. 526 
542 и 549.

652. Доказательство предыдущей статьи изложено въ томъ виде, 
какъ оно обыкновенно дается въ начальныхъ курсахъ Алгебры; но въ 
немъ есть одно неудобство, требующее изслйдоватя.

Мы ограничимся теоремой, что если рядъ a0-+-alx-t-â xi-1-... по
стоянно равенъ нулю, то каждый коэффищентъ долженъ быть равенъ 
нулю; потому что последняя теорема предыдущей статьи слйдуетъ 
изъ этой.

Когда мы говоримъ, что рядъ всегда равенъ нулю мы подразуме
ваем  ̂ что онъ равенъ нулю для всехъ значетй х, дйлающихъ этотъ  
рядъ сходящимся; потому что о расходящемся ряде нельзя сказать, что 
онъ можетъ уничтожиться.

Мы доказали, что а^х-ь-а^ч-а^х3н-... всегда есть нуль, то-есть, 
что xSit гдй St поставлено вместо а^с^х-^а^х2 всегда будетъ 
нуль. Следовательно, если х не нуль, то St должно быть нулемъ; но 
если х будетъ нулемъ, то xSi уничтожается при всякомъ конечномъ 
значети такимъ образомъ мы въ сущности не должны допускать, 
что S1 равняется нулю, когда х есть нуль, а потому и положете = О 
не будетъ доказано строго. Въ этомъ и заключается то затруднеше, 
которое мы должны изследовать.

Мы имеемъ Sl= al4-xS^vKk Sz стоитъ вместоа2ч-а9х-+-а4х2 
и хотя мы не можемъ съ уверенностью сказать, что равняется нулю, 
когда х есть нуль, однако мы можемъ говорить, что S± есть нуль, какъ-бы 
ни былъ малъ х. Такъ какъ первоначальный рядъ предполагается схо
дящимся, то и рядъ Sz будетъ такъ-же сходящимся, а следовательно 
онъ не будетъ возрастать далее известной определенной величины, когда 
х сделается достаточно малымъ; а потому если сделаемъ х достаточно 
малымъ, то xS2 будетъ столь малымъ, какъ мы пожелаемъ. Следова
тельно ах должно быть нулемъ, потому что, если ах не было-бы нулемъ, 
то мы не могли-бы иметь Sx= О, при произвольно маломъ х.
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Такимъ образомъ выводъ 6^=0 будетъ строгимъ, если S2 будетъ 
сходящеюся строкою при х, сколько угодно маломъ. Подобнымъ-же обра
зомъ выводъ а2=0 будетъ строго вйрнымъ, если 8S будетъ сходящеюся 
строкою при х9 какъ угодно маломъ. Здесь S3 мы ставимъ вместо
a3-+-a4x-t-a5x2-i~... И такъ далее.

Такъ какъ первоначальная строка предполагается сходящеюся, то 
строки #2, такъ-же сходяпцяся, когда х будетъ какъ угодно ма- 
лымъ. И такимъ образомъ теорема предыдущей статьи справедлива.

653. Положимъ, что рядъ и^-и^х
а-+-Ъх

игх и3х « * ♦ представ-
ляётъ разложеше дроби —

а-+-Ъх=( 1—рх
■рх—дх 
qxz)(u0

2) тогда
и̂ х и2х uzxz

Если п будетъ больше единицы, то коэффищентъ при хп въ правой 
части будетъ ип—рип—А— отсюда следуетъ, что такъ какъ въ 
левой части нетъ степени х выше первой, то по ст. 651 мы должны 
иметь для каждаго значешя п болыпаго единицы

м>п jp̂ n—1 q'M'n— 2 с.
И сравнивая первые и вторые члены обеихъ частей, найдемъ

и„=а, ut—ри0=Ъ‘,О
последтя два уравнешя определяютъ щ и Wi, и тогда предыдущее 
уравнете определить и2, и3, и4, ... если въ немъ последовательно бу
демъ полагать 2, 3, 4,,..

Примеры частныхъ дробей и неопред&ленныхъ
коэффищентовъ.

Разложить каждое изъ следующихъ семи выражешй по восходящимъ 
степенямъ х и дать обпцй членъ:

1 5— 10х
JL4 ^ _ ♦ Л*3—-2л? 2—х

4. х 0.

Зх2’
1

2*(1—х){\—рх)' "  1— 2хч-х 
Разложить каждое изъ следующихъ

6.

3.
5-

Ъх—2

(1 
пят

(х— 1)(х—2){х— 3)’ 
-6х . 7. 1 ч -4 х ■х2

(1—х)
выражешй по восходя

щимъ степенямъ х до пятаго члена включительно, и написать соотно- 
еше, связывающее коэффищенты последовательныхъ членовъ.

8.
1

11.
1—хч-х

1
2* 9. 1

1

2’ 12,
2хч-3х2

1
10. 1 х

2—2х—х2*

1—рхч-рх*—х6
13. Найти сумму п членовъ следующаго ряда, разлагая каждый 

членъ на частныя дроби:
х ах tа2х

(1 ч—х) (1 -+-cix) (1 -t-cix) (1 а (1 -*-агх) (1 -*-azx) %



14. Найти подобнымъ-же образомъ сумму п членовъ следующая ряда
х(1-ах) ' ах(1—а?х)

"I * * А
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V

(\-+-x){\-t-ax)(l-+-a?x) (l-t-ax)(l-*-a2x)(l-*-asx)
15. Определить а, Ъ, с, d, е такимъ образомъ, чтобы м-ый членъ

а-*-Ьх-\-сх2-*-с1х*-*-ех4 . • « .въ разложети выражетя------- ц __--------- могъ быть «гаг-1.

V  тт ЖР16. Показать, какъ разложить ---т—--- — на частныяг (х—а)(х—Ъ){х—с)...
дроби, предполагая, что число множителей въ знаменателе равно п и 
что^ целое число, меньшее чемъ п. Если р меньшее, то показать, что

аР—1 Ы~1 &~1
(а—Ъ)(а—с)...^ (Ъ —а)(Ь— —а)(с—б)...-1-***

Г ЛАВА  XLIX.
1

Возвратные ряды.
654. Какой нибудь рядъ называется возвратнымъ, когда начиная 

съ некоторая определенная члена, каждый его членъ равенъ сумме 
определенная числа предыдущихъ членовъ, помноженныхъ соответ
ственно на известныя постоянныя величины. Подъ величинами постоян
ными мы разумеемъ величины, остающаяся безъ изменетя, какой-бы 
членъ ряда мы не разсматривали.

655. Геометрическая прогресс!я представляетъ простой примеръ 
возвратная ряда, потому что въ ряду a-i-ar-i-ar2 -+- аг3-*-... каждый 
членъ после перваго равняется r-кратному предыдущему члену. Если 
un-t и ип соответственно означаютъ (п — 1)-й и п-й члены, то 
ип— rw№_ t = 0; сумму коэффитентовъ ип и v ( съ соответствующими 
имъ знаками, т. е. 1—г Мы будемъ называть основнымъ еоотношенгемъ 
ряда.

Въ ряду 2-н4жн—14ж2-»-4бж3-ь-152#4-«-... законъ, связывающШ 
последовательные члены будетъ un— Sxun_i—хгип-г= 0; этотъ законъ 
справедливъ для значетй п болыпихъ единицы, такъ что каждый 
членъ, слйдуюпцй за вторымъ, можетъ быть полученъ изъ двухъ не
посредственно предшествующихъ ему членовъ. Основное соотношеше 
здесь будетъ 1— Ъх— хг.

656. Найти сумму п членовъ возвратного ряда.
Пусть рядъ будетъ и0ч-щх-*-и2хг+ и3х3 и пусть законъ его
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выражается соотношетемъ 1—рх— дхг, такъ что для всякаго значетя 
п, болыпаго единицы мы будемъ иметь un—pun-i— 0. Означимъ 
сумму первыхъ п членовъ ряда буквою S; тогда

s=  U0-+-UiX-+- U%X‘S'-+-и3Х:8 -+-... .-+-Un— txn~ 1,
pxS=u0px-*-ulpx2+ u2px3-t~....-+-un-,lpxn~1-i-un—ipxn.
gx28==u0qxz-+-uiqx9 -+-un—zqxn~1 -+-мп_ 2 qxn-t-un̂  lqxnĴ 1;

откуда
S -pxS-—qx 2S=  u0-t-u yx—u0px—un _ tpxn—un_ 2qxn—un_ Apxn+4

потому что все друпе члены правой части равенства уничтожатся въ 
силу со отношетй, существуют; ихъ между каждыми тремя последова
тельными членами даннаго ряда. Следовательно

и0-+х(и—ри0)— a?i\ptb-i-*-qUn-t-*’Q.xun-&
о — -----------------------------------------------------------------------------: ---------------------------------------------------g -----------------------------------------------------------------------------------1—px—qxi.

Если членъ xHpu^f-t-qun-^-t-qxiin-^ уменьшается безпредельно
по мере безпредельнаго возрастатя и, то мы можемъ сказать, что 
сумма безконечнаго числа членовъ возвратнаго ряда будетъ

у()-+-х(и—рий)
1 —px—qx2

Очевидно, что если это выражете разложить въ строку по степе* 
нямъ х, то мы вновь получимъ данный возвратный рядъ (см. ст. 65 i).

657. Если возвратный рядъ будетъ и если
основное соотношете членовъ будетъ 1—p —q, то намъ нужно будетъ 
въ выводахъ предыдущей статьи положить только х—1, чтобы найти 
сумму п или безконечнаго числа членовъ.

658. Когда 1 —рх— qx2 можетъ быть разложено на два дпйстви- 
тельныхъ множителя первой степени относительно х, то выражете
^ 0Ч-х(и ̂ р п  о) .  .
— ~qx? м о ж е т ъ  ® ы т ь  Р а з л о ж е н о  на частныя дроби, каждая изъ
которыхъ будетъ иметь знаменателемъ выражете, содержащее только 
первую степень х (ст. 337 и 647). Въ этомъ случае, такъ какъ каж
дая частная дробь можетъ быть разложена въ рядъ, представляюнцй 
геометрическую nporpecciro, то мы можемъ получить выражете для 
общаго члена возвратнаго ряда. Такимъ образомъ мы имеемъ другой 
способъ получить сумму п членовъ, такъ какъ сумма п членовъ каж
дой изъ геометрическихъ прогрееай известна.

J

\

Примеры возвратныхъ рядовъ.

Найти выражетя, изъ которыхъ могутъ быть выведены следующее 
три ряда; разложить эти выражетя на частныя дроби и дать общш 
членъ каждаго ряда.



1« 4—(— 9%-i— 21Я/2—I— 51л?3 —1—. •.
2. 1н-11дм-89#2-»-659ж8н-...
3. 1-нЗж 4-11ж2-+-43̂ 3-н ...
4. Найтж, какъ мало должно быть х, чтобы рядъ въ примйрй 3 

могъ быть сходящимся.
А

5. Найти обпцй членъ ряда Зн-11н-32-+-84н-...
6. Найти сумму п членовъ ряда 1н-5н-17н-53н-161н-485н-...
7. Найти обпцй членъ ряда 10н-14-ь-Ю-Н5н-... ж найти сумму 

безконечнаго числа его членовъ.
8. Найти выражете, изъ котораго можно было-бы вывести сле

дующей рядъ и получить обпцй его членъ
2—х-*-2х2— 5%*ч-10%4— 17ж5н-...

350 п ри м еры  к ъ  гллвъ x l i:

Г ЛАВА  L.

CyMMoeanie рядовъ.
659. Частные виды рядовъ были суммированы въ главахъ объ 

аривметической и геометрической прогресияхъ и о возвратныхъ рядахъ; 
здйсь мы дадимъ нисколько разныхъ примйровъ не подходящихъ подъ 
правила предыдущихъ главъ.

660. Найти сумму ряда 12-^22->-32н-.. .-*-п2.
Мы уже нашли эту сумму въ ст. 460 и 482; но для этого обыкно 

венно дается слйдуюпцй способъ. Допустимъ, что
12н-22н-3 « # п А-*-Впчг-Сп&-+-1)п9-+-Еп4

гдй А , В , С, D, Е ,... постоянныя величины, остающаяся 
деленными. Перемйнимь п на ян-1; тогда будетъ
12н-22н-32н- .... -+-»г2н-(ин-1)2= J.H-j5(wH-l)-i-C(wH-l)2

ока неопре

Z)(wh- 1 )3h-_Z?(̂ h- 1)
- Вычтемъ первую строку изъ второй; мы получимъ
н-2 wh-1 =5-ьО(2пн-1)н-1)(Зп2н-Зпн-1)

£(4w3h-6w2 4wh-1)
Уравняемъ другъ другу коэффищенты при соотвйтственаыхъ сте-

пеняхъ п; тогда Е  равно нулю, а такъ-же равны нулю ж вей дрУг1е 
члены послй Е .

32>=1; 32)+20= 2j D-t—C—t—B := 1 .
В 1Е» с=к,
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Такимъ образомъ
I 2—I—22—I—3 . ч-п . п п п

б 2 3
Для определетя А  мы замйчаемъ, что такъ какъ это равенство 

справедливо для всЬхъ целыхъ положительныхъ значешй м, то мы 
можемъ положить п= 1; тогда -1=0. Следовательно искомая сумма 
будетъ

Jw(w-+-l)(2w4-l).
Тотъ-же самый способъ можно приложить къ нахожденш суммы 

кубовъ первыхъ п натуралъныхъ чиселъ или къ нахожденш суммы ихъ 
четвертыхъ степеней, и такъ далее. См. также ст. 671.

661- Положимъ, что п-й членъ некотораго ряда будетъ
jaw-*-&Ha(w-bl)4-&Ua(w-t-2)-b2>j... |a(w-nw«— 1)-*-&|,

где т —определенное целое число, а, а ж Ъ известныя впередъ постоян
ный величины; тогда сумма первыхъ п членовъ этого ряда будетъ

j ia{n-*-l)-t-b\... | а(п т
(тч~1)а

где С есть некоторая постоянная.
Означимъ п-й членъ предложеннаго ряда чрезъ ип и чрезъ Sn сумму 

п его членовъ; тогда намъ нужно будетъ доказать, что
Ъ

Sn
ап

Допустимъ, что формула эта справедлива для некотораго опреде
леннаго значешя п; прибавимъ (п-ь1)-й членъ ряда къ обеимъ час
тямъ; тогда

8n-t-uП+1
a n - i - b  

(т-+- \)аиП~\г 1 ■и 1 О;

то-есть S,Tl 1
а (п ч -т -* -1 )ч -Ъ
I  ! ■  ■ . « ! ■  ■ «  I . . W  — ж —

(т-*-.1)а и«г ч-| С иП-4-2 С.

Такимъ образомъ та-же самая формула будетъ справедливою и для 
суммы пн-1 членовъ, если она была справедлива для п членовъ. Сле
довательно, если формула будетъ справедлива для какого нибудь числа 
членовъ, то она справедлива-же будетъ и для ближайшаго бблыпаго 
числа; и такъ далее. Но формула эта будетъ справедлива, когда п=1, 
если мы выберемъ С такъ, чтобы

~ а-+-Ъ л • a~t~b$1 = , - .-гг* л+С, то-есть(m-f-l)a (тч-1)а
такимъ образомъ С определено и справедливость теоремы доказана.
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Такъ какъ и

С=ц

_а(тн-1)-+-&
ач-Ъ

а(тн-1)ч-6 
а (тч-1)

то мы имйемъ

и Ъи1
а(т-+-1)’

Слйдовательно S,п
апч-Ъ

(тч- \ )а ип-\-1
but

,  I

(т-ь1)а
Такимъ образомъ сумма первыхъ w членовъ предложеннаго ряда полу
чается вычитан1емъ постоянной величины ,---изъ извйстнаго вы-(тч-  1)а

гч . апч-Ъражетя, зависящаго отъ п. Это выраженю-есть , мы мо
жемъ такъ-же представить это выражете въ другомъ равнозначущемъ

. а(пч-т) ч- Ъ ,, ■ vвидй -V-— ^— ип и чтобы это запомнить, мы замйтимъ, что его(т ч -1 )а
можно составить, вводя добавочный множитель въ концгь члена un « 
дгьля на произведете числа увеличенныхъ такимъ образомъ мно
жителей и коэффицгента при п.

*

662. Выводъ предыдущей статьи мы можемъ получить другимъ пу- 
темъ. Пусть по-лрежнему ип означаетъ

\апч-Ъ\\а(пч-1)ч-Ъ\ {а(«г-ь2)н- Ъ\... j а(пч-т—
и пусть 8п означаетъ сумму первыхъ п членовъ ряда, въ которомъ щ 
есть w-ый членъ.

Мы имйемъ
Ъun+i= —---- —̂ и

П

а(пч-т) ати.
ап-+-Ъ

пусть апч-Ъ =р; тогда
p{unJt i—ип) = атип;

перемйнимъ п на п— 1; тогда
\р—а\\и„

а такъ-же \р—2а\\и 
\р—Ъа\\и

П
п—1

Uп
U

j  
I

ати„-

п— г

п— 2
^п— з|

атип—гч
атии— S3

\р—(п— 1)а|{м2—
Отсюда посредетвомъ сложеия находимъ

ати 1*

p(un+i— иг) —а\/Мп'-Ъ-’Ып—4 ■ип—2 • • • и (п — 1 )и ^ = а т8 п;
слйдовательно 
а потому

р (ипл. t— и £)-t-naut*= amSn-t-aSn;

S n

апч-Ъ 
(iт ч --1 )a

Ъщ 
(m-4-l)a



663. Положимъ, что w-ый членъ будетъ — , гд 1мя означаетъ то-ип
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же, что и въ предыдущей статье; тогда сумма первыхъ п членовъ ряда

6№ 1Ъ .

ап-\гЪДопустимъ, какъ и прежде, что 8п——  -----?-1-С, и прида-
1

димъ къ обеимъ частямъ по--- ; тогда будетъ%.+1
■а _  1 ап-+-Ъ п

%_1_1 (ш — 1)бшп
__1 a(m-i-w)-f-& . а{п-*-\)-+-Ъ
unjrl (m— l)aunjrl (m— \)aunjrl С.

Следовательно, какъ и раньше, справедливость теоремы доказана,
1 а~\~ 1?если только С выбрано такъ, что — = — --- -т—-н-О. Такимъ обра-ul (m—1 )аи1 г

am-t-b „  am-t-b ап-*-Ъзомъ С— --—— и S.( т — 1)аи' п ( т —\)аи1 ( т — 1 )ам„’
Этотъ выводъ можетъ быть также полученъ по способу ст. 662.

\
664. Могутъ встретиться таме ряды, которые не заключаются не

посредственно въ томъ общемъ виде рядовъ, какой данъ въ предыду
щей статье, но они могутъ быть разложены на два или более другихъ 
рядовъ, подобныхъ предыдущимъ. Напримеръ, пусть требуется найти 
сумму п членовъ ряда

з 4 5
1.2.4.5 2.3.5.6 3.4.6.7 t • « ♦

Здесь п-ti членъ будетъ
п-+- 2 (п-+- 2)

п(пч~1)(пч-3)(пч-4) п(пч-1)(п-+-2)(пч-3)(п-*-4)*
Но (пч-2)2=м(м-»-1)н-Зм-ь4; такимъ образомъ п-й членъ бу-

w(wh-1)h-3w-»-4 _________ 1
n(n-t- 1 )(пч-2)(п-+-3)(пч-4) (пч-2)(пч- 3)(п-*-4)

3 4t(п-1-1 ){п-+- 2) (п-+- з)(пн-4) п(п-ь-1 )(п-+-2)(п-*~ 3 )(w-t-4) ‘
Если такимъ образомъ будетъ разложенъ каждый членъ предложен- 

наго ряда, то мы получимъ 3 ряда, каждый изъ которыхъ можетъ быть 
суммированъ по способу предыдущей статьи, Итакъ сумма предложен
ная ряда можетъ быть найдена. Въ настоящемъ случае искомая сумма

Алгебра.



1_________ 1 _1____________ 3_________
2  ̂ 2(n-t-3)(«-t-4)H~24 3(мн-2)(м-ьЗ)(м-+-4)

1 4____________
Ч_24 4(мн-1)(м-*-2Хм-ч-3)(м-ь4)”

665. Многоугольный числа. Выражеше м-+-|м(м— 1)5 представля
етъ сумму п членовъ аривметической прогрессш, первый членъ которой 
равенъ еднницй, а разность равна 6. Если будемъ полагать 6=0, 1,
2, 3, ..., то мы будемъ получать выражетя, которыя вообще назы
ваются соответственно членами 2-го, 3-го, 4-го, .... порядка много- 
уюлъныхъ чиселъ. Первый порядокъ будетъ тотъ, въ которомъ каж
дый членъ есть единица. Такимъ образомъ мы будемъ имйть

1-й порядокъ, м-й членъ 1; рядъ: 1, 1, 1, 1, 1, ....
2-й порядокъ, м-й членъ п; рядъ: 1, 2, 3, 4, 5, ....
3-й порядокъ, м-й членъ §м(мч- 1); рядъ: 1, 3, 6, 10, ...
4-й порядокъ, м-й членъ м2; рядъ: 1, 4, 9, 16, ...
5-й порядокъ, м-й членъ|м(3м— 1);рядъ: 1, 5,12,22, ... 

и такъ Далйе.
Числа второго, третьяго, четвертаго, пятаго .... рядовъ называются 

соответственно линейными, треугольными, квадратными, пятиуголь
ными, и такъ далйе.

666. Членъ м-й r-аго порядка многоугольныхъ чиселъ будетъ
мн-|м(м— 1)(У— 2); 

сумма м членовъ этого ряда по ст. 661 будетъ
м(мн—1) _ г— 2 (м— 1)м(м-+-1)

2 4  2 * 3 ’

или |м(м-+-1)[(г— 2)(м— l)-f-3)|.
Слйдовательно для треугольныхъ чиселъ #п=|м(м-+-1)(м-ь2); для 

квадратныхъ 8п= \п{п-л-1) (2 м-t-1), итакъ далйе.
667. Найти число пушечныхъ ядеръ, сложенныхъ въ пирами

дальную кучу. -
1) Положимъ, что  основате пирамиды будетъ равностороинш тре- 

угольникъ и пусть въ каждой сторонй основашя будетъ по п ядеръ; 
тогда число ядеръ въ самомъ вижнемъ ряду будетъ м-ь(м — 1)-+(п—2)
-+-.....-н2-ь1, то-есть треугольное число |м(м-+-1); число ядеръ въ
слйдующемъ снизу ряду найдется, если перемйнимъ м на п—1; и 
такъ далйе. Слйдовательно по ст. 665 число всйхъ. ядеръ будетъ
|м(мн-1)(м-»-2).

2) Положимъ, что основате пирамиды будетъ квадратъ и пусть 
въ каждой его сторонй будетъ по п ядеръ; тогда число шаровъ въ са-
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1
момъ нижнемъ ряду будетъ п 2, въ следующемъ снизу (п— I) 2, и такъ 
далее. Число всехъ ядеръ будетъ Х«(«-+-])(2м-н1).

т

Подобнымъ-же образомъ мы можемъ поступать и въ случай пира
миды какой нибудь другой формы.

Ивъ предыдущаго предложейя мы видимъ причину, по которой 
изв̂ стныи числа названы треугольными, квадратными, и т д.

Если-бы куча ядеръ была неполною, то мы могли-бы сперва найти 
число ядеръ въ куче, предположивъ, что она полная, затемъ найти 
число ядеръ въ меныпей куче, которой недостаетъ, и разность предста 
витъ тогда число ядеръ въ неполной куче.

668. Подобный предыдущему вопросъ представился-бы намъ, если- 
бы намъ нужно было найти сумму ядеръ въ куче съ прямоуъоль- 
нымъ, но не квадратнымъ основанемъ. Въ этомъ случай куча бу
детъ оканчиваться на вершине рядомъ шаровъ въ одинъ шаръ. Поло
жимъ, что въ этомъ ряду будетъ i? ядеръ; тогда п-й слой, считая отъ 
вершины, будетъ заключать въ продольной стороне р-+-п—1 ядеръ и 
въ поперечной п  ядеръ, а следовательно въ немъ будетъ п(р -+ п— 1) 
ядеръ. Поэтому число ядеръ въ п  рядахъ будетъ

или §'м(м-|-1)(3^ы-2?г— 2).
Если буквой т означимъ число ядеръ въ продольной стороне нижняго 
ряда, т.-е. положимъ т = р -* -п— 1, то сумма- тогда напишется
gw(w-»-l)(3m—w-i-1); такъ какъ п  есть число ядеръ въ поперечной 
сторон̂  нижняго ряда, то сумма выражается такимъ образомъ посред
ствомъ чиселъ ядеръ въ длине и ширине основан1я.

669. Фигурныя числа. Следующее ряды пре!дставляютъ то, что на
зывается фигурными числами разныхъ порядковъ:

1-й порядокъ: 1, 1, 1, 1, 1, ...
2-й порядокъ: 1, 2, 3, 4, 5, ...
3-й порядокъ: 1, 3, 6, 10, 15,

Обнцй законъ состоитъ въ томъ, что ю-ый членъ какого нибудь по
рядка представляетъ собою сумму п  членовъ предыдущаго порядка. 
Такъ, м-й членъ второго порядка будетъ п, такой-же членъ третьяго

будетъ — такой-же членъ четвертаго порядка
22 (fi —f-1 ) ( ^
——  ̂0----, и вообще w-ый членъ r-аго порядка будетъ

1 • 2i * о
2) п  ■ ■ ' . туv в

г ~ \ ------ мы можемъ Д°казать наведентемъ. ДЬй-
ствительво, допустивъ справедливость этого выражен1я для м-аго члена 
r-аго порядка чиселъ, мы можемъ найти сумму первыхъ п  членовъ г-аго*



порядка по формул̂  ст. 661. Нужно только поставить 1 вместо а, О 
вместо Ъ и г— 1 вместо т . Такимъ образомъ мы получимъ для 
суммы

м(пч-1)(м-+-2)....(пч-г— 1}
г . ’ .

♦

и тогда по определенш это будетъ выражешемъ для м-аго члена 
ряда чиселъ (r-i-l)-ro порядка.

670. Мы уже показали, что теорема о биноме въ некоторыхъ 
случаяхъ можетъ прилагаться къ нахожденпо суммы рядовъ (см. ст. 
526); дадимъ теперь другой примеръ. Пусть требуется найти сумму
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где Qr=r(r-t- 1)(г-ь2 ).. ..(r-*-q— 1 ),
и Р г—{п—г){п—гч-\)(п—г-+-2)....(п—г-л-р—1).

Легко видеть, что
Qr=\q X  коэффищентъ при хг~ 1 въ ряду для (1— <в)—и+о.

и Р г= Ь  X  коэффищентъ при хп~г~г въ ряду для ( I —^)_(р+1). 
Следовательно, беря члены не выше хп~2, мы будемъ иметь

(1—л?)_(?+1)=-Д- ]

(1—30)~(24-1) =  -— ) P n_-t-Pn_ zX-1-Pn—sXZ-+-P n—4%sI р
Поэтому рядъ, сумму котораго намъ нужно найти, равенъ произ

ведет» р I q на коэффищентъ при хп~г въ разложенш произведен1я
(1—ж)_ (-+1) на (1—ж)~(р+1); то-есть этотъ рядъ равенъ произведе
ние \р \q на коэффищентъ при хп~2 въ разложенш двучлена
(1—ж)-(Н-?+2). Следовательно рядъ будетъ равенъ

|Р [ff \п - 1 ч - р ч - д

\ p - + - q - * - \  \ п —2
671. По способу ст. 660 мы можемъ разсмотреть выражете для суммы 

Г-ч-2г-4-Зг- к . где г какое нибудь целое положительное число.
Означимъ эту сумму чрезъ S\ тогда, какъ въ ст. 460 и 461, можно 
показать, что S  можетъ быть представлено въ виде ряда, располо
женная) по нисходящимъ степенямъ п, начиная съ пг~*~1, и все, что 
намъ нужно будетъ сделать, такъ это определить надлежащимъ об-

при разныхъ степеняхъ п. Допустимъ, что $=
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Удобно представлять коэффищенты такимъ образомъ, какъ это пока
зано здесь. Поэтому вместо одной буквы мы взяли коэффищентомъ

гпрн пг~г символъ — А 1У и такъ далее.А
Перейдемъ теперь къ определенно значемй А 0, A it А 2, мы 

что эти величины независимы Ьтъ г такъ-же, какъ и отъ п.
Вь допущенномъ тожестве перемйнимъ п на п~*~ 1; тогда

S-+- (ю -+-1 )г= С(пч- 1)гЧ~1-*-А0(п-*-1) 2
Г—1

2.3
Следовательно вычиташемъ находимъ

(n+iy^C\(n-b-iy+i—nr+1\-+-A0\(n-t-iy—- п^-^—А^п-*-!)Г—1
2 пг—ij

r(r— 1) 
2.3 A z\{n+\y пГ— 21

г—1Разложимъ всЬ выражешя (wh-I/-1"1, {п-у-1 У, (м-+-1)' , ... въ
рядъ по теореме Ньютона и затемъ уравняемъ коэффищенты при раз- 
ныхъ степеняхъ п. Такимъ образомъ, уравнивая коэффищенты при пг, 
будемъ иметь 1 = С(гч-1); зат'Ьмъ, уравнивая коэффищенты при пг~ г,
будемъ иметь г = ~+-А0г; итакъ 0= — —̂ , А 0 12 г 1 2

Уравняемъ коэффищенты при пг~р, поставивъ вместо С 
значешя: тогда вообще получимъ

А 0 ихъ

1 1 1 A i А А А
• • •jр 1р-*-1 2|р |2|р— 1 |3 \р— 2 14 \р—3 |5 |i^ 4

где рядъ въ правой части простирается до члена, содержащего Ap-t 
включительно; и полагая р последовательно равнымъ 2, 3, 4, ..., мы 
опредйлимъ последовательно А {, А &, А 3, ...; и мы видимъ те
перь, что величины эти не зависать ни отъ п, ни отъ г.

1
Мы получимъ A i——i А г—О, А

6
1

30, А О» Аь 1
42

Замечательно, что все коэффициенты съ четными указателями 
Ац, А 4, А6, ... будутъ нулями; это можно доказать следующимъ об
разомъ:

Въ первоначально допущенномъ тожестве перемениыъ п на п—1 и 
вычтемъ; тогда будетъ

 ̂ { г—1П 0\Пу-Ы (п— 1)гЧ-1|-ь-40|̂ г' i)1 +2А П (п—1)г 1
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r(r— 1)
2.3 л{ г—2 (и—1) г — 2

Уравняемъ коэффищенты при пг~р, поставивъ вместо С и А 0 ихъ
значенгя; тогда получимъ

1 1  АО
А А А

2|р |2 \р 1 I3- \Р 2 4\р 3 5 р —41М-1
Но полученный раньше выводъ можетъ быть выраженъ такъ

О 1 1 Л
ji>-t-l 2ji? 2 [р— 1 |3 Jр—2 14 \р— 3 |5 \р—4 • • •

Следовательно, вычитая и ставя последовательно вместо р числа 
3, 5, 7, ... мы увидимъ, что А 2, А 4, .А 6, ... будутъ последова
тельно равняться нулю.

Примеры суммовашя рядовъ.

1. Показать, что сумма первыхъ п членовъ ряда, въ которомъ п-8 
членъ равняется n(n-+-Y)(n+4),..(п-*-т— 1), получится, если допол- 
нимъ это выражеше еще однимъ множителемъ на конце ж раздёлимъ 
на число вс'Ьхъ множителей, считая и новый.

2. Дать формулу для суммовашя ряда, въ которомъ п-ый членъ 
представляетъ выражеше обратное съ

п{п-+-\)(^-i-2)... (w-t-m—-1).
Найти сумму п членовъ, а также и безконечнаго числа членовъ 

следующихъ пяти рядовъ:

3. 1.2~*~2.3
4. 1

4
1

1 1
3.4~*~4.5

1 1
2.4.6 4.6.8 6.8.10 8.10.12

о. 1 1
1.4 2.5 3.6 4.7 • II

6. 1 1 1  1 
1.3.54 2.4.6~1"3.5.7Н“4.6.8 • • •

7.

8.
9.

4
4

7 10 4 13
2.3.4 3.4.5 4.5.6 5.6.7
Найти сумму п членовъ ряда 1-+-Зн-б 
Если п четное, то показать, что

10

п пг
• • •

2 \ 2
4-1 п(п -4— 1 )(п~+~ 2)

12
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10. Найтя сумму п членовъ ряда с«2н-(сн-1) -i-(a-i-2)2-i-...
11. Найти сумму п членовъ ряда 12н-22#н-32ж2-ь42ж3
12. Если члены разложетя (а-+-Ъ)п помножатся соответственно на 

юг, (п—1)г2, (п— 2)г3, ... гдй п положительное целое число, то найти 
сумму происшедшаго въ такомъ случае ряда.

т ч  х13. Разложить т---- Г5—— въ рядъ по восходящимъ степенямъ х(1 —X) —сх
и показать, что коэффищентъ при хп будетъ

м2— 1 (пг— 1)(п2— 4) 2 (м2— 1 )(ю2—4)(п2—9) з
"  t l — I —  — — '

14. Найти коэффищентъ при хшуп въ разложети выражетя
х( 1 —ах)

(1— х){\— ах—Ъу)
„  , 2 п 2м(2ю-+-2) 2w(2w-b-2)(2w-f-4)15. Показать, что 1н--- i-- —— -н----- ----’ 3 3*6 3.6.9

2» j 1 , п t ф -t-l) t w(n-i-l)(w-i-2)
3 3.6 3.6.9

16. Если рг означаетъ коэффищентъ при хг въ разложети (1-+-#) 
где п положительное целое число, то показать, что

Pt . 2рг . Зр3 . ± прп n(n-i-l)_
т

Ро Pt Рг Рп—1
. .(Pn-l-hPn) •

i?o i>3 (— l )п~%рп i l  l i
1 2 3 n 2 3 n

l17. Показать посредствомъ разложев1я тожества (------1vl X
хп п(п-+*1)....(п-̂ -р—1) п (п—1)...(п-+-р— 2)

п

(1—X) Р 1 р
п(п— 1) (п—2)...{п-ь-р—3)

1.2 Р
• • •

равняется нулю, когда п и р целыя положительныя числа, и п 
больше р.

18. Если пушечныя ядра сложены въ кучу съ треугольнымъ осно
ватемъ, въ каждой стороне по 9 ядеръ, то найти все число ядеръ.

19. Найти число ядеръ, содержащихся въ пяти рядахъ недокон
ченной треугольной кучи, если число ядеръ въ каждой стороне осно- 
ватя равно 15.



20. Число шаровъ, содержащихся въ усеченной куч$, которой верхъ 
и низъ прямоугольники, будетъ равняться

\2р2+3(т-+-п — l)p-t-Qmn— Вт— Зп-t-l | ,
гдй т и п  представляютъ числа шаровъ въ обеихъ сторонахъ верхуш
ки, а р число шаровъ въ каждомъ изъ боковыхъ реберъ.

21. Показать, что 14ч-24-ьЗ

3 6 0  ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВЕ L.

пъ п* м.3 П п
5 2 3 — 3^=qq(«-i-1) (2лн-1 )(3n2-+- Ъп—1).

22. Показать, что (\-*-xv){\-+-xzv){\-\-xzv)...{l-t-xev)
, 1—а* (1—ж*)(1— ХР-1) , 2= 1ч----- j--------- гг---- зг- ж3у21—ж (1—х){\—х ) ... .

• ' , (1—аб(1—a^-^Cl—а?Р-8) в 8
(1—ж)(1-Х2){1--X3)

23. Въ разложенш (1-ь-х)(\-+-сх)(1-ь-с%х)(1-*-сгх) ..., если число 
множителей безконечно, а с меньше единицы, то коэффищентъ при 
хг будетъ

4т(- ‘)с2
(1 — с)(1 CZj( 1— С3)...(1—-С7)

24. Если Аг будетъ коэффищентъ при хг въ разложенш выра-

( СО \ 2 / 00 \ ̂l-i---j 0̂ безк°нечн°ти<
22 1072то доказать, что А г= —— -{АТ- ^ А Г-^) и что А 4= —-— .

А — 1 о15
^  V  *

25. Если п будетъ кратное 3, то показать, что
1_ (w_ 1)4. (» » - 2 )(« - 3 U W- 3 )(« - 4 )(« - 5 )_h ^

1.2 *  3

*
♦

Г Л А В !  LI.

Н е р а в е н с т в а .
672. Часто бываетъ полезно знать, которое изъ двухъ данныхъ вы- 

раженщ больше; предложетя, относящаяся къ такимъ вопросамъ, обык
новенно собираются въ отдйлё Неравенствъ.



Мы говоримъ, что а больше Ъ, когда а— & будетъ положительною 
величиною. См. ст. 95.

673. Неравенство останется справедливымъ, когда одна и та- 
же величина будетъ приложена къ обеимъ его частямъ или бу
детъ вычтена изъ нихъ.

Действительно, положимъ, что а>Ъ, следовательно а—Ъ положи
тельная величина, а потому а±с—(&±с) также положительная вели
чина, а следовательно\а±с>Ъ±с.

Отсюда мы заключаемъ, что всятй членъ можетъ быть перенесенъ 
нзъ одной какой нибудь части неравенства въ другую съ обратнымъ 
знакомь.

674. Если знаки всгьхъ членовъ неравенства будутъ перемене
ны на обратные, то знакъ неравенства долженъ быть обращенъ.

Действительно, изменить все знаки равнозначительно перенесенпо 
каждаго члена изъ первой части неравенства во вторую и каждаго 
члена изъ второй части въ первую.

675. Неравенство сохранится, коьда обе части его будутъ по
множены или разделены на одну и ту-же положительную вели
чину.

Действительно, положимъ, что а >&, следовательно а—Ъ вели
чина положительная; поэтому, если т  величина положительная, то и 
т (а — Ъ) будетъ величиною положительной, а следовательно та> тЪ ;

1
подобнымъ-же образомъ ~ \а—&) величина положительная, а потому

• I
а Ъ — > — . т  т

\
Точно также мы можемъ показать, что если каждый членъ какого 

нибудь неравенства будетъ помноженъ или разделенъ на одну н ту-же 
отрицательную величину, то знакъ неравенства долженъ быть обра
щенъ.

676. Если а>Ь, а'>Ь', а"> Ъ ", ..., то
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Действительно, по предположетю, а—Ъ, а'— а"—Ъ'\ ... 
все будутъ величинами положительными; поэтому а сумма ихъ 
а—Ъ-*~а'— будетъ положительною, а следовательно

а-+-а'н-а"н-.. > Ь-ь-Ъ'-*-Ъ"
677. Если а>&, а! >&', а"> Ъ", ... и все эти величины будутъ 

положительными, то очевидно, что аа'а"... >bb'b''...
678. Если а>Ъ и а и Ъ будутъ положительными, то an>.bnt где 

п какая нибудь положительная величина.



Это следуетъ изъ предыдущей статьи, если п цгьлое число. Если-
Рже п будетъ числомъ дробнымъ, то положимъ, что оно=-: пусть ар=Тг

4 и
L  L  ■

и №= к; тогда 1г>к и намъ нужно доказать, что ЬЛ > к 9, что можно
JL i_

доказать непосредственно. Действительно, если hq — к'1  ̂ то 1ъ—к\ и
JL JL

если h q < &2, тоh<k', два изъ этихъ выводовъ ложны, поэтому мы
JL L

должны имйть h i > kq.
V

Если п будетъ отрицательная величина, то пусть п——т , такъ
1 1 ,  „что пг величина положительная; тогда т.-е. ап<о'\

679. Пусть •••• -г будутъ дроби, знаменатели кото-
рыхъ все имеютъ одинаковые знаки, тогда дробь

| I 6̂ 2  ̂  ̂3НН, | • I

3 6 2  Н Е Р А В Е Н С Т В А .

~*~Ь2 -Ь&д-Ь. . .-f~Ъп
по величине своей-заключается между наименьшею и наибольшею изъ

6̂2 а3Действительно, предположимъ, что — , ... расположены
2̂ 3̂

въ возрастающемъ порядке ихъ величины и положимъ, что все заа - 
менатели будутъ положительными; тогда

7Г следовательноOj о,
$2 v 7следовательно а2>Ъ2Х^~;
аg ct. * _ с&.у > у - , следовательно ай>Ъг\ ~ \

и такъ далее; 
такимъ образомъ, складывая, находимъ

O j#3—I— > (Ь ^ *T̂eot
Ct £ I ^3  ̂ •••*  ̂ Cbyi Q> ̂
Ъ1-+-Ъ2Чг-Ъ3ч-....ч-Ъп'
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Подобяымъ образомъ мы можемъ доказать, что
а а а 9 • •

b2-+-bz
п

Ъ„ Ъ,'п
Точно такъ-же можно доказать эту теорему и въ случай, когда вей 

знаменатели предполагаются отрицательными.
а а
Ъ Ъ ... тогда каждая изъ этихъ дробей равна та-Если -f-1 bt

кой дроби, числитель которой есть сумма числителей, а знаменатель 
сумма знаменателей этихъ дробей.

680. Такъ какъ (х—у)2 или х2—2xy-+-yz есть величина положи
тельная или нуль, смотря по тому, будутъ-ли х и у неравны или 
равны, то мы имйемъ

> ху;
неравенство это становится равенствомъ, когда х=у. Слйдовательно

§ (а-+-Ъ) > |/ (ab);
т.-е. средняя ариеметическая двухъ величинъ больше ихъ средней гео
метрической, причемъ это неравенстно обращается въ равенство, когда 
обй величины становятся равными.

681. Пусть мы имйемъ п положительныхъ величинъ а, 6, с, ... к; 
тогда

СК—I—&—I—0—I—...—I—А/ \ п 7 7>abc.. к,п /
если только вей п величинъ не будутъ равны, и тогда неравенство 
обращается въ равенство.

, , а+& \2 , /c-i-d' 2Дййствительно, ао<

слйдовательно

2

abcd< а

cd<\
Ъ с-ь-d

2

2 2

и а-+- Ъ с -i~d
2 2 <

12

abcd<

2
а-+-Ъ-ъ~ c~\-d \4

4
Продолжая такимъ образомъ, мы можемъ доказать, что если р бу

детъ какая нибудь цйлая положительная степень 2, то
7 7 . . /оя— с—I-d-1-abed..... (р множителей) < • • •

Пусть теперь р=п-ь-г и пусть

р
а—\—b~I-с~t~d—i-....(fi членовъ)

и t;
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положимъ еще, что каждое жзъ остальныхъ г количествъ изъ р равно 
i; тогда мы будемъ имйть

abed.... (и множителей) X  f  < ' r
пч-r , т.-е.

следовательно

abed....(п  множителей)< f\ т.-е.< cl~\~ b—i—c~i—d~t-... n

n
Такимъ образомъ теорема доказана для всякаго числа величинъ а, 

Ъ, с, d, ... Неравенство переходитъ въ равенство, когда вей п вели
чинъ становятся равными.

Мы можемъ также писать эту теорему слйдующимъ образомъ
1а b d

п > (abed...) п;

распространяя пошше о среднемъ аривметтескомъ и среднемъ гео- 
метричеекомъ, мы можемъ выразить эту теорему такимъ образомъ: 
среднее ариеметическое какою нибудь числа положительныхъ ве
личинъ больше средняго ихъ геометрическаго.

682. Следующее доказательство теоремы, данной въ предыдущей 
«татьй, можетъ послужить полезнымъ упражнешемъ.

a I - b—I—с—t-d—I— •.. 1ьОзначимъ (abed....7с)п буквою Р  и п буквой Q.
Предположимъ, что а ж Ъ будутъ соответственно наибольшее и наи
меньшее изъ количествъ а, Ь, с, d, ... Jc; пусть а1==&1= 5(а-ь&) иi_
пусть P l-=(aiblcd...b)n; тогда, такъ какъ а1&1 >а&, мы будемъ 
жмйть P t> P . Затймъ, если множители въ P t не будутъ вей равны 
между собою, то отбросимъ наиболышй и наименышй изъ нихъ, а на 
жхъ мйсто поставимъ два новыхъ множителя, жзъ которыхъ каждый 
равенъ полусуммй отброшенныхъ; пусть Р 2 означаетъ новое среднее гео
метрическое; тогда Р 2> Р 1. Если мы будемъ продолжать такимъ обра
зомъ, то получимъ рядъ Р , Р 0 Р 2, Р 3, ... Р,., въ которомъ каждый 
членъ больше предшествующего члена; и беря г достаточно болыпимъ, 
мы достигнемъ того, что множители, заключающееся въ Р г, будутъ какъ 
угодно близки къ равенству; такимъ образомъ, когда г достаточно ве
лико, мы можемъ принимать Р г равнымъ Q; слйдовательно Р  меньше Q-

683. Сравнимъ теперь количества
ат т

2
а-+-Ъ

2
ш

Мы предполагаемъ здйсь, что а ж Ъ величины положительный и что а 
не меньше Ъ.
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ат уаь (Ь—I—Ъ d'
2 1 ~2

Ь т а-+-Ъ а—Ъ т
2 2

2 а-*-Ъ 
2

т т (т — 1)/ а-+- Ъ \т+ 2 / а-—Ъ \2
1.2 2 2

т ( т —1 )(т —2)(т—3)/* ан-Ь \т-4/ а— 6
4 2 2

Такъ какъ а Ъ а- меньше' - Ъ
_______ , то рядъ этотъ сходящтся (сг.Li Z

564), такъ что мы получаемъ ариеметически понятный ж верный 
выводъ. Слйдовательно, еели т  будетъ отрицательное или ка
кое нибудь положительное цйлое число, то мы будемъ имйть
ат Ът /а-л-Ъ Ш
----- > ( —-— 1 . Если-же т  будетъ положительное и меньше

2 \ 2 /
ат-х-~Ьш //у_I- Ъ\ш> lb ~Т—СУ / \л> I U \ V «единицы, то — -— <( — ) . Остается разсмотрйть случаи, когда

и —  ■

m положительное и больше единицы, но не цгьлое. Положимъ, что
1 1Р — -м = —у гдй p>q, и пусть a= aq, $=Ъ% А=сср 

Я
р_ р_ р_ 

a q-*-bq /а-*-Ъ\*' .будетъ больше или меньше ( —-— ) , смотря по тому, бу-

аг, В №. Тогда.

2
детъ-л

2
аРн-ВР

2 ИЛИ <
ч

A-+-B\v 
2 ИЛ < А р

2
ч_

В р

, то-есть смотря по тому, будетъ-лш

2 . По доказанному раньше, мы знаемъ,

Ячто выражете въ лйвой части будетъ больше, такъ какъ — положитель-
„ ат -\-Ът /а-+-Ъ̂ тная величина, большая единицы; слйдовательно — г—  >2 2

когда т  положительное и больше единицы. -/
684. Пусть будетъ п положительныхъ величинъ а, Ъ, с, ... 7с; 

тогда
т  ■ .... -+-hm /ач-Ъч-c-t-__-t-&\т

- > ( ---------------------------) ,
а

п п
тдй т  отрицательная величина иди положительная меньше единицы; 
когда-же т , оставаясь положительнымъ, будетъ меньше единицы, то 
знакъ неравенства оборачивается. Неравенство становится равенствомъ, 
когда вей п количествъ равны между собою.

Это можно доказать пр1емомъ подобнымъ тому, который употреблена



въ ст. 681. Предположимъ, что т  отрицательное, или положительное и 
больше единицы. Тогда ат -*-Ът  > % ( \ , cm-+-dm > 2 (С N

следовательно ат -+- bm-+-cm-i-dm > 2

2 / 7 \ 2 
a + h w /сн-$чт

2 / \ 2
~ 'a-t-h-t-c-t-d>2.2(---------

4
am4-bm-t~cm-i-dm , /ач-Ъ-t-c-i-d' тследовательно ------------- > ( ----------4 \ 4

Продолжая идти такимъ образомъ дальше, мы можемъ доказать тео
рему въ случай, когда, число количествъ будетъ р, если р некоторая 
положительная и цйлая степень 2. Положимъ теперь р =пн-r и пусть
остальныя г изъ р величинъ будутъ вей равны между собою и каждое 
равно t, гдй

t а-+-&ч-е-+-.:.(п членовъ̂
п ’

• • •

пч~г \ п-+-г
I w*j'

слйдовательно ат-*-Ът-*-ст-*-...ч-Нт >(п4-г)(----- ) , то-есть
\  / •  \  л  л  ■  Л Л  /п-+-г

а потому am4-bm-i-cm-i-....>ntm, что и требовалось доказать.
Подобнымъ-же образомъ мы можемъ доказать остальную часть тео

ремы, именно, что когда т  будетъ положительное и меньше единицы, 
то знакъ неравенства оборачивается.

Теорема этой статьи можетъ быть доказана также способомъ, по-
употребленному въ ст. 682.

t

685. Если х и (3 положительныя величины и х и меньше еди-
I

еицы, то (1н-#)Р меньше -— —.1— $х
Въ сущности намъ нужно показать, что (1-*-ж)_ Р больше 1—

Но по теоремй Ньютона

2 3 Xз

каждый членъ этого ряда больше слйдующаго за нимъ, потому что 
£ ~^п- —-ж меньше единицы, такъ какъ х и $х каждое меньше единицы.

какъ и въ ст. 558, рядъ этотъ больше \ — $х.
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686. Пусть у будетъ положительная величина, большая чймъ {3;
1 -

тогда 1-ь-уж больше  ̂ если только (1-ьуж)(1—$%) больше 1,
т.-е. если (у— $)х больше чймъ [Зу#2, т. е. если у— (3 больше чймъ 
(Зуж. Отсюда мы приходимъ къ следующему заключенш: если ж, £ и у 
будутъ положительныя величины, и у больше (3, то, беря х достаточно 
малымъ, мы можемъ сделать (1-+-ж)Р меньше, чймъ In -уж; это 
остается справедливымъ, какъ-бы не былъ малъ избытокъ у надъ р.

687. Если х будетъ положительная величина, то log(l-*-#) будетъ 
меньше х.

Действительно, положимъ, что j/=log(l-i-#); тогда 1 -*-х = еу, а
О О

по ст. 542, еу==1-+-у У . У что больше, чймъ у +•1.2 О
Для примера поставимъ вместо х последовательный рядъ значеяш 
1 1  1 . 3 1 . 4 1  I wh-1 1
3’ 4’ п;ЖШ Л0ЛУЧИМЪ 1о§2< 2’ g3< 3* 8’̂ ~м м'

1
2~* 3’ 4
л ' ■ - 1 w-t-1 1 1Отсюда, складывая, найдемъ log-- — <

2 2 Б

1
» • #

*
688. Если ж положительная величина и меньше единицы, то log(l-*-#)

ОСУ* 1больше х--- .п
Действительно, log(l-+-#)=#•

/у\& /у*,%лУ ел/ X
2 3 4

какъ въ ст. 558, мы видимъ, что log(l -л-х) 
рая конечная положительная величина.

хX 2 есть некото-

lo0*-°1

689. Если х 
1

оложительная величина меньше единицы, то

х больше х.

Действительно, log 1
1 ■X 10g(l —  Х) =  Х-Л X X X■f2 3 4

следовательно log 1 *

1 X есть конечная положительная величина.

690. Следующее три примера пояснять вопросъ о неравенствахъ 
доставятъ некоторые любопытные выводы.

I. Если иП
1.3.5...(2м—1) 

2.4.6...2м и vП
3.5.7..  ..(2м-»-1) 

2.4.6...2м то когда м

становится безконечно большимъ, кп обращается въ нуль, vn обраща ется 
въ безконечность, a unvn становится конечною величиною.
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Мы имйемъ иП

а потому, по ст. 376 ип

1 3  5
2 ' 4 * 6
2 4 6
3 ’ 5 * 7 • • •

2 п— 1 
2 п 
2 п 

2м-ь1

СП,

(2).
Следовательно по перемножети

«» <
1

2w-«-l
Итакъ, увеличивая п, мы можемъ сделать %  меньше всякой дан

ной величины.
3 5 7 2wh-1Подобно этому vn= -  .  т  .  -  . . .  - 7— -  ( 3 ) ,

а потому, по ст. 376 vn>

2 * 4 • 6 
4 6 8
3 * 5 * 7 • • •

2?г 
2и-*-2 
2п~н1 (4).

Следовательно, по перемножети, ®па> 2п-*-2
& 2 , то-есть > пн-1.

Итакъ, увеличивая п, мы можемъ сделать больше всякой дан 
ной величины.

Наконецъ изъ (1) и (4) мы вндимъ, что

адг> 1 2пн-2
2 2̂ г—I—1, то-есть > п----а следовательно и подавно >~;

а изъ (2) и (3) видимъ, что unvn < 1.
Такимъ образомъ unvn заключается между | и 1, а следовательно 

есть конечная величина.
II. Если т , п, а расположены въ нисходящемъ порядке своей ве

личины, то
7 т-*-а \т  / пч^а4 п
т —а < \ п—а

Въ самомъ деле, возьмемъ логариомы отъ обеихъ частей; тогда 
намъ нужно будетъ сравнить между собою

1-f а 1 а
УУЬ *УЬmlog — ■■ и wlog

1— -т  п1 а

_  , ,  l a 2 1 а 4ли 2а U-t—z - 2-+т “ 13 т  5 т ... | и 2а 1 а2 1 а
3 п 5 п' t • • •

но первое изъ последнихъ выражешй меньше второго. Отсюда заклю
чаемъ о справедливости предложешя.



III. Пусть будетъ п положительныхъ величинъ а ,  Ъ, с, ... Jc; тогда
а-н&-ьсн-...-ь& уЧ-Ч-^* • •+*
------------- -------------------------- с а аЪьсе...лк,п /

если только эти м величинъ не будутъ равны, когда неравенство обра-
въ равенство.

Пусть будутъ двй неравеыя величины а и Ь; докажемъ, что
а-+- Ъ \а+ь
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ааЪъ> 2
Положимъ, что а больше Ъ; пусть а=с-\-х, Ъ=с—х. Намъ нужно

1-+-—j  (1--- ) >1, то-есть, что

1 X2
с 2 1 -Х

К

! | 0
- — —j  >1, где z X

Но логариомъ выражешя (  j  ~ ~  )  (1—^2) равняется

3ч~1г5-1-. „..}-
а это есть положительная величина, ж такъ какъ логариояъ величина 
положительная, то выражеше это больше единицы.

Теперь это доказательство можетъ быть распространено на случай 
трехъ или более величинъ по способу подобному тому, который былъ 
употребленъ въ ст. 682.

Задачи следующихъ трехъ статей имеютъ аналоии съ предметомъ 
настоящей главы.г'

691. Разложить данное число 2а на две части, чтобы ихъ произ
ведете было наибольшимъ изъ возможныхъ.

Пусть х означаетъ одну изъ частей и 2а—х другую часть, и пусть 
у означаетъ ихъ произведете; тогда намъ нужно будетъ определить 
х ж у такимъ образомъ, чтобы у имело наибольшую изъ возможныхъ 
величинъ. Такъ какъ у=х(2а—х), то мы имеемъ х2— 2ах-*-у=0; 
следовательно х=а-±[/(а2—у). Но # должно быть действительною ве
личиною, поэтому у не можетъ превышать а2, а когда у= а2ч х=а.

692. Разложить данное число 2а на татя две части, чтобы сумма 
ихъ квадратныхъ корней имела наибольшее изъ возможныхъ значетй.

Такъ какъ |/ам-|/(2а—х)=у, то 2а—х= (у—|/  x f 
-=у2—2у\/x-t-x, н 2х— 2y\/x-+-yz— 2а=0; следовательно

V х = к± 1(/ (4а —%г) •
Алгебра. 24
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%Z4-a2
693. Найти наименьшее значете, какое можетъ иметь дробь

х при какомъ-бы то ни было значешй х.

Положимъ X а
х

Х _ У  У  i f — 4а2)
Ti тогда х2—ху-+-а2= 0; такимъ образомъ

2 2
Следовательно уг не можетъ быть меньше 4а2, поэтому наименьшее 

значеше у будетъ 2а.

Или такъ: х а
х

а*хч— ; положимъ, что х положительная вели-X
чинаг

X
тогда мы можемъ представить это выражеше въ виде 
а ' 2

[/# —»—2а; и такъ какъ 2а есть величина постоянная, то наи
меньшее значеше этого выражешя получается, когда уничтожится по
ложительный членъ , то-есть когда х—а. Отрицатель*

V х
ныхъ значешй х разсматривать нетъ надобности, потому что X а

х
имеетъ одно и то-же численное значеше при всякой отрицательной 
величине xt какъ ж при соответствующей положительной.

Примеры неравенства
с *

Въ следующихъ примерахъ предполагается, что буквенные символы 
означаютъ положителъныя величины; въ известныхъ случаяхъ нера
венства могутъ обращаться въ равенства, подобно тому какъ и въ не- 
которыхъ изъ статей текста.

1. Если а, Ъ, с будутъ таковы, что всяшя два изъ нихъ больше 
третьяго, то 2(ab-i-bc-i-ca)>a2-i-b2

2. Если 12-*-т
с2.

пг—1, и 1пч- т '2-ь-п 
I V Ч-шг' < 1.

Г 2 1, то

3. (а-л-Ь—с)‘

л / Ъ\Ъ . /7
4- К ъ )  -ч * ) > ^ а - ^ ъ -

(ач-с— Ъ)2 ч-(Ъч-с— а)2 > аЪ-+-Ъс-*~са

5. аЪ{а-+-Ъ)-+-Ъс(Ь-*-с)-+-са(с-ь-а)>ЬаЪс и <2(a3-t-63-t-c3).
6. {а-+-Ъ)ф-\-е)(сч-а) > 8аЪс.
7. Показать, что х2 —8ж-ь22 никогда не можетъ быть меньше

6, каково-бы ни было значеше х.
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8. Что больше: 2х , или ам-1?
1 1  19. Если п будетъ>1, то x-t— > 1 н-.-, когда #> 1, или < —.пх п ’ п

10. Найтж нан меныпее значете ---- —---х
11. Разложить данное нечетное цйлое число на два другихъ цй

лыхъ числа, произведете которыхъ было-бы наибольшимъ жзъ всйхъ 
возможныхъ.

12. Если а>Ъ, тогда |/(а2-—b2)-t-\/(2db—Ъ2)>а.
13. Если а, Ъ, с, d составляютъ гармоническую прогрессш, то

a-i-d > бн-с.
14. Если а, Ъ, с составляютъ гармоническую прогрессш и если п 

будетъ цйлое положительное число, то
ап+ сп>2Ъп.

%ч-а х-\-Ъ15. Если а >&, то показать, что -7—;---> или <1/(х2ч-а2) ~ 1X ( x 2- t-b 2)’
смотря по тому, будетъ-ли х больше или меньше [/ (ab).

16. Если а, 6, с, или Ъ, с, а, или с, а, Ъ расположены въ нисхо- 
дящемъ порядкй ихъ величины, то а2Ъ-+-Ъ2с-*-с2а > а2сч-Ь2а 
если-же—въ восходящему то а2Ь-+-Ь2с-*~ с2а < агс-ъ-Ъ2а-\-с2Ъ.

17. (Л 3+ В 2+ С 2ч-...)(а2ч-Ь2+ с2ч-...)>(Ла-*-ВЬч-Ссч-...)2.
18. 3(a3-i-bs-i-cs)> (ач-Ьч-с)(аЬч-&с-*-са).
19. 9abc<(a-h-b-f-c)(a24-b2-t-c2).

% — 1
20. —7,— (at-i-a2-+-a3-t-...-+-a,n) > |/(а1а2)-+-|/ (a1a3)-»~l/ (azas)A
21. Разность между среднимъ ариеметическимъ и среднимъ гео- 

метрическимъ двухъ величинъ меньше одной восьмой квадрата разно- 
сти этихъ чиселъ, раздйленнаго на меньшее изъ нихъ, но больше од
ной восьмой квадрата той-же разности раздйленнаго на большее изъ 
чиселъ.

22. п< п-1-1 П
2ТЬ

23. 'п > п 2
24. 1.3.5.>.(2 п— 1 )< пп.

25. (2 - lY a - iV ./ 2 - ^ Ь  1\ пп/\ п/ \ п п
26. а4-ь&4-»-с4 >
27. 8(а3-+-&3н~с3)>  В(ачь&)(6н-с)(с-1-а).
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™  2а 2 Ъ 2 с28. -̂-- s----- 1----7>3.6н— с а~л~ с ci-t-b
29. (ач-Ъч-сУ>21аЪс ж < 9(а3н-&3-ьс3)
30. Если р и q каждое будутъ меньше единицы, то

l0ga(l Р )  ̂ Р  „  _ JP(1— Я): <1 "7"----г И
loga(lт q) q(1 -р ) q

^ 2  « 3  ®'n — 2 & П — 1 0,'П31. —■н— H ---------------- Н-1->W.$<> Ct>2 $4 $72—̂ Cb̂i i
2__ax32. Если а и x оба заключаются между 0 и 1, то ---- >х.1— а

Г 1 А В A LII

Теopiя чиселъ.
#

694. Во всей этой главе слово число употребляется для краткости 
вместо словъ цгьлое положительное число.

695. Число, не делящееся безъ остатка ни на какое число кроме 
самого себя и единицы, называется первымъ числомъ или первона
чальны мъ.

696. Два числа называются взаимно первыми, когда нетъ никакого 
числа за исключешемъ единицы, на которое могло-бы делиться безъ 
остатка каждое изъ нихъ. Вместо выражетя —два числа взаимно пер
выя, можно говорить, что одно изъ нихъ первое въ отношешй другого.

697. Если произведете аЪ дгьлится на какое нибудь число р, 
первое съ однимъ изъ множителей а, то другой множитель b дгь
лится на р.

Положимъ, что а больше р\ будемъ искать общаго наибольшаго 
делителя между а и р; пусть q, qr, q" ... 'будутъ последовательная
частныя, и г, г', г" ... последовательные остатки. Тогда a=pq-*-r, 
p=rq'-i-r\ r=r'q"-*-r", ... Помножимъ обе части каждаго жзъ этихъ

аЪ Ътравенствъ на & и разделимъ на р; тогда получимъ — = &#н— »р р
7 Ъгк . Ъг' Ъг Ъг\ .. Ъг"Х а н -- , —= — Xq

Л Л  А Л  г  А Л  Л А  —

Г
• # •

р р ’ р  р р ’
Такъ какъ — есть некоторое целое число, то по первому изъ



Ъгпредыдущихъ уравненш заключаешь, что — есть цйлое-же число;р
Ъг'тогда изъ второго уравнетя слйдуетъ, что —  будетъ цйлое число, а
JP

Ъг"пзъ третьяго—что —— будетъ цйлое число, и такъ далйе. Но если а 
~а. р первыя между собою, то послйдтй изъ остатковъ г, г , г
есть единица; такимъ образомъ будетъ цйлымъ чиеломъ, то-есть

Р
Ъ дйлится на р.

698. Если числитель и знаменатель дроби первые между со
бою, то такая дробь не можетъ быть выражена другою простей
шею., но равною ей дробью.

Положимъ, что а и Ъ первыя между собою и пусть, если возможно,
а „ . а' _ а а-ч равняется другой, простейшей дроби -у. Такъ какъ > то МЬ1

ctbfбудемъ имйть слйдовательно аЪ' дйлится на Ъ; но Ъ и а пер-
выя между собою, поэтому V дйлится на Ъ (по ст. 697), а это невоз-

Q)можно, такъ какъ, по предположетю, V меньше Ъ. Поэтому дробь -т 
не можетъ быть выражена болйе простою, но равной ей дробью.

699. Если числа а и b первыя между собою и г-—гм то й' и
Ь' должны быть соответственно равнократными съ & и Ь.

m а! а х , аЪ' ,Такъ какъ то мы имйемъ а =-^-; но о ж а первыя между
собою, а "потому V дйлится на Ъ; слйдовательно Ъ'=пЬ, гдй п какое 
нибудь цйлое число, а потому а — па.

700. Если произведете abed... делится на какое нибудь пер
вое число р, то одинъ изъ множителей этого произведетя делится 
ча то-же число.

Дййствительно, такъ какъ р есть первое число, то если а не дй
лится на р, то оно первое съ нимъ, поэтому bed должно дйлнться на 
на р (ст. 697). Точно также, если Ъ не дйлится на р, то оно первое 
съ нимъ, а потому cd должно дйлиться на р... Продолжая разсуждать 
такимъ образомъ, мы докажемъ, что одинъ изъ множителей произве
детя долженъ дйлиться на р.

+  %

701. Если ап, где п какое нибудь положительное целое число, 
делится на какое нибудь первое число, то и а должно делиться 
на него.
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Это следуетъ жзъ предыдущей статьж, прж предположены, что вей 
множители равны.

702. Если какое нибудь число п дгьлится на р, р', р", ... при
чемъ вс1ъ эти дгьлители первые между собою, то п дгьлится также 
и на произведете рр'р"....

Действительно, такъ какъ п делится на р, то мы имйемъ n=pq, 
где q какое нибудь целое число. Такъ какъ pq делится на р , при
чемъ р и р ' первыя между собою, то q должно делиться на р \ следо
вательно q—pq', где q —какое нибудь целое число. Итакъ n=pp'q[, 
а потому оно делится на рр'. Продолжая разсуждать такимъ образомъ 
далее, мы можемъ доказать, что п делится на рр'р" . . .

703. Если числа а и b будутъ первыми съ с, то и ab будетъ 
первое съ с.

Действительно, если ab не будетъ первымъ съ с, то положимъ, что 
аЪ=пг и c=ns, где п, г и s целыя числа; тогда, такъ какъ ап Ъ 
первыя съ с, то они будутъ первыми ж съ ns, а следовательно и съ п;
но ab=nr, поэтому следовательно Ъ есть кратное п (ст. 699).

крат
п Ъ

Отсюда следуетъ, что Ъ въ одно и то-же время и первое съ п 
ное для п— что невозможно. Поэтому ab первое съ с.

704. Если а и Ь взаимно первыя, то при m и п цгьтхъ по
ложительныхъ ат и Ъ° будутъ также взаимно первыми.

Действительно, такъ какъ а первое съ Ь, то отсюда следуетъ, что 
аХ«» или а2 также будетъ первое съ Ъ (ст. 703); подобеымъ-же об
разомъ или а3 будетъ первое съ Ъ; и такъ далее. Такимъ об
разомъ ат  есть первое съ Ъ. Кроме того, такъ какъ ат  первое съ Ъ, 
то изъ этого следуетъ, что оно первое-же и съ ЪуЪ, или съ Ьг\ ж 
такъ далее.

Въ этой статье заключается тотъ выводъ, на который сделана 
ссылка въ ст. 242.

705. Никакое цгьлое рацгональное алгебраическое выражете не 
можетъ представлять одни только первыя числа.

Действительно, предположимъ, если возможно, что выражее1е 
а-+-Ъхч-схцч-с1х3ч-... представляетъ только первыя числа; положимъ, 
что когда х—т> то это выражете получаетъ величину р, такъ что 
p=a-+-bm-h-cm*-*-dm3-+-...; заменимъ въ томъ-же выражетй х чрезъ 
тч-пр, и положимъ, что значеше его тогда будетъ р’\ такимъ обра
зомъ р' =а-+-Ъ(т-+-пр')-+-с(тч-прУ-*-d(m-i-np)3 =a-t-bm-*-cmz 
-+-dm3-+-...4-M(p)—p-t-M(p), гдё М (р) означаетъ ншоторое крат
ное отъ р; итакъ р ' делитея на р, а потому оно не первое съ нимъ.

*

Число первыхъ чиселъ безкомечно. 
тельно, если число первыхъ чиселъ не безконечяо, то по-
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ложимъ что р будетъ наибольшее первое число. Произведете всйхъ 
первыхъ чиселъ до р, то-есть 2.3.-5.7.11...1> дйлится на каждое изъ 
этихъ чиселъ; прибавимъ къ этому произведет» единицу—получимъ 
число, которое, не будетъ дйлиться ни на одно изъ этихъ первыхъ чи
селъ; слйдовательно это число или будетъ первымъ, или будетъ дй
литься на нйкоторое первое число, большее чймъ р; такимъ образомъ 
р не будетъ наибольшимъ чиеломъ, что противорйчитъ предположение. 
Слйдовательно, число первыхъ чиселъ безконечно.

707. Если а, первое съ Ь, и количества а, 2а, За, ... (Ь— 1)а 
будемъ дгьлить mb, то остатки всгь будутъ различны между собою.

Действительно, предположимъ, если это возможно, что два изъ 
этихъ количествъ та  и т'а, по раздйлети на 6, дадутъ одинъ и тотъ 
же остатокъ г, такъ что

ma—nb-h-r и ma=nb-t-r; 
тогда (т — т )а = (п —п')Ъ]

а п—па потому -п-=---- г;b т —т
отсюда слйдуетъ, что т — т ' есть кратное отъ Ъ (699); но это невоз
можно, такъ какъ т  и т ! оба меньше Ъ.

708. Число можетъ быть разложено на первоначальные мно
жители только однимъ способомъ.

Пусть N  будетъ нйкоторое число, и предположимъ, что N=abcd... 
гдй а, Ъ, с, d, .... первоначальныя числа равныя или неравныя. По
ложимъ, если это возможно, что N  т а к ж е ..., гдй а, (3, у, 5, 

друйя первоначальныя числа. Тогда abcd...=cc$~{b....’, отсюда 
слйдуетъ, что abed... должно дйлиться на а, а слйдовательно на него 
долженъ дйлиться одинъ изъ множителей этого произведетя; но эти 
множители вей первоначальныя числа, а потому а должно быть равно 
одному изъ нихъ, положимъ а. Раздйливъ обй части на а, или а, полу
чимъ = здйсь мы можемъ доказать, что (3 должно рав
няться одному изъ множителей произведетя bed..., и такъ далйе Та
кимъ образомъ множители abed.... яе могутъ быть различны съ мно
жителями o$y5....

709. Найти наибольшую степень первоначальнаю числа а, со* 
держащаюся въ произведены |т.

(

7¥Ь \— ) наибольшее цйлое число, содержащееся въ
т
а

Т/т  \ тчрезъ наибольшее цйлое число, содержащееся въ чрезъ
т / т\  х т  VД — ) наибольшее цйлое число, содержащееся въ — , и такъ далйе;.
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тогда наивысшая степень первоначальная числа а, содержащаяся въ
Q I е • • •а6

YYIДействительно, между числами 1, 2, 3, ... т существуетъ Т\
такихъ, которыя содержать а по крайней мере одинъ разъ, таковы 
числа а, 2а, 3а, 4а, .... Точно также между ними есть содер
жащихъ а2 по крайней м'Ьрй одинъ разъ; и такъ далее. Сумма этихъ 
выражешй и есть искомая наибольшая степень.

Пояснимъ это предложеше численнымъ примйромъ. Положимъ, на
примеръ, что т —14 и с(=2; такимъ образомъ, намъ нужно найти 
наибольшую степень 2, заключающуюся въ 14.

Зд1>сь j(-^-)=-7, l { ^ )  — 3, ■ (̂~Гу) ==1- Такимъ образомъ,
искомая степень есть 11. Это значить, что 114 делится на 2й, и не
делится ни на какую высшую степень 2. Посмотримъ теперь, какъ 
образуется это число 11. Изъ множителей 1.2.3.4...... 14 только семь
делятся на 2 по крайней мере одинъ разъ, именно 2, 4, 6, 8, 10,12,
14, а между этими есть три множителя, которые могутъ разделиться 
на 2 въ другой разъ, именно 4, 8, 12; между последними есть одинъ 
множитель, могулцй разделиться на 2 въ третш разъ, именно 8.

Отсюда и виденъ способъ, какимъ составляется число 7Ч-3-+-1, 
то-есть 11.

710. Произведете всякихъ п послгъдователъныхъ цгьлыхъ чиселъ 
дгьлится на In.

Пусть m-t-l будетъ первое изъ этихъ целыхъ чиселъ; тогда намъ
(тч-1)(тн-2)....(т-ьп) . нужно будетъ доказать, что----- ---,—--------   будетъ целымъп

пь>числомъ. Помножимъ числителя и знаменателя этого выражешя на
т-*-п р

тогда оно обратится въ , , j , которое мы обозначимъ чрезъ -л. Пусть/УУЬ м J JtlVJL/X VVVWUUI XUJLUl A* A f\U (J
• •---

а будетъ какое нибудь первоначальное число; означимъ чрезъ г 1? г2, 
г3, ... наиболышя целыя числа, заключающаяся соответственно въ
т-*-п т-+-п т-ъ~п „
---» — г~ 1 — г  '• > ознатамъ чрезъ sn 52, s3, .. наиболыпш чи-а сь а

т  т  тела, содержащаяся соответственно въ — , —  ....; и наконецъ озна
чимъ чрезъ tz, t3, .... наиболышя целыя числа, заключавшаяся со-

п п п „  TJвъ —, — —о-, ... 1огда окажется, что множитель с* въ г  а а2 а9
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будетъ возвышенъ въ степень 3
Q будетъ возвышенъ въ степень sl-t-sz-+-s9 
легко показать, что r t будетъ равенъ или st

■>тотъ-же множитель въ
Но

tv ИЛИ что
r z будетъ равняться пли So-+-tz или s2-t-t2-+-1, п такъ далйе. Та
кимъ образомъ оказывается, что а въ Р  будетъ возвышено по крайней 
мйрй въ ту-же степень, въ какой оно содержится въ Q. Точно 
также всяшй первоначальный множитель, заключающейся въ Q, заклю
чается и въ Р  по крайней мйрй въ той-же самой степени, какъ и въ 
Q. Слйдовательно Р  дйлится на Q-

711. Если п будетъ какое нибудь первоначальное число, то 
коэффищентъ каждаго члена въ разложети (ач-Ь)п, за исклю- 
ченгемъ перваго и последняго, делится на п.

Въ самомъ дйлй, обнцй видъ коэффищентовъ, за исключетемъ пер
ваго и послйдняго, есть п{п^1)....{п-ГН-1)

г , гдй г можетъ имйть вся-

г, не можетъ быть дйлителемъ п; поэтому необходимо, чтобы 
-2)... (п—г-t-l) дйлилось на г. Отсюда заключаемъ, что

кое значете отъ 1 до п— 1 включительно. Но по ст. 710 это выра
жеше есть цйлое число; равнымъ образомъ, такъ какъ п есть первона
чальное число и больше г, то ни одинъ изъ множителей, содержа
щихся въ '
(п—1)(м-
каждый коэффищентъ, за исключетемъ перваго и послйдняго, дйлится 
на п.

712. Если п будшъ какое нибудь первоначальное число, то 
коэффищентъ каждаго члена въ разложенш (a-t-bn-c-t-d 
за исключетемъ коэффищентовъ при a", bn, cn, dn, ... делится 
на п.

.. чрезъ тогда
Ъ-t-c 4-d-i-...)n= (a-i-6)w.

Вамйнимъ b-+-c-*-d
(а

По ст. 711, каждый коэффищентъ разложетя (а-*-£)п дйлится 
на п, за исключетемъ коэффищентовъ при ап и $п, причемъ эти по- 
слйдше коэффнщенты равны единицй. Положимъ также, что

11.
всятй коэффищентъ въ разложети (5-ьу)й дйлится на п, исключая 
коэффищенты при Ъп и уп- Продолжая разсуждать такимъ образомъ, 
мы убйдимся въ справедливости высказаннаго предложетя.

713. Если п будетъ некоторое первоначальное число и N бу
дешь первое сгп, то Nn—1— 1 будетъ кратное для п. (Теорема Фермата).

На основанш предыдущей статьи 
{a -+-b-t-c-i-d-+- ...н-&)№= ап -+- bn-+-cn-*-dn • И

гдй М{п) означаетъ нйкоторое кратное отъ п. Положимъ, что каждая
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изъ величинъ а, Ь, с, d,.... к равна единицй и допустимъ, что ихъ 
будетъ -ZV; тогда N n=N-t-M(n); а потому N (N n~1— 1)=М(п).

Такъ какъ N  и п первыя между собою, то отсюда слйдуетъ, что
N n~l— 1 дйлится на п.

Такимъ образомъ мы можемъ сказать, что N n~l=l-+-pn, гдй р 
есть нйкоторое цйлое положительное число

714. Такъ какъ въ предыдущей статьй п есть первое число, то п—1, 
за исключетемъ случая, когда п== 2, будетъ четны мъ; поэтому мы 
можемъ выразить эту теорему еще такъ

П— 1 П— 1

(N ~  — 1)(N~*~ -ь 1 )= М(п) .
п — 1  п —1

поэтому или N  2 — 1, или N  2 -+-1 должно дйлиться на п, такъ
п— 1

что N  2 —рп-*~1 или-же =рп— Г, гдй р нйкоторое положительное 
цйлое число.

*

715. Слйдующая теорема представляетъ распространена Фермато- 
вой. Пусть п будетъ нйкоторое число и пусть 1, а, Ъ, с ,... п— 1 будутъ 
числа меньпыя п и первыя съ нимъ; положимъ, что такихъ чиселъ бу
детъ т . Тогда при подстановке вмйсто х одного изъ т  предыдущихъ 
чиселъ, кромй единицы, будемъ имйть хт — 1=Ш (п). Дййствительно, 
помножимъ вей эти т  чиселъ на одно какое нибудь изъ нихъ, исклю
чая единицы и обозначимъ этотъ множитель буквою х; тогда мы по
лучимъ 1.x, ах, Ъх, сх, .... (п— \)х] вей эти произведетя будутъ 
различны между собою и первыя съ п. Легко показать, что по раздй- 
ленш этихъ произведен  ̂ на п, всгь остатки будутъ различными и 
первыми съ п; такимъ образомъ остатки эти должны быть преж
ними числами 1, а, Ъ, с, .... п— 1; они могутъ быть не въ томъ-же 
самомъ порядкй, но это безразлично съ той точки зрйтя, какую мы

. имйли въ виду. Отсюда слйдуетъ, что произведете новаго ряда т  чи
селъ ж, ах, Ъх, сх, ... (п— 1)х можетъ отличаться отъ произведетя 
прежнихъ т  чиселъ только какимъ нибудь кратнымъ отъ п; такимъ 
образомъ

хтаЪс...{п— 1 )=abc ( п — 1 ) ч - М ( п ) .

Такъ какъ два изъ трехъ членовъ, входящихъ въ это тожество, дй~ 
лятся на аЪс... .(п— 1), то и третш членъ точно также долженъ дй
литься на это произведете, и такъ какъ аЪс,...(п— 1) первое съ щ. 
то частное отъ дйлетя М(п) на аЪс....{п— 1) должно быть опять нй- 
которымъ кратнымъ отъ п и можетъ быть обозначено чрезъ М{п)\ та
кимъ образомъ

xm=l-i-M (ri) и хт-— 1 =М (п).
716. Мы выведемъ теперь Ферматову теорему, пользуясь заключе- 

темъ, къ которому пришли въ предыдущей статьй. Положимъ, что
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п первоначальное число; тогда числа 1, 2, 3, 4...(п—1) вей ока
жутся первыми съ п; такимъ образомъ т= п — 1. Следовательно 
хп~1-г-1=М(п), где х какое нпбудь число, меньшее п. Пусть те
перь у означаетъ некоторое число, большее чемъ п и первое съ нимъ; 
тогда мы можемъ предположить, что у=рп-+-х, где р некоторое це
лое число, а х меньше п. Поэтому

уп~1=(рп-+-х')п~1—хп~1-*-(п— 1 )хп~*рп 
но мы уже показали, что жй-1=1ч-Ж(й); такимъ образомъ

уп~1=1-+-М(п) и уп~г—1 = Ш(п).
Итакъ Ферматова теорема доказана.
717. Если п какое нибудь первоначальное число, то  1ч-п— 1 

дшится на п. (Теорема Вильсона).

хп—1 М  (п) ;

п
По ст. 549 мы имеемъ 

= (п—1 )ft_1— (п—1 )(п1 2)П~~ 1
(п— 1 )(п— 2)

ТТ2 (п—3)П— 1 (п— 1 ){п— 2 )(п— 3)

ТЖз (п—4)П—1
• • •

по теореме Фермата мы имеемъ
(п— 1)п~1 = \-л-р1п, (п— 2)п~1=1-*-р2п, (п— Ъ)п—1 1 зп • • #

где р п pz, целыя положительныя числа. Поэтому п— 1
(п 1) I (п— 1)(м— 2)рг—3) f #

1.2 1.2.3
(yi 1 ̂  (% 2}рядъ 1— (п— l)-t- — -----..., состоящШ изъ п— 1 члена, ра

венъ (1— 1)П—1 1.2
(—1)п~*, т. е. равенъ — 1, такъ какъ п—1 всегда 

есть четное число. Такимъ образомъ \п—1 =М (п) — 1; следовательно
1-ьк— 1 делится на п.

Если п не есть первоначальное число, то п—-1 не будетъ
делиться на п. Действительно, положимъ, что р есть одинъ изъ мно
жителей щ тогда р меньше, чемъ п—1, и следовательно \п—1 делится
на р; отсюда следуетъ, что 
тельно не делится и на п.

1-1-п—1 не делится на р, а еледова-

(
заключена:

IV" делится на 2̂»—1—1.
718. Изъ теоремы Вильсона можно вывеет 

если %р-+-\ первоначальное число, то ||р|2
. По теореме Вильсона, такъ какъ 2р+\ первоначальное число, 

2р делится на 2i>-*-l„ Поставимъ п вместо 2jp—»—1; тогда \*2р можно
написать такъ: 1(и— 1)2(ю—2)3(и—Ъ)...р(п—р); предполагая, что 
эти множители перемножены на самомъ делё, мы очевидно получимъ 
(—1*0 122232...р2 вместе съ некоторымъ кратнымъ отъ п.
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Огсюда следуетъ, что 1ч-(—1)V должно делиться на п, а сле
довательно ||i5|2"b-(— 1)е должно делиться на п.

719. Пусть х означаетъ какое нибудь целое число; тогда число 
целыхъ и положительныхъ чиселъ, меныпихъ х и первыхъ съ х мы 
будемъ означать чрезъ L{x).

Возьмемъ напримеръ целое и положительное число 12; тогда будетъ
4 целыхъ положительныхъ числа, меныпихъ 12 и первыхъ съ 12, 
именно 11, 7, 5, 1; такимъ образомъ Х(12)=4.

*

720. Если m первое съ и, то  L(m n)==L(m )XL(n).
Действительно, пусть 1, а, Ъ, ... т — 1 будутъ целыя положитель

ный числа, меньипя т  и первыя съ т ;  тогда, если одно изъ нихъ озна
чимъ чрезъ г, то следуюпця п целыхъ н положительныхъ чиселъ все 
будутъ меньше тп  и будутъ первыми съ т :

г, г-л-т, гч~2т, ... гч-(п—1)м.
И всякое положительное целое число, меньшее чемъ тп  и первое 

съ иг, должно быть вида гч-рм, где р можетъ быть нулемъ или ка
кимъ нибудь целымъ положительнымъ числомъ, меныпимъ « ,а г  какое 
нибудь изъ чиселъ 1, а, Ъ, . . .  т — 1 также целыхъ и положительныхъ.

Отсюда мы видимъ, что число целыхъ и положительныхъ чиселъ, 
меныпихъ тп  п первыхъ съ т  равняется nXL(m ).

Между целыми и положительными числами, меньшими чемъ тп  ж 
первыми съ ш, мы должны определить теперь те, которыя будутъ пер
выми также и съ п.

Пусть г означаетъ то-же, что и прежде. Если мы разделимъ каж
дый изъ членовъ ряда

г. гч-т гч-2т, ... гч-(п— 1 ) т
на п, то остатки все будутъ различными; это можно доказать по спо
собу ст. 707; такимъ образомъ остатки должны быть О, 1, 2,... w—1; 
хотя они могутъ и не быть непременно въ такомъ порядке. Если какой 
нибудь остатокъ будетъ первымъ съ щ то и соответствующее делимое 
будетъ такъ-же первымъ съ п; и наоборотъ, если какое нибудь дели
мое будетъ первымъ съ п, то и соответствующей остатокъ будетъ пер
вымъ съ п. Отсюда следуетъ, что между п целыми и положительными 
числами предыдущаго ряда находится L(n) такихъ, которыя будутъ 
первыми съ п. И такъ какъ это справедливо для каждаго подобнаго 
ряда целыхъ чиселъ, что мы уже видели, то отсюда следуетъ, что
L(m n)= L(m )xL(n).

Следовательно, если I, т , п все будутъ первыми между собою, то 
мы будемъ иметь

L (lm n )= L (lm )X L (n )= L (l)X L (m )X L (n );
то-же будетъ справедливо и для всякаго числа множителей взаимно 
первыхъ между собою.
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721. Найти число целыхъ и положительныхъ чиселъ, мень- 
шихъ некотораго даннаго числа и первыхъ между собою.

Пусть это число будетъ N, и положимъ во-первыхъ, что N=av, 
где а есть некоторое первоначальное число. Единственные члены ряда

N1, 2, 3, 4....N не первые съ N  будутъ а, 2а, За, 4а.... — а; такихъ
СЬ

Nчленовъ будетъ —. Отбросивъ эти кратныя а, мы получимъ въ остатке
СЬ

N —— т. е. N  ( l ——̂ членовъ: итакъ всехъ целыхъ и положитель-а \ а/
ныхъ чиселъ, менынихъ N  и первыхъ съ N  будетъ N  f l— --

\ (X

Предположимъ теперь, что N=aPbqcr...., где а, Ь, с ,... первона 
чальныя числа.

Тогда на основ, ст. 720 имеемъ, по первому случаю
Ц Щ  = Ц а Р )х Ц Ы )Х Ц сг)Х ...

= а , , ( 1 4 ) х Ч 1 Ч ) х с Г ( 1 Ч ) х -

Такимъ образомъ окончательно, если N аРЫсгdf... где a, b,c,d... 
первоначальныя числа, то число целыхъ и положительныхъ чиселъ 
менынихъ JSF и первыхъ съ N  будетъ

Ч Ч Х ^ Х Ч Х Ч ) - - -

Нужно заметить, что въ этой теореме единица разсматривается 
также какъ одно изъ целыхъ и положительныхъ чиселъ, меныпихъ N  
и первыхъ съ N.

722. Найти число делителей какою нибудь даннаго числа. 
Пусть N  означаетъ данное число и положимъ, что N=aPbqcr...

где а, Ъ, с... первоначальныя числа. Очевидно, что N  будетъ делиться 
на всякое число, составленное изъ произведетя степеней а, 6, с. .., 
лишь бы показатель степени а заключался между 0 и j?, показатель 
степени Ъ—между 0 и q, показатель степени с—между 0 и г, и т. д.; 
и никакое другое число не будетъ делить N. Следовательно делителями 
N  будутъ различные члены произведения

(1 -на—I—а2—I—...—ь- а̂ )( 1 •+* Ъ—f-62—i—...—i— 1 -t-c-t—cs-t—.,.c')...;
и число такихъ делителей поэтому будетъ 0 ?н-1)(дн-1)(>-1-1)... Между 
этими делителями заключаются также единица и само число N.

9

723. Найти, сколькими способами данное число можетъ быть 
разложено на два множителя.

Пусть N  означаетъ данное число, и положимъ, что N —aPb(>cr... 
где а, Ъ, с... первоначальныя числа. Предположимъ во-первыхъ, что N
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ш есть точный квадратъ; тогда по крайней мйрй одинъ изъ показателее 
j), q, г, . ..  будетъ нечетнымъ числомъ, ж въ такомъ случай искомой
число будетъ | (!>-*-1 )(#-*-1 )(?*-*-1)..., потому что будетъ два дйли- 
теля N, соотвйтствуюпце двумъ способамъ, которыми N  можетъ быть 
разложено на два множителя. Теперь предположимъ, что N  точный 
квадратъ; тогда вей показатели р, q, г , ... будутъ четные; искомое 
число найдется, если произведете .. мы увели-
чимъ на единицу и возьмемъ половину этой суммы; потому что въ этомъ 
случай квадратный корень изъ N  есть одинъ изъ дйлителей, и если 
мы примемъ его за одинъ изъ множителей N , то и другой множитель 
равенъ ему-же, такъ что только одинъ дйлитель остается отъ этого 
способа разложетя N  на два множителя.

Нужно замйтить, что въ этой теоремй N X I разсматривается какъ 
одинъ изъ способовъ разложешя N  на два множителя.

724. Найти сумму дгьлипгелем даннаго числа.
Согласно съ обозначетемъ ст. 722 эта сумма равняется

2-+-.. .-ьар)(1 ч-Ъ-*-Ъ2-ь.. I— I—с—I—с2—I—..
ор+1— 1 Ъч+1— 1 сг+1— 1

то-есть ----
(1 а-л-а

а 1 6— 1 1 • • • •

725. Найти, сколькими способами данное число можетъ быть 
разложено на два множителя, взаимно первые между собою.

Пусть данное число будетъ Ж=аРЫсг. .. какъ и раньше. Такъ 
какъ два множителя должны быть первыми между собою, то катя ни
будь степени а не могутъ встрйчаться въ обоихъ множителяхъ, йо ка
кая нибудь степень а? должна встрйчаться лишь въ одномъ изъ этихъ 
множителей. Подобнымъ образомъ У  можетъ встрйчаться также лишь 
въ одномъ изъ множителей, и такъ далйе. Слйдовательно искомое число 
способовъ равняется половинй числа дйлителей abc... и слйдовательно 
будетъ равняться 2п~1, гдй п есть число различныхъ первыхъ множи
телей, встрйчающихся въ Ж

Примеры изъ теорш чиселъ.

1. Если р и q цйлыя числа и р +-q число четное, топ p—q так
же будетъ четное.

2. Найти наименыпш множитель числа 3234, чтобы произведете 
обратилось въ точный квадратъ.

3. Найти наименытй множитель, чтобы произведете его и числа 
1845 было точнымъ кубомъ.

4. Найти наимеиышй множитель числа 6480, чтобы произведете 
обратилось въ точный кубъ.



5. Найти наименытй множитель, чтобы произведете его и числа 
13168 было точнымъ кубомъ.

6. Если сумма некотораго нечетнаго квадратнаго числа и некото
раго четнаго квадратнаго числа есть также квадратное число, тогда 
четное квадратное число делится на 16.

7. Всякое квадратное число бываетъ или вида 5м, или вида 5м+1.
8. Всякое кубическое число бываетъ или вида 7м, или вида 7м+1.
9. Если какое нибудь число одновременно и квадратъ, и кубъ, то 

оно имеетъ видъ 7м или 7м-»-1.
10. Никакое квадратное число не бываетъ вида Зм— 1.
11. Никакое треугольное число не бываетъ вида Зм— 1.
12. Если м какое нибудь число, а разность между м и ближайпшмъ

къ нему, но большимъ его квадратнымъ чиеломъ, и Ъ разность между
м и ближайпшмъ къ нему, но меньшимъ его квадратнымъ чиеломъ, то
м—аЪ есть квадратное число-

13. Если разность двухъ взаимно простыхъ чиселъ будетъ какимъ 
нибудь нечетнымъ чиеломъ, то всякая степень ихъ суммы будетъ пер
вою со всякой степенью ихъ разности.

/
14. Если имеемъ три числа, изъ которыхъ одно есть сумма двухъ 

другихъ, то удвоенная сумма ихъ четвертыхъ степеней есть квадратное 
число.

15. Показать, что хп— 1 и (х—I)51 даютъ одинаковые остатки при 
делеши на м, если м первоначальное число.

16. Если 2р-»-1 будетъ первоначальное число и если числа I 2, 
22,... р г будемъ делить на 2̂ -«-1, то все остатки будутъ различны.

17. Всякая четная степень всякаго нечетнаго числа бываетъ вида 
8м-»-1.

18. Всякая нечетная степень 7 бываетъ вида 8м— 1.
19. Еслим какое нибудь целое число, то м2—м-ь1 не можетъ быть 

квадратнымъ чиеломъ.
20. Если м какое нибудь нечетное целое число, то м3-ь-1 не мо

жетъ быть квадратнымъ чиеломъ.
21. Если аж х целыя числа, то наибольшее значете выражетя 

<ж —2xz есть целое число, которое равно или меньше -т.О
22. Показать, что м(м-н1)(2м-н1) всегда делится на 6.
23. Если м нечетное число, то (м— 1)м(м-»-1) делится на 24.
24. Если м нечетное число, не делящееся на 3, то м2-+-5 делится на 6.
25. Если м некоторое первоначальное число большее 5, то м4— 1 

делится на 240.
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26. Показать, что 
т  целое число.

т т т
120 24 30 будетъ целымъ чиеломъ, если

27. Показать, что м7—м всегда делится на 42.
28. Если п некоторое первоначальное число, а х какое яибудь цЬ-

и х будутъ иметь одинаковые остатки при

N  первое съ м, то

лое, то доказать, что х 
долети на м.

29. Если м некоторое первоначальное число 
N m— 1 делится на п2, когда т —п(п— 1).

30. Если м какое нибудь первоначальное число большее 2, исключая
7, то м6— 1 делится на 56.

31. Если м какое нибудь первоначальное число большее 2, а N  
какое нибудь нечетное число первое съ м, то N n_1— 1 делится на 8и.

32. Если м какое нибудь первоначальное число большее 3, и N  
первое съ м, то N n—-N делится на 6м.

33. Если п ж N  различныя первоначальныя числа, и каждое изъ 
нихъ больше 3, то iV”-1— 1 делится на 24м.

34. Показать, что l w-i-2w-»-3w-+-...-i~ (т )п есть кратное отъ п, 
если п некоторое первоначальное число большее 2.

35. Показать, что 10-я степень какого нибудь числа можетъ быть 
представлена въ виде 11м или 11ю-*-1.

36. Показать, что 12-я степень какого нибудь числа можетъ быть 
представлена въ виде 13м или 13м-+-1.

37. Показать, что 9-я степень какого нибудь числа можетъ быть 
представлена въ виде 19м или 19м±1.

38. Показать, что l l -я степень какого нибудь числа можетъ быть 
представлена въ виде 23м или 23м±1.

39. Показать, что 20-я степень какого нибудь числа можетъ быть 
представлена въ виде 25м или 25м-+-1.

40. Сколько есть целыхъ и положительныхъ чиселъ, меныпихъ 140 
и первыхъ съ чиеломъ 140?

41. Сколько есть целыхъ и положительныхъ чиселъ, меныпихъ 360 
и первыхъ съ 360.

42. Сколько есть целыхъ и положительныхъ чиселъ меныпихъ 1000 
и первыхъ съ этимъ чиеломъ 1000?

43. Сколько есть целыхъ и положительныхъ чиселъ меныпихъ 
34Х 7 2Х11 и первыхъ съ этимъ чиеломъ?

44. Сколько есть целыхъ и положительныхъ чиселъ меныпихъ чемъ 
10м и первыхъ съ этимъ чиеломъ?

45. Найти число делителей 140.
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46. Найти число дйлителей 1845.
47. Найти, сколько дйлителей въ часлй 9 и вычислить сумму этихъ

48. Найти, сколькими способами число 1845 можетъ быть разложено 
на два множителя.

49. Сколькими способами можно раздйлить линш въ 100800 дюй- 
мовъ длиною на равныя части, чтобы каждая изъ нихъ была кратной 
съ од нимъ дюймомъ.

50. Сколькими способами можно раздйлить четыре прямыхъ угла 
на равныя части, чтобы каждая изъ нихъ была кратною угловой еди
ницы, если за единицу принимается а) градусъ и Ь) градъ.

51. Сколько различныхъ цйлыхъ и положительныхъ рйшетй имйетъ
-10И?уравнете ху=

\
52. Если N  какое нибудь число, п число его дйлителе Р

п
изведете этихъ дйлителей, то показать, что P = N Z и что N n всегда 
полный квадратъ. I

53. Найти наименьшее число, имйющее 30 дйлителей.
54. Найти наименьшее число, имйющее 64 дйлителя.
55. Предположимъ, что а первое съ & и пусть рядъ величинъ а ,  

2а, За, ...(& — 1)а раздйленъ на Ъ; доказать, что сумма частныхъ, 
пропсшедшихъ отъ какихъ нибудь двухъ членовъ, равно отстоящихъ отъ 
начала п конца ряда, будетъ равна а— 1 и что сумма соотвйтствую- 
щихъ остатковъ будетъ равна Ъ.

56. Если произвольное число квадратныхъ чиселъ мы будемъ дй- 
лить на нйкоторое данное число п, то при этомъ не можетъ быть больше
, пчъмъ — различныхъ остатковъ..Л \

57. Найти общее ращональное выражее1е для х 
летворяло-бы уравненш 140х=у*.

58. Если г, основате ариеметической системы, будетъ первоначальное
 ̂* “I-1число большее 2, то будетъ существовать — — различныхъ цифръ, кото-А

рыми могутъ оканчиваться квадраты чиселъ въ
59. Если какое нибудь число п можетъ быть разложено на сумму 

р квадратовъ, то 2(р —1 )п можетъ быть разложено на сумму р(р—-1) 
квадратовъ.

60. Если п нйкоторое цйлое положительное число, to22k-i-15w— 1 
дйлится на 9.

Алгебра,

у, кот орое удов-
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61. Если Р г означаетъ сумму произведен  ̂первыхъ п чиселъ,взя-
п.тыхъ вместе по г , то 1-нР1ч- Р2ч-...-»-Рп_ 1 есть кратное отъ

62. Показать, что 100-я степень некотораго числа можетъ быть 
представлена въ виде 125?г или 125пч~].

Г Л А В А  LIII.

Теорi я вероятностей.
726. Если какое нибудь собьше можетъ произойти въ а случаяхъ 

не произойти въ Ъ случаяхъ и если все эти случаи равно возможны,
ато вероятность того, что собьше случится, будетъ " ~ г, а вероятность

того, что оно не случится, будетъ • На это можно смотреть, какъ
на опред'Ьлете слова вероятность въ матеиатическихъ сочинешяхъ. 
Чтобъ показать соответств1е этого определетя съ обыденнымъ поняпемъ
о вероятности, даютъ иногда следующее пояснете: Вероятность того, что 
какое нибудь собьше случится, по самой сущности дела, должна относить
ся къ вероятности того, что оно не случится, какъ акъ Ъ; поэтому ве
роятность того, что оно случится относится къ сумме всехъ случаевъ, 
когда оно можетъ и не можетъ случиться, какъ а къ ач-Ъ. Но собьше 
должно или случиться, или не случиться, следовательно сумма вероят
ностей того, что оно случится, и того, что оно не случится должна быть 
достоверностью. Поэтому вероятность того, что собьше произойдетъ, 
должна относиться къ достоверности, какъ а къ ач-Ъ. Такъ что если 
мы примемъ эту несомненность или достоверность за единицу, то ве
роятность того, что собьше случится, представится дробью —— .

727. Отсюда следуетъ, что если р есть вероятность въ пользу со
бьшя, то 1—р будетъ вероятность противъ собьшя.

728. Слово шансъ часто употребляется въ матеиатическихъ сочи- 
нешяхъ какъ синонимъ со словомъ вероятность.

729. Когда вероятность того, что собыпе случится къ вероятности 
того что оно не случится относится, какъ а къ Ъ, то въ обыкновенной 
речи это выражаюгъ такимъ образомъ: вероятность въ пользу собьшя
равна р  а вероятность противъ собьшя равна Д
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730. Положимъ, что ожидаются нисколько собыйй А, В , С, и пр. 
такъ что должво случиться одно собьше, и одно оно только и можетъ 
случиться; предположимъ еще, что а, Ъ, с... будутъ числа случаевъ, въ 
которыхъ каждое изъ этихъ собьшй соответственно можетъ случиться, 
и что все эти случаи одинаково возможны; тогда вероятности собьтй 
будутъ соответственно пропорщональны числамъ а, 6, с, ж пр. Бу
демъ для простоты разсматривать только три собыпя, тогда со- 
бьте А  можетъ произойти въ а случаяхъ изъ всехъ a-+-b-t-c слу
чаевъ и можетъ не произойти въ Ь-\-с случаяхъ; следовательно по

CLст. 726 вероятность, что А  произойдетъ будетъ ? а вероят

ность, что оно не произойдетъ, будетъ — ~Г° . Подобнымъ образомъСЬ I—О с
вероятность, что случится собьше В , будетъ — =-—  и вероятность,сь-\-о л—с

счто случится собьше С будетъ -— *—СЬ 1 О I—с
731. Пояснимъ теперь примеромъ математическое понимате слова 

вероятность.
Если п разныхъ шаровъ А, В , С, ... положены въ мешокъ и если 

кто нибудь будетъ вынимать шары по одному, то вероятность, что онъ
1

вынетъ шаръ А, будетъ —; вероятность того, что вынутый шаръ бу-
•  fl

2детъ или А, или В , выразится —.п
Если при томъ - же предположении вынимать въ разъ два шара, 

то вероятность, что это будутъ шары А  ж В , выразится дробью
2ф _ Г]У  Действительно, число разныхъ паръ шаровъ будетъ то-же

самое, какъ число сочетатй п предметовъ по два, то-есть ^п(п—1); 
всякую изъ такихъ паръ одинаково возможно вынуть, поэтому вероят
ность вынуть какую нибудь определенную пару будетъ 1: %п(п— 1),

2то-есть п(п-1)’
Положимъ еще, что въ мешке заключается 3 белыхъ, 4 черныхъ 

и 5 красныхъ шаровъ, и кто нибудь будетъ вынимать ихъ по одному.
3Вероятность, что онъ вынетъ белый шаръ, будетъ — , вероятность

1А

что это будетъ черный шаръ, равняется и вероятность, что это бу-
JL А
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5детъ красный шаръ, равняется —  . Но положимъ, что нужно вынуть1 л
вразъ два шара: найдемъ вероятность различныхъ случаевъ, каше мо
гутъ произойти. Число паръ, какое можно составить изъ 12 предметовъ,
будетъ |.12 .11 , то-есть 66. Число паръ, которыя можно составить 
изъ 3 белыхъ шаровъ, есть 3; следовательно вероятность вынуть два

3
белыхъ шара будетъ Подобнымъ образомъ вероятность вынуть дваоб
черныхъ шара будетъ — и вероятность вынуть два красныхъ шара бу-66

10детъ — . Точно также, такъ какъ каждый белый шаръ можетъ войги 66
въ сочеташе съ каждымъ чернымъ шаромъ, то число паръ состоящихъ 
изъ белаго и чернаго шара будетъ 3X4, то-есть 12; следовательно

12вероятность вынуть вразъ белый и черный шаръ будетъ — . Подоб
66

/

нымъ-же образомъ вероятность вынуть черный и красный шаръ будетъ
15

20
66

вероятность вынуть красный и белый шаръ будетъ— * Сумма всехъ
66

гести вероятностей, представляющихся намъ, въ точности равна еди
нице, т.-е. Достоверности, какъ и должно конечно быть.

Дадиыъ еще одинъ примеръ изъ отрасли, представляющей важное 
ириложеше теорш вероятностей. Изъ таблицы смертности Карлиля сле
дуетъ, что изъ 6335 лицъ, дожившихъ до 14 летъ, только 6047 дости
гаетъ возраста въ 21 годъ. Такъ какъ мы можемъ предположить, что 
каждая личность имеетъ одинаковую вероятность остаться въ живыхъ, 
to вероятность, что лицо, достигшее 14 летъ, доживетъ до 21 года

6047 288
6335г будетъ вероятность того, что это лицовыразится дробью — а6оо5

не доживетъ до 21 года.
732. Положимъ, что могутъ произойти два независимыхъ другъ отъ 

друга собьшя, вероятность каждаго изъ которыхъ соответственно 
известна; определимь, какова вероятность того, что они случатся оба
вместе.

Пусть а будетъ число случаевъ, въ которыхъ можетъ произойти 
первое собьше, и Ъ число случаевъ, въ которыхъ оно можетъ не прои
зойти, причемъ все эти случаи одинаково возможны; пусть а' будетъ 
число случаевъ, въ которыхъ можетъ произойти второе собьше, и V 
число случаевъ, въ которыхъ оно можетъ не произойти, причемъ и эти 
все случаи одинаково возможны. Каждый изъ ач-Ъ случаевъ можетъ 
Сочетаться съ каждымъ изъ а'ч-Ь' случаевъ, такъ что все число оди-
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наково возможныхъ случаевъ будетъ (а-+-Ъ){а!-*-Ъ'). Въ аа! случаяхъ 
изо всехъ возможныхъ оба собыпя могутъ произойти, въ ЪЪ' случаяхъ 
оба собыпя могутъ не произойти, въ аЪ' случаяхъ можетъ произойти 
первое собьше и не произойти второе и въ а'Ъ случаяхъ можетъ не 
произойти первое собьше, но произойти второе. Такимъ образомъ

аа
(а Ъ){а'-+-Ъ'')

ЪЪ'
(а Ь)[а'

аЪ'
Ъ')

есть вероятность, что оба собыия случатся, 

есть вероятность, что оба собыпя не случатся,

(а

(а

есть вероятность, что случится первое собьше, но не
&)(а'н-&') / случится второго.

а Ъ (есть вероятность, что случится второе собьше, но не
случится перваго.
р и р' будутъ соответственный вероятности двухъ не-

fyia!-*г-Ъ')
Итакъ, есл:

зависимыхъ другъ отъ друга собыйй, то вероятность того, что оба они 
случатся вместе, будетъ рр'.

733. Вероятность стечев1я двухъ зависящихъ другъ отъ друга 
собыйй есть произведете вероятности перваго событья на вероятность 
того, что когда случится первое, последуетъ также ж второе. Это лишь 
незначительное изменете правила, установленнаго въ предыдущей 
статье, и доказывается темъ-же самымъ способомъ. Нужно только пред
положить, что а' означаетъ число случаевъ, въ которыхъ вследъ за 
первымъ собьшемъ наступаетъ второе, а V—число случаевъ, въ кото- 
рыхъ за первымъ собьшемъ не следуетъ второе, причемъ предпола
гается, что все эти собыпя одинаково могутъ случиться.

734. Подобнымъ образомъ, если ожидается какое нибудь число не-
зависимыхъ другъ отъ друга собыйй, то вероятность, что все они 
произойдутъ, есть произведете соответственныхъ вероятностей, что 
случится каждое изъ нихъ. Положимъ напримеръ, что ожидаются три 
независимыя собьшя и пусть р, р', р " будутъ ихъ соответственный ве
роятности. По ст. 732 вероятность стечетя перваго и второго собыпя 
есть рр'; затемъ изъ совершенно подобныхъ-же разсуждетй следуетъ, 
что вероятность стечетя первыхъ двухъ событш и третьяго будетъ 
рр'хр", то-есть Подобнымъ-же образомъ вероятность, что все
эти собьшя не случатся будетъ (1—р)( 1—р')(1—р"). Вероятность, 
что случится первое собыпе ж не случатся два друия, будетъ р(1—р') 
(1—р "), и такъ далее.

735. Пояснимъ теперь на примерахъ определете вероятности слож-
наго собыпя.

1) Требуется определить вероятность выпадетя известнаго числа 
очковъ въ первое только изъ двухъ последовательныхъ бросатй одной 
игральной кости. Здесь мы ожидаемъ, что произойдетъ сложное собыпе,
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именно, что это число очковъ выпадетъ въ первое бросаше и не вы-
1

падетъ во второе. Вероятность перваго простого собьшя есть — и ве-
5роятность второго простого собьшя —; следовательно искомая вероят

ность есть 5
36

2) Положимъ, что 3 белыхъ, 4 черныхъ и 5 красныхъ шаровъ пе
ремешаны въ одномъ мешке. Требуется определить вероятность, что 
въ два последовательные раза вынутся два красныхъ шара, предпо
лагая, что первый вынутый шаръ будетъ положенъ обратно въ мгь- 
шокъ предъ вторымъ выниматемъ. Здесь вероятность вынуть красный
шаръ въ первый разъ будетъ — и такая-же вероятность будетъ вы
нуть его и во второй разъ; 
красныхъ шара подрядъ будетъ

12
следовательно вероятность вынуть два
5 ' 2

12
3) Положимъ теперь, что мы желаемъ найти вероятность вынуть 

два красныхъ шара, если вынутый въ первый разъ шаръ не класть 
обратно въ мгьшокъ предъ вторымъ выниматемъ. Это будетъ случай 
ст. 733. Здесь вероятность вынуть красный шаръ въ первый разъ
равна если требуется вынуть красный шаръ сразу изъ один-

12
/.надцати шаровъ, въ которыхъ остается только четыре красныхъ, 

то вероятность этого, а следовательно ж вторичнаго вынупя краснаго
4

ара будетъ —-; отсюда следуетъ, что вероятность вынуть два крас-
5 4ныхъ шара въ два последовательные раза будетъ — X  гг. Это—1 Z 11

тотъ-же самый выводъ, какой найденъ въ ст. 731 для вероятности 
вынуия двухъ красныхъ шаровъ одновременно, и немного подумавши, 
легко увидёть5 что результатъ действительно долженъ быть одинъ и 
тотъ-же.

4) Требуется определить вероятность выпадетя даннаго числа оч
ковъ при одной кости въ два бросамя. Вероятность невыпадеия въ

«3 <5первый разъ есть —; и вероятность невыпадетя во второй разъ также - ;
5 '2следовательно вероятность двукратнаго невыпадетя будетъ 6 ?т.е.

25
36
1-

. Отсюда следуетъ, что вероятность двукратнаго выпадешя будетъ
25
36, т. е. 11

36
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5) Сколько разъ нужно бросать одну игральную кость, чтобы вй-
1роятность выпаденш даннаго числа очковъ на ней равнялась —А? Поло

жимъ, что число бросатй будетъ х; тогда вероятность последователь- 
ныхъ неудачъ х разъ подъ рядъ будетъ

X
6 (ст. 734). Следователь

но вероятность удачи будетъ 1 5
6

X
поэтому 1 5

6
X 1 

29
5
6

X
откуда

log 2
lg 6—lg 5 
зительно х

1
2’ или xlog 5

6 lg
1
2 а следовательно х

Съ помощью таблицы логариемовъ находимъ, что прибли-
3.8. Такимъ образомъ мы заключаемъ, что при 3 бросашяхъ

1 . 1вероятность успеха меньше 2 а при 4 — больше 2
6) При сколькихъ бросайяхъ получатся одинаковые шансы выпасть 

или петъ шестерке на каждой изъ двухъ бросаемыхъ костей? Вероят
ность выпаденя шестерки на обеихъ костяхъ при одномъ бросанш бу- 

1 1 1детъ — Х т  т. е. — ; следовательно вероятность невыпадетя шестерки
6 6 ЗЬ

35будетъ -—. Положи мъ, что х будетъ число бросашй; тогда мы будемъ иметь
об

35 \* 1 /35\ж 1 lg 21 36 2 отсюда 36 2 следовательно х lg 36 •lg35*
Съ помощью логариемическихъ таблицъ найдемъ, что х заключается 
между 24 и 25, что надо понимать подобно предыдущему.

7) Найти вероятность того, что два лица А  и В , лета которыхъ 
известны, оба будутъ живы по истеченш года. Пусть р будетъ вероят
ность, что А  будетъ въ живыхъ по истеченш года и р' вероятность 
того, что В  будетъ живъ по истеченш года; тогда рр' будетъ вероят
ность того, что они оба будутъ живы по истечевш года. Величины р 
и р' могутъ быть найдены изъ таблицъ смертности, какъ это пояснено
на примере ст. 731.

8) Найти вероятность того, что покрайней мере одно изъ лицъ А  
и В , дета которыхъ известны, останется въ живыхъ по истеченш дан
наго числа летъ. Пусть р будетъ вероятность того, что А  будетъ въ 
живыхъ черезъ данное число летъ и р ' вероятность того, что В  
будетъ также живъ. Тогда 1 —р будетъ вероятность, что А  умретъ, а 
1—р' вероятность, что В  умретъ. Следовательно (1—_р)(1—р') бу
детъ вероятность того, что оба они умрутъ. Вероятность-же, что не 
оба они умрутъ, т.-е. что покрайней мере одинъ изъ нихъ будетъ живъ* 
выразится 1— (1—р){1—р'), т .-е. р-*-р'—рр'.
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736. Если какое нибудь собьше можетъ случиться нисколькими 
различными и независящими другъ отъ друга способами, то вероят
ность, что оно произойдетъ есть сумма вероятностей появлешя его въ 
каждомъ изъ этихъ незавиеимыхъ случаевъ.

«

Если все эти независимые случаи, въ которыхъ можетъ произойти 
собьше, одинаково вероятны, то это предложеше было-бы простымъ 
повторетемъ определетя вероятности, даннаго въ ст. 726; но если они 
и не одинаково-вероятны, то это предложеше все-таки есть очевидное 
следств1е определетя и принимается часто безъ всякаго пояснетя. 
Иногда-же употребляютъ такой способъ пояснетя. Пусть мы имеемъ две 
урны А  и В  в пусть въ А  находится 2 белыхъ и 3 черныхъ шара, а 
ъъВ  содержится 3 белыхъ и 4 черныхъ шара; требуется найти вероят
ность вынуть оълыи шаръ въ одибъ пр1емъ изъ одной урны, какой 
попало. Такъ какъ одинаково возможно вынимать изъ обеихъ урнъ, то
вероятность избратя урны А  равна —, а вероятность вынутая изънея

2белаго шара равна —; следовательно вероятность вынутая белаго ша-О
1 2ра, по скольку это зависитъ отъ А , выразится чрезъ —Х - . ПодобноZ о

этому вероятность вынутая белаго шара, по скольку это зависитъ отъ
1 8В , есть X —• Следовательно предложете наше утверждаетъ, чтоА %

1 2  1 3вероятность вынутая белаго шара будетъ — Х~-»--Х-г, то-естьА О А /
^ (т н~т)* верность этого вывода можетъ быть подтверждена следую
щий соображетями; во-первыхъ, не изменяя вопроса, мы можемъ за

местить урну А  другою урною А \  содержащей какое угодно число 
[аровъ, лишь-бьг отношете бгьлыхъ шаровъ къ чернымъ было какъ

2 кг 3; подобнымъ-же образомъ мы можемъ заменить урну В  урною 
В\  содержащей какое угодно число шаровъ, лишь-бы отношете бгъ- 
льгхъ шаровъ къ чернымъ было какъ Ъ къ 4. Цусть-же А ' содержитъ
14 белыхъ и 21 черный шаръ и пусть В ' содержитъ 15 белыхъ и 20 
черныхъ шаровъ. Такимъ образомъ А ' и В ' каждая содержитъ по 85 

аровъ. Во-вторыхъ, не измёняя вопроса, мы можемъ теперь предпо
ложить, что шары въ А ' и В ' соединены въ одной урне, такъ что въ 
ней будетъ 70 шаровъ, изъ которыхъ 29 будутъ белые. Вероятность

29 i4_^i5
вынутая белаго шара такимъ образомъ будетъ — , то-есть — —— ,

1/14 15 \ 1/2 3
ЛИ Зб ^ Зб ) ИЛИ 2\5~+~7



ТЕОРШ ВЕРОЯТНОСТЕЙ.
9

393

737, Вероятность того, что произойдетъ то или другое нзъ двухъ 
собыпй, не могущихъ случиться вместе, равняется сумме вероятностей 
случиться каждому изъ нихъ отдельно. Действительно, мы можемъ раз- 
сматривать сложное собыпе случившимся, если случится первое собы
пе или если случится второе. Такимъ образомъ это предложете есть 
одинъ изъ случаевъ предыдущего предложешя.

738. Если известна вероятность собыпя въ случае однократной 
попытки вызвать его, то какъ найти вероятность его въ случае двух
кратной, трехкратной ... вообще п-кратной попытки?

Пусть р означаетъ вероятность того, что собыпе произойдетъ при 
одной попытке, и q вероятность того, что оно не произойдетъ, такъ 
что q= 1—р. Вероятность того, что при п попыткахъ собыпе случится 
въ одинъ определенный разъ и не случится въ п— 1 разахъ будетъ 
pqn~l (ст- 734); а такъ какъ будетъ сделано п пробъ, то вероятность, 
что собыпе случится въ одну какую нибудь изъ нихъ, и не случится 
въ остальныя, будетъ npqn~l. Вероятность, что при п пробахъ собыпе 
случится при двухъ извгьстныхъ пробахъ и не случится при осталь
ныхъ п—2 пробахъ будетъ p*qn~2; при этомъ будетъ существовать

П способовъ, въ которыхъ собыпе можетъ случиться дважды и не
1.2

случиться п—2 раза изъ п пробъ; следовательно вероятность того, что
fl(fl-1)

оно въ точности случится дважды при п пробахъ будетъ —— p2qn~2,
Иодобнымъ образомъ вероятность, что собыпе случится въ точности

%
три раза изъ п разъ, будетъ п(п— 1)(и— 2)

1.2.3
pSqn-з и вообще вероят

ность, что оно случится въ точности въ г случаяхъ изъ п, будетъ
п(п—  1 )....И + 1 У

г
Иодобнымъ образомъ вероятность, что собыпе не случится въ точ

ности г разъ изъ п будетъ
п{п— l)....(W-r-4-l)

Ir Ч. •Г
739. Такимъ образомъ, если (рУЬ ■ 1 q)n разложимъ на основанш тео

ремы Ньютона въ рядърпч-прп—̂ -+- и проч., то члены этого ряда бу
дутъ представлять соответственно вероятности того, что собыпе слу
чается въ точности п разъ, п— 1 разъ, п—2 раза, и т. д. при п про
бахъ. Отсюда мы можемъ определить наибольшее возможное число слу
чаевъ, когда собыпе случится или не случится при п пробахъ; для 
этого намъ нужно будетъ только определить наибольшгй членъ въ преды-

тт v а Ъдущемъ ряду. Предположимъ напримеръ, что р= ач-Ъ q=-а V
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п=т(а-ч-Ъ), где а, Ъ и т  целыя числа. Тогда по ст. 511 наиболее 
вероятный случай будетъ тотъ, когда будетъ г неудачъ и п—г удачъ,

у f V WH-1где г есть наиоольшее целое число, содержащееся въ --- , то-есть
--Ы

въ т  Ъ Ъ
а-t-Ъ*

Я.

такъ что r=mb и и— г= та. Такимъ образомъ, наи
более вероятный случай будетъ тотъ, въ которомъ числа удачъ и не
удачъ будутъ пропорщональны соответственнымъ вероятностямъ удачи 
и неудачи при какой нибудь отдельной пробе.

740. Вероятность удачи собьшя по крайней мере въ г случаяхъ 
при п пробахъ выражается рядомъ

РП прп~ 1а п(п—  1)
1.2

pn-*q2
п— г - p Y ~ r

Действительно, если собьше удается каждый разъ или не удается 
одинъ, два, три ... (п-+-г) разъ, то оно удастся г разъ; следовательно 
вероятность удачи по крайней лтргь г разъ есть сумма вероятностей 
его удачи каждый разъ и неудачи однажды, дважды, ... (п— г) разъ, 
но эта сумма и есть выше данное выражете.

Напримеръ. Какова вероятность вскрытая трехъ очковъ при пяти 
бросатяхъ одной кости? И какая вероятность вскрытая по крайней 
мгъргъ трехъ очковъ?

1 5Здесь р= ~, q——, п= Ь , г—3; такимъ образомъ вероятность6’ б’
5.4.3/ 1• *  0.4.0/вскрытая какъ разъ трехъ очковъ будетъ ■■■ (

6
5
5 V то-есть

250
7776; а вероятность вскрьтя по крайней мере трехъ очковъ будетъ

1 1 4 5 5.4+ 1 5 то-есть 276

III'/

6/ 6/ 6 1.2\ 6 J  \ 6/ ' - ---- 7776
Следу юпця четыре статьи содержать задачи, поясняюнця этотъ во
просъ.

741. Л и В  играютъ несколько иартай; вероятность выигрыша 
для А  въ одну napTiio есть р, а вероятность для В  равна q. Спра 
вается, какова вероятность, что А  выиграетъ т  парий изъ т ч -ni 

Если А  выигралъ т-*~г партай, то онъ можетъ выиграть послед
нюю партаю и т — 1 изъ предыдущихъ m-v-r— 1 партай; вероятность 
этого будетъ Mpm~tqrp, где М  число сочетатй изъ т- ы — 1 элемен
товъ по т — 1, то-есть вероятность будетъ

дан-г—1
------ -pmqr.
т 1 г
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Но чтобы А  могъ выиграть т  парий изъ т-+-п, онъ долженъ вы
играть т  разъ въ т  игръ, или въ т ч -1 игръ; .... или въ т-+-п

который мы получимъ, давая г въ выражеш
жн\-г--1
т- -1 Г '

т„г

О, 1, 2, ... п, то-есть искомая вероятность будетъ
m < т (т- »-1) , ш (т ч -1 )..,.(т ч -п — 1)р т \ 1 -t-mq-i— —-д“Ч-...н------- --------- <г

1.2 п
Если А, чтобы выиграть рядъ парий, долженъ выиграть т  парий, 

прежде чймъ В  выиграетъ п парий, то А  долженъ выиграть т  пар- 
тй изъ m+и— 1; вероятность такого собыия дается предыдущимъ вы
ражешемъ, въ которомъ нужно отбросить послгьднт членъ. Подоб- 
нымъ образомъ вероятность, что В  выиграетъ п парий изъ »+ м —1, 
будетъ

( п(пч-1) 2 п(пч-1)...(пч-т— 2) т  ,qn 1 н-мри - -■■■ - — р2ч-...ч— -------------- г-̂ —-рт~11.2 т — 1
Задача эта знаменита въ ACTopin вычислетя вероятностей, какъ 

первый изъ трудныхъ вопросовъ, получившихъ решете. Она была пред
ложена Паскалю въ 1654 г. въ несколько упрощенномь впрочеиъ виде, 
такъ какъ р и q предполагались равными.

Изъ предыдущего изследоватя очевидно, что вероятность для А  
выиграть г разъ изъ п выразится

г(г-+-1) г(гЧ~1)...(п— 1)р7 l-+-rq-i---— —q2-t-....4-----j— i.---- q1.2 \n■—r
n—T

но эта вероятность по самой сущности вопроса должна быть тою-же са
мою, какъ и вероятность удачи известнаго собьшя по крайней мере г 
разъ при п пробахъ, когда вероятность собыия есть р. Такимъ обра
зомъ тол ько-что данное выражете должно быть равнозначущимъ съ вы- 
ражетемъ, даннымъ въ ст. 740, что мы проверимъ следующимъ обра
зомъ: Означимъ данное сейчасъ выражете чрезъ vn, а данное въст. 740 
чрезъ ип, и пусть vn_i_1 и г«ин_1 означаютъ соответственно то, во что 
обратятся они, когда п изменится въ п-+~1\ теперь мы должны пока
зать, что если un=vrn когда п вмеетъ некоторое частное значете, то 
тогда также ип̂  =vn„bl.

Мы имеемъ ип =  ип(р -+- q); но ип(р -+- q) даетъ два ряда 
и по соединенш подобныхъ членовъ этихъ рядовъ мы получимъ
ип(Рч-$) = Пп+1 '

(п-ь-1 )п\..(гч-1) + t_ r m(w— l)...(r-h-l)^r
V
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следовательно ип+ i= un(p4-q)ч-п<уп _ Р " 'Tj_fqn+1 г;пч-1— г

и очевидно, что vn-Ы Vп
п(п—  1)...Г' +1_ г

п 1 г
Это показываетъ, что ип V,п 15 если un= vn. Но, очевидно, ип

равно vm когда п—r; поэтому ип равно vn для всякаго значетя п, боль- 
шаго ч̂ мъ г.

Некоторыя более подробныя замечатя по этому вопросу читатель 
найдетъ въ Hcmopiu Вычисл. Впроятностей Тодгентера, стр. 98.

742. Въ м^шке находится пч-1 билетовъ, означенныхъ соответ
ственно нумерами О, 1, 2, .... п. Каждый билетъ вынимается и вкла
дывается опять. Требуется найти вероятность, что после г выниматй 
сумма вынутыхъ нумеровъ будетъ s.

Число выниматй, катя могутъ быть сделаны, есть (w-t-1)’’, чтобы 
вынуть какой нибудь одинъ и тотъ-же билетъ каждый разъ. Число спо
собовъ, при которыхъ сумма вынутыхъ билетовъ достигаетъ s, есть коэф
фищентъ при Xs въ разложенш выражетя (х°ч-х1-ь-х2ч-...ч-хпу ,— 
такъ какъ этотъ коэффищентъ происходить изъ различныхъ способовъ 
составлетя s сложетемъ г чиселъ ряда О, 1, 2, ... п. Такимъ обра
зомъ искомая вероятность найдется, если мы разделимъ этотъ коэффи
щентъ на (w-j-l )r.

Предыдущей коэффищентъ можетъ быть полученъ посредствомъ рас- 
пространетя теоремы Ньютона на многочлены ; и мы можемъ поступить 
такъ:

(хо х1ч-х ♦ • • хп)г— 1 ■XП-\-1 ч Г
1 •х (1— X УХ1—х)-г;

и (1—хп+ 'У= 1 гхп̂ ~хч г (г — 1)
1.2 X2 П г(г— 1)(г—2)

1.2.3
хгп-t-z

(1— X) 1 ч-гх г (r-t-1) г(гч-1)(гч-2)
1.2

х2ч
1.2.3 х 9 I •

Поэтому, чтобъ найти коэффищентъ пр 
произведете этихъ двухъ строкъ; оно будетъ

г(гч-1).. .(гч-s 1) r(r-h-l)...(r-*-S

х9, мы должны взять

п 2)
п 1

г(г— 1) r(rH-l)...(r-f-5—2п—3)
1.2 s— 2 п— 2 и пр

-------V

Въ этомъ ряду нужно остановиться на Гм-1)-мъ члене, где i есть
[ее целое число, содержащееся въ п-ь1 5 тогда искомая ве

роятность получится, если мы разделимъ этотъ рядъ на (пч-\)г.
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Не трудно определить вероятность того, чтобы после г вынпмайй 
сумма вынутыхъ чиселъ не превосходила-бы 5. См. Истор. Вычислен. 
Вероятностей, стр. 208.

748. Ящикъ имеетъ три равныхъ отделенья; въ нею бросаются, 
какъ попало, четыре шара. Определить вероятность различныхъ раз- 
мещетй шаровъ, принимая, что каждому шару одинаково возможно 
упасть въ каждое отделейе.

Такъ какъ одинаково возможно, чтобы какой нибудь шаръ упалъ въ 
любое отделейе, то мы имеемъ 3 одинаково возможныхъ случая для 
каждаго шара, всего-же будетъ З4 одинаково возможныхъ случаевъ. 
Здесь возможны четыре размещейя.

I. Все шары могутъ оказаться въ одномъ отделены, что можетъ 
произойти 3-разными способами.

IL Kanie нибудь три шара могутъ быть въ одномъ какомъ нибудь 
отделенш, а остальной шаръ въ другомъ изъ остальныхъ отделейй. 
Это можетъ случиться на 4.3.2 манера.

III. Kanie нибудь два шара могутъ оказаться въ одномъ отдел ей и, 
одинъ изъ остальныхъ шаровъ— въ одномъ изъ остальныхъ
а другой—въ другомъ; это можетъ случиться на 6.3.2 разныхъ манера.

1У. Кате нибудь два шара могутъ быть въ одномъ отделенш и 
друпе два въ другомъ изъ остальныхъ отделейй; это можетъ случиться
6.3 способами.

Такимъ образомъ вероятности различныхъ размещешй соответ
ственно будутъ 3

81>
24 36 18 „ л— , — , сумма этихъ дробей, понятно, равна
о1 Ы  о1

единице.
Въ предыдущемъ решейи заслуживаете особаго внпмайя то, что 

равно возможны все 81 случаевъ, потому что съ допущейемъ этого все 
остальное является необходимымъ следсшемъ. Если это не будетъ до
пущено, и читатель заменить это предположеше другимъ, то ему при» 
дется тогда решить другую задачу вместо предложенной. Действи
тельно, въ задачахъ, относящихся къ перестановкамъ, сочетайямъ или 
вероятностям  ̂ не редко можно встретить, что получаются различные 
результаты, смотря по тому или другому понимайю вопроса. Особенное 
внимайе нужно въ этомъ случае обратить на то, что какое-бы тол ко • 
вайе не было дано задаче, его уже нужно твердо держаться впродол- 
жейе всего решейя.

Теперь мы разсмотримъ общую задачу, по отиошейю къ которой 
предыдущая представляетъ частный случай.

744. Ящикъ разделенъ на т  отделейй; въ него броеаются какъ 
попало п шаровъ. Требуется найти вероятность того, что въ а отделе- 
йяхъ будетъ по а шаровъ, въ Ъ отделейяхъ по р шаровъ, и такъ да
лее, причемъ аа-ь& -̂ьсу-+-. ..=
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Такъ какъ любой шаръ можетъ упасть въ любое отделеше, то мо
жетъ всего представиться т п одинаково возможныхъ случаевъ. Пока- 
жемъ сначала, что число различныхъ способовъ, которыми можно п 

аровъ распределить на ач-Ъч-с....  группъ, содержащихъ соответ
ственно a, (S, у, ....шаровъ представляется выражетемъ

N-
п

I • • а 15.1*
Действительно, разберемъ сначала, сколькими способами можетъ 

быть выбрана изъ п шаровъ группа въ а шаровъ юна можетъ быть вы-
fiCfi— 1 ос 1)

брана.------ -г--------  способами. Потомъ разсмотримъ, сколькимиа
способами вторая группа въ а шаровъ можетъ быть выорана 
изъ остальныхъ п — а шаровъ; она можетъ быть выбрана 
(п— <х)(п— а —1 )...(w— 2ан-1) m--------- - способами. Такимъ образомъ мы мо-а
жемъ, во-первыхъ заключить, что число способовъ, которыми изъ п ша
ровъ могутъ быть подобраны три группы по а шаровъ каждая, бу- 

п(п— ]).... (п— За-+-1) , „детъ -----V i , ------ > и это имеетъ совершенно определенныйа а а
смыслъ; но всехъ размещешй, въ которыхъ могутъ оказаться эти 
три группы, будетъ 13; поэтому мы должны разделить на |3, чтобы
получить число различныхъ способовъ, которыми три группы по а 

аровъ могутъ быть подобраны изъ п шаровъ. Подобнымъ образомъ 
чвсло различныхъ способовъ, которыми а группъ по а шаровъ могутъ 
' . . п(п— 1) . . . ( п —аа-ь-1)быть подобраны изъ п шаровъ, будетъ —1—— -

“ а
Поступая такимъ образомъ, мы придемъ къ предположенному резуль- 

тату.
Но число способовъ, которыми эти группы могутъ быть разме 

щены по т  отделейямъ, есть т (т — 1 )(т — 2) .,..(т — s-i-l), гд'Ь 
а С л е д о в а т е л ь н о  искомая вероятность будетъ

N m (m — 1 )(т— 2 — 5-+1)
Пт

Напримеръ положимъ, что бросается шесть шаровъ въ ящикъ съ 
тремя отделейями; тогда возможны сдедуюнця семь различныхъ разме- 
щешй: 6, О, 0; 1, 5, 0; 2, 4, 0; 8, 3, 0; 1, 1, 4; 1, 2, 3; 2, 2, 2; 
а ихъ соответственный вероятности выразятся дробями, обпцй знаменатель 
которыхъ будетъ 243, а числители по порядку: 1, 12, 30, 20, 30, 
120, 30.

745. Если р представляетъ вероятность успеха даннаго липа въ 
какомъ нибудь предпр1ят!и и пг—сумму денегъ, которую можетъ полу-
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чить это лицо въ случай успеха, тогда сумма денегъ р т  называется 
его ожидангемъ. Въ этомъ смысле мы и будемъ употреблять слово ожи- 
данге, и такое о пределе Hie могло-бы быть принято условно безъ всякихъ 
дальнейшпхъ зам^чаий; впрочемъ обыкновенно поясняючъ верность 
этого опред'Ьлейя следующимъ образомъ. Положимъ, что мы имеемъ 
т-л-п карточекъ, и пусть на каждой карточке будетъ написано имя 
какого нибудь лица* и ни одно изъ этихъ именъне повторяется. Положимъ 
все карточки въ мешокъ и вынемъ изъ него на удачу одну карточку; 
предположимъ, что написанное на ней лицо имеетъ получить а рублей. 
Ожидайя всехъ имеютъ одинаковую величину, потому что каждое лицо 
имеетъ одинаковую вероятность получить этотъ выигрьтшъ, и сумма 
ожидайй представляется а рублями, потому что если-бы одно лицо ску
пило билеты всехъ названныхъ лицъ, то оно было-бы уверено, что по
лучить а рублей. Следовательно, если означимъ чрезъ х рублей ожи- 
дайе каждаго лица, то мы будемъ иметь (тч-п)х= а; такимъ образомъ

х а
ш-л-п

Очевидно точно также, что величина ожидайя двухъ лицъ, есть 
сумма величинъ ихъ соответственныхъ ожидайй, то-же будетъ спра
ведливо въ случае трехъ и более лицъ. Следовательно величина ожи
дайя т  лицъ будетъ ~~~» Теперь предположимъ, что на всехъ т

*

карточкахъ написано имя одного лица; тогда ожидайе его будетъ такое • 
же, какъ сумма ожидайй т  лицъ, которыхъ имена написаны на карточ-

та  ' г  jlкахъ, т.-е. его ожидаше равно---- . Но его вероятность выиграть призъ* АЛЛ t АЛ A JL Xm-t-n
равняется т такъ какъ онъ имеетъ т  случаевъ изъ т-+-п въ своюпгч-п
пользу. Такимъ образомъ его ожидайе есть произведете его вероят
ности выиграть на сумму денегъ, которую онъ получить въ случае 
выигрыша.

746. Ожидается некоторое собьше, которое должно зависеть отъ 
одной какой нибудь изъ несколькихъ данныхъ причинъ. Требуется 
определить вероятность существовайя каждой изъ причинъ.

Пусть имеется п причинъ, и положимъ, что вероятность суще
ствовайя этихъ причинъ, прежде чемъ оне проявились, выражается 
соответственно числами Р 0 Р 2....... Р п. Пусть p t означаетъ ве
роятность собыпя при предположены существовайя первой причины, 
пусть рг означаетъ вероятность собыпя при предположены существо
вайя второй причины, и такъ далее. Тогда вероятность существова-

Р  рйя г-ной причины, определенная после собыпя, будетъ ~ тг~, где
2Рр поставлено вместо Р ^  -*-Р2р

2Pi>’
iP
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Изъ первыхъ нашихъ понятШ о вероятности мы должны допус
тить, что вероятность того, что r-ная причина будетъ истинной при
чиной, пропорщональна- Предшествующей вероятности того, что со- 
бытае должно произойти оть этой причины и можетъ быть поэтому 
представлено чрезъ С Ргрг+ И такъ какъ какая нибудь одна 
изъ причинъ должна быть истинной причиной, то ыы имеемъ
C\Plp i4~P2pz-t-,..-\-Pnpn} = l, а потому следовательно
вероятносгь того, что r-ная причина есть истинная причина, будетъ

Р грг
Щ р '

747. Предыдущая статья трзбуетъ некотораго пояснешя приме- 
ромЪ, чтобы быть вполне оцененной читателемъ. Пусть, напримеръ, 
имеется две урны, изъ которыхъ одна содержитъ 7 белыхъ и 3 чер- 
ныхъ шара, а другая— 5 белыхъ шаровъ и одинъ черный. Положимъ, 
что нужно вынуть белый шаръ, и мы желаемъ узнать, какова ве
роятность вынутая его изъ первой урны и какова вероятность выну™ 
его изъ второй урны. Вынутае должно произойти изъ одной изъ двухъ 
урнъ, такъ что сумма искомыхъ вероятностей равна единице. Вместо 
данныхъ урнъ мы возьмемъ две друпя, въ каждой изъ которыхъ число 

аровъ одно и то же; причемъ каждая изъ урнъ содержитъ белые п 
черные шары въ. такомъ-же отношенш, какъ та урна, которую она 
замещаетъ. Такъ положимъ, что въ одной урне 21 белый шаръ п 
9 черныхъ шаровъ, а въ другой урне 25 белыхъ и 5 черныхъ шаровъ. 
Теперь каждая урна содержитъ по 30 шаровъ, а шансы вынутая каж
даго шара остаются прежаге. Такъ какъ, по предположению, нужно
вынуть овлыи шаръ, то мы можемъ допустить, что черные шары уда
лены, а все белые шары положены въ новую урну. Такимъ образомъ 
въ ней будетъ 46 белыхъ шаровъ; вероятность, что вынутый белый

21аръ будетъ одинъ изъ 21 шара, равна — , а вероятность, что это46
будетъ одинъ изъ 25 шаровъ равна Щ. Но здесь Р !~ -~ ,46 10 о

р 21 Ртогда---“ = 7д и —  Та* Такимъ образомъ результатъ оказы-Рг*~Рг 4о Рс*~Р% 4о
вается сходнымъ съ темъ, который дается теоремой ст. 746, если пред
положить, что Р , н Р 2 равны между собою.

Теперь предположимъ, что мы имеемъ 4 урны, пзъ которыхъ каж
дая содержитъ 7 белыхъ шаровъ и 3 черныхъ шара, и 3 урны, изъ 
которыхъ каждая содержитъ по 5 белыхъ шаровъ и по 1 черному. Въ 
этомъ случае, поступая какъ показано было сейчасъ, мы можемъ вы
вести, что вероятность вынутая белаго шара изъ группы 4 одинаковыхъ



/

ТЕОРШ ВЕРОЯТНОСТЕЙ. 401

урнъ будетъ 1 ■ 0- , а вероятность вынуия изъ группы 3 оди-4X  21—\—о X
3X25 гнаковыхъ урнъ будетъ — ——— Приложимъ теперь теорему

4 X  21 НК- о X 2 О
ст. 746 къ определенпо вероятности того, что белый шаръ вынется
изъ первой группы, и вероятности того, что онъ вынется изъ второй
группы. Такъ какъ здесь имеется 7 урнъ, изъ которыхъ 4 одного

4 3 7рода и 3 другого, то мы принимаемъ Р 4= — и Р 2= —, также Pi=-.

ж pz= —. Такииъ образомъ6
- X -

Q,= . I м ? Q 1 6 К 5О

* * •

i v l n J  у * ’ 4х ^ х7 10 7 6 7 10 7 6 '
выводъ этотъ сходенъ съ указаннымъ нами раньше.

748. Величины P t, Р 2, .... Р и въст. 746 обыкновенно называются 
апрюрными вероятностями существовашя соответственныхъ причинъ, 
а величины Qn Qz, ... Qn— апостермрными вероятностями- Учапцеся 
иногда испытываютъ затруднете при определены величинъ Р 15 Р 2, 

Р п. Самое надежное средство заключается въ томъ, если мы будемъ 
помнить, что произведете Р грг означаетъ вероятность того, что собы- 
T i e  случится какъ следств1е r-ой причины; верность этого произве
детя есть важная чаеть решешя, потому что РТ и рг не встречаются 
въ выводе отдельно. Все предложете можетъ быть лучше понято, 
если мы расположимъ его следующимъ образомъ. Во-первыхъ предпо
ложимъ, что до совершетя собыпя различныя причины одинаково ве
роятны; пусть щ означаетъ вероятность того, что собыпе случится
при предположены существоватя г-ной причины; тогда вероятность

/ V

r-ной причины, определенная после собыия, будетъ Это кажется
почти само собою очевиднымъ, а если еще останется какое нибудь со
мнете, то оно можетъ быть устранено съ помощью пояснетя, даннаго 
въ первой части ст. 747. Во-вторыхъ, положимъ, что члены въ мо
гутъ быть расположены въ группы и пусть будетъ щ число членовъ 
въ первой группе, причемъ каждый членъ равенъ р{, положимъ, что 
будетъ [л2 членовъ во второй группе и каждый изъ членовъ равенъ 
_р2, ж такъ далее, и что последняя группа состоитъ изъ {х,г членовъ, 
изъ которыхъ каждый равенъ рп. Тогда 2<3 можетъ быть написана въ 
виде где рядъ состоитъ изъ п членовъ. Такимъ образомъ
вероятность r-ной причины будетъ Точно также вероятность пер

Алгебра. 26
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вой группы причинъ есть сумма отдЬльныхъ вероятностей членовъ этой
группы, то есть Подобный- же выражешя будутъ существовать для
вероятностей другихъ группъ. Такимъ образомъ окончательно мы при- 
демъ къ выводамъ, даннымъ въ ст. 746, где въ самомъ дгЬлгЬ

< 2 ,= ^ , , И проч.2|Л£г w  2 [хр г

749. Когда намъ предстоитъ наблюдать какое нибудь собьше, то 
мы можемъ по ст. 746 оценить вероятность каждой причины, отъ ко
торой собьше это могло-бы зависать; затемъ мы можемъ перейти къ 
оценке вероятности, что это собыие случится опять или что могутъ 
случиться некоторыя друпя собьшя. Действительно по ст. 736 мы 
умножаемъ вероятность каждой причины на вероятность возможности 
искомаго собьшя при предположенш существовашя этой причины, а 
сумма всехъ такихъ произведен̂  есть вероятность того, что искомое 
собьше произойдетъ.

Напримеръ. Въ мешке заключается 3 шара, и неизвестно, сколько 
изъ нихъ белыхъ шаровъ; нужно вынуть белый шаръ и положить его 
обратно. Какая вероятность того, что при другомъ вывиманш получится 
тоже белый шаръ?

Здесь возможно сделать три предположешя: 1) все шары белые,
2) только два изъ этихъ шаровъ белые, 3) только одинъ изъ шаровъ 
бёлый. Найдемъ сперва вероятность каждаго предположешя по способу 
ст. 746. При первомъ предположенш искомое собыие несомненно, то- 
есть вероятность его равна 1; при второмъ предположенш вероятность
собьшя равна при третьемъ предположенш вероятность равна3 3
Следовательно, допуская, что до наступлешя искомаго собьшя все три 
предположешя одинаково вероятны, мы имеемъ послтъ этого собыпя:

вероятность перваго предположешя = 1 2 1 ) 1
3 3 2

вероятность второго предположешя = — : j I Ч(-|-+-4/ =4»
O f  и О ) О

1 (. 2 1) 1вероятность третьяго предположешя = — : 11 - + - }  = —.6 ( 3 о) Ь
Вероятность, что при вторичномъ вынимаеш получится белый 

шаръ, по скольку она зависитъ отъ перваго предположевгя, будетъ
- X I;  вероятность того-же въ зависимости отъ второго предположешя

1 2будетъ --Х- в вероятность того-же въ зависимости отъ третьяго пред-
О О
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иоложейя будетъ 4х-^. Следовательно искомая вероятность будетъи о
1 2 4--Ч2 9

Предположимъ, что въ предыдущей задаче вместо словъ: „и не
известно, сколько изъ нихъ б'Ьлыхъ шаровъ" стояли-бы слова: 
известно, что каждый шаръ будетъ или белый, или черный Мы 
можемъ принять это новое выражете за равнозначущее со старымъ 
и дать то-же самое решете, какъ раньше. Кроме того, мы можемъ, 
и пожалуй более естественно, понимать новое выражейе иначе, 
именно, что вероятность того, что каждый шаръ будетъ белый, можетъ
быть принимаема до собьшя за Въ такомъ случае мы не можемъА
допустить, что до наступлейя собыия все три предположейя одинаково

1 3  3вероятны; вероятности должны быть соответственно —, — и —(ст.734).8 8 8
Тогда после наступлея1я собьшя мы должны получить для соответ-

1 1  1ственныхъ вероятностей числа -т, — и —. А вероятность получить бе-
4: 2 4

лый шаръ при другомъ вынимайи будетъ 1 1 1
4~'~3-,~12’

750. Дадимъ другой примеръ. Положимъ, что въ мешке отноше- 
H i e  числа белыхъ шаровъ ко всему числу шаровъ неизвестно и что 
a priori одинаково вероятно, что это отношейе есть одно изъ следую- 
щихъ количествъ: х, 2х, Ъх, .... пх. Положимъ, что вынутъ белый 
шаръ и положенъ вновь. Требуется определить вероятность того, что 
при другомъ вынимайи получится белый шаръ.

Здёсь возможно сделать п предположен̂ . По первому предполо- 
жейю вероятность наблюдаемаго собыия есть х, по второму предпо - 
ложейю она есть 2х, по третьету Зх и т. д. Следовательно вероят-

х 2ность перваго предположешя есть ж(1—1—2—1—.  • .

Вероятность второго предположейя будетъ
пУ 
2X2

то-есть

третьяго предположейя будетъ 2X8.
п(п-+-1)‘

п(п-*~ 1)*
Вероятность

И такъ далее. Следова-п(п-ь 1)’
тельно вероятность получить белый шаръ при вторичномъ вынимайи

2хпо первому предположен!») будетъ

Н1Ю 2#Х2
п(п по второму предположе

но третьему предположетюп(п-*~ 1)’
этому искомая вероятность будетъ

1)’ 
2з?Х38
п (%-+“]) такъ далее. По-
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2?  {l»H-2

2х п(п-*-1)(2п-+-1) х(2пч-1)то*есть -7----г . -----  ----- ; то-есть—11----- -.п(пч-1) 6 3

Когда п очень велико, это выражете приближается къ Если3
отношете числа белыхъ шаровъ ко всему числу шаровъ a priori мо
жетъ одинаково иметь какую угодно величину, заключающуюся между 
нулемъ и единицей, тогда х неопределенно мало и пх—], такъ что
искомая вероятность будетъ

751. Следуюшдя задачи пояснять вопросъ.
1) Мешокъ содержитъ т  белыхъ и п черныхъ шаровъ; если вы

нуть p-*-q шаровъ, то какова вероятность того, что р белыхъ и q 
черныхъ шаровъ будутъ выниматься въ извгьстномъ порядкп? Поло- 
жимъ при этомъ, что р меньше т  ж q меньше п, и что шары не кла
дутся назадъ после вынупя.

Предположимъ, напримеръ, что требуется, чтобы первый шаръ 
былъ белый, второй—черный, третй— черный, четвертый—белый и 
такъ далее въ томъ-же самомъ порядке. Тогда искомая вероятность 
будетъ произведетемъ дробей

т  п п— 1 т — 1
.  тч-и’ т-л-п— 1’ m-t-n— 2’ т-*-п— 3’

следовательно искомая вероятность будетъ
т (т — 1 ) (т —2)... (т —рч~1)п(п— 1 )(п— 2')...(п—q-+-1)#

(»+ w )(»+ w —1 )(тч-п— 2).. .(м+w—р—q-t-1) ’
и нужно заметить, что пока ищется р белыхъ и q черныхъ шаровъ, 
вероятность будетъ одна и та-же, каковъ-бы ни былъ порядокъ, въ 
которомъ они должны появляться.

2) При техъ-же предположетяхъ какъ въ предыдущей задаче, 
какова будетъ вероятность, что р белыхъ и q черныхъ шаровъ бу
дутъ появляться въ какомъ нибудъ порядкп?

Пусть N  представляетъ число различныхъ порядковъ, въ которыхъ 
могутъ появляться р белыхъ и q черныхъ шаровъ; тогда искомая 
вероятность получится чрезъ умножете вероятности, найденной въ

I p-*-q
(1), на N, где N=-

Задачи (1) и (2) послужатъ введетемъ къ следующей задаче, 
которую мы теперь разсмотримъ.

3) Мешокъ содержитъ въ себе т  шаровъ, и известно, что все
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они белые или черные, но сколько тйхъ и другихъ—неизвестно. По
ложимъ, что вынуто р белыхъ и q черныхъ, и они не вложены 
обратно въ мгЬшокъ; найти вероятность, что при следующемъ вына-
маши получится оълыи шаръ.

Наблюденное собьше здесь есть вы ну Tie р белыхъ и q черныхъ 
аровъ. Чтобы это было возможно, первоначальное число белыхъ ша

ровъ должно заключаться между т —q до р включительно, а число 
черныхъ шаровъ отъ q до т —р включительно. Означимъ предположе- 
Hie, что существуетъ m—q белыхъ ж q черныхъ шаровъ чрезъ Н it 
предположеие т —q— 1 белыхъ и q-+-1 черныхъ чрезъ i? 2, и такъ 
далее. Тогда Н . дастъ для вероятности наблюдаемаго собыпя

M X (т —q)(m—q—1 )...{т —q—p-i-1). 1.2.8...^
mim-—1 )...(m—q—p-+-l)

где M  означаетъ число различныхъ способовъ, которыми могутъ соче
таться р белыхъ и q черныхъ шаровъ при p-*-q выниматяхъ. Заме-

I f
ниш, чрезъ С дробь ™гда н < т г ь  ш
наблюдаемаго собьшя вероятность С Р $ а где

P t=(m— q)(m—q— —q—p-л-1), 
и $< = 1.2.3.4.. .q.

Точно также Н г дастъ для наблюдаемой вероятности С Р 20 2, где
Р 2= (ж — q— 1 ).. .(m — q— р ), 

и $2 = 2.3.3.4...з(̂ -+-1).
Такимъ образомъ, если п—ш

PiQ iмы находимъ
—р —q-+- 2, то для вероятности H t

Р  i Q i

Р i Q i ~ * ~ P Рп—iQn—1
; ее можно означить чрезъ

PzQ. Подобнымъ образомъ вероятность Н г есть — , и такъ далее.Ь • /Ь
Теперь вероятность вынутая белаго 

гипотезе Н 1 будетъ - ^ - Х ™  ^
ара при другой пробе по

S m—р—q

по гипотезе Н г будетъ in—p —q~-1
S  m—p —q ; и такъ далее.

Такимъ рбразомъ вся вероятность вынуть белый шаръ будетъ
1

S(m —р— q) { PiQ^m -p—q)4-P2Q2(m~p—q— l)+  и проч.}

Строка, находящаяся въ скобкахъ, такая-же какъ и S, въ которой 
вместо р поставлено р-ь-1, причемъ число членовъ однимъ меньше,
чемъ въ S.
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Но по ст. 670, S
|р \g

*

ка внутри скобокъ есть
р -Ы q

X п о4-i * следовательно стро-

ность будетъ р-+-1
X

p-i-q4-2
п—2

X
п— -1-\-рч-q

п-

со1 и искомая вйроят-

Р 1
p-+-q-1-2 т —р— q p-t-q-+- 2

Для бол̂ е общаго изследовайя, находя щагося въ связи съ этой
s __

важной задачей, мы отсылаемъ читателя къ И сторт Вычисления Ве
роятностей, стр. 454.

752. Математическая Teopifl вероятностей прилагается также къ 
оценке вероятности положейй, поддерживаемыхъ известными доводами 
или аргументами. Дадимъ несколько примеровъ этого.

Вероятность, что А  говорить правду есть р, а вероятность, что В  
товоритъ правду—р\ какова вероятность справедливости утверждейя, 
которое они дёлаготъ совместно? Здесь возможны два предположешя: 
1) что показаше верно, 2) что оно не верно. Если оно верно, то вероят
ность, что оба свидетеля сделаютъ это показайе будетъ рр'; если же оно 
ложно, то вероятность, что они оба сделаютъ его, будетъ (1—р )( 1—р'). 
Следовательно, по ст. 746 вероятности въ пользу правдивости и лжи
вости показами будутъ соответственно

рр ирр'+ {1—р)(1—р') рр'-*-{\—р)(\-*-р')'
Подобнымъ образомъ, если показаше сделано будетъ третьимъ ли 

цомъ, вероятность правдивости котораго р” , то вероятности справедли 
востя или лживости утверждейя ихъ будутъ соответственно

(1— р’){1—Р ")ррр Г Г

РРГР " <1—р Х1—р ')(1—р ”) ррр" {1—р){\—р'){1—р")
и такъ далее, если большее число лицъ согласны въ показайяхъ.

753. Сделаемъ несколько замечайй по поводу предыдущей статьи.
Когда мы говоримъ, что вероятность верности показайя А  есть р , 

то мы подразумеваем  ̂что изъ большого числа иоказашй, сделанныхъ А, 
число верныхъ показашй относится къ числу неверныхъ, какъ р къ 
1—р; такимъ образомъ величина р зависитъ отъ верности суждейя А 
и отъ его правдивости.

Выводъ ст. 752 даетъ вероятность верности показайя, какъ скоро 
эта верность зависитъ единственно отъ показайя свидетелей; но мо
гутъ существовать добавочныя указайя въ пользу или противъ сви-

Такъ напримеръ, лицо, оценивающее вероятность пока- 
зайя, само можетъ иметь более или менее решительное убеждейе въ 
лользу показайя, независимо отъ показайй, получаемыхъ имъ отъ
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свидетелей. Пусть предлагается сочетать это убеждете съ показан1ями, 
разсматриваемыми въ задаче. Тогда, если будутъ два свидетеля съ 
вероятностями р и р относительно справедливости ноказашй и третье 
лицо оцениваетъ вероятность справедливости показатя съ степеньюр" 
изъ своихъ собственныхъ незаввсжмыхъ источниковъ довер!я, въ такомъ 
случае для него излишекъ въ пользу верности свидетельства будетъ 
равняться отношетю рр'р' къ (1—j? )(l—-̂ ')( 1—

Этотъ результатъ считается некоторыми писателями неудовлетво- 
рительнымъ: они основательно возражаютъ противъ такого решетя по 
существу, что въ немъ опускается всякое разсмотрете того обстоя
тельства, что все показатя свидетелей совпадаютъ. Въ следующей 
задаче это именно обстоятельство и будетъ разсмотрено.

754. Два лица, для которыхъ вероятность показатя правды пред
ставляется соответственно числами р ж р\ уверяютъ, что данный би
летъ вынутъ изъ мешка, содержащаго п билетовъ; требуется опреде
лить вероятность справедливости этого уверетя.

Наблюдаемое собьше здесь состоитъ въ совпаденш показатй А  и 
В  въ пользу известнаго билета.

1Здесь вероятность вынут известнаго билета a priori равняется —. 
Вероятность наблюдаемаго собьшя при предположети, что вынутъ
звествый билетъ, есть РР

п Вероятность наблюдаемаго собыпя при
цредположенш, что онъ не вынутъ, можетъ быть во-первыхъ положена 
(1—j? )(l—У )—--—; но если данныя лица не имеютъ никакого побуж- 
детя выбирать означенный билетъ изъ числа невынутыхъ, то выра
жете это нужно помножить на ^  -q 2) представляющее вероятность
ихъ выбора между невынутыми билетами.

Такимъ образомъ вероятность наблюдаемаго собыпя при второмъ
предположети будетъ ^  Поэтому избытокъ въ пользу спра-п(п— 1)
ведливости уверетя выразится отношетемъ

РР' О —Р)(1— Р')
п къ п(п— 1) или рр къ (1—р)(1—р')

п 1
755. Вопросъ ст. 752 касается правдоподобности совпадетя пока

затй; мы можемъ теперь разсмотреть верность свидетельства, основан- 
наго на предати. А  говорить, что В  утверждаетъ, будто имело место 
известно собыпе. Требуется определить вероятность того, что сказан
ное собыпе имело место. Пусть р и j / вероятности показыватя правды 
А  и В  соответственно. Сказанное собыпе имело место, если оба онж
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говорятъ правду или оба лгутъ; и собьше не имело места, если только 
одинъ изъ нихъ говорить правду. Такииъ образомъ излишекъ вероят
ности въ пользу того, что собыпе имело место, выразится отношетемъ

рр'-+-(\—р)(1—р ) къ
756. Если будетъ п свидетелей, каждый изъ которыхъ передавалъ 

сообщен!е1 о происшествш следующему, и если р есть вероятность вер
ности показатя каждаго свидетеля, то вероятность верности ихъ ут- 
верждетя относится къ вероятности лживости того-же, какъ сумма 
нечетныхъ членовъ разложетя (p-*-q)n къ сумме четныхъ членовъ, 
причемъ # должно положить равнымъ 1—р после того, какъ разложе- 
Hie будетъ произведено. Действительно, утверждете это верно, если 
все свидетели говорятъ правду или если двое, или четверо, или какое 
нибудь четное число свидетелей лгутъ.

1

757. Положимъ, что известные доводы логически основательны и 
что вероятность верности ихъ соответственныхъ болыпихъ посылокъ 
известна; требуется найти вероятность спреведливости заключетя. На
примеръ, предположимъ, что существуетъ три довода и пустьр, р ',р" 
означаютъ соответственно вероятности ихъ болыпихъ посылокъ. Закли
чете остается действительным  ̂ если только не все доводы ложны. 
Вероятность, что все они ложны есть (1—#>)(1—р')(1 —рг); отсюда 
вероятность, что они не все ложны, будетъ 1— (1—-̂ )(1—p X l—p4), 
что и будетъ такимъ образомъ искомою вероятностью.

758. Въ этомъ начальномъ курсе Алгебры мы могли дать лишь 
кратки очеркъ такого обширнаго предмета, какъ Teopia Вероятностей. 
Читатель, подготовленный къ дальнейшему изученш вопроса, найдетъ 
списокъ необходимыхъ книгъ въ статье Вероятность (Probability) 
въ English Gyclopoedia (Антйской Энциклопедш); къ этому списку 
можно прибавить сочинете профессора Буля Законы Мышлетя (Laws 
of Thought). Для критическаго разбора первыхъ началъ предмета уча
пцйся можетъ обратиться къ Формальной Логике Моргана, гл. IX и 1 
и къ Logic of Chance Венна. Мы моя{емъ отослать также читателя 
къ Исторги Математ. Теорш Вероятностей отъ временъ Пас
каля до временъ Лапласа (Тотгеятера); это сочинете познакомить 
читателя съ болыпинствомъ способовъ и съ каждымъ родомъ вопро- 
совъ, кате можетъ представить литература предмета.

Примеры на вычисление вероятностей.
♦

t *

1. Противъ известнаго собыпя можно поставить 3 противъ 2, а 
въ пользу другого, независящаго отъ перваго собыпя, можно поставить
4 противъ В. Найти шансы за и противъ того, что они случался вместе.
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2. Предполагая, что можно биться объ закладъ 8 противъ 7, что 
лицо, которому теперь 30 летъ, доживетъ до 60 летъ, ж 2 противъ!, 
что лицо, имеющее теперь 40 летъ, доживетъ до 70 летъ, найти ве
роятность, что одно изъ этихъ лицъ останется въ живыхъ черезъ 30 л’Ьтъ.

3. Общество изъ 23 лицъ садится за круглый столъ; показать, 
что можно поставить 10 противъ 1, что двое загаданныхъ лицъ не ся- 
дутъ рядомъ другъ съ другомъ.

4. Вероятность, что А  можетъ решить известную задачу равна %;
вероятность того*же для В  равна §: найти вероятность того, что за
дача будетъ решена, если они оба примутся за нее.

5. Найти вероятность вынутая двухъ черныхъ шаровъ и одного 
краснаго изъ урны, содержащей пять черныхъ, три красныхъ и два 
бёлыхъ шара.

6. Найти вероятность, что на одной и той же кости въ два бро- 
сан!я выпадетъ одно и то же число очковъ.

*
7. Найти вероятность выпадейя одного какого нибудь числа очковъ 

по крайней мере въ два бросайя одной кости.
8. Найти вероятность того, что одно изъ двухъ чиселъ 7 или 11 

не выпадетъ при одномъ бросайи двухъ костей.
9. Въ двухъ кошелькахъ находится по одинаковому числу сове- 

реновъ и по неодинаковому числу шиллинговъ; изъ одного какого ни
будь изъ кошельковъ вынимается монета; показать, что въ этомъ слу
чае вероятность вынуть соверенъ будетъ больше, чемъ въ томъ слу
чае, когда-бы все монеты находились въ одномъ кошельке.

10. Силы четырехъ человекъ А , _В, О, JD представляются соответ
ственно числами 6, 7, 8, 9; двое изъ нихъ по жребно выбраны ж по
сажены въ весла на одну лодку, а друтае двое—на другую. Найти 
шансы каждаго изъ нихъ оказаться победителемъ въ состязанш между 
лодками.

11. При одномъ бросайи пары костей найти вероятность того, что 
не выпадетъ ни одно очко, ни одно и то-же число очковъ на обеихъ 
костяхъ.

12. Въ лотерее имеется 30 билетовъ, означенныхъ цифрами 1,2,3,..; 
если требуется вынуть четыре билета, то найти вероятность того, что 
между ними будутъ билеты 1 и 2.

13. А  имеетъ три билета въ лотерею, въ которой всего 9 биле
товъ: 3 выигрышныхъ и 6 пустыхъ; В  имеетъ одинъ билетъ въ дру
гой лотерее, где имеется одинъ выигрышный билетъ и два пустыхъ. 
Показать, что шансы выигрыша для А  относятся къ шансамъ выигрыша 
для В  какъ 16 къ 7.

14. Въ каждомъ изъ двухъ мешковъ находится по 4 черныхъ ж
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по 3 белыхъ шара; кто нибудь вынимаетъ на удачу шаръ нзъ перваго 
мешка, и еслп это будетъ белый шаръ, кладетъ его во второй мешокъ 
и затемъ вынимаетъ шаръ изъ этого мешка. Найти вероятность вы
нутая двухъ белыхъ шаровъ.

15. Монета бросается последовательно п разъ; найти вероятность 
того, что орелъ выпадетъ нечетное число разъ.

16. Если подбросить п монетъ, то найти вероятность того, что 
только одна изъ монетъ ляжетъ орломъ вверхъ.

17. Предполагая, что англМская палата общинъ состоитъ изъ т  
тор1евъ и пзъ п впговъ, найти вероятность, что комнтетъ изъ p-t-q 
членовъ, выбранныхъ по жребш, будетъ состоять изъ р тор1евъ и q 
виговъ.

18. Найти вероятность того, что игрокъ выброситъ по одному очку 
на двухъ костяхъ покрайней мере четыре раза при шести бросашяхъ.

19. Найти вероятность выпадейя одного очка на одной кости по
крайней мере одинъ разъ при шести бросашяхъ.

20. Если среднимъ числомъ изъ 10 кораблей 9 возвращаются въ 
портъ невредимыми, то найти вероятность того, что изъ 5 ожидаемыхъ 
кораблей, покрайней мере возвратятся три.

21. При трехъ бросашяхъ лары костей найти вероятность выпа
дейя одинаковаго числа очковъ на обеихъ костяхъ одинъ или бо
лее разъ*

22. Найти вероятность выпадейя двухъ шестерокъ одинъ или больше 
разъ при троекратномъ бросайи двухъ костей.

23. Въ лотерее, содержащей большое число билетовъ, причемъ 
выигрышные билеты относятся къ пустымъ какъ 1 къ 6, найти ве
роятность вынуть покрайней мере 2 выигрышныхъ билета при 5—крат- 
номъ вынпмайи.

24. Если изъ колоды нужно вынуть четыре карты, то найти ве
роятность того, что веб оне будутъ разных-ъ мастей.

25. Если изъ колоды вынимается 4 карты, то найти вероятность 
того, что это будетъ тузъ, двойка, тройка и четверка одной и той-же 
масти.

26. Если искусство А  въ известной игре вдвое больше сравни 
тельно съ Б , то можно ставить 131 противъ 112, что А  выиграетъ
4 игры, прежде чемъ Б  выиграетъ две.

27. Два лица А ж Б  начинаютъ играть въ известную игру, въ 
которой уменье ихъ играть выражается соответственно числами 2 и 3. 
Найти вероятность того, что А  выиграетъ покрайней мере 2 игры 
изъ 5.

28. Въ мешке находятся три белыхъ шара и пять черныхъ, и три
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лица вынимаютъ последовательно по шару, причемъ шары не кладутся 
обратно назадъ, пока не вынется белый шаръ. Показать, что ихъ 
соответственный вероятносгп будутъ относиться какъ 27, 18 ж 11.

29. При каждой новой игре вероятность въ пользу выигрывшаго 
предыдущую игру равна отношенш 2 къ 1. Найти вероятность того, 
что выигравшШ первую игру, выиграетъ три или более изъ четырехъ 
игръ сряду.

30. Известная ставка должна быть выиграна темъ, кто первый 
выброситъ одинъ очекъ на кости съ п гранями. Играющихъ р человекъ. 
Найти шансъ выигрыша для r-аго игрока по порядку.

31. Въ другой комнате находятся 3 связки книгъ, и въ одной изъ 
связокъ должна быть известная книга. Вероятность, что она находится 
въ известной связке равна |, но если она не въ этой пачке, то равно
вероятно, что она будетъ въ той или другой изъ остальныхъ. Если я 
посылаю за этой пачкой, указывая на ея приметы и если вероятность, 
что мне принесутъ ту связку, на которую я указалъ, равняется | ?
то найти вероятность того, что я получу желаемую книгу.

32. Въ одномъ кошельке десять монетъ—все двугривенники, кроме 
одной, которая червонецъ; въ другомъ-же кошельке все десять монетъ 
двугривенники. Изъ перваго кошелька берутъ 9 монетъ и кладутъ во 
второй, а затемъ берутъ 9 монетъ изъ второго и кладутъ ихъ въ пер
вый. После этого предлагаютъ кому нибудь взять тотъ кошелекъ, ко
торый ему угодно. Найти, какой изъ кошельковъ онъ выберетъ.

33. Одна урна содержитъ 5 белыхъ и 5 черныхъ шаровъ; въ дру
гой урне 10 белыхъ и 10 черныхъ шаровъ; одинъ шаръ, цветъ кото
раго неизвестенъ, вынутъ изъ одной урны, но изъ которой—неизвестно, 
и положенъ въ другую. Теперь, если вынимается шаръ изъ которой 
нибудь урны по произволу, то какова будетъ вероятность вынуть бе * 
лый шаръ?

34. Найти вероятность выпадешя 15 очковъ въ одно бросанье на
3 костяхъ.

35. Найти вероятность выпадейя 17 очковъ въ одно бросанье на
3 костяхъ.

ч

36. Найти вероятность выпадешя не больше 10 очковъ на 3 
костяхъ.

37. Когда бросаются 2п костей, то доказать, что сумма чиселъ, 
обращенныхъ вверхъ, съ большею вероятностью будетъ 7щ чемъ дру
гое какое нибудь число.

38. Когда бросаются 2w-t-l костей, то доказать, что вероятность 
того, что сумма чиселъ, обращенныхъ вверхъ, будетъ 7w-h4, равняется 
вероятности того, что сумма обращенныхъ вверхъ чиселъ будетъ 7и-ьЗ,



4 1 2 ПРИМЕРЫ КЪ ГЛАВЕ L in .

и что эта вероятность больше вероятности того, что названная сумма 
будетъ какимъ нжбудь другимъ числомъ.

39. Изъ ряда карточекъ, означенныхъ нумерами отъ 1до 10, выни
мается одна и кладется снова; после десяти такихъ выниматй, какова 
будетъ вероятность того, что сумма вынутыхъ чиселъ будетъ рав
няться 24?

40. Жетоны, означенные нумерами 0, 1,2,... м, положены въ ящикъ: 
после вынутая каждый вынутый жетонъ кладется снова въ ящикъ. Найти 
вероятность, что т  вынимамй дадутъ жетонъ, означенный нумеромъз.

41. Изъ 10 билетовъ пять обозначены нумерами 1, 2, 8, 4, 5, а 
остальные не обозначены ничемъ; найти вероятность вынуть 10 вътри 
n p i e M a ,  если вынутые билеты кладутся обратно.

42. Найти вероятность въ предыдущемъ примере, если билеты не 
кладутся обратно.

43. Изъ мешка, содержащаго п шаровъ, нужно вынуть р шаровъ, 
положить ихъ обратно и затемъ вннуть q шаровъ. Показать, что ве
роятность того, что г шаровъ будутъ одни и тё-же въ обоихъ случаяхъ 2 
равняется

\ l [2 п - -р | п-- q

п  | г  I р-—  Y Яг- г п - - р —q-л-г

44. Восемь одинаково искусныхъ игроковъ въ шахматы выбираются 
партнерами по жреб1ю и играютъ четыре игры; четверо игроковъ вы- 
нимаютъ вновь жребй и играютъ две игры, и двое игроковъ изъ этихъ 
играютъ последнюю игру. Найти вероятность того, что два намеченные 
игрока будутъ играть вместе.

45. Въ мешке т  белыхъ и п черныхъ шаровъ. Найти вероятность 
вынуть сперва белый, потомъ черный шаръ, и такъ далее попере
менно, пока все остальные шары не будутъ одинаковаго цвета.

Если вынуть сразу т  шаровъ, то найти вероятность вынуть все 
белые шары сразу.

46. Въ мешке находится п шаровъ т  разныхъ цветовъ, причемъ 
P i шаровъ одного цвета, р г—другого... рт— m-аго цвета. Если шары 
вынимать одинъ за другимъ, то найти вероятность того, что вынутся 
сперва все шары одного цвета, затемъ все шары другого цвета, и 
такъ далее и наконецъ все шары т- ш  цвета.

47. Въ мешке находится п шаровъ; вынимаютъ одинъ шаръ и кла- 
дутъ обратно, что делается п разъ; найти вероятность того, что въ руке 
вынимающаго перебываютъ все шары, содержащееся въ мешке.

48. Двое одинаково искусныхъ игроковъ А  ж В  играютъ рядъ 
игръ. Для окончатя игры А  нужно выиграть 2 партай, а В — 3 пар* 
Tin. Сравнить шансы А  и В  выиграть игру.
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49. Если три лица обйдаютъ вместе, то найти, сколькими различ
ными способами они могутъ сесть рядомъ. Когда они обйдаютъ въ точ
ности столько разъ, занимая места случайно, то найти вероятность того, 
что они будутъ сидеть, размещаясь всеми возможными способами.

50. Дано число N , н предлагается выбрать какое угодно меньшее 
число на удачу. Найти вероятность, что выбранное число окажется де
лителемъ числа N.

51. Изъ мешка съ пулями берутъ ихъ горсть, сколько попадетъ; 
найти вероятность того, что число пуль въ горсти будетъ первое съ 
чиеломъ пуль въ мешке. Положимъ напримеръ, что число пуль въ
мешке Ю5.

52. Если п=аг, и если взять на удачу какое нибудь число не 
больше чемъ п, то вероятность того, что оно содержитъ въ себе а
множителемъ s разъ, и не больше, равна — —г

а  (х.

53. Два лицаиграютъ въ некоторую игру, не могущую кончиться 
розыгрышемъ, и условились продолжать играть до техъ поръ, пока 
тотъ или другой изъ нихъ не выиграютъ двухъ игръ сряду. Если дана 
вероятность того, что одинъ изъ нихъ выиграетъ одну партш, то найти 
вероятность того, что онъ выиграетъ игру при упомянутыхъ ушшяхъ. 
Напримеръ, если шансы его за и противъ выигрыша одной парши бу
дутъ 2 и 1, то вероятность, что онъ выиграетъ игру будетъ 16|21, 
т. е. 16 —за ж 5 противъ.

54. Имеется две кости: одна правильный тетраедръ, другая пра
вильный октаедръ. Найти вероятность, что при одномъ метанш сумма 
выпавшихъ очковъ будетъ больше 6.

55. Ожидаются три независимыя собыпя, вероятности которыхъ
соответственно выражаются чрезъ р 3\ найти вероятность того,
что случится покрайней мере одно изъ этихъ событш: а такъ-же ве
роятность, что случатся покрайней мере два собыпя.

56. Известная сумма денегъ будетъ получена темъ изъ трехъ игро- 
ковъ А , В , С, кто первый выбросить 10 очковъ на трехъ костяхъ; 
предполагая, что они бросаютъ кости последовательно другъ за дру
гомъ въ азбучномъ порядке, пока не случится упомянутаго выпаде- 
йя, найти вероятности получейя денегъ каждымъ изъ нихъ.

57. Десятичныя части логариемовъ двухъ чиселъ, взятыхъ на удачу, 
выписываются изъ семизначныхъ таблицъ; найти вероятность того, что 
вторая мантисса можетъ быть вычтена изъ первой, цифра изъ цифры, 
безъ заниматя единицъ высшаго разряда.

58. А  берется двумя костями выбросить 6 очковъ раньше чемъ 
В  выброситъ 7; они бросаютъ поочередно, причемъ А  начинаетъ. 
Сравнить ихъ шансы.
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59. Н^кто получилъ позволеше вынуть две монеты нзъ кошелька, 
содержащаго четыре соверена ж четыре шиллинга; найти выражете для 
его ожидашя (соверенъ=20 шиллинговъ).

60. Въ мешокъ положено шесть червондевъ, шесть двугривенни- 
ковъ и шесть копеечныхъ монетъ; найти величину ожидашя.

61. Въ порте ожидается прибыт.1е 10 русскихъ, 12 французскихъ 
и 14 аншйскпхъ кораблей. Найти, какъ велико ожидаше купца, кото
рый долженъ пр1обресть 2100 рублей, если одинъ изъ первыхъ двухъ 
прибывшихъ кораблей будетъ русстй, а другой французсшй?

62. Изъ мешка, содержащаго 3 червонца, 2 двугривенныхъ и 4 
копейки, некто вынимаетъ три монеты, катя попадутся; найти вели
чину его ожидашя (червон. = 10 р.).

63. Найти цену лотерейнаго билета въ лотерее, въ которой имеется 
100 билетовъ и назначается 4 выигрыша по 100 рублей, 10 выигры
шей по 50 р. и 20 выигрышей по 5 рублей.

'64. Въ мешке находится 9 монетъ, жзъ которыхъ пять аншйсше 
фунты стерлинговъ, а остальныя 4 друпя монеты равной взаимной 
ценности; найтж какой ценности эти монеты должны быть, чтобы ожи
даше вынуть две монеты изъ мешка имело ценность 24 шиллинговъ.
(Отношеше фунта къ шиллингу равно 20).

\
65. Изъ мешка, содержащаго 4 монеты по 1 шиллингу, три непз- 

вестныя серебряный антйсшя монеты одинаковой ценности и одну не
известную золотую антйскую монету, нужно вынуть четыре монеты. 
Если величина ожидашя вынимающаго равна 15 шяллингамъ, то найти 
ценность каждой изъ неизвестныхъ монетъ въ шиллингахъ.

66. А  и Б  ставятъ известную сумму денегъ, которую долженъ 
выиграть тотъ, у кого въ первый разъ выпадетъ орелъ при бросанш 
монеты, причемъ игру начинаетъ А . Въ какомъ отношешй должны 
быть ихъ ставки? Если они ставятъ поровну, то сколько долженъ одинъ 
изъ нихъ дать другому за право бросать монету первому?

67. Въ мешке находится несколько жетоновъ, изъ которыхъ одинъ 
означенъ цифрой 1, два—цифрой 2, три— цифрой 3, ...г означены 
цифрой г; данное лицо вынимаетъ на удачу несколько жетоновъ и по
лучаетъ за это столько рублей, сколько показываетъ его цифра. Найти 
величину ожидашя этого лица.

68. Въ мешке несколько билетовъ, изъ которыхъ одинъ означенъ 
нумеромъ 1, четыре—нумеромъ 2, девять—нумеромъ 3 и т. д. до г2, 
означенныхъ нумеромъ г, Предлагается вынуть изъ мешка одинъ билетъ, 
за который выннмающй получаетъ столько рублей, сколько единицъ въ 
нумере билета. Найти величину ожидашя вынимающаго.

69. Некто долженъ получить известное число рублей; онъ знаетъ
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что цифры этого числа 1, 2, 3, 4, 5, но ему непзвйстенъ порядокъ, 
въ которомъ стоять эти цифры. Найти величину его ожидашя.

70. Изъ мешка, содержащаго а жетоновъ, изъ которыхъ иные озна
чены нумерами, нужно вынуть Ъ жетоновъ, причемъ вынимаюпцй полу
чить число рублей, равное сумме нумеровъ на вынутыхъ жетонахъ; 
если сумма нумеровъ на всехъ жетонахъ п, то найти величину ожи
дашя вынимагощаго.

f

71. Изъ двухъ урнъ одна содержитъ 8 белыхъ шаровъ и 4 чер
ныхъ а другая содержитъ 12 черныхъ шаровъ и 4 белыхъ. Изъ одной 
урны, но неизвестно—изъ которой, вынимается одинъ шаръ, оказы
вающейся белымъ. Найти вероятность того, что онъ вынутъ изъ урны, 
содержащей 8 белыхъ шаровъ.

72. Въ мешке находятся пять шаровъ, причемъ неизвестно, сколько 
изъ нихъ белыхъ; но два изъ нихъ по выну пи оказались белыми. 
Найти вероятность того, что все они— беше.

73. Въ кошельке имеется п монетъ, но неизвестно, сколько изъ 
нихъ рублей; вынутая монета оказалась рублемъ; найти вероятность 
того, что это былъ единственный рубль.

74. Въ мешке 4 белыхъ и 4 черныхъ шара; изъ нихъ вынимаютъ 
на удачу два, н не смотря на нихъ, кладутъ въ другой менытй ме- 
шокъ; затемъ изъ последняго мешка вынимаютъ одинъ шаръ—оказы
вается, что онъ белый; его кладутъ обратно въ маленьйй мешокъ и 
снова вынимаютъ одинъ шаръ—опять оказывается, что онъ белый. 
Найти вероятность того, что оба шара въ маленькомъ мешке белые.

75. Изъ двухъ кошельковъ одинъ сначала заключалъ въ себе 25 
золотыхъ монетъ, а другой— 10 золотыхъ и 15 серебряныхъ; берутъ 
на удачу одинъ изъ кошельковъ и вынимаютъ изъ него 4 монеты, 
которыя оказываются золотыми. Найти вероятность того, что въ этомъ 
кошельке все монеты золотыя и определить величину ожидашя для 
следующей, вынимаемой изъ этого кошелька монеты, принимая за еди
ницу золотую монету и считая отношете ценностей золотой и серебря
ной монетъ=20.

76. Въ мешке заключается три банковыхъ билета, и известно, что 
въ немъ могутъ быть билеты въ 5, иливъ 10, или въ 20 фунтовъ стер* 
линговъ. Три раза одинъ за другимъ—причемъ билеты клались обратно 
въ мешокъ—-вынимался билетъ въ 5 фунтовъ. Найти вероятную цен
ность содержимаго въ мешке.

77. Существуетъ 3 шанса за и 1 противъ того, что А  говорить 
правду, 4 за и 1 противъ того, что В  говорить правду и 6 за и 1 про
тивъ того, что С говорить правду. Найти вероятность того, что про
изошло собьше, утверждаемое показатямп А  и В  и отрицаемое пока- 
зашемъ С.
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78. А  говорить правду 3 раза изъ 4, а В  то-же 4 равъ изъ 5; 
оба они согласно утверждаютъ, что изъ мешка, содержащаго 9 шаровъ, 
все различнаго цвета, былъ вынутъ белый шаръ. Показать, что ве-

96роятность истины ихъ утверждены равна

79. Положимъ, что тринадцать свидетелей, каждый изъ которыхъ 
д'Ьлаетъ одно неверное показаше изъ одиннадцати, утверждаютъ, что

■зв’Ьстное собьше; показать, что вероятность истины ихъ 
10/ш если даже вероятность этого собьшя сама по

себе меньше

произошло 
иоказашя равна

1012 У*

80. Одна карта изъ колоды въ 52 карты отброшена; изъ оставшихся 
картъ вынимаютъ две, которыя оказываются пиковками; найти вероят
ность того, что отброшенная раньше карта то-же пиковка.

81. Два человека ходятъ по одной дороге въ противоположномъ
а-+-Ъч-с минутъ, причемъ одинъ оканчиваетъ

въ Ъ минутъ; найти вероятность ихъ
направлены втеченш 
путь въ а минутъ, а другой 
встречи.

82. Найти, сколько нечетныхъ чиселъ, взятыхъ наудачу, должны 
быть перемножены между собою, чтобы могъ быть по крайней мере ка
кой нибудь четный шансъ въ пользу того, что последняя цифра бу
детъ 5. Дано, что log102 = 0.80103.

ГЛАВА  LIV.

Различный уравнетя .
759. Можно предложить такая уравнетя, которыя требуютъ осо- 

быхъ искусственныхъ пр1емовъ для ихъ решетя; въ нижеследующемъ 
подборе примеровъ читатель найдетъ большой матер!алъ для упраж* 
нетя, причемъ пусть онъ предварительно самъ попытается решать 
предлагаемыя уравнетя, и только после этого справится съ данным!* 
здесь решетемъ.

х гч - 2 х ч - 2  £С2н-8ж-*-20 а?2ч-4а?н-6 #2-t-6#-*-121. ---------1-------------------- 1--------- -
x - i - \  % ч -4  х ч - 2  х ч - З

ох .  1 1 . 4  2 ■ 3Здесь х ч - \ ч ---------Н-Ж Н-4Н-------- : = х ч - 2 ч ----------- н х ч - 3 -i—
х ч - 1  х ч - 4  х ч - 2  х ч - 6



РАЗЛИЧНЫЙ УРАВНЕНШ. 417

1 4 2 3 1 2 3 4или---- н-----=-- -н--- -, т.-е.хч-1 хч- 4 ям-2 #н-3 жн-1 х-\-2 жч-3 a?-t-4>
ж л?

следовательно ---2— о--« = — з— s ; откуда* х2ч-Зхч-2 аг-+-7а?-+-12
или ж*=0, или x2-i-3x-+-2=x2-i-7x-t-12; изъ последняго находимъ

2.

4х=— 10, ж значить х——2ljz.
1 1 1 1f

Здесь

(хч-а)2—Ъ2 (хч-Ъ)2— а2 хг— (ач-Ъ)2 х2—(а—Ъ)
1 ( 2х ) 1 1

г

fхч-ач-Ъ (х%—(а—Ъ)2) х2—((ач-Ъ)2 х2— (а
1 ос fcc~ i~ Xийдовагельно а потому

^ ( “ Т ь Ь ^ = (Ь ь ) ’ откуда !*- («+ г’!2= *2- ( “ - Ч г;
2̂—|_ 2̂

следовательно 2х(ач-Ъ)=(ач-Ъ)2ч-(а— Ъ)2; откуда ж=-— .

о 48 ч j x  43. —ч— 2=10( — -------------------------------3 я2 \3 х.

Здесь вСх2 16\ /а? 4\ ж 4- - h ^ = 1 0 (- - - J; означимъ -— чрезъ у, тогда

8\ 2 102/ 25 1
зУ=10^  такъ что г/2--

4
следовательно «/=2, или а потому ж2— 12=6ж или 4#;

О

и следовательно ж=6, или— 2, или 3±^/(21).
4.

Здесь

(5ж4н-10ги2н-1 )(5a4-t-10a2-t-l)
 ______________________________ „ ________________________________________________________________________________ ____________________________________________________________________________________  -  ________________________  ft/у*
(х4ч-10х2ч-Ь)(а4 -+-10а2н-5)

5х*ч-10х*ч-1 а5-н10а.3-»-5а
ж5н-10ж3н-5а; 5а*-ь10а2-+-1

Складывая н вычитая числитель и знаменатель обеихъ дробей, мы 
получимъ

хч-1 \ ®_ / 1 ч-а 
х—] )  \ 1—а

QQ- |  ̂— |
следовательно --- = ----, а потому х—-.х—1 1—a’ J а

5. (х— 1)3-н(2#н-8)3=27я:8н-8.
Алгебра. , 27



Такъ какъ (#— 1)-»-(2#-i-3)=3#h-2, то разделивъ об1!  части на
2Зам-2, изъ котораго для одного значетя # получается х= — мы
О

N

получимъ
(#— I) 2— (х— 1)(2#-i-3)-»-(2#h-3)2=9#2— 6#-»-4; 

то-есть 3#2-+-9#-i-13=9#2— 6#-ь-4,
следовательно 6#2— 15#=9;

2 Ьх 25 25 3 49
а потому ж 2 H- i6—1б~*~2 16’

5  _1_7  о 1следовательно #— -=±^-; откуда #=3, или ——.

6 .  3 lj24A  ^ U 37 0 ^ 2 9 i^ - ^ g ^ | - 5I #Н~1 #-4~4 ) | хч-2 хч-3
п „ „ Л 24—Ьх 5— 6а? i пл(17—7# 8#н-51> 1#Зд с̂ь 31?----- :— I--------------- -— «-1Н =29 --—I-—— 1J,

|  ж -Ы  # -1 -4  $ ( # - t - 2  а м -З
л, (24— Ьх 5—6# i (17— 7# 8ам-55 оГили 31?—— — ь5н---—-*-6 {=29}-----  — ь 7н— —  ---8[,| х I 1 ж~ь4 j } #—1—2 хч~3

оА  29 29 > пп«'31 31следовательно 31 3 —— -г =29
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#-t-l ам-4) /#-|-2 #-ч-3
1 1 1 1  ли -1--------- 1i W i f c  — А  л  — ^

ИЛ:

#-+-1 #-н4 #-+-2 #-ь35
1 1 1 1

#-ч-1 #н-2 #—1—3 #-к4’
следовательно (#ч-1)(#н-2)==(#-1-3)(#-*-4); откуда

3#н-2=7#н-12; 
поэтому 4#=— 10 и наконецъ #==— 272.

1 (#—«—!)(# — 3) 1 (зм-3)(#- 5) 2 (#н-5)(#— 7) 92
5(#-t~2)(#— 4)4- 9 (#-ь4)(#— 6) 13 (#н-6)(#— 8) 585’

Очевидно, что числитель и знаменатель каждой дроби заключаютъ въ 
себе выражете #2—2#; положимъ поэтому (#— 1)2=«/; тогда уравне- 
Hie будетъ

1 у—4 1 у— 16 2 у—36 92t5 у— 9 9 «/—25 13 — 49 585
1 1  2 92
t
5 9 13 585’

вычитая соответствуюпце члены, будемъ иметь
1 5 1 9 2 13 _
5 ' у — * у — 25 13 ‘ у — 49 ‘ ’
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то-есть 1 1 2

следовательно

у— 9 «/—25 у—49
1 1 1

О

1 то-

следовательно 3 (у  
откуда

У—9 У— 49 у — 49 —25
— 40 24
У—9—«/—25’*

9) — 25)=0, или 8«/=152,
у= 19 и #=1±|/(19).

8. жн-За х/ чан-3ж х-- — = у  (ас)Ъх х-+- Зс

Здесь х
1
2 ам-За с

1
2 сн-Зж ж

3
2

а
1 ' ач-Зжт X

т,-е. 3 ах
3 4

а
з2 За#  а?

з

Складывая

- а2)3 ( с*-ь- ж* )3#
i2 1

2 \ 3

чймъ
(х а*)8

4
2

4
2

4 ’
X2) 3
I

О5 <
42 Ж

12

Ж
4Я I  i

а2 с2 л?
4’2

откуда ж с 
а ж

следовательно ±|/(«с).

9. (ж-t-а) 1-» 1
ж2-+-а2

1
a?2-f-a2 2.

Здесь \x-i~l/(2ax)-+-a\ х—[/ (2 ах)-+-а
х а %

следовательно 1a-f ж-н[/ (2a#)-f-a 2; откуда
|ям-[/ (2аж)н-а|2— 2|жч-|/ (2аж)-+-«|-ч-1 =0,

а потому
|/ (2 аж)=1; 

(х-у-аУ—2(х-*-а)-*-1■■
х-*-а 

2
X 2x4-1

2 ах;
2

и наконецъ 
10.

х

то-есть

*  «  »

(сс I—а)(х t 2а)(х 
(х-*-а)(х—Ъа)(х
(хг

2 а—а , 
1±[/(2а—а2).

_„4

2ах—Ъаг)(х&-—2 ах—8а2) с4.

1
2

вычитая числитель и знаменатель каждой дроби, полу
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Положимъ ж2— 2ах=уаг; тогда (у— 3)(у— 8)
,4

а4 •

следовательно Г — 1Ъу-* 121
4 t 25

а 4 ; откуда
1

4\2
У

11 , (4с4н-25а4)
2 2 а2

1
4\2

ж следовательно ж 2 а# 11а2 , (4с4-ь25а4)
2 2 откуда

х—а+

11. 1

13а
~2~

1

(4 с4 25а4)2 j
2 Г

8#2— 6#н-1.—j—

Здесь
6#2— 7#-t-2 ’ 12#2— 17#-i-6 

1 1
(2#— 1)(3#— 2) (3#— 2)(4#—3) (2#— 1)(4#— 1), илж

1 X 6#— 4
3#— 2 (2#— 1)(4#— 3) (2#— 1)(4#— 1);

следовательно 2 = (2#— 1) 2(4#— 1) (4#— 3)
(2#— 1)2|2(2#— 1)-н1||2(2#— 1)— 1|.

Пусть у=*2х— 1; тогда
2/2(4«/2— 1)=2;

следовательно У У 1 1 2 33

откуда

а следовательно

4 64 64 4 64
2/2= g(l± [/ 33);

# 1-+-У
2 1 + | / | | ( 1 ± 1 /3 3 ) |] .

12.
# -» -6 \ fx— 4 '#—6\/#н-9

Здесь

следовательно

х—6 / \ # н - 4  
# н - 6 / # — 4 
#— 6 \ ям-4 
#—6 (/#-1-9

+
#-*-6Л#—9 

#—б/ом-9

2# 36
#2— 36

#ч-6 #— 6
#-f-6 \ #—9

#н-6
х—I—6 ( \ # 1 '9

#

1 #—6 1

X— 6 #-нб ’
#—4 ' 2
# н - 4

то-есть

-6 36#
#-+-6^(#— 9)2

а потому одно жзъ значешй будетъ х 
будемъ иметь уравнеше

х-v- 6 16#
х— 6 (#-*-4)2’
=0; а для другихъ значешй мы
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х—6\2 16/ х—9\2 v х— 6 2х— 9---7г) =;т7л--- г ) 1 следовательно — —= + -----:ам-6/ 36\ж-ь4/ x-t-б —Зам-4
следовательно 3(х2—2х— 24)=±2(а?2— За:— 54);
а эти квадратный уравнетя могутъ быть решены обыкновеннымъ сно 
собомъ.

_ х*-h-2ax-i-ac  ах
x&-t-2cx-t-ac (ам-а)(а?ч-с) *

_  / л/ % х“*—t—2 dx~t~ctc аПоложнмъ (ам-а)(ам-с)= ху; тогда ——  ------=-; поэтомуСО у . *
2(а:2ч-аам-сам-ас) a-t-y (ам-а)(ам-с) a-v-y

2 х(а— с) а—уу х(а—с) а—у’

и такъ —— =°^У-; следовательно у2—ус—ас—а2;а— с а—у
следовательно у = |с  ±  f|/(с2-ь4ас— 4а2)= а (положимъ);
тогда х2 -+-х( ач~с)ч~ас=ха.,
откуда х2-+-х(а-ь-с—а)= — ас;

а следовательно х—— ——̂ —(- ±\\/\а^-с—а)2—4ас|. ̂ Jt

14. 2(а?-на)(ам-с)-*-(а— с)2—с(2ам-а-1-с)

Здесь (ам-а)2-+-(ам-е)2 — (ж_нс)
с{(ам-а)-ь(ам-с)}

Положимъ ам -а= 2/(ам-е). . . . . . . .  (а)
-  | Q

тогда у2-*-1=---- . . . . .  . ($).с{у -+- 1)*
Изъ (а) находимъ x-t-c-t-ci—с=«/(ам-с),

следовательно ам-с

поэтому (£) обратится въ уz

а --с•

~ т- -1*
а--с 1

1j
1?

откуда , а— с а „ /<*\у —— — ь1=--; следовательно У= \~^) »
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15. (хч-а-+-Ь)5-*-(хч-сч-д,у 
{х-л-a-+-cf-t-{x-t- b-+-d)s

т
п • (1).

Положимъ а-+-Ъ=& ч-В. { следовательно а=|(с*-ь&-ьс-1-с?),
c-t-d а Р £=|(ач-&— с—d),
с*-+-с=а1-«-̂ 1( следовательно at
Ъ-t-d a Pi ’ Pi=5(a—b-i-c—d).

Следовательно, полагая аы-а=^, мы можемъ привести (1) къвиду
10$/3£2

л:

(у-»-Р)5-Кг—ft )5 _
(«/-+-̂ )5н-(^—^ )5

</4(w— m)-*-10«/2(w{5

m у— или -
»  У2

Юу3̂
m[3t 2)= 5(мф *—

бур*
62/Pi

m
п

п$4). (2),
ноторое приводится къ обыкновенному квадратному уравненш.

Если (ан-Ь ■d)
ю (3, 2 (а— Ъ-+-с— d) , то уравнете (2) приметъ видъ

i  1
у4=5р2рД* следовательно y= (5 )4(pp j2, или

х
1

у—a= |[5 V  j(a—d)2— (b (би~ b-t- с—н d) J .
16

Складывая и вычитая, получимъ
х2-*-Ь*=[/2(ахч-Ъу) . . . . . .  (а)*
уъ-ь-ай= / 2{ху— ab); 

перемножимъ ихъ между собою:
(х2-*-Ь2)(у2ч-а2)=2(ах-+-Ьу)(ху—ab) 

(ах-*-ЪуУч-(ху—аЬ)2=2 (ахч-Ъу)(ху—ab);
0Q-\-

следовательно • ахч-Ьу—ху—db\ откуда у—ci

пли

х—Ъ
Подставивъ это въ (а), найдемъ

х2ч-Ь2—щ/2 Ъхч-Ь 
х— Ъ а[/ 2х%-ъ-Ъг t 

~х—Ь ’
следовательно, пренебрегая невозможнымъ корнемъ, найдемъ х

_|_ J
следовательно х=а\/2-у-Ь и у= а—  г=Ь]/2ОС ■“ о

Ь = а [ / 2

а.

17. (ж2н-«/2-ьс2)3-1-(ж-—у-*-с) — 2(4сХу)
1 1 1

i3 (1)

(2)



Такъ какъ (х—у-*-с)2= х2ч-у2-+-с*—2ху~*-2хс— 2ус,
а изъ (2) хс—ху—ус—0........................  (а)
то следовательно (х—y-t-cy=xz-t-yz-+-c2;
следовательно (1) обратится въ (х — y-*-cf=kxy=kc{x—у), если 
принять во внимаше (а); поэтому

(х—у—с)2=0, откуда у=х 
но «/=—— ; следовательно х2— с2=сх; а потому ж2— сх
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с2 5 с
X 4 4 ’

С сследовательно #=^(1±1/5)и У=-х{— 1±|/5).
А А

18. 2 {хг̂ -ху^-уг—а2)-н[/3(ж2—yz)= 0. . . . (1),
2(ж2—жем-#2—Ъг)-+- [/3(ж2—£2)= 0 . . . (2̂ ),

уэ—е3н-3(^2— с3)—0 . . « (3).
*

Умноживъ (1) на (2) найдемъ,
Ь(х-*-уУ~л-{х— «/)2н-2[/3(жа—2/2)= 4а2; 

откуда (/ 3(ж-ь2/)н-ж—«/=+2а.
Подобнымъ-же образомъ изъ (2)

|/3(ж—-̂ )-»-ж-1-̂ =±25.
Вычитая, мы получимъ въ левой части ([/3—1 )(«/-ь )̂, авъ правой 

части ±2(а—&) или +2(а-+-&); такимъ образомъ мы получаемъ че
тыре значешя для у-*-#] выберемъ одно изъ нихъ и означимъ его че
резъ т .

Изъ (3) 2#3н-б2/£2= 8с3, то-есть (у-*-я)3-*-{у—^)3=8с3; 1
отсюда (у—#)3=8с3—т 3, поэтому у-~-£=(8е3— шъ) ;

1 1 
следовательно у=\\т-*-(Ъсг—ш3)Б1 и z=\\m— (8с3—т 3)5}.

А потому .х\[/ 3H~l}=±2a—у\/ 3— l}

± 2 а —- |т-ь(8с3—т 3)3};
А

такимъ образомъ х становится известнымъ.
19. Зам-З^—#=3

Х 2 - + - у & — 0 2

14— 9z
2

17#-*-44ж3-4-2/-н̂ 3= Ъхуя н------- -—
Изъ (1) 3(я-+-у-»-*)=4*-|-3 . . •
Изъ (2) #2-*-«/2-H£2=2£2-t-7— .

(1)
(2)

(3)
(а)

(Р>



Изъ (3) 2(х3ч-у3чг-^— Ъхуа)*^ 7̂ 1г44 ^

Затемъ, умножая (а) на ((J) я вычятая отсюда (у), найдемъ
х%ч-угч-вгч-Ъ{х2уч-хугч-х8гч-хгвч-уг̂ ч-у^)ч-^хув

=ае3—12ягч-6г— 1; 
или (яь+-уч-е)9—(2z— I ) 8;
следовательно хч-у=з— 1.

 ̂ ^Изъ (1) %ч-у=  ч- 1; следовательно z— l =  -н~1; откуда
о

14—9# 5£=3; следовательно ж-м/=2, ж2н-?/2=,г2ч—  —
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2 2’
отсюда

2(хгч~у2)—(хч-у)2=5— 4=1; следовательно х—у= + 1;

20.

такимъ образомъ х= \г\г или 1\2 и у — \  или l 1̂
(асч- 1 ) ( ж 2- 4- 1 )  (аг-л-\')(ху-+-\)

н*1 у ~ * ~ ~  1
(ac-f-l)(t/2-i-l) (сг ч-1)(хуч-\)- --. . _ --- —* ---- ---  - -

у-*-1 хч-1
ж 2н -1  хч-1 а 2

(1)

Изъ (2)

Изъ (2)

хуч-1 «/-ы асч-1
У2-*-1 У~*~ 1 о2—1—1

(2)

(а)

следовательно

ху-ь-1 ам-1 * асн-15 
(ж2-ь1)(^2н-1) (а2-Ы )(с2-1-1)

(#«H-1)2 (асн-1)2
Вычтя знаменателей изъ числителей, получимъ

(х— у )2 (а—с)2 v х— у , а— ^  , оЧ• следовательно --- т= ± ---  ̂ • ф)>—I—1) (асн-1)2’ хуч-1 “ ac-i-l
следовательно х—у=(хуч-1)——~  яли (хуч- 1 )с аасч-1 “ “ “ 4 * 'асн-1’

 ̂  ̂ - „ „ г готсюда, пользуясь первымъ значемемъ и полагая----= т, мы получимъ0)С~~1“ 1

«/(1-+-тж)=ж— ш, откуда у
тт , . ж2н-1 ж«/н-1 а2н-1Но изъ (а) --- -= —— - . --- г;хч-1 уч-i асч-1

х— т
In -тх

х2—тх «-1х2ч- I aJ+ l 1 ч-тх агч-1 х2_______
хч-1 асн-1* х—т  асч-\ ’ 1ч-тхч-х—т

Хч-тх



а, потому (асч-1)(1-*-тх-+-х—m )=(a2-t- 1)(#н-1), откуда
1-+-асч-х(а—с)-+-х{ 1 ч-ас)—(а— е)=(а2-»-1)-нг(а2-*-1), 

а потому х(а—с)— ах(а— с)=а(а—с)-+-(а—с), следовательно
j

х(1— а)=1ч-а, откуда х= \~—, а потому1 —О/
1н-а а— с
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х—т  1—а а-+-ас 1
У= хч-тх / (1 ч-а)(а— с) 1— с

(1— а)(1н-ас)
Подобнымъ-же образомъ, если въ (j3) мы возьмемъ отрицательный

1—а 1—С'знакъ, то для соответственныхъ значенш хну получимъ ----н ----.
1Н—CL 1~ЬС

I  I
21. (2 у— l)(x*-+-4:X-i-3)2— (2®— 1)(«/4-»-4«/-i-8)2.

~ (х —у)(х-ь-у)—2 ху—4) . . .  . (1)
Г+-1\ | // 2у—1\ 2Н-1

ху—1/ г \2х—1 / х-ь-1 (2)

Изъ (1) (2«/— 1)(#4-1-4ам-3)̂ — (2ж— 1)(«/4-*-4̂ -»-3)
— г/2— 2ж2г / - ь 2 ^ 2-ь 4 ж — 4«/. 

= 3 /2(2 # — ■])— ж2(2 у— 1)-4-2(2#— 1 )— 2 (2 ^ — 1) 
= (у2-+-2)(2х— 1)— (x2-t-2)(2y— 1); 

следовательно
(2 у— 1){#2-4 -2 -ь 1 /(ж 4'-ч-4ж -^3)}==(2#— 1)1^2-ь -2н -1 /(« /4-ь 4 ^ н -3 )} .

л;2н -2м -[/(а?4-1-4д?-1-3) 2/2 —i—5-+—[ /  ( /̂2н -4«/н -3)МИ ------------------------------------- ----= — ---:- • •2х— 1 2 у— 1
Но x4-*~4x-t-3=(x2-¥-2x4~l)(x2— 2x-t-3)=uv, 4 

если и=х2ч-2х-ь-1 и v= x2—2а?—*—3;
то следовательно u-t-v=2(x2-t-2) и и—v=2(2x— 1).

(
Поэтому (а) принимаетъ видъ

(|/«-И/ v f _ (|/^-н/г? t)
w-—у —vt \

где и^у**-2у-*-\ и vt= y2—2у-*-3;
[/u-+A/v {/u.-b-l/v. х и ulV V   у 1 Г 1 лиИН 7ТЛЛЛШЛ TIT ТТЛ __—— I

(a)

такимъ образомъ

а следовательно

, — , , , следовательно
|/м—j/t> [/« !—|/»i « V

а?2-*-2ам--1 з/2-н2з/-*-1
ж2—2&-+-3 «/2



Складывая и вычитая числитель и знаменатель каждой дроби, по
лучимъ

хгч-2 угч-2
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2х— 1 2«/— 1*
следовательно 2 ух2 н-4 у—х2— 2=2ху2ч-4х—у2— 2; 
или 2 ух(сс—у )—(х2— у2)—4(х—«/)=0;
следовательно ос=у, или 2ху=хч-уч-4, такъ что у -

Подставляя значете у= х  въ (2), получимъ
ЯМ-1 \ n l j  Л12, или -— т—4, откуда ж=1| и «/=1|.яг—  1/ ж— 1

Ж-4-4 «/-4-1 3(Ж-4-1) 3А если у=----г, то —— г==т--- — —
2я?— 1 х у — 1 (ж -4-1)2 я м -1

. 2 у— 1 9 у -«-1 3такимъ образомъ и2я?— 1 (2ж— I ) 2 хч-1 2х— 1
Следовательно уравненie (2) будетъ

3 \  3 3 ./ /  3 \ 6
хч-1 / 2я?—1 2ж— 1 У \ям-1 / 2х— 1’

1 12
поэтому ^ Т Т = (2 ^ 1 )2’ ИЛИ 4;г2- 16ж= п;
откуда 4х2—16^-4-16=27, а потому 2х— 4—±3[/3;

такимъ образомъ ж=|(4±3[/3) и

Разные примеры.
/

1. Решить уравнете t/( 1-4-я;2) —[/(1—ж2)=^/(1— ж4).
2. Решить уравн. ж2(&—у)= ау(у~п ), у\а—х )—Ьх(х—п)..
3. Если х2ч-хуч-у2= с2у

х2ч-х#ч-я2=Ь2, 
у2 ч- у z4-z2= а2,

то доказать, что
хуч-увч-ях—\/ \%(2а2Ь2ч-2Ъ2с2ч-2с2а2 —а4— &4— с4)|; 

и показать, какъ решить эти уравнетя.
, т.*. • —4х—8 л /л4. Решить уравнете = У 2.

•  '

5. Определить с такимъ образомъ, чтобы уравнете5ям-4«/=с 
могло иметь десять целыхъ положительныхъ решетй, исключая нуле- 
выя, причемъ с должно быть такъ велико, какъ возможно.
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6. Есл Xй—yz У XZ
х(\ —ys) у {  1—х£) их, у, в не равны между собою,

тогда каждая часть этого уравнетя будетъ равняться г: ху

1и 1 1
— I—

1—ху)

X у 0
7. Показать, что если п и N  будутъ близки къ равенству, то

/N_
 ̂п

1ч N n - t - N

N-+-n 4п
приблизительно будетъ

съ болыпимъ приближетемъ, и что ошибка 
(N —п)*

8 n(N+n)3*

8. Доходъ некотораго лица состоитъ частью изъ жалованья въ 
2000 рублей въ годъ и частью изъ процентовъ на капиталъ, считая 8 на 
100, къ которому онъ ежегодно прибавляетъ сделанный сбережешя; его 
издержки въ каждый годъ на 950 рублей меньше пяти четвертей его 
дохода. Показать, что, каковъ-бы ни былъ первоначальный капиталъ, 
постепенно накопляясь, онъ приближается къ 60000 рублей. Если пер- 
воначальнын капиталъ былъ 10000 р., то показать, что онъ удвоится 
въ промежутокъ времени около тридцати летъ, если дано log2=0.301030 
и log397== 2.598790.

9. Если п будетъ величина целая и положительная и с т
(ш 2>

то показать, что

1— (п—1)с (п— 2)(п— 3)  2 (п— 3)(п— 4)(п— 5)

2 3 I • t

т п-h х 1 1

10. Есл
т — 1 * (шн-1)п*
включая 2, то це- 

будетъ делиться
х некоторое первоначальное число, 

лая часть (l-i-[/2)a!, уменьшенная 2 единицами,
на 4х. \

11. Если взять наудачу несколько целыхъ чиселъ и перемножить 
ихъ между собою, то показать, что вероятность того, что последняя 
цифра ихъ произведет будетъ 5, постоянно уменьшается по мере 
возрастащя числа целыхъ чиселъ, перемножающихся между собою.

12. Два кошелька содержать въ себе аншйсйе гинеи и шиллинги; 
если общее число монетъ въ обоихъ кошелькахъ или одинаково, или 
число гиней къ числу шиллинговъ въ обоихъ кошелькахъ относится оди
наково, то показать, что вероятность вынуть гинею, беря на удачу 
одну монету изъ одного изъ этихъ кошельковъ, такая-же какъ и въ 
томъ случае, когда-бы все эти монеты лежали въ одномъ кошельке и
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вынималась-бы одна изъ нихъ. Если не существуетъ ни одного изъ 
этихъ ушшй, то вероятность будетъ твъ пользу кошелька, взятаго по 
произволу всяьай разъ, когда при большемг числе монетъ въ немъ бу
дет ъ относительно меньше гиней.

Г Л А В А  LY.

Разны я  задачи.
760. Въ предыдущихъ главахъ мы уже дали подборъ задачъ, при

водящих!'къ простымъ или квадратнымъ уравнешямъ; здесь мы при
соединимъ къ прежнимъ еще несколько примеровъ, решеме которыхъ 
представляетъ несколько больше трудностей.

1. Каждый изъ трехъ кубическихъ сосудовъ А , 2?, С, вместимо
сти которыхъ относятся какъ 1:8 :27, содержитъ въ себе воду, при
чемъ количества воды въ сосудахъ относятся соответственно, какъ 
1 :2 :6 . Изъ сосуда А  выливается въ сосудъ В  и изъ сосуда В  въ 
сосудъ С столько воды, что после этого глубина воды въ каждомъ изъ 
сосудовъ становится одинаковою. После того выливается 1284|, куба- 
ческихъ футовъ воды пзъ С въ В , а затемъ изъ В  въ А  выливается 
столько, что глубина воды въ А  становится вдвое больше, чемъ глу
бина въ В . Теперь количество воды въ А  на 100 кубическихъ футовъ 
меньше, чемъ было въ начале. Сколько воды содержалъ каждый изъ 
сосудовъ въ начале?

Пусть #=числ. кубическ. футовъ воды въ А  въ начале,
тогда 2ж=числ. кубическ. футовъ воды въ В  въ начале, 

Зж=числ. кубическ. футовъ воды въ С въ начале;
Теперь, когда глубина жидкости одинакова во всехъ сосудахъ, то 

очевидно, что количества жидкости будутъ пропорцгональны площадямъ 
основатй сосудовъ, то-есть будутъ относиться, какъ 1:4:9.  Следо
вательно, такъ какъ все количество воды есть 6%, то количество ея
въ А==-— г— г = — , а количества, содержащаяся въ В  и С, соот-9-МН-1 
ветственно будутъ

7*
1 *2х
~Т~

27 х 
~7~

, когда глубина въ А  становится въ два раза более, чемъ 
въ В , то въ А  будетъ содержаться лишь половина того количества,

1Т С Я  в ъ  В .
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Но А  содержитъ х—100, следовательно В  будетъ содержать
27 х2(ж— 100), авъ С будетъ ---12 84j7. Поэтому

07  ̂ C/v*
Ъ(х— 100)4—г— -1284/7 = 6ж, или — = 300-«-1284/7,

900 7откуда ж=350н——-Х^=500.7 6
Итакъ, количества воды въ А, В  и G будутъ соответственно 500, 

1000, 1500 кубич. футовъ.
2. Три лошади А, В , С бегутъ на скачкахъ на разстоянш 2640 

саженъ. Когда В  пробегла 880 саженъ, то опередила А  на разстояте 
въ три раза большее, чемъ то, на которое она опередила С. Теперь 
лошади бегутъ равномерно и когда В  остается еще 440 саж. до вы
игрышная) столба, то G оказывается настолько позади А , на сколько
А  позади В , но разстояте между А  ж В  составляетъ ^-ю часть то
го, которое было въ моментъ, когда В  пробежала первыя 880 саж.
Теперь С увеличила скорость своего бега на 53 часть начальной ско
рости и опережаетъ В  въ тотъ моментъ, когда она находится въ раз- 
стоянш 176 саженъ отъ вывгрышнаго столба, прнчемъ скорость бега 
А  ж В  остается неизменною. Какое было разстояте между А и С при 
конце состязатя?

Пусть И х  будетъ разстояте между В  ж G въ моментъ какъ В  
кончаетъ первыя 880 саженъ; тогда ЪЪх будетъ разстояте въ саженяхъ 
между В  и А въ тотъ-же моментъ. Когда В  пробежала 2200 саж., 
она находится впереди А  на Ъх саженъ и впереди С на 6х саженъ. 
Следовательно, когда В  пробежала 1320 саженъ, въ это время А  про
бежала 1320-ь-30ж саженъ и G пробежала 1320н-5ж саженъ.

Следовательно, после того какъ С ускорила свой бегъ, скорости
A, J5, G будутъ соответственно пропорщональны чнсламъ 1320-+-30#,

541320 и — (1320-+-5ж).
Такъ какъ G опережаетъ В , когда последняя находится въ 176 

саженяхъ отъ столба, то В  пробегла 440— 176 или 264 сажени въ 
то время, когда G пробегла 2б4-М5ж саженъ;

0. 54
следовательно 1320 : — (1320-ь5#) = 264 : 264-*-6#,53

54следовательно 1Ъ20-*-Ъ0х= ~(1Ъ20-+-Ьх),

откуда ж(1590— 270)=1320,
следовательно я=?1;
такъ же найдемъ, что увеличенная скорость G равняется скорости А;
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следовательно между ними при конце состязаия будетъ такое-же раз- 
cTonflie, какое было въ моментъ, когда В  находилась на 440 саженъ 
отъ столба, а именно 3#, нли 3 сажени.

3. Одинъ безчестный торговецъ придумалъ употреблять свои невгьр- 
ные весы какъ при покупке, такъ и при продаже известнаго товара 
и чрезъ это сталъ прк>бргЬтать на 11 процентовъ больше того, что онъ 
имелъ-бы при вгърныхъ весахъ. Но если-бы поменять местами чашки 
весовъ, на которыхъ соответственно вешается товаръ при покупке и 
при продаже, то онъ-бы нп прн>брелъ, ни потерялъ въ товаре. Опреде
лить законную прибыль на товаръ въ процентахъ.

Пусть го и «о, будутъ кажущееся весы одного и того-же товара при
покупюь и при продажа

Пусть р= первоначальная цена единицы веса, 
законная прибыль въ процентахъ;

тогда товаръ, стояпцй pw, продается за wl (р рх
100

следовательно по условно вопроса

ю л р ч рх
100

wp (ж-t-11 )pw 
100 (1)

Затемъ въ предполагаемомъ случае цена товара =pwa а продаж
ная цена=^жг (1  Х\ 100

следовательно p w = p w ( 1 X
100

(2)

Изъ (1) W 1 X
100 W 1 X-+-U 

100

зъ (2) w 1 X

поэтому 1

100
X
100

W 1»

1 х-*~ 11 
100~

следовательно #2-»-100#=1100, такъ что (#-+-50)2=3600; 
отсюда дм-50=±60, а потому х=\0.

4. Некто покупаетъ известное количество зернового хлеба, который 
намеревается продать по известной цене. После того какъ онъ про
далъ половину своего запаса, цена хлеба внезапно упала на 20 про
центовъ, и продавая остальной хлебъ по этой уменьшенной цене, онъ 
получилъ отъ всей продажи прибыль на 30 процентовъ меньше той, 
которую ожидалъ. Если-бы до падетя цены онъ продалъ 3/4 своего 
запаса, а уменыпете въ цене.равнялось-бы отношешю 200 рублей къ 
той сумме, за которую онъ самъ покупалъ то количество хлеба, кото-
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рое продавалъ при прежней цене за 1000 рублей, то онъ заработалъ-бы 
на всемъ деле столько полтинниковъ, сколько четвериковъ хлеба у 
него было въ начале. Найти, сколько стоплъ ему самому хлебъ за чет
верикъ и сколько процентовъ онъ надеялся заработать.

Пусть х= первоначальная цена въ рубляхъ за четверикъ,,
, ожидаемая торговцемъ въ процентахъ;

тогда х ( 1-+

у= npi
У

100 цена четверика, по которой онъ продалъ поло-
4вину своего запаса; —х[ 1-t У

100
цена четверика, по которой онъ

продаетъ другую половину; следовательно средняя цена за четверикъ 
будетъ ~ (  1-4~7^ у ; а следовательно его прибыль

за четверикъ

10
9х
10 1ч

100
У
100 х

Еслибы онъ продалъ все по той-же цене, по какой продавалъ пер
вую половину, то прибыль на четверикъ была-бы ух

100 ; следовательно

по условно вопроса 9х
10 1ч У

100
х 7 ух 

10 100

следовательно У 1
500 10 а потому у=50.

Но первоначальная цена того количества, которое онъ продавалъ по
* * х  ̂ Ю 00 2000прежней цене за 1000 рублей, будетъ — — , т. е. —— :иесли-

У 3
100

онъ на этомъ потерялъ 200 рублей, то его потеря въ процентахъ
„ 200X100была-бы —тт-—— , то-есть 30. .

2000
~У~

Такимъ образомъ въ предполагаемомъ случае средняя продажная 
цена за четверикъ будетъ

7Ъх
Т

X
10 4

9 21 
2~*~20 такъ что при-

4 20быль на четверикъ будетъ = 
няется полтиннику; следовательно

3 1 х  1——= —; а потому х 80 2 J

31^
х 410 п0 условш рав-

40
31 рубл.
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5. Два лица 4  и Д  имея въ своемъ распоряжети только одну 
лошадь, проезжаютъ отъ одного верстоваго столба до другого некоторое
четное число верстъ въ 2§§ часа, верхомъ на лошади попеременно

)

верста за верстой, причемъ каждый оставляетъ лошадь привязаннон 
къ верстовому столбу, пока не подойдетъ къ столбу другой. Скорость 
лошади вдвое более скорости В ; В  едетъ первый, и оба они вместе 
достигаюсь седьмого столба. Находя необходимыми увеличить ихъ ско
рость, оба путника, после этого стали проходить полверстою больше 
чемъ прежде; теперь скорость лошади стала вдвое больше скорости А, 
причемъ первымъ поехалъ опять В . Найти скорости передвижетя и 
разстояте между крайними верстовыми столбами.

Пусть 2х—пройденному разстоянш въ верстахъ. Теперь во-первыхъ 
шъ, что А  проходитъ 4 версты и проезжаетъ 3, между темъ 

какъ В  проходитъ 3 и проезжаетъ 4 версты, или А  проходитъ 4 версты, 
когда JB проходитъ 3 и проезжаетъ 1 версту,— иначе, такъ какъ ско
рость лошади вдвое больше В —когда В  проходитъ 31/г версты. Такимъ 
образомъ скорости А  и В  сначала можно представить соответственно 
чрезъ 8у и 1у.

Далее, А  проходитъ х— 3 и проезжаетъ х—4 версты въ то время 
какъ В  проходитъ х—4 и проезжаетъ х—3 версты. Такимъ образомъ 
А  проходитъ х— 3 версты, когда В  проходитъ х— 4 и проезжаетъ

, , 1 1 версту, т. е. когда В  проходитъ х—4, А  проходитъ —версты;
7

такимъ образомъ А  проходитъ х— когда В  проходитъ х—4 версты.Л
1 1Но А  проходитъ 8зн-r, когда В  проходитъ 7у-н—;
2 2

7 . 1х—— 8 у-*-— ,' 2 2 1 следовательно — ■-=-----, откуда у

7̂ 2
Но все время, которое употребляетъ А, выраженное въ часахъ,

4 3 х—3 х—4 02
вуде1Ъ в Г - й Г Т " !  * 7 "— 77 ~ 2 и '8г/-н- 2

5 Ъх— 10 п 62поэтому -—ь —--   = 2 65;Ту 162/ -*-1
5 Ъх— 10 188 ' 1следовательно --- — = —- X7 4х— 14 63 4х— 30
41^— 140 94 . 1

от куда —-----—- = — X4х— 14 9 2х— 15’
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следовательно 9 (82ж2— 89 5жн-2 i 00)=3 7 6х—1316;
откуда 738ж2—8431жн-20216 = 0;
отсюда х= 8, и следовательно у

Такимъ образомъ разстояте=16 верстамъ, а начальныя скорости 
ходьбы соответственно 4 и 3‘/г версты.

6. 4̂ и В  начали одновременно обходъ арены, имеющей одну 
версту въ окружности, по одному направленно, причемъ А  идетъ ско
рее В . Черезъ 12 минутъ после того, какъ А  встретилъ В  въ третШ 
разъ; А  повернулся и пошелъ въ противоположиомъ направлети и 
шелъ такъ втечете 6 минутъ после того, какъ встретилъ В  въ третШ 
разъ; после этого онъ вернулся къ своему прежнему направленш и 
догналъ В  еще 4 раза. Все время, протекшее отъ момента ихъ отправ- 
лен!я, равно 3 часамъ, и А  прошелъ 8 верстами больше В. Оба, А  н
В , уменьшали скорость своей ходьбы на 1 версту въ каждый часъ со
ответственно по истеченш одного и двухъ часовъ. Определить скорость 
съ которой они начали ходьбу сначала.

Пусть число верстъ, проходимыхъ А  сначала, въ часъ.
у =число верстъ, проходимыхъ В  въ часъ въ начале.

Въ 3 часа А  пройдетъ ж-t-2 (ж— 1) или Ъх—2 версты
а В  пройдетъ 2уч-(у— 1) или 3у— 1 верстъ;

следовательно по условш вопроса Ъх—2—(Ъу— 1)=8, а потому 
х—у= 3, то-есть относительная скорость А  и В  равна 3 верстамъ 
въ часъ. Поэтому А  выпгрываетъ въ сравненш съ В  при каж
домъ круге | версты въ часъ, и потому пройдетъ мимо В  въ трепй 
разъ къ концу перваго часа.

Точно также, такъ какъ относительная скорость А  и В  въ по- 
следшй часъ та-же самая, какъ въ первый, и такъ какъ А  проходить 
мимо В  въ. четвертый разъ въ концё третьяго часа, то следовательно 
все четыре раза онъ пройдетъ мимо В  втечете последняго часа, при
чемъ первый разъ придется въ точности въ начале третьяго часа.

Но чрезъ 12 минутъ после перваго часа разстояте между А  и
1 2В  будетъ — (х—у— 1 )= — версты; следовательно время первой встречио о

2- : (хч-у—1), а время встречи вдвое большее=2 : (хч-у—1).
5

Черезъ 6 минутъ разстояте между ними будетъ —  (хч-у— 1);следо-
t

вательно, если А  теперь оборачивается назадъ, то время, когда онъ 
догонитъ В , будетъ

10 1, _ 1 ) ;

х—у— 1 20
Алгебра.
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следовательно 1
2
5 2\5 хч-у— 1 хч-у— 1 Го У— 1) = 1

то-есть 1 2 и 7
5м 20 10’ если и—хч-у— 1

следовательно иг— 14м 
или 6; следовательно х 
а потому х

48, откуда и— 7=±1, а потому и 
=9 или 7 и х—у=Ъ\

=3 или 2.

8
У =

6 или 5 У
761. Уравнетя, данныя въ предыдущей главе съ ихъ решениями, 

а также и решетя, предложенныя въ настоящей главе, принадлежать 
патеру Буэру (Bower), покойному члену коллегш св. 1оанна. Если 
кто-либо изъ учащихся пожелаетъ иметь больше унражнетй въ этомъ 
роде, то мы посоветуемъ ему обратиться къ собранш алгебраическихъ 
уравнетй н задачъ, изданныхъ W. Rotherham’oMb (изъ коллепи св. 
1оанна).

Различные примеры.
]. Представить щ /(а2ч~ Ъг) — а|/ (т п2)\ Ъ2т г въ виде

квадрата
2. Извлечь квадратный корень изъ 6н-|/6-*-|/14-Ч/21.
3. Найти основан1е системы счислен!я, въ которой число 16640 

обыкновенной системы представляется въ виде 40400.

4. Показать, что -ч--ч 5 6+
4 8 16 32

+ до безконечн. — 2.

5. При некоторомъ состязательномъ Избран in число кандидатовъ 
больше чемъ въ два раза превышало число лицъ, которое нужно было 
избрать, и каждый избиратель, подавая голосъ за одного, двухъ, трехъ,... 
за всехъ, сколькихъ нужно было выбрать, могъ подать свой голосъ 15-ю 
разными способами. Определить число кандидатовъ.

6. Сколькими способами можно уплатить сумму въ 24 фунта 15 
шиллинговъ—шиллингами и франками, если 26 франковъ равняются

а отношете фунту къ шиллингу = 20?21 Ifli
7.
ллингу

Найт сумму и членовъ ряда
1 Z Z

1ч-z (1-кг)(1-+-£2) {\ч-я)(\ч-8г){\ч-яА)
Z

(1-+■ *) ( 1 - * ) (  1 -*-̂ 4) (1'-+-Z*)
f t*

8. Показать, что 1ч-2ж4 никогда не можетъ быть меньше хгч-2%г.
9. Если между какими нибудь двумя величинами будетъ вставлено 

одинаковое число среднихъ ариеметическвхъ и среднихъ геометриче-
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скихъ членовъ, то показать, что средшй ариометичесюй членъ всегда 
больше соответственная средняго геометрическаго.

10. Если х будетъ какое нибудь первоначальное чнсло, исключая 2, 
то целая часть выражешя (2-+-|/3)*—2x+i-t-l делится на 12#.

11. Показать, что если n=*pq, где р и q целыя и положительныя
числа, то

п
\\p\q\g будетъ целое число.

12. Показать, что 1 1 1 1

величиной пр
1 2

п безконечномъ.
8 п logw будетъ конечною

13. Если р есть вероятность верност ве-теор1и a pnori, а g'- 
роятность того, что опытъ произойдетъ такъ, какъ показываетъ Teopifl, 
даже если она ложна, то показать, что после опыта, предполагая, что 
онъ подтвердилъ ожидашя, вероятность справедливости теорк будетъ

Р
p+q—pq

14. Известно, что въ одномъ изъ кошельковъ (но неизвестно—въ 
какомъ именно) лежатъ две гинеи и шиллингъ,. а въ другомъ— одна 
гинея и шиллингъ; вынимаютъ одну монету изъ одного котораго нибудь
кошелька, причемъ монета оказывается гинеей; ее не кладутъ обратно. 
Показать, что вероятность снова вынуть гинею изъ того-же кошелька 
равняется половине вероятности вынуть ее изъ другого кошелька. Пред
полагая, что вынимающей могъ-бы взять монету себе, найти величину 
его ожидашя. (Гинея ==20 шиллинговъ).

15. Все, что известно о двухъ кошелькахъ—беломъ и красномъ, 
это—что одинъ изъ нихъ, но который—неизвестно, содержитъ одинъ 
соверенъ (20 шиллинговъ) и 4 шиллинга, другой-же—два соверена и 
три шиллинга; когда вынуто было по монете изъ каждаго кошелька, то
оказалось, что изъ белаго вынулся соверенъ, а изъ краснаго кошелька 
шиллингъ. Эти монеты были снова положены въ кошельки, одна—въ 
одинъ, другая—въ другой, но неизвестно въ который изъ кошельковъ 
положенъ соверенъ. Показать, что вероятность вновь вынуть соверенъ 
изъ краснаго кошелька относится къ вероятности вынуть его изъ белаго 
какъ 13 къ 9.

16. Если п есть число летъ, которыхъ данному лицу не достаетъ 
до 86 летъ, то принимая предположеше Муавра, что изъ 86 одновре
менно родившихся человекъ ежегодно умираетъ по одному, пока не 
умрутъ все, найти какая сумма должна быть положена въ банкъ, чтобы 
это лицо могло ежегодно во всю жизнь получать одинъ рубль.

*
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Г ЛАВ А  LVI.

Сходимость и расходимость рядовъ.
762. Въ главе XL мы уже разбирали вопросъ о сходимости и расхо

димости рядовъ. Главаейнпй обпцй выводъ, полученный тогда, 
можетъ быть выраженъ такимъ образомъ: Безконечный рядъ будетъ 
сходящимся, если начиная съ какою нибудь определеннаго члена-, 
отношете каждаго члена къ следующему за нимъ будетъ больше 
ншоторой величины, которая сама численно больше единицы; и 
будетъ расходящимся, если это отношете равняется единице или 
будетъ меньше единицы, а между темь есть члены будутъ имгьть 
одинъ и тотъ-же знакъ.

Есть одинъ случай, къ которому это правило неприложимо, и ко
торый необходимо заметить, это именно олучай, когда упомянутое отно
шете больше единицы, но непрерывно приближается къ единице. См. 
ст. 559, 560 и 561. Теоремы этихъ статей мы воспроивведемъ здесь 
вновь, но въ другомъ виде, такъ какъ для настоящей цели удобнее 
будетъ разсматривать отношете какого нибудь члена къ следующему 
за нимъ члену,, чемъ къ предыдущему.

763. Разсмотримъ теперь теоремы, доставляющая признаки сходи
мости или расходимости въ томъ случае, къ которому прежте признаки 
не применимы. Въ томъ безконечномъ ряду, который мы будемъ раз
сматривать, мы будемъ предполагать все члены положительными, по
крайней мёре, начиная съ какого нибудь определеннаго члева, если не 
съ самаго начала.

764. Рядъ будетъ сходящимся, если начиная съ какого нибудь 
опредгьленнаго члена отношете каждаго члена къ следующему за 
нимъ никогда не меньше соотвгътственнаю отношетя въ другомъ 
ряду, сходимость котораю известна.

Очевидно въ такомъ случае, что предложенвый рядъ не больше 
„известнаго сходящагося ряда; а следовательно онъ будетъ сходящимся.

765. Рядъ будетъ расходящимся, если начиная съ какого ни
будь определеннаго члена отношете каждаго члена къ следующему 
за нимъ никогда не больше соответственнаго отношетя въ другомъ 
ряду, расходимость котораго известна.

Очевидно, что при этомъ условш предложенный рядъ не можетъ 
быть меньше известнаго расходящагося ряда, а следовательно онъ бу
детъ расходящимся.

766. Пусть un означаетъ n-й членъ некотораго ряда; тогда 
если, начиная съ какого нибудь определеннаго значетя и, величина
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и Ип
Un-fl 1) будетъ постоянно больше нгькоторой положительной

величины, которая сама больше единицы,—то рядъ этотъ будетъ 
сходяшшся.

Положимъ, что начиная съ определенная значешя п величина 
—1J постоянно остается больше у, где у есть некоторая по-ип

№ П4-1

ложительная величина большая единицы. Тогда и.П 1 будетъ боль-

Y ип . V—  больше 1-ь—.п
Но по ст. 686 можно найти положительную величину р большую

/02 Н- 1 \Рединицы, чтобы при достаточно большомъ п величина (--- ) была\ п
меньше, ч'Ьмъ 1-ь—. Следовательно, когда п достаточно велико, топ Un+1

'п-f-1 \Рбудетъ больше ( — —  ). Но по ст. 562 рядъ, п-ъШ членъ которагоп
1будетъ —, будетъ сходящимся, если р величина положительная и боль-

9

ая единицы; следовательно по ст. 764 рядъ, котораго м-ый членъ 
есть им будетъ сходящимся.

767. Пусть un означаетъ п-ый членъ ряда; тогда, если начи
ная съ тькотораю опредп>леннаго значетя и, величина выражетя
п ( —5— 1 \ никогда не будетъ положительной и больше единицы,

vlln— {— 1  '
то рядъ будетъ расходящгйся.

Действительно, здесь после некотораго определенная значетя п
Un равна 1 н—̂  или меньше 1 - ь - Н о  по ст. 562 рядъ,величинаUn+1 п п

1въ которомъ п-ш членъ есть —, будетъ расходящимся; следовательно
и мся.по ст. 765 рядъ, въ которомъ w-ый членъ есть

768. Правила, изложенныя въ статьяхъ 766 и 767, часто дадутъ 
намъ возможность решить вопросъ о сходимости или расходимости ряда 
въ случае, указанномъ въ ст. 762, къ которому наши прежшя пра
вила оказываются неприложимыми. Есть одинъ случай, къ которому 
не будутъ иметь приложешя и новыя правила, и его необходимо 
заметить; это случай, въ которомъ, начиная съ известнаго значешя п,
величина п (  — — l )  постоянно остается положительной и больше

1 '
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единицы, но непрерывно приближается къ единице. Мы перейдемъ те
перь къ изложент теоремъ, изъ которыхъ можно вывести признаки 
въ этомъ случай.

769. По свойству логаривма очевидно, что если п будетъ неопре
деленно возрастать, то неопределенно-же будетъ возрастать и logn. 
Но важно заметить, что logп возрастаетъ менее быстро, чемъ воз
растаетъ п, такъ что — - на самомъ деле можетъ быть какъ угодно
малымъ, если п будетъ взято достаточно болыпимъ. Действительно, по- 
ложимъ п=е,с\ такъ что logп=х; тогда, по мере безпредельнаго воз-
расташя п будетъ безпредельно - же возрастать и ос. Но - W °°п еX

X

1 X X X 1 а это меньше ч'Ьмъ х
х2

2 3 х-л X т.-е.

меньше 1
2 3

1 х X и очевидно, что это можетъ быть сделано

2 3 «♦«

какъ угодно малымъ, если взять достаточно большое значеше для п.
Замечаия эти окажутся полезными при изученш остальной части 

этой главы. Для краткости мы примемъ следующее обозначете: log# 
будемъ означать чрезъ \{п), log(logw) чрезъ X2(n), log \ log(logw) i 
чрезъ X3(w), и такъ далее.

770. Рядъ, въ которомъ общш членъ есть
1

»гХ(к)Х2(и).. .ХГ(Я)!ХГ+ '(«)Г ’
(1)

сходящимся, если р больше единицы, и расходящимся, если 
р равно единицгь или меньше единицы.

Мы предполагаемъ, что п такъ велико, что ХгЧ_1(%) возможно и 
представляетъ положительную величину.

Справедливость этой теоремы, когда г= 0, доказана въ ст. 563; 
мы докажемъ ее вообще помощью наведетя.

По ст. 563 рядъ, въ которомъ выражете (1) есть обпцй членъ, 
будетъ сходящимся или расходящимся одновременно сърядомъ, въ котс- 
ромъ обпцй членъ будетъ

______________ пЩ_____________  ̂ (2)
т п\ (тп)\2(т п) .. Х \тп) {xr+ 1(mw)}? ’

где т  некоторая целая положительная величина.
I. Положимъ, что р больше единицы. Пусть т  будетъ некоторое 

делое положительное число, большее чемъ основаше НеПеровыхъ ло-



гариемовъ; тогда \ {тп) больше п. Отсюда следуетъ, что обпцй членъ (2) 
будетъ меньше, чемъ

------------------------------- ____________________ ; (З)

такимъ образомъ по ст. 764, если рядъ, въ которомъ общимъ членомъ 
служить выражете (3), будетъ сходящимся, то сходящимися будутъ 
также и ряды съ общими членами (2) и (1). Следовательно, если рядъ 
съ общимъ членомъ (3) будетъ сходящимся, когда г имеетъ какое ни
будь частное значете, то онъ будетъ сходящимся и тогда, когда г изме
нится въ r-\-1. Но такъ какъ р больше единицы, то по ст. 563 рядъ 
съ общимъ членомъ (В) будетъ сходящимся, когда r=  1, а следова
тельно и когда г= 2, а значить и когда г—3, и такъ далее. Такимъ 
образомъ рядъ съ общимъ членомъ (1) есть сходяшдйся.

II. Положимъ, что р равно единице. Пусть т —2, что представ
ляетъ целое положительное число, которое меньше осяован!я Неперо- 
выхъ логариемовъ; тогда \ {тп) меньше п. Отсюда следуетъ, что обпцй 
членъ (2) будетъ больше, чемъ

___________1__________
«\(?г)Х2(и )...Х г_1(м)Хг(м) *

Отсюда, поступая какъ въ I случае, мы можемъ показать, что рядъ съ 
общимъ членомъ (1) будетъ расходящимся.

III. Положимъ, что р меньше единицы. Тогда обпцй членъ (1) 
больше того, чемъ-бы онъ былъ, если-бы р было равно единице, по
крайней мере при достаточно болыпомъ щ а следовательно и подавно 
рядъ будетъ расходящимся.

Простое доказательство этой теоремы съ помощью интегральнаго 
вычислетя дано нами въ курсе Интегральнаго Вычислетя, гл. IT .

771. Означимъ чрезъ ип обпцй членъ даннаго ряда. Если, начиная 
съ некотораго значетя п, величина выражешя

ипп\(п)\г (п) .... Х’(п) |xr+1(w)
постоянно будетъ конечною, когда р остается определенною величиною 
большею чемъ единица, то данный рядъ будетъ сходящимся.

Действительно, въ этомъ случае члены даннаго ряда имеютъ ко
нечное отношете къ членамъ ряда, сходимость котораго доказана.

Если, начиная съ некотораго значешя п, величина выражетя
и п п к { п ) \ 2  ( п ) . . .  . У ( п ) У + '  ( п )

будетъ постоянно конечною или безконечно большою, то предложенный 
рядъ будетъ расходящимся.

Действительно, въ этомъ случае члены даннаго ряда имеютъ по
крайней мере конечное отношеше къ членамъ такого ряда, расходи- 
мость котораго доказана.
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772. Теорема, изложенная въ ст. 771, можетъ употребляться въ 
случаяхъ, въ которыхъ данные раньше првзнаки сходимости или расхо
димости не могутъ иметь приложетя; но вообще будетъ более удобно 
пользоваться правилами, которыя мы докажемъ въ следующей статье.

un
773 Означимъ п

Ип—|—1
— 1) чрезъ Р 0; тогда если, начиная съ

нгькотораго опредгьленнаго значетяп, величина выражетя\( п)(Р0— 1) 
постоянно будетъ больше некоторой положительной величины, 
которая сама больше единицы, то рядъ, въ которомъ n-й членъ есть 
un, будетъ сходящимся; а если, начиная съ нгькотораго опредшен- 
наго значетя п, величина \(n)(F0 —1) никогда не будетъ положи
тельною величиною большею единицы, то рядъ будетъ расходящимся.

I. Положимъ, что начиная съ некотораго определеннаго значетя п, 
величина выражетя X(w)(P0— 1) остается всегда больше у, где у по- 
ложительная величина больше единицы. Тогда Р 0— 1 будетъ больше
чемъ Y

Цп)
Пусть vn

а потому 
1

и— -- будетъ больше 1ч-- Т
пк(п)'

п
[ т \

р тогда vп п-1-1 (X(w-l-l))^

Но Х(мч- 1)=1(п) ч-Х

V
1
П п Цп)

п следовательно Х(»гч-1) меньше,
1чемъ \(п)ч—  (ст. 687); а следовательно vП

1 1
п 
•в

V меньше, чемъ (1ч-
7Ь-\1

1
п

п\(п) ; а потому, когда п будетъ достаточно велико, то •у,П
V бу-
п

детъ меньше 1ч 1
1

п 1 а
п\(п) если только q будетъ больше р.

vп меньше 1 11 ч-- \ а(ст. 686). Такимъ образомъ - i - .  - г -  -  —  ,  х ,vn_^t п п\(п) п%п)'
и когда п взято достаточно болыпимъ, то последтй изъ нанисаеныхъ
четырехъ членовъ будетъ несравненно меньше третьяго, и следова
тельно V, - меньше, ч!мъ 1ч--Vn-\-1 п

г
п\(п), если только г больше q.

Выводъ этотъ остается справедливымъ, какъ-бы ни былъ малъ избы
токъ q надъ р и какъ-бы ни былъ малъ избытокъ г надъ q; следова
тельно, такъ какъ у больше единицы то мы можемъ предположить, что 
у больше г и что р положительное и больше единицы.

Такъ какъ у больше г, то мы будемъ иметь иП больше vП .Но
по ст. 770 рядъ, въ которомъ обшдй членъ есть vn, будетъ сходящимся, 
когда р величина положительная и больше единицы; следовательно по 
ст. 764 рядъ, въ которомъ ?г-ый членъ есть ип, будетъ сходящимся.
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II. Положимъ, что начиная съ некотораго определеннаго значешя п, ве- 
лпчинавыражетяХ(я)(Р0— 1) никогда не бываетъ положительною и боль
шею единицы. Тогда Р 0— 1 есть положи тельная величина, непревышающая

ли отрицательная. Въ обоихъслучаяхъ ипл-1меньше 1-» 1 1

Положимъ vn = 1
П+2

Х(« +  1) = Х(п)
пк{п) ’ 

X (l-J--\ п

тогда VП
V,П

п-+-1
п

п деХ(п)
Х(ю-н1)

Х(я) Но

поэтому X'n-i-l) больше, чемъ

Х(ю)-г 1 1
п 2 п to ст. 688: а значитъ vП

V, больше, нежелж

1 1
nJ ( 1 1 1

пЛ-{

п\{п) 2 п2Уп) и следовательно, когда п достаточно

велико, то VП
Уп-j-1

больше, чемъ 1 1 i 1
п пУп)*

Такимъ образомъ, когда п достаточно велико, UnJri будетъ меньше
vП

V Но по ст. 770 рядъ съ общимъ членомъ vn есть рядъ расходя-
«4-1

шдйся; следовательно по ст. 765 и рядъ съ общимъ членомъ ип бу
детъ расходящимся.

774. Теорема ст. 773 не приложима къ случаю, когда \(п )(Р0—1) 
постоянно остается положительной и большей, чемъ единица, но при 
этомъ непрерывно приближается къ единице; тогда нужно пользоваться 
другою теоремой, которая оказывается также неприложимой въизвест- 
номъ случае. Такимъ образомъ можно получить рядъ теореиъ, каждая 
изъ которыхъ можетъ быть испытана, если все предыдущая не будутъ 
иметь приложетя. Теоремы эти можно найти въ Интегральномъ Вы
числены (Тодгентера) гл. IV; оне могли-бы быть доказаны по спо
собу ст. 773, но такъ какъ для элементаряыхъ целей оне не нужны, 
то мы и не сочли нужньшъ разсматривать ихъ здесь. Въ виде упраж- 
нешя для учащагося, теорема следующая за тою, что дана въ ст. 773, 
предложена нами какъ последшй изъ примеровъ, заканчивающихъ эту 
главу.

Пояснимъ доказанныя правила применешемъ пхъ въ следующихъ 
трехъ статьяхъ.

1

775. Следующей рядъ называется тперъеометрическимъ:
1) . а(а-ь 1 )(g-»-2)ft(ft-»-l)(p-i-2)а.(3^_^а(а-н1Ж£

1-Т 1.2.Т(Т-Ы ) 1.2.3.'у(у-ъ-1)('У-+-2)
х

Определимъ, когда рядъ этотъ будетъ сходящимся и когда—расхо
дящимся.
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Означимъ его чрезъ и0- + - м г-*-и8-+-...; тогда

i + - Y h  y«„ (w-+-l)(n-i-Y)
lln+i (n-*-cc\n^)x ’

nJ\ n
такимъ образомъ по ст. 762, если ж меньше единицы, то рядъ будетъ 
сходящимся, а если х больше единицы—рядъ будетъ расходящимся. 
Положимъ х=1; тогда

1 Q у— aft1ч-у—a — ft-*-- n
Po = «V l4 _P

«/\ W
такимъ образомъ, если у— a— ft будетъ положительною величиною, то 
рядъ будетъ сходящимся, а если у—a —jj будетъ величиною отри
цательною, то рядъ будетъ расходящимся. См. ст. 766 и 767 Если 
Y— a —ft будетъ нулемъ, то мы должны пользоваться ст. 773; тогда 
будемъ иметь

— tl-*-— \ \(п) п\ n J
x (.0 (P » - i)= - -  - — j

пЛ  11
эта дробь, если возьмемъ п достаточно большнмъ, можетъ быть сделана 
какъ угодно малою, а следовательно рядъ будетъ расходящимся.

„  ип пк-*-апк~1 -н Ъпк~%-*-спк~г-\-... ,
П оло»н«ъ, что — ( у -  • - . .  ’ rA t

h целое положительное число, и нп одинъ изъ показателей не делается
отрицательнымъ; велпчины-жеа, Ь, с... А ,В , С некоторый постоян- 
ныя количества. Мы покажемъ, что рядъ, въ которомъ м-ый членъ 
есть цт  будетъ сходящимся, если а— А — 1 будетъ величиною поло
жительною, и расходящимся, если а— А — 1 будетъ величиною отрица
тельною или нулемъ.

_  (а— А)пк-*-(Ъ—£ Ь А_1+ (с— С)пк~2-н...
ЗДеЬ Р » -------- -------------------------- ;

такимъ образомъ, если а—А — 1 будетъ положительной величиной, то 
рядъ—сходяицйся, а если а— А  —1 величина отрицательная, то рядъ 
расходяшдйся. См. ст. 766 и 767. Если-же а— А — 1 равняется нулю, 
то мы имеемъ

пк-*-(Ъ— В)пк~лР 0 пк-+-Апк~ 1-+-Впк~2 • • •
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въ нйкоторыхъ случаяхъ мы можемъ еще определить, будетъ-ли рядъ 
сходящимся или расходящимся, не прибегая ни къ какому новомупра- 
вилу; напримеръ, если Ъ— В —-А величина отрицательная, то рядъ по 
ст. 767 будетъ расходящимся . Но будетъ удобнее пользоваться ст. 773; 
тогда мы будемъ иметь

\ Ш Р  - 1 •— С—В)пк~г1 пк Апк—1 Впк—г
• • »

при достаточно большомъ п это выражеше можетъ быть сделано какъ 
угодно малымъ, а следовательно рядъ—сходящШся.

777. Изследуемъ теперь разложете (1н-#)т по теореме Ньютона 
попределимъ, будетъ-ли этотъ рядъ сходящимся или расходящимся при 
х=1 или — 1.

Означимъ чрезъ иг, r-ный членъ разложетя двучлена (1-+-ж)т ;
тогда

Му
т

U r - t - t  

Г-1-1
U

х~\
г-л-г
(т-

iiГЧ-З
—г) .

г г(гч-1) х t • 9

Намъ нужно будетъ разсмотреть рядъ, заключенный въ скобки.
I. Положимъ х=1. Пусть г будетъ по численной величине не 

меньше т ; тогда члены въ скобкахъ будутъ попеременно положитель
ными н отрицательными.

Если т  положительное или отрицательное и меньше единицы, то 
каждый членъ будетъ по численной величине меньше предыдущаго 
члена, и рядъ будетъ, по ст. 558, сходящимся.

Если т = — 1, то рядъ внутри скобокъ принимаетъ видъ
— 1 —I— 1— 1-+-1— .

который по определенно ст. 554 будетъ сходящимся.
Если т  величина отрицательная и больше единицы, то каждый 

членъ ряда внутри скобокъ будетъ численно больше предыдущаго, и 
рядъ будетъ расходящимся.

II. Положимъ х 
г-—т — 1 (г— т

—1. Тогда рядъ внутри скобокъ будетъ 
1 )(г—т ) (г—т —1)(г—т )(г —т  +• 1)

г г(г-+-1) г(гч-1)(гч-2) Ф • #

Пусть г будетъ по численной величине не меньше т ; тогда члены 
этого ряда все будутъ иметь одинаковый знакъ. Въ ст. 775 положимъ 
а —1, $=г—т — 1 и тогда найдемъ, что рядъ будетъ сходя
щимся, если т  положительная, и расходящимся, если т  отрицательная
величина.

Примеры сходимости и расходимости рядовъ.
1. Показать, какъ можно определить, будетъ-ли произведете

безконечнаго числа множителей ut, иг, м3, и4... конечнымъ ил



4 4 4  п р и м е р ы  к ъ  г л а в -ъ l y i .

2. Показать, что при п безконечно-болыпомъ, величина
п пX

(жн-1)(ж-ь2)... (хч~п)
будетъ конечною, исключая случай, когда х целое и отрицательное.

3. Показать, что при х=1, значете члена ип зъ ст. 775, без
предельно возрастаетъ съ возрастатемъ п, если у—1 вели
чина положительная.

4. Показать, что когда х=1, значете гьп въ ст. 775 будетъ ко- 
нечнымъ при безпредбльномъ возрастали w, если a +р— у— 1 рав
няется нтлю.

5. Показать, что когда х= \, то значете ип въ ст. 775 бу
детъ бззконечно малымъ при безпред&льномъ возрастали п, если 
a-+-f5—■у — 1 будетъ отрицательною величиной.

6. Определить, будетъ-ли следующей рядъ сходящимся или рас
ходящимся, при положительномъ х:

ах a(a-t-l) 2 а{а-»-l)(a-f-2)х“-л2 3 х • • •

7. Если ип = ,  то показать, что рядъ расходящшся
п 11

8. Определить, будетъ-ли при х положительному следуюицй рядъ 
сходящимся или расходящимся

х I х* I  3 ж3 1 3 5 х41  ̂  ̂ _ I _ • . • w I ГЧ * J ■ • Л •  ̂ • • •1 2 3 2 4 5 2 4 6 7
9. Определить, будетъ-ли следуюицй рядъ сходящимся или рас

ходящимся, если £ будетъ положительная правильная дробь.
, , № - е ) | (l+ H M l-W (2 -P ) . (2+Й(1+Ю К1-Й(2- Й (н- ?)

%'Р
10. Если ип=^~— jy , где р и q положительныя величины, то

определить будетъ-ли этотъ рядъ сходящимся или расходящимся.
11. Показать, что если, начиная съ какого нибудь определеннаго

ЪСзначетя п, величина выражен1я wlog —— постоянно будетъ больше нй-
I

которой положительной величины, которая сама больше единицы, то 
рядъ будетъ сходя пцйся.

12. Показать, что если, начиная съ какого нибудь определеннаго
Ъ1зжачетя п, величина выражешя wlog—-- никогда не будетъ положи-

Un-f_ i
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тельною величиною, большею единицы, то этотъ рядъ будетъ расходя
щимся.

13. Определить, будетъ-ли сл$дуюпцй рядъ сходящимся или расхо
дящимся при положительномъ х:

а-л-% _ (ач-2ху _ (а-+-ЪхУ
1 * 12 13

14. Изследовать выводы ст. 775, не пользуясь ст. 773.
15. Наследовать выводы ст. 776, не пользуясь ст. 773.

„  ип м«+- ОйР-1- Ъпч-+-...16. Ьсли--- = ---- j-z— ^---- , где а, р, у положителъныяип +1 № • • Ф

постоянныя величины, расположенный въ нисходящемъ порядке, при
чемъ а, Ъ... А , В , ... катя угодно постоянныя, 'то определить,, бу
детъ-ли рядъ, котораго n-ый членъ есть и,м сходящимся или расходя
щимся.

17, Показать, что два ряда
ZIq~ ННtl g • « м

U. ио и о м4И —И----2---F 3 ■ 4W0 -I- М0 u2-i-u -t-Wo M3-bWg-l-W1-4-M0 • • • )
где «о, «2, ... все количества положителъныя, будутъ оба сходя
щимися или оба расходящимися.

18. Означимъ \(w )(P0—1) чрезъ Вл\ тогда, если начиная съ не
котораго определеннаго значетя п-, величина \2(% )(Р1— 1) постоянно 
остается больше некоторой положительной величины, которая сама 
больше единицы, то рядъ, въ которомъ м-ый членъ есть иП) будетъ схо
дящимся; а если начиная съ некотораго определеннаго значетя п, ве
личина X2(w )(P j—1) никогда не будетъ положительною и большею еди
ницы, то рядъ—расходяпцйся.

Г Л А В А  LYII.

Непрерывный дроби.
778. Более обпцй видъ непрерывныхъ дробей -  еледуюпцй:



Зд1>сь а*, а2, а3, ... и &£, Ьг, &3, ... могутъ означать каыя угодно 
величины—д^лня или дробныя, поюжительныя или отрицательння.
Простыя дроби —, —, —, ... можно называть составляющими непре-at а2 а3
рывной дроби. Если встречается знакъ +, то можно брать тотъ или 
другой изъ нихъ; но мы разсмотримъ только два случая, именно 
случай когда все знаки будутъ и случай, когда все знаки будутъ 

. Такимъ образомъ мы будемъ имёть два рода непрерывныхъ дробей, 
которыя будемъ называть соответственно дробями перваго и второго рода.

Въ главахъ XLIV и XLY мы ограничивались непрерывными дробями 
перваго рода, въ которыхъ числитель каждой составляющей есть еди
ница, а знаменатель положительное целое число; теперь-же мы дадимъ 
некоторый предложетя, имея въ виду дроби более общаго вида.

779. Дроби, полученныя при остановке на первой, второй, 
третьей, ... составляющей дроби, называются первою, второю, третьего, 
... подходящими дробями.

Такимъ образомъ первая подходящая дробь будетъ —; вторая

4 4 6  НЕПРЕРЫВНЫЙ ДРОБИ.

hi azbtто-есть ---- гг-; и такъ далее.
at

,  a.cio+bJа,+— 12— 2
а2
780. Въ статьяхъ 781....785 мы разсмотримъ непрерывныя дроби 

перваго рода, а въ статьяхъ 786...793—непрерывныя дроби второго 
рода. Во всехъ этихъ статьяхъ мы будемъ допускать, что числители и 
знаменатели всехъ составляющихъ дробей будутъ положительными.

781. Означимъ последовательный составляющая чрезъ
Р
— . ... Тогда мы можемъ по ст. 604 доказать, что последовательный
Qs
подходяпця дроби могутъ быть получены по сл’Ьдующимъ правиламъ:

Рп <*пРп--- 1  1 ЪпРп----2? Я.П ®пЯп----1  Ъпйп
Зд$СЬ PnJhi _ n̂-\-iQn—if Рп Рп

2е

Я . П . 4 - 1  Я п  Я п - \ - 1  ' Я п  Я п — 1

1) о г Ъ , clи ■пч~ г~ 1 = ----n-t-in~.i---  ̂ ПредСтавляетъ правильную дробь.
Я п ~ \ - {  ^ п ^ \ Я п  ^  ' ^ п - \ - \  Я п — t

Такимъ образомъ будетъ численно меньше ——■ ■■— и бу-
Q'n-f-i Ч.П Я.П ffn—i

детъ иметь обратный съ нею знакъ.
P i Р^ Ъ. а 2Ъ. Ъ.Ъо—— — = —±---- = и это есть величина положитель-qt q2 at ala2-+-b2 qtq2
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вая. Отсюда мы видимъ, что следующей рядъ состоитъ изъ положитель
ныхъ членовъ, расположенные въ нисходящемъ порядке ихъ величины:

P i  Рг Рг Рг Рг P i  Рь Р а Р ь Р ь

Ял Я г Яг Яг Яг Яа Яь Яа Яь Яв
< » »

Этотъ выводъ заключаетъ въ себе следуюнця свойства непрерыв- 
ныхъ дробей перваго рода:

Подход яги,in дроби нечетнаго порядка непрерывно уменьшаются, 
а подходящгя четнаго порядка непрерывно возрастаютъ.

Всякая подходящая дробь нечетнаго порядка будетъ больше, а 
всякая подходящая четнаго порядка—меньше, чгьмъ слгьдуюшгя 
подходящгя.

782. Предположимъ теперь, что чнсяо составляющихъ дробей без- 
конечно. Можетъ случиться, что беря п достаточно большимъ, мы въ со
стояли будемъ сделать разность между п-й подходящей п следующей 
за нею меньше всякой величины; пли можетъ случиться, что какъ-бы 
ни было велико п, разность между п й подходящей дробью и следую-

1,ей за нею будетъ всегда больше некоторой данной величины.
Въ первомъ случае величина, къ которой приближаются нечетныя 

подходяпця, непрерывно уменьшаясь, а четныя—непрерывно возрастая. 
можетъ быть названа величиною пли значениемъ безконечной непре
рывной дроби; мы будемъ говорить, что въ этомъ случае значете без
конечной непрерывной дроби определено. Здесь нельзя будетъ гов - 
рить, что безконечная непрерывная дробь имеетъ только одно значете, 
но ее должно разсматривать какъ представляющую две величины, изъ 
которыхъ одна будетъ та, къ которой приближаются подходяпця дроби 
нечетнаго порядка, а другая та, къ которой стремятся подходяпця чет
наго порядка.

783. Если, начиная съ какого нибудь опредгьленнаю значетя г,
будетъ больше некоторой определенной положи-величина ctr&r-j- 

br+1
тельной величины, то безконечная непрерывная дробь определена. 

Пусть у означаетъ определенную положительную величину. 
Последовательно прилагая правило ст. 781, мы получимъ

________ ^ n r P i  Р А Ъ  гЯ1 Ъ 4 д 2 " Ъ п +

Я п + 1  Я п  \ ' я .  Я г  Я г  '  Я 4 *”  Я п - i - i

Pn-\-i Р Яп~

Но 1
Яг-1-1 «Г -1 -\Яг~*~ Ъ)-~\-\Яг—i г̂-+-1̂Р1гЯ.

1
brqr—2)~*-br+lq

1

а это меньше 1
1 + у

4

а
Г - Ы brqt

, такъ какъ больше у.Ъг+4
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Следовательно'̂ 11— — будетъ по численной величине меньше
Я п - ] - 1  Я п

с н̂ К0Т0Рая постоянная величина; н если взять п
достаточно болыпимъ, то величина эта можетъ быть сделана меньше 
всякой данной величины. Следовательно безконечная непрерывная дробь 
теперь определена.

Мы видимъ теперь, что поставленное услов1е является достаточ- 
нымъ для того, чтобы какая нпбудь безконечная непрерывная дробь была 
определенной; но мы не утверждаемъ, что это услов1е необходимо.

784. Безконечная непрерывная дробь перваго рода, въ которой 
каждая составляющая есть правильная дробь, причемъ числитель 
и знаменатель ея целыя числа, должна быть несоизмеримыми ко
личествомъ.

Действительно, предположимъ, если это возможно, что непрерыв-jg
ная дробь будетъ соизмеримой; означимъ ее чрезъ -j-, где Ап В  це

лыя положительныя числа. Такимъ образомъ - ——-— , где р озна--/х I р I
чаетъ безконечную непрерыввую дробь, начинающуюся съ составляющей
— . Следовательно о, = —- - ~ ; числитель этой дроби есть некото-
а 2 В
рое целое число, которое мы означимъ буквой G, и С должно быть по
ложительнымъ при р4 положительномъ. Подобнымъ-же образомъ, если 
р2 означаетъ безконечную непрерывную дробь, начинающуюся съ со-
етавляющей —, то мы найдемъ, что р, = , где В  также положи-а з и
тельное целое число; и такъ далее.

в  с  ЪСверхъ того, - j, -д, -q ... все должны быть правильными дро

бями. Действительно, ~будетъ меньше — , а это есть правильнаяJa. (X.
G Ъдробь; меньше — , а это есть правильная дробь; и такъ далее.JLJ

Следовательно А , В , С, D , .... составляютъ рядъ целыхъ поло
жительныхъ чиселъ расположен ныхъ въ нисходяьиемъ порядке ихъ 
величины, но при этомъ число ихъ безконечно; а это—нелепость. 
Следовательно безконечная непрерывная дробь не можетъ быть соизме
римою величиною.

785. Если некоторыя изъ составляющихъ безконечной непре
рывной дроби не будутъ правильными дробями, но начиная съ из-



вгъстной составляющей, всгь слпдующгя будутъ уже правильными 
дробями, то безконечная непрерывная дробь будетъ несоизмеримою 
величиною.

Действительно, положимъ, что — ■—- и все следующая за ней со-
ставляюшдя будутъ правильныя дроби; тогда по ст. 784 безконечная
непрерывная, дробь, начинающаяся съ-2̂ ,  будетъ несоизмеримою;

1
означимъ ее чрезъ х. Какъ и въ ст. 781, мы будемъ имйть

Р п  & п Р п — 1  ~ ~ * ~ ^ п Р п — 2
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Яп ®п0.п—1~*~^п0.п— 2

и значете безковечной непрерывной дроби получится, если мы измй- 
нимъ ап на ап+%; такъ что оно будетъ

((%ri~~t-X)Pn—I I &пРп—2 тА ллшт Р п ^ ХРп—1j то-есть(ап I х) —£ | Ьп([п—2 Q_n I xqn—t
Эта величина не можетъ быть соизмеримой иначе, какъ при условш
Р п  Р п —i v • • Р п  •— =-— 1, а это вследств1е значетя ——  приводить къ условгю
Я п  Я п — 1  Я п

P n — t  Р п — 2 х . .  Р г  P i---1= — £; и такимъ образомъ мы должны пр1йти къ— = — , что
Я п —  1  Я п — 2  Я ' %  . \ Я .1

невозможно, такъ какъ мы не допускаемъ, чтобы bt=0 и й2=0.

786. Ъъ непрерывной дроби второго рода, въ которой знаменатель 
каждой изъ составляющихъ превышаешь числитель покрайней мгъргь 
на единицу, всгь подходящгя дрсби будутъ положительными пра
вильными дробями, расположенными въ восходящемъ порядш ихъ 
величины.

По предположетю первая подходящая — есть положительная пра-
, Ь ,  Ъгвильная дробь. Вторая подходящая будетъ----г-; и такъ какъ —

а.---  2а&
есть правильная дробь, и at превышаетъ bt покрайней мере на еди-

&ницу, то at— — будетъ положительная величина, превышающая
2̂такимъ образомъ и вторая подходящая есть положительная правильная 

дробь. Третью подходящую можно означить чрезъ , гдъ —
а£

а 1
Алгебра.
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поставлено вместо Ъ

а Ъ такъ что Pi
а есть положительная правиль-

1
а

ная дробь по той-же причине, какъ и вторая подходящая; следовательно 
по той-же самой причине третья подходящая будетъ положительною 
правильною дробью. Четвертую подходящую можно обозначить чрезъ

Ъ1
а

, где а означаетъ дробь такого-же вида, какъ и третья под-

а
ходящая, а потому она будетъ положительною правильною дробью; сле
довательно четвертая подходящая будетъ положительною правильною 
дробью. И такъ далее.

И здесь, какъ въ ст. 781, мы найдемъ, что последовательный под
ходящая дроби могутъ быть получены по слёдующимъ правиламъ:

Рп ®пРп

Отсюда Рп
- 1

Рп
п— 2>Ьпр

^ гг—1—1 Яп

Яп ®пЯп

Яп-i-1 яп яп
рп

- 1

Рп
п̂Яп 2*

такмъ образомъ Р я-ы Рп
Яп-i-i Я

будетъ иметь такой - же знакъ, какъ
п

Р п рп
п

Но
Яп-- 1

P z _ P l 
Яг Я1 Ъ

Отсюда следуетъ, что
2 1̂ 

P i  Рг
j

Я1Яг 
Р  з

а , и это величина положительная

j • « « составляютъ рядъ положитель-
Я1 Яг Яз

ныхъ правильныхъ дробей, расположенныхъ въ восходящемъ порядке 
нхъ величины.

787. Есл:н число составляющихъ безконечно, то подходящая дроби 
составятъ безконечный рядъ правильныхъ дробей, расположенныхъ въ 
восходящемъ порядке величинъ, причемъ каждый членъ никогда не 
превзойдетъ некоторой определенной величины, наибольшее значеше 
которой есть единица. Мы можемъ сказать въ такомъ случае, что ка
кая нибудь безконечная непрерывная дробь второго рода, въ кото
рой знаменатель каждой составляющей превышаешь числитель 
покрайней мъргъ на единицу, будетъ определенной.

788. Мы покажемъ теперь, что рп 
вместе съ п.

qn въ ст. 786 возрастаютъ

цельно,Рп—Р п - ^  (ап— 1 )рп- £— Ъпрп- 2; но ап—  1 будетъ 
иметь покрайней мере такую-же величину, какъ Ъп\ поэтому рп бу
детъ большеiv - 1, если pn_ t будетъ больше^-,, и такъ далее, а р2
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очевидно болыпе j?t. Такимъ образомъ рп больше pn- i 
образомъ qn больше q,

Подобнымъ-же
П—1

789. Если въ безконечной непрерывной дроби второю рода чис
литель каждой составляющей будетъ не меньше единицы, а зна
менатель больше своего числителя на единицу, то значете такой 
безконечной непрерывной дроби есть единица.

Здесь мы всегда будемъ иметь ап—Ьп-л-\; следовательно по ст. 786
Рп (fin * ~̂ )Рп Ъпрп

такъ что Рп—Р п — 1 ЬП(Рп
-2’

Рп—г)"
Но P i= bt, i?2=ct25i=(&2-bl)&1; такимъ образомъ рг—p t=bib 

Отсюда мы получаемъ последовательно

Яп—1 п̂КЯп~1 . 0.П
Ъг; такъ что q2

P s— P 2 = bibzb3, p 4- - p 9=^bibib3bi , . . . , p n- ^ p n- !
Следовательно, складывая получимъ

pn=bi4-bibz4~bJ)zb34-...4-bib2b3...hl
Подобнымъ образомъ мы имеемъ qn—q ^ —bn{q 
Но qi—bi-t-l, qz==(bi-*~V)(J)z-+-X)

Итакъ мы последовательно получаемъ
f t—&А&в» q-q ^ —b.b^^^ 

Следовательно, складывая получимъ
&А-»-М А

Рп

Ь 2 '''bn-

*)•.
я, *А-

# # # Яп—qп—1 Ь̂Ь<>Ь3**,Ьп.

Яп— 1  -*-Ь. • . .—Ь~Ь *>Ь§. • Л̂п

Такимъ образомъ qn=pn и Р п 1
qn Рп * 1 1 1

р

Но рп по на

шему предположетю не меньше п и такимъ образомъ можетъ быть сде
лана какъ угодно большою, если п будетъ взято достаточно большимъ;

Р пследовательно мы можемъ достигнуть того, что разность между — и
, . Яп

единицей будетъ меньше всякой данной величины, а потому мы можемъ 
сказать, что величина такой безконечной непрерывной дроби есть единица.

790. Легко видеть, что доказательство предыдущей статьи заклю
чаете въ себе несколько больше того, что ради простоты вошло въ 
выражете теоремы. Существенный услов1я состоять въ томъ, что
ап—bn~\— 1 для всехъ значетй п, и что р п должно безпредельно воз
растать вместе съ п. Для последняго услов1я достаточно, чтобы А  
никогда не было меньше единицы, но это не необходимо. Необходимое
и достаточное услов!е состоитъ въ томъ, что безконечный рядъ, въ ко
торомъ ш-ыйчленъ есть &А&з-.. долженъ быть расходящимся; это

' , т
услов1е могло-бы быть удовлетворено, если-бы напримеръ от = — ~Т' 
(См. ст. 562).
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791. Если знаменатель какой нибудь изъ составляющихъ дро
бей превышаетъ ея числитель больше чгьмъ на единицу, между 
тгьмъ какъ знаменатель каждой составляющей превышаетъ числи
тель ея покрайней мгьргъ на единицу, то значете безконечной не
прерывной дроби меньше единицы.

Положимъ напримеръ, что аг—Ъг-*-р9 где р положительная вели
чина, большая единицы. Безконечная непрерывная дробь равновелика

7

съ дробью------Ц— — , где р есть некоторая положительная вели-
а Ъ

Ъz-P— 9
чина, представляющая безконечную непрерывную дробь, начинающуюся

j)
съ составляющей — . Но р не можетъ превышать единицу (ст. 787);а
отсюда следуетъ, что Ъ

Ъ2 - Р — Р
дробью; а слйдовательно, какъ и въ ст.

1 есть правильная положительная дробь.

правильною положительною
786, МЫ ВИДИМЪ, ЧТО;

а Ъ
Ъг-*-р—  р

792. Безконечная непрерывная дробь второю рода, въ которой 
каждая составляющая есть правильная дробь съ цп>лымъ числите• 
лемъ и знаменателемъ, и въ которой значенге безконечной непре
рывной дроби, начинающейся съ некоторой составляющей,—меньше 
единицы, не можетъ быть соизмеримою величиною.

Действительно, предположимъ, если это возможно, что непрерыв-
JBпая дробь будетъ соизмеримой и означимъ ее чрезъ —j , где А  ж В-Д.

В  Ъц^лня положителъныя числа. Такимъ образомъ - j—-— 1— , где р̂
А. л Аа1 р£

означаетъ безконечную непрерывную дробь, начинающуюся съ состав-
Ъляющей а Следовательно р. а{В — ЪаА

В ; числитель этой дроби есть
целое число, и мы обозначимъ его буквою О, причемъ С должно быть 
положительнымъ для р1 положительная. Подобнымъ образомъ, если р2 
означаетъ безконечную непрерывную дробь, начинающуюся съ состав-

. Ь3 . Dляющей а то мы найдемъ, что р2= ^ , где В  также целое положи
тельное число. И такъ далее.

B C D
А ' В ’ "O’

правильными дробями.
того должны быть по предположенш все



Слйдовательно А, В , О, D ,... составляютъ рядъ цгьлыхъ положи
те льныхъ величинъ, расположенныхъ въ нисходящемъ порядке ихъ 
величины, причемъ число ихъ безконечно; но это невозможно, а по
тому эта безконечная непрерывная дробь не можетъ быть соизмеримою 
величиною.

Здесь применяется также статья 785 съ услов1емъ, выраженнымъ
въ ст. 792.

/  *

793. Въ предыдущей статье мы предполагали, что безконечная не
прерывная дробь, начинающаяся съ некоторой составляющей, будетъ 
меньше единицы. По ст. 789 и 791, это всегда можно предполагать, 
исключая случай, въ которомъ начиная съ некоторой определенной 
составляющей, знаменатель каждой изъ составляющихъ будетъ превы
шать свой числитель на единицу.

' • • L Г

794. Чтобы дать примеръ определенной безконечной непрерывной дроби
перваго рода, положимъ, что каждая составляющая будетъ —, где а2d
s Ь положителъныя величины. Означимъ эту непрерывную дробь 
чрезъ х; тогда

Ъ Ьх= -=— ; такъ что х
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Ь 2 ач-х2 ач 2 а •
■ • •  

поэтому ж2-1-2ах—Ъ=О, откуда х= —а±\/(а?ч-Ъ), причемъ нужно 
взять верхнй знакъ, такъ какъ безконечная непрерывная дробь поло
жительная. Такимъ образомъ, переставляя члены, мы получаемъ

[/ (а2 ч-Ъ)= ач------- -—
2ач 2а

Эта формула даетъ разные способы для выражешя квадратнаго 
корня въ виде непрерывной дроби. Напримеръ, возьмемъ [/1.7. Мы 
можемъ положить 17=16-1-1, или 9-ь8; и такъ далее. Такимъ 
образомъ.

[/17=4-1-----  — *=3-ь------ — .
_ 1 л О8-н---- 6-н---------

♦

795. Чтобы дать примеръ определенной безконечной непрерывной дроби 
второго рода, положимъ, что каждая составляющая будетъ , где а и ЪАСЬ
положителъныя величины, причемъ 2а превышаетъ Ъ покрайней мере 
на единицу. Обозначимъ непрерывную дробь чрезъ х; тогда
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ЪX
2 а Ъ , такъ что х Ъ

2а—-х)
2 а

откуда находимъ х2 — 2ахч-Ъ=0; поэтому х—а+[/(а2— Ъ). Здесь 
нужно взять нижтй знакъ, потому что при верхнемъ знаке мы полу- 
чнлн-бы результатъ больше ач-а— &, то-есть больше 2а— 6, т.-е. 
больше единицы; но безконечная непрерывная дробь не можетъ быть 
больше единицы (ст. 787). Такимъ образомъ, переставивъ члены, 
получимъ

[/(а2— Ь)=а Ъ

2 а
Ъ

2 а ♦ # О

796. Въ ст. 781 мы имйли
= СЬпрп— 1 * ЪцРп— 2} ®п0.п— I-* п̂Я.п—25Рп апРп—1 * ®пРп—2> Q_n

а въ ст. 786 мы им̂ ли подобныя-же соотношетя, причемъ знакъ 
былъ измененъ на — . Теперь предположимъ, что значетя ап и Ъп 
даны для всехъ значетй п и что!?! и р 2, qi и q2 получены; тогда 
на основатй предыдущихъ общихъ соотношетй мы получимъ возмож
ность определить последовательно р3, р4, рь1... ж q3, #4, g5,... Въ 
некоторыхъ случаяхъ мы можемъ посредствомъ особыхъ искусственныхъ 
пр1емовъ открыть такой законъ составлетя последовательныхъ чле* 
новъ, который приведетъ насъ къ возможности дать обнця выражешя 
для рп и qn; примеръ этого уже встречался въ ст. 789. Или справед
ливость закона можетъ быть обнаружена посредствомъ исаытатя 
темъ доказана индушцей. Впрочемъ изследовате общихъ выражетй 
для Рп и qn принадлежитъ высшииъ областямъ Математики, именно 
Вычисленш Конечныхъ Разностей.

Заметимъ одинъ частный случай. Положимъ, что ап и Ъп остаются 
постоянными для всехъ значетй п; означимъ первое чрезъ а и второе 
чрезъ &. Тогда мы будемъ иметь pn=a>Pn-i-*-bpn-2', и мы видимъ при

въ разло-

CJ-

Xп—1_ -2*, ]
помощи ст. 656, что рп равняется коэффищенту при 
женш по восходящимъ степенямъ х выражетя

1 —ах—Ъхг ’
такъ какъ р^=Ъ и р2=аЪ, то выражете это обратится въ

Ъ
1—ах— Ъх

Подобцымъ-Же образомъ qn равняется коэффищенту при хп' 
разложенш выражешя

ft (ft— Щк )а?
1—ах—Ъхг ’

1 въ
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такъ какъ д_х—а и
ач-Ъх

а%ч-Ъ, то это выражете обратится въ

1—ах—Ъх то-есть въ 1 1
х(1—ах—Ъх2) х

797. Теперь мы покажемъ, какъ обратить рядъ, имйюпцй конечное 
число членовъ, въ непрерывную дробь.

Рядъ 1 X х2 хпfи и \ и и тожественно равенъ непрерывной
о W1

дроби второго рода съ пч-1 составляющими, въ которыхъ первая со-
!

U втораяставляющая есть
?х

Vjt_2 ХЧг-Цг— 1
Это можетъ быть доказано пр 
Очевидно, что 1

u z0x
и0х ■и и вообще г-ная

помощи наведешя.

и и
и что 1 X 1+ио и ио и0х и
допустимъ, что эта теорема справедлива, когда рядъ содержитъ пч-1 
членовъ; мы докажемъ, что она будетъ справедлива и тогда, когда 
рядъ будетъ состоять изъ пч-2 членовъ.

Действительно, замйнимъ ип чрезъ ип ип х
ипх и тогда х

П-{-1 Uп
изменится въ Xп

и u J x
", т.-е. въ

хНипрсч-Пп.̂
'М'гШп

т.-е. въ
п

Xп
*

ип 1

ип ип+
, такъ что къ ряду действительно прибавится еще одинъ

членъ. Такъ-же, если замена ип на ип ипгх будетъ сделанаМпХ I ип +- £
въ непрерывной дроби съ пч-1 составляющими, то мы получимъ не
прерывную дробь съ пч-2 составляющими, образованными по тому-же 
самому закону.

Следовательно, если теорема справедлива, когда рядъ содержитъ 
wh-1 членовъ, то тзна будетъ справедлива, когда рядъ заключаетъ 
пч-2 членовъ; но было доказано, что она справедлива, когда рядъ со*
держитъ два члена; следовательно она справедлива вообще.

4  . .  ;

798. СледующШ выводъ мы можемъ получить изъ ст. 797, упро-
чая встречающаяся тамъ дроби, или можемъ прйти къ нему прямо

по способу ст. 797; рядъ
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1 X X Xп

Vо v0vt vQvxvz • # %
VJ)tVv .,Vn

тожественно равенъ непрерывной дроби второго рода съ п-+-1 состав
ляющими, въ которыхъ первая составляющая есть 1

V J вторая v0x
о X-b-V1

вообще г-ная составляющая Vr—Zx 
x-+-vr_ l

799. Въ тожествахъ, приведенныхъ въ ст. 797 ж 798, мы можемъ, 
если угодно, изменить знакъ у х; возьмемъ напр, тожество ст. 798; 
жзъ него мы получимъ слйдугошДй результатъ: рядъ

2 (— \)пхп1 X X+ • • * VqV V n
будетъ тожественно равенъ непрерывной дроби перваго рода съ пн-1

1составляющими, изъ которыхъ первая составляющая есть —, вторая

V
VaX . Vr—<>xи вообще r-ная составляющаяX V. X Этотъ выводъ можетъ

быть также полученъ прямо, подобно тому какъ въ ст. 797.
800. Въ статьяхъ 797, 798 и 799 мы можемъ предположить п 

столь большимъ, какъ угодно, лишь-бы рядъ оставался сходящимся; и 
тогда мы можемъ преобразовать безконечный сходяпцйся рядъ въ безко- 
нечную непрерывную дробь.

801. Очень важная формула по этому предмету была дана Гаус- 
сомъ. Означимъ безконечный гипергеометрическт рядъ ст. 775 чрезъ

Щ х A-f-l Y-»-l)
-F(a, у); тогда Гауссъ преобразовалъ ■ Ч-— - въ без-
конечную непрерывную дробь; преобразоваше это возможно, если только 
JPCoc, р, у) и .F(a, y-*-1) об! будутъ сходящимися.

- %
Существенная часть доказательства состоитъ въ слйдующемъ соот-

тт V F(cL)ношенш: Поставимъ g вместо — F {ol, р, y)

.тогда g 1

1 К
1 Jc2gz

гд4 а(у—$)х
y ( y - + - i )

i ( ^ —*—1 ) ( y ~ *—1 — &)х
(y-t-l )(у-ь-2) и gz будетъ то, во что

1тся я, когда мы измбнимъ a, {5, y соответственно въ ом-1, 
JS-+-1, y-*-2. Докажемъ теперь это.



Въ ряду для F (а, ft, у) измйнимъ ft на ft-f-l и у на уч-l и 
вычтемъ прежтя значешя; тогда мы получимъ

Д *, |?-Ы, Y-Hl)- F (* ,  (S, T)= ^ = ^ F ( aH- i, g-Hi, т+2) (1).

Педобнымъ-же образомъ мы будемъ лмйть

Д ач-1,р,уч-1)—^(а,^у)=К^-^уДа-+-1^-ь1,у-1-2). (2).

Изъ (1), разделивъ получимъ
1___ 1 7, ft~»-l? Т~*~2)

г 1 F (a , p-i-1, у -t-1) * * . * . '  *
Изъ (2), разделивъ и перемноживъ ft на ft-i-] и у на уч-1, найдемъ

F (a, ft-t-l ун- I) ' л1— -п — г ------------- ~ ^ = к 2 в 2  .  .  .  .  ( 4 ) .Дач-1, ft-f-l, уч-2) 22 w
Изъ (3) ж (4) мы получаемъ искомый выводъ
Тогда непрерывная дробь для s можетъ быть продолжена при по

мощи соотношетя
1

8 г 7 ,
м/о
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1 1
это можно продолжить какъ угодно далеко, причемъ обпцй членъ бу

детъ

&2 г

2̂г

(ач-г—1) (у ч-г— 1—ft)# 
(уч-2г—2)(уч-2^—1} *

((Зч-г)(уч-г—о£)х 
(уч-2 г— 1 )(у ч- 2r j1 
■F(g4-r, ft-bf-f-l, уч-2гч-1) 

Т^ач-г, ft4-r, уч-2г)
Мы вездй принимаемъ, что безконечный рядъ будетъ сходяпцйся, 

такъ какъ мы не можемъ пользоваться (1) и (2) безъ этого условгя. 
Изъ ст. 775 легко видеть, что если числитель и знаменатель # будутъ 
сходящимися, тогда вей безконечныя строки, катя' мы вывели, будутъ
сходящимися.

Когда г будетъ без предельно велико, то z2r не будетъ чувствительно 
отличаться отъ единицы.

ттv« 1ч-̂ 4.й?ч—Л.пХ2Действительно ztr=-----  ------ ——l-i-jBjii/4-jB 2рс • • Q

гд* B tJ * + № + p ,  д  .(«-ы н -О ф -г-ьП д  _
1.(уч-2г) ’ 2(уч-2гч-1)
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и А п А 2, ... могутъ быть получены соответственно изъ B if Б 2, ... 
посредствомъ изменетя (S на (3-+-1 и у на у—i—1.

А  АТакимъ образомъ ... могутъ считаться равными единице,-£>1 -D 2
когда г будетъ безпредельно велико; точно также по ст. 679 мы мо
жемъ разсматривать игг какъ единицу.

Такъ какъ- ягг можно разсматривать какъ единицу, то кггягг обра
тится просто въ Jczr.

Такимъ образомъ я преобразовалось въ безконечную непрерывную 
дробь.

2
802. Въ частномъ случае поставимъ X

аВ вместо х; тогда предпо
ложимъ, что §=а и что а безпредельно возрастаете; тогда знамена
тель z обратится въ

1-J X \ X X6
l.y  1.2. у(у-ь- 1) 1.2.3.у(ун-1)(у-*-2) • t •

*

которое мы обозначимъ чрезъ Ат) > числитель можетъ быть полученъ 
изъ знаменателя чрезъ изменете у на у-*— 1.

Точно также обратится въ х
(у-*-2г

кгг обратится въ х
2)(Т2 2r— 1)

(у-*-2 г — 1 )(ун-2г)‘

Такимъ образомъ окончательно

непрерывную дробь 1

Ay-*- I ) 
Ay)

преобразуется въ безконечную

Pi >въ которой рт X
(ун-т 1) (ун-т)'

1 Рг 
1 • • •

Этотъ выводъ можетъ быть полученъ независимо темъ-же путемъ
какъвъ ст. 801; действительно, мы имеемъ

2

Ay)—Ay4-!)
Ay)

X
y(y_|_i )

AY~t-2); такимъ образомъ

1)
1 X__________  Ay~*-2)

y(y-+-i ) A y-+-0
такъ далее.

803. Въ выводе предыдущей статьи поставимъ | вместо у и \у
х\ тогда найдемъ, что Ay-»-!)

Ay) обратится въ ё> у
у (еУ-*-е у) ; а Рт

равняться У
4м г. Умноживъ на у и упростивъ дроби, мы по
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еу—е~Улучимъ окончательно для —--- -J еуч-е~у безконечную непрерывную дробь

У Уперваго рода, въ которой первая составляющая есть —, вторая в• 1 . 0
у2вообще г-ная 2 г— 1

тВместо у подставпмъ , где пг и п целыя положительныя числа»
п

тогда по упрощенш дробей мы получимъ для

т
а

ш
л
т
Ж

безконечную-

непрерывную дробь перваго рода, въ которой первая составляющая есть
т т—, вторая — , ]пг * 3 п' вообще r-ая составляющая т

(2г— \)п
Когда г достаточно велико, то (2г— 1 )п превзойдетъ т г] следова

тельно по ст. 785 безконечная непрерывная дробь, начиная со следу во
дей составляющей, будетъ несоизмеримою, а потому и вся непрерывная

т

дробь будетъ несоизмеримою. Следовательно еп будетъ несоизмеримымъ 
числомъ для всякихъ целыхъ значешй т  и п.

Примеры неирерывныхъ дробей

ъ

а

1. Найти значеше 5- 1

2. Показать,что \п

10

1

1
10 • • #

1 2 1 1
2 пч- 2 п п

• • • 2 п—  2 п 2

3. Въ непрерывной дроби перваго рода всякая составляющая равна
Ъ

доказать, что pn+i=bqn.
4. Въ непрерывной дроби перваго рода каждая составляющая равна

найти значеше рп и qn.
5. Въ непрерывной дроби перваго рода, если ап=Ъп=п, то пока

зать, что pn4-qn= пчЛ .
6. Въ непрерывной дроби перваго рода, если ^ + 1 = 1 то по

казать, что pn—bn+ipn-i= Л (— 1)'*, qn 
Л  и В  постоянныя величины, при всякомъ п.

bn+iqn-i-^B(— l) w, где
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7. Въ безконечной непрерывной дроби перваго рода w-ая состав-
0 — 1)2

ляющая есть ---- {--- : показать, что рп— (пг-л-\)рп_ 1—(—i) w+i,п
8. Доказать, что е~ х можетъ быть преобразовано въ безконечную

непрерывную дробь перваго рода, въ которой первая составляющая есть
1 х . (г—2)х—, вторая составляющая -— - и вообще r-ая составляющая х

9. Показать, что log 2 равняется безконечной непрерывной дроби
1 1перваго рода, въ которой первая составляющая есть вторая — и во-

". - (г— I) 2 обще r-ая составляющая — т— .

10. Получить изъ ст. 801 безконечную непрерывную дробь перваго
1рода для —log(l—t-л?).

00

Г Л А В А  LVIH.

Разный теоремы.
804. Настоящая глава состоитъ изъ нЬсколькихъ разнаго рода тео- 

ремъ, касающихся слйдующихъ вопросовъ: сокращенная алгебраическаго 
уыножетя и д^летя, уничтожетя дробей, перестановокъ и сочетатй, 
и вычислетя вероятностей.

•  4

805. При перемножети двухъ алгебраическихъ выражетй въ нй- 
которыхъ случаяхъ бываетъ удобно сократить писате, употребляя 
одни только коэффициенты. Напримеръ положимъ, что требуется пе
ремножить 2ж4н-а?2̂ -3я +-1 на ж2ч-3ж—2; мы можемъ поступать 
такъ

2-1-0-»-1—3—I—1
In-3— 2
2 ч-0 н -1—3-§- 1

6—I—0—I— 3—  9—1-3
4— 0 —  2-ь-6— 2 

2 -ИЗ — 3-+-0 ■+*!0-I-9— 2
образомъ, искомое произведете

2а?вн-6#6— З#4— 10#2-ь 9%— 2.
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Подобный-же сокращенный способъ писайя можетъ быть употреб- 
ленъ и при дйленш.

Такой способъ производить дфйстгая называется иногда способомъ 
отдшенныхъ коэффицгентовъ.

У

806. Синтетическое дгъленге. ДМств1е делейя можетъ быть 
впрочемъ еще более сокращено посредствомъ способа, даннаго Горне- 
ромъ и названнаго имъ синтетическимъ дгълетемъ.

Положимъ, что требуется разделить
Ахт -*-Вт—1 -f- Схт—2~ь-Dccm~'3 Ex™-*

на хп аАхП—1 агх azxп— Ъ а4хП—4:
Ф • •

м  t

Означимъ А /гШ—п 1 А грШ—п—1 » А г^т—п—2jjijy п  JlL . Jy » ZLotA/

ч-А3хт~п~3
частное чрезъ ш JLJLjy
... и намъ нужно будетъ показать, какъ можно 

лить A lt Л 2, А 3.
Если мы помножимъ частное на делитель, то получимъ делимое; 

это действие, если будемъ писать только одни коэффициенты, изобра
зится слйдующимъ образомъ

A~+-Ai
1 а

А
а,

А
а

А 4 + « •

а
A-t-A. А

а,А-\-а^Ак
агА

А

агА,
а3А

А.
а^А3
а2А 2 
а3А  t 
а4А

♦ • #
• * *

I • •
• • •

А +  В С В Е % •

Мы предполагаема что здесь последняя строка получается обык- 
новеннымъ путемъ посредствомъ сложетя вертикальныхъ столбцовъ 
между горизонтальными чертами. Но А, В , С ... известны, и намъ 
нужно найти A it Л 2, А 3, ...; для этой цели обратит* предыдущее 
дМств1е, т.-е. произведемъ следующее обратное съ нимъ дййств1е

ai
аг
а3
ал

В С Т> Е
aiA  —alA l— ati 3

— a 2 A 2 a0A «2 A  
■a3A a3A i 

■ал A

I ••
• I*
• • •

• I •

A
Здесь

A. A A A • • •

вертикальный 
что и соответствующей вертикальный

представляетъ тоже самое
перваго но
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въ этомъ виде они будутъ удобнее для вашей цели. Напримеръ, чет
вертый вертикальный столбецъ прежняго д6йств1я даетъ

А  з -+- о> j А 2 —iнag А  £ —Iн<(х$ А = D  ;
а четвертый столбецъ новаго действ!я даетъ

В —atA 2—a2A t— a3A = A s.
Такимъ образомъ способъ этотъ можно описать следующимъ обра

зомъ:
1) Если первый членъ делителя имеетъ численный коэффищентъ, 

то нужно раздёлить каждый коэффищентъ дел имаго и делителя на 
этотъ коэффищентъ и къ полученнымъ коэффищентамъ применить 
следуюпця правила.

2) Написать коэффищенты делимаго въ горизонтальной строке съ 
соответствующими имъ знаками, ставя О на месте недостающихъ чле
новъ. Это дастъ горизонтальный рядъ Ач-В-+- Сч-В-л-Е. ..

3) Провести вертикальную черту съ левой стороны отъ этого ряда 
коэффищентовъ и написать въ вертикальномъ столбце коэффищенты 
делителя, изменивъ ихъ знаки и ставя О, когда недостаетъ некото- 
рыхъ членовъ. Это дастъ вертикальный рядъ -—at—аг—а3..., не 
принимая во вниматё единицу, представляющую коэффищентъ пер
ваго члена делителя.

4) Помножить каждый членъ этого вертикальнаго столбца на пер
вый коэффищентъ частнаго и расположить произведете въ первомъ
косеенномъ ряду— atA— агА —а3А — ... первый членъ котораго нужно
написать подъ В .

5) Сложить члены второго вертикальнаго ряда справа отъ верти
кальной черты; это дастъ коэффищентъ второго члена частнаго, то-есть 
В — aiA = A .

6) Съ помощью полученнаго такимъ образомъ коэффищента соста
вить следуюицй косой рядъ; это дастъ рядъ — aiA i— a2A 1—a3A t—, 
первый членъ котораго подписывается подъ С.

7) Сложить члены третьяго вертикальнаго ряда съ правой стороны 
отъ вертикальной черты; это дастъ коэффищентъ третьяго члена част
наго, то-есть С—atA t—а2А = А 2.

8) Продолжать это действ1е пока оно не кончится или пока не бу
дутъ получены искомые члены.

807. Напримеръ, разделимъ 4ж4-»-3#2— Вхч-1 на хг— 2ам-3;

2
3

4-f-O-b 3— 3-+- 1
8—i—16—*—14~—~26—92

12— 24— 21 -+-39-ь 138 
7-13—46— 53
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Танммъ образомъ частное будетъ 4#2-ь8#-*-7—13#- 
Л ... Или если пожелаемъ остановиться на члене53# .... 

то получимъ
4#4-«-3#2— 3#-+-1

#2— 2#-*-3

46#~2 
46#~2,

4#2-*-8#-+-7 —13# 1 46#—2 53# 138#— 2
# 2#н-3

Если мы пожелаемъ остановиться на члене 
—92

13# % то косой рядъ 
138 долженъ быть отброшенъ, и результатъ будетъ

. 2 ,. л _ f 4 6 — 3 9 # ~  *
4 # 2-f-8 # -b -7 — 13#" —— *— - -------- - .X '--2x4-3

Если пожелаемъ остановиться на члене 7, то нужно также отбросить 
косой рядъ — 2 6 -н 3 9  и тогда результатъ будетъ

, гч п 1 3 # -н 2 0  4 # 2 8#-ь 7 -— —# 2 # -н З
808. Не лишне будетъ заметить, что пр1емъ, показанный на при

мере въ ст. 332, часто употребляется для выполнен!* алгебраическихъ 
приведетй. Положимъ напримеръ, что требуется доказать следующее 
тожество ,
(ан-й-ьс)4—(1)4-с)4— (с4-а)4—(а4-Ь)44-а44-Ъ44- с4=12 аЪс(а-+Ъ4- с) ,

Мы видимъ, что если а=0, то выражете, составляющее левую часть 
предложенная тожества, уничтожается; изъ этого мы заключаемъ, что 
данное выражете делится на а. Подобнымъ-же образомъ заключаемъ, 
что оно делится на & и с. Такимъ образомъ аЪс есть множитель этого 
выражетя. А такъ какъ выражете это четвертой степени, то въ немъ 
долженъ быть другой множитель, который долженъ быть первой сте
пени, и такъ какъ выражете это симметрично въ отношетй а, Ь и 
с, то множитель этотъ долженъ быть а-+-Ь-ьс.

Слйдовательно выражете должно быть равно каЪс(а4-Ь4-с), где 
к означаетъ некоторый численный коэффшцентъ, удерживаюпцй одно 
и то-же значете при всякихъ значетяхъ а, Ъ, с. Чтобы определить 
к, мы можемъ приписать а, Ъ, с ташя значетя, катя для насъ будутъ 
удобны; напримеръ, мы можемъ положить Ъ=а и с=а, и найдемъ, 
что к—

Такимъ образомъ предыдущее тожество доказано.
Подобно этому можетъ быть доказано следующее тожество:

(a4-l)4-c4-d)44-(a -it- Ъ—с—й)4-*-(а-н с— Ъ—d)44-(a4-d— Ъ— с) 4 
—~(а4-Ь4-с—d)4~  (а4-Ъ— C4-d)4— (а— &н-сн-й)4— (—a-t-b4-c-*-dy

= 192 abed.
vI

809. Уничтожающаяся  дроби. Уничтожающейся дробью 
мы будемъ называть такую, въ которой числитель и знаменатель оба обра
щаются въ нуль при известномъ предположена относительно значетя той 
жди другой заключающейся въ нихъ величины. Напримеръ, числитель
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знаменатель дроби х
1з а

х
i4

- уничтожаются при х=щ  и дробь тогда при-
as

Онимаетъ неопределенный видъ такъ что мы не можемъ въ строгомъ
смысле сказать, что она пмеетъ какое нибудь определенное значете. Но 
мы можемъ найти величину дроби, когда х имеетъ некоторое значете, 
отличное отъ а, и можемъ показать, что чемъ более будетъ х прибли
жаться къ а, тёмъ ближе будетъ значеше дроби приближаться къ из
вестной определенной величине. Действительно, положимъ х—ач-Ь) 
тогда по теореме о биноме дробь эта можетъ брть разложена такъ

1 1
а ч—-а

2§h 1
9 а

5
Ч 2 ■а

18

а
I  1-3
4 ■ Ч 3

4а 32а
.7
Ч 2 • •• • а

I ’
4

то есть

1
3а

2
5 1 - Ia h9

1 - I 3
4а 32а

7
Ч

Но если h будетъ уменьшаться, то числитель и знаменатель по
следней дроби будутъ соответственно приближаться къ значешямъ
1 1 — -4; и беря h достаточно малымъ, мы можемъ достигнуть3а 4а
того, что числитель и знаменатель будутъ отличаться отъ этихъ значе
тй  на количество по нашему желатю малое. Такимъ образомъ дробь

1 —2/зI  аможетъ какъ угодно близко подходить къ значешю f— '/«» то-есть къ

^а12. Это выражаютъ, говоря, что 2 есть предчьлъ, къ которому при
ближается эта дробь по мере приближетя о? къ а.

Мы можемъ также прдАти къ этому результату, не пользуясь тео-
12 a=biZ; тогдаремой о биноме. Действительно, положимъ х= у

у*__Ъ*
предложенная дробь обратится въ —— тъ) пока у не сделалось еще

у ^
абсолютно равнымъ Ъ, мы можемъ разделить числителя и зна
менателя на у—Ъ и такимъ образомъ привести дробь къ виду
У3-*~УгЪ -+-уЪг -Ч-&3 

у2-ь-уЪ-л-Ъг
эта приближается къ

По мере того какъ у приближается къ Ь, дробь
4 Ъ
3 и беря у— Ъ достаточно малымъ, мы можемъ

4 Ъдостигнуть того, что дробь эта будетъ отличаться отъ какъ угодноо
мало. Такимъ образомъ предгьлъ этой дроби по мере приближетя у



РАЗНЫЯ ТЕОРЕМЫ 465

къ Ъ есть —-, то-есть пределъ этой дроби по м'врй того какъ х пржбли-4 Ь

4 Джается къ а, будетъ —а
О

Вопросы относительно дробей, принимаюхцихъ неопределенный видъ, 
и пределовъ принадлежать Дифференщальному Вычислешю, къ кото
рому мы и отсылаемъ читателя для получетя болйе обшириыхъ свй- 
дйшй.

810. Теперь мы дадимъ еще двй статьи, которыя составятъ допол- 
неше къ главй о перестановкахъ и сочетан1яхъ; предложешя, содер
жащаяся въ нихъ, даны г. Джеффери.

811. Найти число сочетангй изъ п предметовъ, взятыхъ по 
.1, 2, 3, ... по п, если между ними р предметовъ будетъ одного 
рода, q—другого рода, г—третьяго рода, и такъ далее.

Пусть мы им'бемъ п буквъ, и предположимъ, что р изъ нихъ 
равны a, q равны Ъ, г равны с, и такъ далйе. Произведение
(1ч~ахч-а2хг-+-.,.-+-apxP)(l-t-bx-i-b2x2-t-...-t-b9xrj)(l4-cx-i-c2x 2.,.ч-сгхг)...
содержитъ сочеташе жзъ п буквъ, взятыхъ по 1, по 2, по В ... по п, 
именно это будутъ соответственно коэффищенты при 00 ̂ 00  ̂ 00  ̂ »#« 00 ф 
Число сочеташй въ каждомъ случай найдется, если уравнять а, Ь, с, 

единицй. Такимъ образомъ число сочеташй изъ п буквъ, взятыхъ 
по Тс, будетъ коэффищентомъ при хк въ разложении

(1-»-ам-ж2-+-. .-+-хР)( 1ч-хч-х2-ч-. ,ч-х'!)(1-1-хч-х2ч-...ч-хг)...
Число сочеташй, когда буквы взяты по Тс— то-же самое, какъ и 

число ихъ, когда буквы взяты по п—Ъ\ это можетъ быть доказано по 
ст. 495.

Полное число сочеташй найдется, если уравнять х въ предыдущемъ 
выражешй единицй и вычесть единицу изъ результата, такъ какъ пер
вый членъ разложешя этого выражешя не содержитъ х, а потому и не 
означаетъ числа какихъ нибудь сочеташй. Такимъ образомъ полное 
число будетъ *—l)^ —»—1)(̂ -*~1)-* — 1*

Разлагаемое выражете можетъ быть написано такъ:
• 1—%Р+1 1—Х-+1 1— хг+*

• М*

1 —X * 1—х ' 1-X
то -есть (1—яН-1)^  — 1)(1 —хг+*) ••.(1—
гдй [л есть число различная вида буквъ.

Напримйръ, возьмемъ буквы слова notation; мы найдемъ, что чи
сло сочеташй, когда буквы будутъ браться по J, по 2, ... по 8, бу
детъ соответственно 5, 1В, 22, 26, 22, 13, 5, 1.

Алгебра.
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812. Найти число перестановокъ изъ п предметовъ, берущихся 
по 1, по 2, по 3 .... по п; когда между ними находится р пред
метовъ одного рода, q—другого рода, г—третьяго рода, м ш. d

Пусть мы имеемъ п буквъ, и предположимъ, что р изъ нихъ равны 
а у % изъ нихъ равны Ъ, г изъ нихъ равны с, и такъ далее.

Составимъ произведете слтвдующахъ рядовъ:
Р гагхг Р 3а3х з 

1 н -  F a x - л ---------------------------4------------ г - ----------- +

Р*а?<хР
1.2 3 * ♦ •

| Р

1 B 9bqxq
1.2 3 • • 9

1-t-Pcx-* P zc2xz P 3c3xa
1.2 3 • I «

I----
Я.

вн----’сгхг
t

Послгь того какъ произведете составлено п расположено по сте
пенямъ Р х , перемйнимъ Р  на 1, Р 2 на 2, Р 3 на 3 и такъ далее;
тогда коэффищентъ хк въ результате будетъ состоять изъ перестано
вокъ п буквъ, взятыхъ по 7с. Справедливость этого можетъ быть обна
ружена изсл'Ьдовашемъ способа составлетя каждаго коэффищента въ 
частныхъ случаяхъ; напримеръ, положимъ n=  1 ж р, q, ... каждое
— 1; или положимъ w=4, i>=2, q = l, г =1. Число перестановокъ 
найдется, полагая а, Ь, с ... каждое равнымъ единиц1**; это можетъ 
быть сделано прежде составлетя произведетя предыдущаго ряда.

Напримеръ, возьмемъ буквы слова notation; мы найдемъ, что число 
перестановокъ, когда буквы будутъ браться по 1, по 2, ... по 8, соот
ветственно будетъ 5, 23, 96, 354, 1110, 2790, 5040, 5040.

813. Дадимъ теперь нисколько дальнййшихъ замечатй по Teopii 
Вероятностей.

Въ своей Алгебр̂  д-ръ Вудъ заметмъ, что нетъ предмета, въ ко
торомъ учапцйся такъ легко впадалъ бы въ ошибки, какъ въ Вычис
лена вероятностей. Онъ говоритъ: „Достаточно одного примера, чтобъ 
юказать опасность составлетя поспёшныхъ суждетй даже въ самомъ 
простомъ случае. Вероятность выпадетя одного очка на одной кости

1равна 6 и такъ какъ будетъ такая-же вероятность выпадеягя одного
очка при вторичномъ бросати, то можно было-бы предположить, что
вероятность выпадетя одного очка при двухъ бросатяхъ будетъ
Но такое заключете было-бы не вернымъ, потому что изъ этого способа 
разсуждетя следовало-бы, что при шести бросатяхъ несомненно вы- 
падетъ одно очко. Ошибка, которую легко заметить, происходить отъ
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подразумеваемая предположешя, что необходимо должно быть произ
ведено второе 6pocaeie, между тймъ какъ въ немъ не было-бы надобно
сти, если-бы одно очко выпало съ перваго разуи.

Это извлечете мы сделали по причине важныхъ замечатй, кото
рыя оно содержитъ, а также и съ целью обратить внимаше на последтя 
слова, которыя для начинающихъ часто кажутся затруднительными. Сле - 
дуетъ заметить, для избежашя двусмысленности, что разбираемая за
дача должна быть выражена слйдующимъ образомъ: Найти вероятность 
выпадейя одного очка по крайней мере при двухъ бросашяхъ. Послед- 
шя слова д-ра Вуда указываютъ на слйдующй .способъ ея решетя.

1
Вероятность выпадешя одного очка въ первый разъ равна если вы
падетъ одно очко при этомъ бросаши, то нетъ надобности во второмъ 
бросаши. Но положимъ, что выпадешя одного очка въ первый разъ не

5случится; вероятность этого равна —, и тогда вероятность успеха въ
I

следующемъ случае равна —. Такимъ образомъ вероятность иметь одно
1очко по крайней мере въ два бросашя будетъ ^ t 5 1 11

6 6’ Т 36 
1 1

И

ошибка того, кто принимаетъ вероятность этого въ -и-—, . происхо

дить оттого, что въ произведет -  х  — 6 6 онъ принимаетъ ^ за 1. До
пуская такимъ образомъ, что всегда должно быть производимо второе 
бросаше, хотя-бы это последнее и не было необходимо, вследств1ё 
успешности перваго бросашя.

Это решеше совершенно правильно, но вероятно тотъ, кто прини
маетъ вероятность за тН-тй не удовлетворится пмъ: для него оно бу-

6 6
детъ не указашемъ его ошибки, носовсемъ другимъ решешемъ вопроса; 
и онъ можетъ сказать, что здесь не можетъ быть ниткой неуверен
ности относительно второю бросангя, потому что два бросашя 
предоставляются намъ задачей, или по крайней мере намъ позво
ляется ихъ сделать, если мы тою жела емъ.

Въ действительности ошибка состоитъ въ пренебрежеши следую- 
щимъ разеу ждете мъ: когда собыпя взаимно исключаютъ другъ друга, 
такъ что предположете, что произойдетъ одно собьше несовместимо съ 
предположешемъ, что произойдетъ какое нибудь другое собьше, тогда, 
но не иначе, вероятность того или другого изъ собьшй есть сумма 
вероятностей отдельныхъ собьшй.

Въ настоящей задаче успйхъ при первомъ бросаши несовместимъ
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съ успйхомъ при второмъ бросанш, а потому мы не можемъ брать 
суммы вероятностей за вероятность успеха въ томъ или другомъ 
бросанш.

Легко дать правильное pemeHie задачи другими способами. Такъ, 
кроме решёшя Вуда было дано другое въ ст. 735. Мы можемъ посту
пать также следующимъ образомъ. Желаемое собьше можетъ бытьраз- 
сматриваемо какъ одно изъ следующихъ трехъ:' успехъ въ первомъ слу
чае и неуспехъ во второмъ, неуспехъ въ первомъ случае и успехъ во 
второмъ, успехъ въ первомъ случае и успехъ-же во второмъ. Вероят
ности этихъ собыпй соответственно будутъ i  . | . 1, i . I,  причемъ
эти собыпя взаимно исключаютъ другъ друга, такъ что вероятность 
иметь то или другое изъ нихъ будетъ то-есть Ц .

814. Этотъ разборъ естественно приводить насъ къ изследованш 
вероятности того, что случится одно или более изъ собьшй, мсклю- 
чающихъ или не исключающихъ другъ друга. Дадимъ теперь несколько 
теоремъ по этому вопросу.

I. Пусть будетъ известное число независимыхъ событш, соответ
ственный вероятности которыхъ равняются a, у ,...; требуется найти 
вероятность того, что случится покрайней мере одно изъ нихъ.

Вероятность того, что ни одно изъ нихъ не случится, будетъ 
(1— а)(1— Р)(1—т)*..; следовательно вероятность того, что произой
детъ покрайней мере одно изъ нихъ, будетъ 1—(1— а)(Д— (3)(1—у)... 
Это можно написать такъ: 2а—2оф-+-2офу— ... или Р д— Р 2-+- 
Р 3— Р 4-ь..., где Р £ сумма вероятностей одпночныхъ собыпй, Р 2 
-сумма вероятностей паръ собыпй, Р 3 сумма вероятностей троекъ со- 
бытзй, и такъ далее.

II. Сейчасъ доказанная теорема справедлива даже и тогда, когда со- 
бьшя не будутъ независимыми; т. е. вероятность того, что случится 
покрайней мере одно изъ собыпй, будетъ P t —Р 2ч-Р3—Р 4ч-... 
где Р п Р 2, Р 3, Р 4... имеютъ то-же значете, какъ и раньше.

Действительно, разсмотримъ только два собыпя А  и В ; пусть п 
означаетъ все число равно- вероятныхъ случаевъ, ш  число, въ кото
рыхъ встречается А, пр, число, въ которыхъ встречается В , пар число, 
въ которыхъ встречаются А ж  В. Чтобы найти число случаевъ, въ ко
торыхъ не встречаются ни А  ни В , мы поступаемъ такъ: отъ п отни- 
маемъ па и wp; такимъ образомъ мы отнимаемъ слшпкомъ много слу
чаевъ, потому что эти случаи въ числе п<х$, въ которыхъ встречаются 
А  и В  одновременно, отнимаются дважды, такъ что вужно прибавить 
обратно па$. Поэтому все число случаевъ, въ которыхъ не встречается 
ни А , ни В , будетъ п— (пач-пр)ч-пар.

Отсюда следуетъ, что число случаевъ, въ которыхъ встречается 
покрайней мере одно изъ собыпй, будетъ па н- п$ — па$. Следовательно 
вероятность, что случится хотя- одно изъ собыпй, будетъ
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_Па -+- П$— «ар_И а-Н«р МаР__т> т>
7 "~"J ' j  - Х Г  *>♦w п п

Подобнымъ-же образомъ можно разсуждать и во всякомъ другомъ 
случай.

III. Предполагая, что имеется въ виду п собьшй, требуется найти 
вероятность, что случатся известные m жзъ нихъ, ж не больше.

Положимъ, что имеютъ случиться собыпя, вероятности которыхъ
а, р, у..., и не случатся собьшя,вероятности которыхъ X, (л, v. Тогда, 
если собьшя эти независимы, то искомая вероятность будетъ

at3y... (1—Х)(1—[л)(1—v)...;
то-есть ару... до ш множителей { l— 2Хн-2Х[л—2X[j.v-+-...|.

• • •Это мы можемъ означить чрезъ Qm— Ят-*-г*~Ят+2— Qm+i 
где Qm есть вероятность того, что случатся m извёстныхъ собьшй, 
Qm+i есть сумма вероятностей того, что случится всякая совокупность 
м + 1 собьшй, заключающихъ m известныхъ собьшй, $тч_2 есть сумма 
вероятностей того, что случится всякая совокупность пг-*-2 собьшй, 
заключающихъ m известныхъ собьшй, и такъ далее.

IV . Какъ и раньше, мы можемъ показать, что теорема гл. IU спра
ведлива даже ж тогда, когда собьшя не будутъ независимы между собою.

V. Требуется найти вероятность того, что случатся катя нибудь 
т  изъ ожидаемыхъ собьшй, и не более.

По предыдущему обозначетю это будетъ

п
т п— т

I п
1 п— т — 1

# ■ I I ■■ » 1 -----------
это будетъ случай, когда собыпя все будутъ сходны.

УТ. Въ II мы нашли вероятность того, что должно случиться по
крайней мгьргь одно собьше, а въ Y—вероятность того, что должно 
случиться только одно собьше; вычитая второй результатъ изъ пер
ваго, мы найдемъ вероятность того, что должны случиться покрайней 
мгьргь два событля. Тогда опять пзъ У мы узнаемъ вероятность того, 
что случатся только два собыпя; вычитая это изъ вероятности того, 
что случатся покрайней мгьргь два события, мы получимъ вероятность 
того, что случатся покрайней мгьргь три событгя; и такъ далее.

*

Разные примеры.
1. Если дано

x—by-*-cz-*-du, у —ax-*-cz-*-dn, z—ax-*-by-*-du, и=ах-л-Ъу-*-ся,
а Ъ с d 

то доказать, что 1 = ГТ 'с^ ГТ ^ ’ пРичемъ ярЗД110"
лагается, что х, у, г, и все не равны между собою.
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оо у2. Если--- = а, —— = Ь, —— = с, то найти соотношеше
..........................  "  ■ X  х ч - у&

х% уг 82
между а, Ь, с и показам, что -)=

8. Найти соотношете между а, Ъ, с, если дано
х а у Ъ 8 с ,i— , ху8=аос1

н
а х Ъ у с 8
х2ч-у2ч-я2ч-2(аЪч-ас-+-Ъс)=0.

4. Найти cooTHonreHie между а, Ъ, с, если дано
у я 8 х , х у— — = а. — I— = о, — i— = с.8 У X Я У ОС

5. Исключить х, у, 8 изъ уравнетй
xz(y-*~8')=as, уz(x•+-z)= Ъг, 82(х-л-у)= с3 хуя=аЪс.

6. Исключить а и Ъ изъ уравнешй
а3— Xs 2а?-ьЗ у ч 73 > | Л  I— - — ---------- ~г-, а3— Ъ = (х—у )3, а2-ь&2==̂ 2.Ь3—уг Зх-+-2у’ • ’

7. Исключить жи«/ изъ уравнетй
х-*-у=а, хъ-̂ -уь=Ъг, х5ч-уь—с5.

8. Исключить х изъ уравнетй

10 32 Ю “ +8 (-*'*а \а/ а \хJ  с \хJ  х \ а
9. Исключить х, у , 8 изъ уравнетй
& у 8 X У 8 Л f  X У\/У 8\/8 Х\—I-1— =а, —I--H— =р, ( —(--)(—I— )(—I— =ТУ 8 X 8 X у \ у  8/\8 Х/\Х У

10. Исключить х ж у изъ уравнешй
ax-i-by=0, x-t-y-i-xy—O, xz-*-yz— 1 = 0.

11. Исключить х и у изъ уравнетй
yz—х2—а.у—fix, 4ху= otx-*-$y, xz-t~yz= l.

12. Если (хч-у)2=фс2ху, (у-+-8У=4а2у8, (8-i-x)2 = 4Ъ2 8Х, то
показать, что а2-*-Ь2-^с2+2аЪс=1.

13. Исключить а изъ Х 11 ^а2-*-х2 a2-*-yz a2-+-8z
14. Исключить х и у изъ уравнетй

4(х2-+-у2)=ах-*-Ъу, 2{xz—у2)= ах— Ъу, ху=с2.
15. Показать, что лишь при услов1и аЪс-*-2а'Ъ' с '= а а '2-*-ЪЪп -i-cc'2, 

сл'Ьдуюпця уравнетя могутъ быть совместными:
а—хх\ Ъ=уу\ с=88г, 2а!—yd-\-8у*, 2Ь'=8Х'-*~Х8', 2с —ху'-*-ух'.
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16. Найти число перестановокъ, которыя можно составить изъ 
буквъ аншйск&го слова examination, беря ихъ по три.

17. Найти вероятность того, что одна, двй, три карты одной и 
той-же масти лежатъ вмйстй въ колодй картъ, состоящей жзъ т  мастей,

п.по п картъ въ каждой масти, означенныхъ нумерами 1, 2,
18. Прямоугольный садъ окруженъ аллеей и раздйленъ на тп  пря- 

моугольныхъ куртинъ т — 1 аллеями, параллельными двумъ сторонамъ и 
п— 1 аллеями, параллельными двумъ другимъ сторонамъ. Найти число 
способовъ, чтобы никате два изъ нихъ не были по всемъ сходны, 
которыми можно пройти изъ одного угла сада въ другой, такъ чтобы 
пройденное разстояте равнялось половин̂  периметра прямоугольника.

19. Если х будетъ правильная дробь, то показать, что
х X

1 ■X 1 Xб
X X X X

1—X iO • • • 1-ь#2 1-+-хь 1 XЮ

20. Если х есть правильная дробь, то показать, что
1

(1— х)(\— х3)(1 —я5).. .
(\ч-х)(1ч-хг)(1ч-х3)(1 ч-х4) ....

21. Исключить х, у, в изъ уравнетй
(x—y)(y~z)(z—x) 

(x24-y2)(y24-02)(z2-«
Р ,

6х2)= г ?
(хч-у) (уч-z){z4-x') 
(х4ч-у4) (у4ч-г4)(г4

Г ,
X4) 12

22. Показать, что если aX4-bY~t-eZ= 0 и а ^ ч - Ъ ч - с ^ —0;
гдй Х= ах atxt Ъхч-Ъух^ь^ Z

X * 4 - Y z4 - Z

=схч-с1х1ч~с2; то

\azQ>ci—:̂ ic) -*-&2(cai— cia) -+-c&(abl—aj))]
(Ъсх— Ъ, с)2ч-(са t— сх a)z4-(abl—aib)

23. Если ап а2,... ап и Ъ0 Ъ21... Ъпбудутъ два ряда положительныхъ 
чиселъ, расположенные каждый въ нисходящемъ порядкй ихъ величины,
то показать, что а а2

Ъ. Ь ♦ • »
ап а.f-— меньше, а -=—*Ъп ь

а а.
Ъ, 9 11

п
ЪИ '"П—I ” i

больше, чймъ въ томъ случай, когда знаменатели 6t, Ъ3, &3,„. Ъп были- 
бы расположены въ другомъ порядкй подъ числителями ал а2, а3... ап.

24. Если а меньше 5, то показать, что рядъ, въ которомъ общш
2 1 \ (Ъ—а)п /«\«+&_

/ а \а+*25. Если а меньше Ъ, то показать, что ( т у  увеличится отъ 
прибавлетя одной и той-же величины къ а и Ъ.

членъ есть п п Ъп—1 , равенъ логариему отъ
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РАЗНЫЯ ЗАДАЧИ.

1. Упростить х— [2у-+-\30— Зх— (х-+-«/)}]-+-2ж—(^н-3#).
2. Разделить а2#84-(2ас^— Ъ2)х4ч-с2 на аж4— Ъх2ч-с.
„ _  v* .. 5#3-t-2#2— 15#— 63. Привести въ простъйшш видъ

7 # 3 — 4 х 2 — 2 1 х ч - 1 2

„  Зх—а хч-За4. Приложить — —  къ — — ;
а — х  2  а - * - #вычесть — о— г— — 5 изъ2а* - + ~ З а х - * - х *  " а2— х 2’

к ™. • 4#н-1 5#— 15. Рвшить уравнете —-------  — —х— 2.JL О О

6. Решить 10#—4^=11, 3#-н2«/=14 2*
7. А , лроходящш по 34/4 версты въ часъ, выходить 2 V2 часами 

раньше -В, который идетъ по той-же дорогб со скоростью 4‘/2 верстъ 
въ часъ: найти, когда В  встретить А.

8. Разменять билетъ во 100 фунтовъ стерлинговъ на гинеи и по- 
лукроны, чтобы полукронъ было 48 больше чймъ гиней. Сколько нужно 
взять тйхъ и другихъ? (Фунтъ=20 шиллингамъ, гинея=21 шиллингъ, 
полукрона=2 V2 шиллинга).

„ 9. Найти квадратный корень изъ a4-f-2a3—я-*".
т

/ 3 \ 510. Решить уравнете ( —— lj(3 x — 1)—"п*

11. Если а=1, Ь= |, с=3, й= |, то найти значете выражетя
а [2а— ЗЪ—{4а—ЪЪ—6с—(7а—8 Ъ—9с—10$}И.

12. У м н о ж и т ь  #2-ь- (2а-t- ЗЬ)х -»- 6а& на х 2 — (2ач-зЬ)хч-6аЬ, 
и разделить 14#5 — 11х*у — Q Q x z y 2  —  7хгуг ~+- 49ху* -t- 1Ъу5 на 
2#2— 3 ху— Ьуг.

13. Найти наименьшее кратное для #2-+-5#-»-6 и #2-+-6#-ь8.
,  . З а м - З а  23#2-н18а#ч-17а214. Вычесть ----—  изъ3#-ь4а 12ж2-н31а#н-20а2

1 2  315. Решить уравнете ---г-*х—1 # —2 х— 3
16. Решить уравнетя 7#— 9^=23, 9#— 7«/=57.
17. Найти, въ какое время между 9 и 10 часами часовая и минут 

мм стрелки совпадаютъ?
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18. А, исполнивши три пятыхъ некоторой работы въ 30 дней, при
глашать къ себе на помощь В  и вместе съ нимъ оканчиваетъ работу
въ 10 дней; пайтп, во сколько дней кзждый изъ нихъ могъ-бы окон- 
чить работу одинъ.

19. Найти квадратный корень изъ 4х2— 12xy-t-9y2-i-4x#— 6 yz
20. Решить уравнете

г
3 х—4

х—1 х—3= 1.

21. Если а= ], 6=2, с

а [3

1
6’ d

а ЬЪ— \Ча— 9&— 11с—
22. Умножить х 

разделить х4— 5бх
(За—-2Ъ)х 

15 на 1— 4х

1=-̂ тг, то наити значете выражетя
 ̂ 12

(13а— 15&— 17с— 19d)}].
6аЪ на xz-t-(3b—2a)x—6ab и 2■х

23. Найти обпцй наиболышй делитель для х2— 4, х2ч-10хч-1б
х2— 1х— 18.

24. Упростить выражете 2х2
X

4хг— 1

25. Решить уравнеше

4xz-t-3x-t-2 2х— 1
х— 1 Их— 3 Зх— 9

3 20 10 2|-

26. Решить уравнетя х- У̂ _х_
3 4

■ у  и  
12

Ьх—3 у=6.

27. Южто идетъ изъ места А  въ место В , отстоящее отъ пер
ваго на 16 верстъ, проходя по 4%  версты въ часъ; въ то-же время 
другой пешеходъ идетъ изъ В  въ А, проходя версту въ 18 минутъ. 
Найти м̂ сто ихъ встречи.

_ _  •  ч

28. Въ концертной зале известное число посетителей сидятъ на 
скамьяхъ равной длины; если-бы скамеекъ было десятью больше, то на 
каждой скамейке могло-бы сидеть однимъ человекомъ меньше; а если-бы 
скамеекъ было пятью меньше, то на каждой скамейке тогда сидело* бы 
двумя человеками больше. Найти число скамеекъ и число людей, сидев- 
шихъ на « »  ̂ ' -- -- - -

6х4—8х32 9. Найти квадратный корень изъ ж6—4х 
30. Решить уравнете И х

9х2—4хч-4.
l l i 9х.

31. Если а=1, &=2, с=3, d=4, то найти значете выражен1й
аЪ-л-cd 
Ъс—ad ’ сь— Ъс, \/(dz4-Зс4-Ъ).

32. Помножить 0.3—*—а?2 на 0.2—х и найти значеше этого произ
ведетя, когда #=0.1.

115#-*-24—  ̂ X — 11ЬХ4
33. Привести къ простейшему виду дробь  ̂ 4__цьх 1
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34. Сложить между собою
1-4-Ж 1 X 1

35. Решить уравнете (х-
1—х
З)3 3(ж

1+ж 
2)3

и 1
X
X

а

2*
3(х— 1) X 9 — х

36. Решить уравнете Ьу— 3#=2, 8у—5х=1.
37. Сельшй хозяинъ купилъ одинаковое число овецъ двухъ сор- 

товъ: однихъ по 3 рубля за каждую и другихъ по 4 рубля за каждую. 
Если-бы онъ издержалъ свои деньги поровну на овецъ обоего сорта, то 
онъ им'Ьлъ-бы двумя овцами больше, чемъ теперь. Найти, сколько 
овецъ онъ купилъ?

38. Сумма въ 1770 рублей распределена между 15 мужчинами, 
20 женщинами и 30 детьми такимъ образомъ, что мужчина и ребе- 
нокъ вместе получили столько, сколько две женщины, а все женщины 
вместе получили 600 рублей. Найти, сколько они соответственно по
лучили?

39. Найти квадратный корень изъ У х
4х2 у

У..
2х

3
4*

40. Решить уравнете 2х 4х— 3
х— 4 х 1 9.

41. Если a—1, Ъ— 3, с
cd--аЪ
Ьс—-ad, ъс—2

5, д>—7, то найт
зЪ—1 | //772_1_2£Л

значете выражетй

с"-1, [/{d2

42. Показать, что
а(а—х)(а—2х)= (а—Ъ)(а—Ъ—х)(а ч-2&—2х)

Ъ(Ъ—х)(За— 2 Ъ—2х).
43. Найти обпцй наиболытй делитель и наименьшее кратное вы

ражешй х —агн-ж ■х X— 1 И X 3 —  1.

44. Упростить выражете х
X

Ъх—f— 6 х
-X-

6X+-D
Ъх XZ4-3x

45. Решить 1 4 9 36
хч-1 2х— 1 Зж— 1 6#— 1 ’

46. Решить уравнетя
2х-*-Зу—8̂ —1-35=0, Тх—4«н-£— 8=0, 12х—5у— 3̂ -*—10 = 0.

47. Найти, сколько ведеръ должно примешать къ 80 ведрамъ спирта, 
стоющаго 7 р. 50 к. за ведро, чтобы, продавая смесь по 6 рублей за 
ведро, получить 10 процентовъ прибыли.

48. А  
А  и С -

и В  вместе могутъ исполнить известную работу въ 12 дней, 
въ 15 дней, В  и С—въ 20 дней. Найти, во сколько дней 

сполнятъ они ее, работая все вместе.
-Ъ2)49. Найти квадратный корень изъ а—сч-2\/ (аЪч-Ьс—са
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50. Решить уравнете х 8

4 3

4 3
4—х

51. Упростить выражете
{ачг-Ъч-с)(х-̂ у-*-г;)-+-(а-*-Ъ—с)(х-*-у— в)
(6-+-С—а)(уч-я—х)ч-(с а Ъ)(#ч-х—у).

52. Если s а-л-Ъч-с 
2 ~ то показать, что

х

{(5— & )h-(s— 6)| 3= (5— a )3-t-(s— 6)3-ь З (5 — а) (5
\
53. Найти обпцй наибольший делитель выражетй
4 л л̂З

Ъ)с.

2х*у-*-Ьх*уг— 2ху8ч-4у4 и х4
х—а х—  Ь (а

3 х*у
ъу

б хгуг— Ъхуг-*-Ьу4

54. Упростить 7 . , ч/ 7Vг х—о х— а (х—а)(х— о)
55- Решить уравнеше (Зх— 1)2ч-(4х— 2У=(бх—З)2.

56. Решить хч-3 у— 3
х— 3 у-л- 3 2,

х— 3 у— 3
2ам-3 2̂/—i—3 1.

57. Для известной работы нанято трое А , В , С, Черезъ 3 дня 
когда сделана была треть работы, А  былъ разсчитанъ; еще черезъ 4 дня 
разсчитанъ былъ В , причемъ въ это время была сделана еще дру
гая треть работы; после этого G оканчиваетъ работу черезъ 5 дней. 
Найти, во сколько дней каждый изъ нихъ могъ-бы исполнить работу» 
занимаясь ею одинъ.

58. Пешеходъ идетъ изъ А  въ В  на разстоянш l l 1̂  верстъ впро* 
долженш 2 ч. 17*/2 минутъ и возвращается назадъ, употребивъ 2 ч. 
20 м. Скорость его ходьбы при поднятш на гору, при спуске подъ 
гору и по ровной дороге соответственно выражается числами 41|2» 5 
и 47)8 версты въ часъ. Найти длину ровной дороги между А  ж В .

59. Найти кубичесшй корень изъ
8ж9— 12ж8н-6ж7—37я6ч-36я5—9ж4н-54я3—27я2—27.

_______ . ( х 4 - а )  (х-*-тЪ) (т х-*-а){х+-Ъ )
60. Решить уравнеше {х_ та ){^ }= (х- а){т£=ьу
61. Упростить выражете

24 \х 1
2(а?— 1) X 2)! \х

3
4(х- 1 1;,з) 1

и вычесть результатъ изъ (х

62. Разделить X
а

а+ х

2)(х-*-3)(х-*-4).

2 Уна X и
а х
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63. Найти обшДй наибольппй делитель выражетй
Ьхг— 1&х2уч-1\хуг— 6г/3 и 1хг— 23хуч-&у2.

64. Упростить выражете х 2 — х ч - 1  '  2 х ( х — I )2 t  2 х 2 ( х 2 — 1 ) : 

х 2  4 - х ч - 1  х * ч - х 2 ч - 1 х * ч - х А ч - 1

т  4 х — 2 х ч - 4  пх — 165. Решить --------- -------— 2---х— 6 х— 3 х— 5 х— 4
t.v х— 2а у— 4Ъ л хч~2а уч-ЪЪ

66. РЕШИТЬ ---- — ь - — - - = 2 , ------— — .
х — да у — 3 о х ч - а  у ч -З Ь

67. Нйкто купилъ домъ, причемъ употребилъ на его поправку 4 
процента той суммы, которую за него заплатилъ; затймъ домъ стоялъ 
безъ употреблешя втечете года, давъ 5 процентовъ убытка на всю 
свою стоимость. ПоСлй этого владй.адцъ дома продалъ его вновь за 
11920 рублей, получпвъ 10 процентовъ на сумму, заплаченную раньше 
за домъ. Найти, сколько заплатилъ онъ за домъ. ,

68. Известное рйшенхе было принято въ собраши болыпинствомъ 
голосовъ, которое равнялось одной трети числа голосовъ, поданныхъ про
тивною стороной; но если-бы изъ того-же числа голосовъ 10 были по
даны противъ, то рйшете принято было бы болыпинствомъ одного голоса. 
Найти число голосовъ, поданныхъ за и противъ предложешя.

69. Рйшить уравнете ]/х  —[/«-+-(/(хч-а— Ь)=[/Ъ.
т  . / ^  оч 155X7870. Рйшить уравнете (х —  2)(х —  3) =  — — 2— .

71. Если а= 2, Ъ—3, с=6, d = 5, то найти значете выражетя
3 3 3

v k  ач-с—  Ъ)2ё]ч-\/ {(&-ь^)(5(!— 4 c)J-4-|/ \ (с—а) (d— &)}.
72. Показать, что
- % (уч-£ )2ч - у ( £ ч - х ) 2ч - я ( х ч - у У — 4 х у я — ( у ч - в ) ( я ч - х ) ( х ч - у ) ,

73. Найти обнцй наиболытй дйлитель выражешй
bxs— 19х2ч-ЬЬх— 425 и 4#3— lbxz— 38#н-65.

Ъс{х—аУ са(х— Ъ)2 аЪ(х— с)2
74. Упростить (а— Ъ){а— с) (Ъ— с)(Ь— а) (с— а)(с— Ъ)'
75. Рйшить уравнете \/\{х—аУч-2аЪ-^Ъ2\=-х—ач-Ь.
76. Рйшить ахч-суч-Ъя=схч-Ъуч-а8=Ъхчг-ауч-С8

а3ч-Ъгч-с3-^ ЗаЪс.
#

77. А  ж В  выходятъ одновременно изъ одного и того-же мйста и 
ждутъ въ перегонку по круговому пути. Черезъ полчаса А  прошелъ 
цйлыхъ три круга, а В — четыре съ половиной. Принимая, что кажды 
ядетъ равномйрно, найти время ближайшей встрйчи В  съ А.

О
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78. Въ известный день макрели продавались по известной ц Ы  за 
дюжину, а на следующей день на полтинвикъ можно было купить вдвое 
больше рыбъ, чемъ сколько дюжинъ ихъ можно было купить раньше 
на 10 рублей; стоимость 20 макрелей, изъ которыхъ десять куплено въ 
одинъ день, а десять—въ другой равняется 1 p. к. Найти цену 
одной макрели въ тотъ и другой день.

з ______ з _____
79. Если ^=|/(a-f-l/a3-f-53)-b|/(a—[/а2-ь63), то показать, что

х 3 Ъх— 2а—0.
Iз80. Решить уравнете (х3-ь-8х-ч-16х—1 )—х=Ъ.

81. Показать, что [p-+-q-+-r)
34(p3-*-q3-t-r3-+-3pqr)(p-*-q-i-r)-+-6q2r2-i-6r2p'‘i-t-6pJg[

— 3j>4—3 q4— 3 г4.
82. Если Х=ах4-су-*-Ъв, Y=-cx-+-by-*-az, Z=bx-*-ay-*-cя, то> 

показать, что X 2-t-Y2-t-Z2— Y Z —Z X - X Y
= (a2 -+- Ъ2—i—с2—Ъс— са—аЪ){х2 -*-у2 -+-#2—yz—zx—xy).

/

83. Найти обиуй наибольшей делитель выражетй 
Тх*— 10ахг-±-За2х2—4а3ам-4а4 и 8ж4—13ах3ч-Ьа2х2

2̂2

З а 3# н - З а 4.

84. Упростить у 1 1 2х 4х 8х
■х l-t-х 1ч-х2 1 х 1 X

85. Решить уравнеше

86. Решить уравнетя

4xz-t-4x2-t-8x-i-l 2x2-t-2x-i-l
2х2-*-2х-ъ-Ъ хч-1

Х-+-уч-2=а-*-Ъ-*-с1 
ах-+-Ъу-*-С2=Ъс-^сач-аЪ1 

(6—c)x-t-(c—a)y-t-(a—Ъ)я=0.
87. Настоящее состоите одного желйзнодорожнаго общества дало-бы 

дивиденду по 6 процентовъ на пай, если*бы не было никакого преиму
щества однимъ паямъ предъ другими. Но такъ какъ 4000000 рублей 
складочиаго капитала, состоять изъ паевъ, по которымъ гарантировано 
было 71|2 годовыхъ процентовъ, то обыкновенные пайщики получаютъ 
только 5 процентовъ. Найти размерь всего капитала, вложеннаго обык
новенными пайщиками.f

88. Дорога между местами А  и В  сперва идетъ въ гору на про- 
тяжеши 7г|2 верстъ, потомъ—по ровному месту на протяженш 6 верстъ, 
а зат$мъ— подъ гору на разстоянш остальныхъ 9 верстъ. Пешеходъ 
въ одинъ день идетъ по направлешю изъ А въ В  влрододжеши 3 ч. 
52 мин.; на следуюшдй день онъ идетъ назадъ къ А  впродолжеше
4 часовъ и проходить тогда половину пути отъ В, и возвратившись
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назадъ въ В , употребляетъ еще 3 ч. 55 мин. Найти скорость его ходьбы 
на гору, по ровному месту и подъ гору.

89. Найти значете съ 5 десятичными цифрами выражетя

{l61-H/19360j
л/ч . а  Ъ90. Решить уравнете------- «----т---=2.х-\-а— с хч-b— с
91. Найти при х=5 значете

Ъх— \Ьу— \%х— (3z—Sy)-*-2z— {х—2 у—#)}]•
/

92. Показать, что {у—z)44-(z—хУч-(х-у)4
— 21 (у—<г)2(/—х)2 ч-(я—х)2(х— у) 2ч-(ж — у)\у— я) 2|. 

, =2{х*Ч-у*4-02 yg— ZX—ху\2.
93. Найти общШ наиболышй делитель выражетй

#3ч-(5т— 3)#2ч-(6т г— 15т)ж—18т2 и
ж * ч - ( т  — З ) # 2— ( 2т 2 ч -  З т ) ж ч - 6т .

94. Показать что
аг [ А_i   ̂ I fra ( — -t-cz (—_____ -

Ъ с )  \ с а) \а Ь

а ( * 1  W  ь ч- с ( ~ уЪ с J  \с а/ \а о

a-i-Ъч-с.

ле ^  . хг—Пам-19 \2 3(х—2) л95. Р еш и т ь  уравнете ( — г-- —- ч------ -г- =0.
J I  \  х 2 - * - х — 11  /  ж ч -2

9 6. Решить уравнете ж3ч-у3 ч-^3=3 xyz, х— а—у— Ь=0—с.
97. Въ кошельке заключаются пятачки, гривенники и четвертаки; 

число четвертаковъ равно числу гривенниковъ, и каждое равно шести
кратному числу пятачковъ. Если всехъ монетъ 102, то найтн, сколько 
въ кошельке пятачковъ, гривенниковъ и четвертаковъ.

98. Некто идетъ изъ А  въ В  со скоростью З1̂  верстъ въ часъ, и 
изъ В  въ С—со скоростью 4 верстъ въ часъ; возвращаясь онъ вычи
слить, что могъ-бы пройти это разстояте въ то-же время, идя рав
номерно по В3|4 версты въ часъ; но замедливши на 14 минутъ въ В , 
онъ долженъ былъ идти къ А, делая по 4 версты въ часъ, чтобы 
употребить то-же время. Найти разстояте отъ А  до В  и отъ В  до С.

99. Если X=ax-t-cy-+-bz, Y  = сжч-by-*~az, Z=bx-t-ay~*-cz, то 
показать, что

b X Y Z= (as-b-b3-*-c3— 3abc)(x34-y3-h-03— 3 xyz).
100, Решить уравнете хг— 223#ч-12432=0.
101. Решить уравнете (4а? ч-2)4— (Ьх— 1)4=(2жч-4)4— (х—З4).
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102. Найти три последовательный числа, произведете которыхъ 
равно пятикратному среднему числу.

103. Решить уравнетя x-t-y=9, —х у
1
2

104. Если х изменяется пропорщонально у ш я, и у изменяется 
пропорщонально х-+-$; причемъ х=2, когда я=2, то найти значе- 
uie я, когда х= 9.

105. Найти сумму 18 членовъ ряда 1-4 5 2
46 3 4 t  < I

106. Найти сумму безконечнаго числа членовъ 14—7-4-3ii • • f

107. Если число сочетатй изъ 2п элементовъ, взятыхъ по п— 
относится къ числу сочетатй изъ 2(п— 1) элементовъ, взятыхъ по п} 
какъ 132 къ 35, то определить п.

108. Показать, что

2т т  cvm.—i , т (М— 1 )^ ,
1 2 2 (-0 т 1.

109. Въ разложети выражеия (a1-4-a2-H....-4-am)w, если п будетъ 
число целое и положительное, а т  больше п, то показать, что коэф- 
фищентъ какого нибудь члена, въ которомъ не встречается величинъ

Ct«j. . , ат  больше чймъ два раза, будетъ п.
110. Даны log2=0.3010300 и log3=0.4771213; найти целыя 

значетя, между которыми должно заключаться х, чтобы целая часть 
(1.08)* могла содержать четыре цифры.

—х)\*.
112. Если а и £ будутъ корни уравнетя ах2ч-Ъх-+-с—0, то со

ставить уравнете, корни котораго были-бы и Д

j
111. Решить \а(Ъ-+-х—а )у-\-\b(a+X‘—Ъ$*=\х(а-+-Ъ

i2

ОС113. Решить уравнетя — ь-у х
5 
2 ’ ху=8.

114. Если х—4: х—2=х— 1: жн-З, то найти х.
115. Найти сумму девяти членовъ аривметической прогрессш, сред

тй членъ которой есть 18.

116. Найти сумму п членовъ ряда 1 1
1-4-JZ ^ t  3-»-2|/ 2_Ь7-н51/ 2

1

117. Доказать, что число способовъ, которыми можно разместить р 
положительныхъ и п отрицательныхъ знаковъ въ рядъ, такъ чтобы 
никате два отрицательные знака не стояли рядомъ, равно числу соче
татй изъ р +-1 элемента, взятыхъ по п.



118. Определить коэффищентъ при хг въ разложенш по восходя-
. (п— »+ 1  )х( 1—х)— хт ~*~ 14-Хп+2щимъ степенямъ х выражепм ----------- ■ ■' 2------------- , где

т  и п положительный целыя числа, изъ которыхъ т  меньшее.
119. Определить, будетъ-ли рядъ, въ которомъ ?г-ый членъ равенъ 

|/(w2-t-l)—п, сходящимся или расходящимся.

120. Найти значеше 1 ( 1
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0.051 (1.05)13 (0.05)2оП
если дано: logl05 = 2.0211893, log5303214=6.7245391,

log3768894= 6.576214.
i  з i i

121. Решить уравнеше (4н-5ж-ьж2)2= 22ж2н-(ж2н-3а:— 4)2.
122. Найти соотношеше между коэффищентами уравнешя 

ах%4-Ъх4-с=0, чтобы одинъ изъ корней былъ вдвое больше другого.
. 1 1  хч-у 7123. Решить уравнеше — *х у 12 Х4-у47Ь

124. Разложить 111 на три части, такъ чтобы произведетя каждой 
пары были-бы пропорщональны числамъ 4, 5 и 6.

125. Найти число членовъ ариеметической прогрессш, которой пер
вый членъ, сумма и разность даны; найти, катя услов1я должны су-
(ествовать, чтобы было два такихъ числа.

126. Найти сумму величинъ обратныхъ п членовъ геометрической 
прогрессш, которой первый членъ есть а, а разность г.

127. Показать, что число способовъ, которыми можно разделить 
тп  предметовъ между т  лицами, такъ чтобы каждое лицо получило

| тп
п изъ нихъ, равняется {[»}"•

128. Показать, что коэффищентъ при xn̂ r~1 въ разложенш 
(]— .г)3’ есть 2w~8Kw-+-2r)(wH-2f"H-2)-+-w|, где г или 0, или ка
кое нибудь целое положительное число.

129. Найти коэффищентъ при я4 въ разложенш выражешя
(1-ь-2ж— Bxs4-x3)3.

23 З3 43130. Показать, что 1-»-т-гн-т--+~;— i-..., = 5e.|2 8 |4
131 .Решить \/(х*—8x4-15)-»-|/ (х 24-2х—15)=[/(4#2—18#-t-l 8).
132. Численно больш1й корень уравнешя ах2— bx-t-c—O имеетъ



ьтотъ-же знакъ, какъ —, а численно меньпий корень—тотъ-же знакъ,
Ъкакъ -.с

I

133. Рйшить уравнетя: %ч-у-+-я=ач-Ьч-с, —ч- ,-*-^-=3,а о с
ж2 ч-г/2 н-£2= а2-ь &2 н-с2.

134. Два лица А  и В  раздйлили поровну некоторую сумму денегъ, 
состоявшую изъ четвертаковъ, гривенниковъ и пятачковъ, причемъ 
ценности суммъ, составленныхъ изъ одинаковыхъ монетъ, находились 
въ отношеши чиселъ 15, 4 и Ь  Оказалось, что каждый получилъ по 
60 монетъ, но у А  было двумя четвертаками больше, чймъ у В . 
Опредйлить сумму денегъ и число монетъ у каждаго.

135. Въ аривметической прогресш р-ш. членъ есть \  а #-ый
1 м + 1членъ есть —; показать, что суммам членовъ есть -  ̂ .

136. Если а, Ъ ,  с составляютъ ариеметическую прогрессш, а а,
ОС Y С СЬу—гармоническую nporpecciio и если — ь —= -ч— , то показать, что
Y ос а с

аа, су составятъ геометрическую прогрессш,
137. Найти число словъ, начинающихся и кончающихся согласной 

буквой, катя можно составить изъ буквъ слова equation.
138. Если аг будетъ коэффищентъ при хг въ разложети выраже-

(__1)»|2и
тя  (1 -»-#)2w, то показать, что а г— at2-t-a22—а32 ■ |_
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• • • \п \п
139. Опредйлить, сходящШся или расходящейся будетъ слйдуюпцй

1 1 1рядъ: 1ч----ч —,— 13 4 • • • •

1/2 j/ З  |/4
ОС**140. Если у= х——ч--— то показать, что ..А о А I о

141. Рйшить уравнете (х—3)2ч-3ж—22—[/(х2— Зхч-7).
142. Нйкоторое число солдатъ, явившихся на смотръ, было таково, 

что вей они могли составить изъ себя плотный квадратъ (карэ), а также 
могли бы составить четыре пустыхъ внутри квадрата, вставъ въ рядъ, 
причемъ во фронтй каждаго квадрата будетъ 24 человйками больше, 
чйлъ при плотномъ квадратй. Найти все число солдатъ.

17143. Рйшить уравнетя вх2—ху-—12?/2=0, #2ч-2у2=

Алгебра.

16
3]
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144. Если скорость поездовъ железной дороги равна 30 веретамъ 
въ часъ, то оказывается, что при этомъ только покрываются расходы. 
Если скорость больше 30 верстъ въ часъ, то возраста ше прихода ока
зывается пропорщональнымъ возрасташю скорости движет, между 
тЬмъ какъ возрастате давности затратъ по движенпо пропорщонально 
квадрату возрастатя скорости, и при скорости въ 60 верстъ въ часъ 
опять какъ-разъ только покрываются расходы. Найти скорость, при ко
торой выгоды дороги наиболышя.

145. Показать, что число PQ-+-\0pl-+-ltfpz-t-....-+-l0npn делится 
на 13, если делится на него следующее выражете—

Р 0 Рз~*~Рв • • •• p4~i~Pi •••) ’4(̂ 2 Рь~*~Рд '•••♦)•
146. Если s есть сумма нечетнаго числа членовъ геометрической 

прогрессш и s сумма ряда, который получится, когда знаки четныхъ 
членовъ будутъ переменены на обратные, то показать, что сумма квад
ратовъ этихъ членовъ равна ssf.

147. Если п прямыхъ лишй, находящихся на плоскости, лежатъ 
такъ, что никатя три изъ нихъ не пересекаются въ одной точке, то 
число многоугольниковъ съ п сторонами, которые можно составить, беря 
по одному отрезку отъ каждой прямой, равно l'n — 1.JS1—-

I  i  JL JL
148. Показать, что 24, 48, 816, 1632...= 2 .
149. Найти коэффищентъ при въ разложенш выражешя

(\4-х— х2— Ъхь— х*)~3.
150. Показать, что если логарйемы п величинъ, взятыхъ при п 

основан1яхъ, составляющпхъ между собою геометрическую nporpecciro, 
все будутъ равны между собою, то они будутъ также равны логариему 
отношетя какой-либо одной изъ этпхъ величинъ къ величине, ей пред
шествующей, взятому при основанш, равномъ знаменателю прогрессш.

1К1 „V . 2(3#— 4) 9(#— 1) 2(3#— 2) 3(#-2)151. Решить уравнете -2хч-1 Ъх4-1 2хч-3 х— 1
152. Показать, что если квадратное уравнеше удовлетворяется бо

лее чемъ двумя значешями неизвестной величины, то это уравнеше 
есть тожество. Приложить это свойство къ доказательству тожества сле
дующая выражены:

xz,а2(х—Ъ)(х—с) _ Ъг(х— с)(х— а) с\х—а)(х—Ъ)_
(а— Ь)(а—с) (Ь— с)(Ъ— а) (с— а)(с— Ъ)

153. Решить уравнешя (#2-+-«/2)“ =6, (#2—у2)-= 1.
У ®

154. Бронза содержитъ 91 процентъ меди, 6—цинка и 3—олова. 
л” количество ея было сплавлено съ колокольнымъ металломъ
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(содержащимъ только медь н олово), причемъ оказалось, что сплавъ со
держись въ 100 частяхъ 88 частей мёд и, 4.875 цинка и 7.12 5 олова. 
Найти пропорщю меди и олова въ колокольномъ металле.

155. Показать, что сумма произведен̂  первыхъ п натуральныхъ
(п— 1 )п(пч-1)(Зп-+-2) чиселъ, взятыхъ по два, равна ------- — —------.

156. Взято четыре числа, изъ которыхъ первыя три составляютъ 
геометрическую прогрессш, а трп последтя—гармоническую прогрес- 
сш; затемъ взято еще четыре числа, изъ которыхъ три первыя со
ставляютъ гармоническую nporpecciio, а последтя три—геометрическую; 
показать, что если первыя два числа будутъ одни и rfc-же въ обоихъ 
случаяхъ, то последнее изъ чиселъ перваго ряда будетъ меньше, чемъ 
последнее изъ чиселъ второго ряда.

157. Найти число различныхъ размйщетй, которыя можно сделать 
изъ семи брусковъ, окрашенныхъ въ каждый изъ 7 призматическихъ 
цветовъ, такъ чтобы голубой и зеленый никогда не приходились ря
домъ.

158. Если (5|/2н-7)т =м-на, где т  и п целыя положительныя 
числа и а меньше единицы, то показать, что a(n-+-a) = l, при т — 
нечетномъ.

159. Найти коэффищентъ при х* въ разложенш выражетя
з

(1— 2х-*-Зхг—4#3н-...) 2.
160. Если все число родившихся въ известный месяцъ составляетъ 

4§о часть всего населетя при начале месяца, а число умершихъ равно
ё1о части того-же числа, то найти, во сколько месяцевъ населете 
удвоится.

Дано: log2=0.3010300, log3=0.4771213, log7=0.8450980.
161. Решить уравнете #4-«-1=2(1-»-#)4.
162. А  и В  бегутъ въ перегонку по кругу въ три версты длиною. 

Въ первый разъ В  достигаетъ выигрышнаго столба 2 минутами раньше 
А . При второмъ круге А  увеличиваетъ быстроту своего бега на 3 вер * 
сты въ часъ, а В  настолько-же уменыпаетъ, и тогда А  достигаетъ 
столба 2 минутами раньше В . Найти, съ какою скоростью бежалъ каж
дый изъ нихъ, делая первый кругъ.

163. Решить уравнетя
(жн-2|/У

164. Решить уравнете

X
{У

у -+-1
2 хУ=

X

X-i-y
5 (х-*-уУ 
У

1 4,
4 у.

y-l-04-l £ х х-ь-у— 1
X-t-y-i-0

*
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165. Показать, что число iv^ l0 i> 1H-102i>2-*-...H-10w£>,l делится 
на 101, если делится на 101 следующее выражен1е

JV+-1 Op — (i>2-bl 0i?3)-i- (p 4-*~1 O p ,)— . . .

166. Если a, 6, с будутъ три величины такого рода, что а есть 
среднее ариеметическое между Ъ и с, а с среднее гармоническое между 
а и 6, то показать, что Ъ есть среднее геометрическое между а и с п 
сравнить между собою а, 6, с.

167. На плоскости расположено т  прямыхъ лвшй, которыя вей 
проходятъ чрезъ данную точку, п другихъ прямыхъ, тоже проходящихъ 
вс4 чрезъ другую данную точку и наконецъ еще р прямыхъ, проходя
щихъ чрезъ третью данную точку; предполагая, что никамя друпя 
три линш не пересекаются въ одной точке, найти число треугольни
ковъ, образованныхъ пересечешемъ этихъ прямыхъ лишй.

168. Если аг= г—(г— 1 )п+ (г—2 )- fe — ч-...12 6
до г членовъ, то показать, что аг= (— 1)пап-г, если г меньше п— 1, 
аг= 0, если г больше и — 1, и аи_ 1= (— 1)и.

169. Найти коэффищентъ при хб въ разложенш выражения
7

(1-н2#— Ъхг — хА̂ .
170. Данъ logfo2= 0.30103, найти log2550.

1 4171. Решить уравнеше хч-х  3= — (хч-х~1).13
172. Если а и . суть корни квадратнаго уравнешя ах2ч- Ьхч-с—О, 

то составить уравнеше, корни котораго были-бы (a-ь^)2 и (а— (З)2.
173. Решить уравнешя 8|/(#2—у2)=хч-9у,

х*ч-2х2дч-у2 ч-х— 2хъч-2хуч-уч- 50 6.
174. А  и В  нанялись сжать поле въ 12 дней. Промежутки вре

мени, въ которые каждый изъ нихъ отдельно могъ-бы сжать десятину, 
относятся другъ къ другу какъ 2 къ 3. Черезъ 6 дней они нашли, 
что не могутъ Окончить работы въ услогленное время и пригласили къ 
себе С, съ помощью котораго и кончили работу во-время. Время, въ 
которое А  и G вместе могутъ сжать поле, относится къ времени, въ 
которое могутъ сделать то-же В  и С, казъ 7 къ 8. Найти, во сколько 
дней было*бы сжато поле, если*бы G работалъ съ самаго начала.

175. У торговца имеется восемь гирь: две фунтовыхъ, две пяти- 
фунтовыхъ, две по 25 фунт, каждая и две по 125 фунтовъ каждая. 
Пока?ать, что пользуясь обеими чашками весовъ, онъ можетъ отвесить 
всякое целое число фунтовъ отъ 1 до 312.
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176. Найти четыре чясла, составляющая геометрическую nporpec
ciio, чтобы ихъ сумма равнялась 15, а сумма ихъ квадратовъ была- 
бы 85.

177. Изъ 2п человекъ, которымъ иредстоитъ сп^ть по-ровну по 
обе стороны стола по его длине, р человекъ сговорилось сидеть на 
одной стороне, a q—на другой. Найти, сколькими способами это можно 
сделать.

•  -  —  т

178. Показать, чго коэффищентъ при хгг въ разложети выражетя
(9а2-ь6а̂ -+-4ж2)^1 есть 2S'(3a)~3i'~2.

179. Показать, что рядъ и ^ и . ип будетъ сходя-
71[имея, если, начиная съ известнаго члена, значеше (ип)постоянно 

остается меньше некоторой определенной величины, которая сама 
меньше единицы, и будетъ расходящимся, если это значете будетъ равно 
пли больше единицы.

-  i  * 
180. Показать, что 1- 1 1

1о 1
п

П 2(юч-1) 2.3(w-M)
. Следовательно показать, что

■2 1)
I I3.4 (п1\П

1 н— ) возрастаетъп
вместе съ и.

181. Решить уравнете §х2-+-4хг=1-*-1<2хА.
182. Три лица А, В  и О, лега которыхъ отъ рождетя—состав

ляютъ геометрическую прогрессш, делятъ между собою некоторую сумму 
денегъ пропорщонально летамъ каждаго. Черезъ 5 летъ после того, 
когда лета С сделались вдвое больше чемъ лета А, они вновь разде
лили ту-же сумму; теперь А  получилъ на 175 рублей больше, чемъ 
прежде, а В —на 25 рублей больше прежняго. Найти сумму денегъ, 
которая делилась между ними въ оба раза.

183. Решить х\1 У\ |
У х 1 61

(ху)

3 I4 4х у
3 I
4 Ау х 78.

184. Если х=--су-*-Ья, у
х

az-л-сх, я 
У

Ъхч-ау, то показать, что

1/(1— с2)1/(1—а2) |/(1— Ъ*) 
найти соотношете между а, Ъ и с.

*  ^

185. Показать, что въ девятиричной системе счислетя каждое чи
сло, представляющее точный кубъ, должно оканчиваться 0, 1 или 8.

186. Найти сумму произведен^,катя можно составить, перемножая 
между собою кате нибудь три члена безконечной геометрической про
грессш; и показать, что если эта сумма будетъ одна треть суммы ку-
бовъ этихъ членовъ, то знаменатель прогрессш равенъ



187. Одинъ сосудъ содержитъ а ведеръ вина, а другой— Ь ведеръ 
воды; изъ каждаго изъ нихъ отлито по с ведеръ, и отлитое изъ перваго 
влито во второй, а отлитое изъ второго вылито въ первый; такое пере- 
л и вате повторено было г разъ; показать, что количество вина во вто
ромъ сосудЪ будетъ ^ ^ (1 - i/ ), где р= 1—

~  „  . 1-+-2#188. Сравнивъ два разложенш выражетя показать, что

(- !)» =  1 - Or. . (3n- 1)(3^-2 ) (3n-2X3n-3)(3n-4) |
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2 3
(Зю—ЗХЗи— 4)(8ю—5Х4п— 6) 3

4
где п некоторое целое положительное число, и что рядъ прерывается на 
первомъ исчезающемъ члене.

189. Определить, будетъ-ли следуюпцй рядъ сходящимся или рас
ходящимся

1 |2 3 4
1 Х Ч - ~ Х 2Ч -2” 32~ ' 43̂ 3_t~ 54х

190. Если log----- ^ ——  будетъ разложенъ въ рядъ по степе-1 ' 0000 1“ 00
3 1нямъ х, то показать, что коэффищентъ при хп есть - или —,

смотря по тому, будетъ-ли п четное или нечетное.
191. Решить уравнете {1-*-х2у= 2ах(\—х2).
192. Показать, что если х, у, я действительный количества, то 

х 2{х—у ) ( х—в) ч - у 2(у—z (у—x ) - \ - z 2(z— x ) ( z— у ) ее можетъ быть 
отрицательнымъ.

193. Решить уравнешя хг-*-уг-л-\—т 2ху•—х2у2,~ ху(п2х—у)
—х—п2у.

194. Показать, что уравретя ax-*-by-+-cz—0 и ax2-t-by2~*-cz2=0
ОС V Zудовлетворяются, если принять, Ч Т О   --------- Т ~  =  — —  =  : : --------- ~ ч ~ . гдеr 1— bv Х-л-av 1 -*-abv2

а-л-Ъч-с-ч-ohcv2= 0.
195. Въ ст. 458 выведена ариеметическая nporpeccia, которой пер

ся & & Ъ „выи членъ равенъ -— -—v-—  и разность —;; показать, что еслид 2д 2 f  q2
она будетъ расположена по группамъ, содержащииъ q членовъ каждая
то m-я группа будетъ равна m-ому члену ариеметической nporpecci 
первый членъ у которой а и разность Ъ.

*
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196. Первый членъ известнаго ряда есть а, второй членъ Ъг а каж
дый следуюицй членъ есть средтй ариометичестй между двумя пред
шествующими членами; показать, что п-ый членъ будетъ

2 (6—a ) i l— (— i y  \-t-a.3
п

2
197. Если будутъ составлены всЬ перестановки изъ п буквъ а, 

Ъ, с, ... I, въ каждую изъ которыхъ входятъ все буквы, и изъ ка
кой нибудь одной перестановки аЪс,..Л будетъ составлена дробь

, то показать, что сумма всехъ та-а(а-*-Ъ)(а-+-Ъ -+- с)... (ач- Ъ 
кихъ дробей будетъ равна

• • •

1
О

abc.. X
198. Показать, что

п(п— 1) ' 2п2х
1

(1ч-#)и< 1

2
п(п— 1)

X п(п— 1)(п— 2)
3 х • • « равняется

х п(п— 1 )(п—2)(п— 3) х
1.1 (1-н-ж) 2 2 (I -t~x) • # ♦ f •

199. Определить, будетъ-ли сходящимся или расходящимся следую-
/З2 3\-2^/43 4\~3 /54 5V-4щш рядъ: -ь( 3d 3 4 4

200. Если п есть некоторое целое положительное число, то найт 
значете выражетя

пWH-3 п(п— 1)м + з +п(п—  1)
1.2

(п—2) м>

201. Перемножить (1— х)(\—#2)(1 —ж3)(1 —х4)(1—Xs); 
видъ ряда до х12, при безконечномъ числе множителей.

найти

202. Показать, что
(а2—&2)3-+-(&2—с2)3 2S3(с2— а )

(а— 6)3-ь(6—с)3-ь(с—а) (ач- Ъ)(Ъч-с) (сн-а).

203. Показать, что капиталъ, при сложныхъ процентахъ по 4 въ 
годъ, увеличится въ 5 разъ втечете столепя. Дано log2=0,301030 и 
logl3 = l. 113943.

---  2 1 1 1  1
204. Показать, что у  р*-*-4р= р 1 ч - »-+- 1 р -+-1 «# •
205. Найти, сколькими способами можно взвесить 2240 фунтовъ 

гирями въ 9 фунтовъ и 14 фунтовъ.
1206. Если

(1 —2х)(\— 2х-ь- х2) 
нямъ х, то найти обпцй членъ.

разложено по восходящимъ степе-
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207. Если п  д'Ьлое положительное число и х  положительная пра-
• . 1—хп+1 1вильная дрооь, то показать, что ---- —  меньше

ПX
пч-1 п

208. Показать, что п‘i— 4 п * ч - Ь п 2 — 2п делится на 12 при веякихъ 
значешяхъ п болыппхъ 2.
( 209. Изъ кошелька содержащаго 10 жетоновъ, изъ которыхъ три от
вечены, нужно вынуть 5; выеимающш получитъ 60 копеекъ, если 
привыниманш все три замеченные жетоны выйдутъ вместе. Найти 
величину его ожидашя.

210. Определить, будетъ-ли слйдующш рядъ сходящимся или рас-
1 22 З3ходящимся: 1-t *
2 З3 4 • • •

2 п
п

211. Если квадратъ суммы п дййствительныхъ величинъ равенъ 
-кр'атной сумме ихъ произведен!!, взятыхъ по два, то все эти1

величины равны каждая каждой
212. Показать, что 

25 S (Ъ— с ) 7-+-(с— а )1
211 (Ъ—с)5ч-(с—ау

(а— Ъ) 1! ! (Ъ
{а—Ьу\\

с) гч-(с—а)3 н-(а— Ъ)3 I

213. Если челов^къ, имеюпцй 48 летъ отъ роду, можетъ прибрести 
за 18128 рублей право на ежегодный пожизненный доходъ въ 1500 р., 
причемъ величина процента равна 5, то определить за какую величину 
принимается ожидан1е продолжительности его жизни въ возрасте 48 летъ. 
Даны: log2 = 0.3010300, logB = 0 4771213, log7 = 0.8450980, 
logl .1872=0.0745239.

214. Еслв
показать, что

Р
215. Найт

ю * ' \/ 5— означаетъ r-ную подходящую дробь къ —
Яг

1
2 то

~Р 2 /I Ргп Рг* Яз~*~Яь Яг Ягп Яг-1 л?гп jrn 4.3 ■ \Lb ■ 12п—£
правильный дробп, удовлетворяющая уело Biro, чтобы 

сумма пятикратнаго числителя и одиннадцатикратнаго знаменателя 
равнялась 1031.

216. Показать, что если п будетъ целое положительиое число, аж 
таково, что ни одинъ знаменатель не обращается въ нуль, то 

1 п 1 п(п— 1) 1 (— 1)м
хч-1 1 хч-2 1.2 хч-3 • • •

п
{х-\— lj(x —t— 2)« • • .{х— н-1)

217. Если р будетъ положительная правильная дробь, а а и Ъ 
жоложятельныя величины, то показать, что (ач-ЪуРа1—?меньше ач-pb.



218. Если 3, или 5, или 7, или 9 будутъ возвышены въ некото
рую степень, то показать, что цифра десятковъ всегда будетъ четною; 
равнымъ образомъ показать, что когда 6 будетъ возвышено въ неко
торую степень, то цифра десятковъ всегда будетъ нечетною.

219. Въ кошле имеется три шара, причемъ неизвестно, сколько 
изъ нихъ черныхъ. Некто вынимаетъ изъ кошля одинъ шаръ и кладетъ 
его обратно, делая это три раза; если каждый разъ вынимался черный 
шаръ, то найти вероятность того, что все шары въ мешке черные.

1 1  1 1220. Еслиа?=2И-—— ----, то показать, что у=х

РАЗНЫЯ ЗАДАЧИ.

2у 2у-*-... 2х— 2х-

221. Если 62н-с2—a2 e2-t-a2— Ъ2 а2ч-Ъ2—с2
2 Ъс 2 са 2аЪ 1, то показать,

что две изъ трехъ дробей въ левой части равенства должны быть рав
ны ], а остальная равна — 1.

222. Решить у2-*-£Хч-%у=а2—х2=Ь2—у2=с2—я2.
223. Если срочными уплатами втечете р летъ можно прмбресть 

право на ежегодный доходъ за известное число летъ, а'уплатами впро- 
должеше q летъ— право на доходъ за вдвое большее число летъ, то 
найти величину процента.

224. Обратить |/ (а 2н - |^  въ непрерывную дробь.

225. Разложить 2х2—21ху—11у2—х-ъ-Ъ4у— 3 на ращональные 
множители первой степени.

226. Показать, что Возвратный рядъ, законъ составления котораго
1—рх— qx2, будетъ сходящимся или расходящимся, смотря по тому, 
будетъ-ли х численно меньше или больше, чемъ численно менышй ко
рень уравнен1я 1—px—qx3= 0, причемъ предполагается, что корни 
действительные.

227. Показать, что если все буквы означаютъ положительныя ве
личины и р а j>2, р3 ... и а и а2, «з ... те и друйя расположены въ 
восходящемъ порядке ихъ величинъ, или въ нисходящемъ, то

Р±а1^ Р гаг~*~' '-~*~Рпап v---- v_ / а1ч-а2-*-...-+-аfa  1н-а2-ь...-нап \ больше, чЫъ —----J

228. Если а2н-&2=с2, и а, Ъ, с целыя числа, то показать, что 
одно изъ нихъ делится на 5.

229. Написано наудачу число изъ п цифръ; показать, что каково 
бы ни было значете п, лишь бы только оно было дано, вероятность 
того, что число это будетъ кратнымъ 9, равняется i

230. Если п некоторое положительное число, то показать, что бли
жайшее целое, превышающее (3.-*-|/5)№, делится на 2й.
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281. Если два выражешя хг-+-px*~i-qx-+-r, и x*-*-p'xz-̂ q'x-[-~r' 
имеютъ одинаковый множитель второй степени, то

t р'г ■рг q'r qrt
р - р Г q—q /у*__ /у*

232. Въ предыдущемъ примере показать, что третьи множители
v р — р '  P— P f ,оудутъ соответственно ж-t---- ,г и х-\-----,г* * у  — у* у у и что квадратный

множитель будетъ х я—q у  Гуt

р—р-,х р —р
283. По таблпцамъ смертности Карлиля стоимость пожизненной 

ренты въ 1000 рублей ежегодно для лица, которому теперь 21 годъ, 
равняется 21500 рублей, считая по 3 процента. Если изъ 10 родив
шихся 6 доститаютъ возраста въ 21 годъ, то найти, какую сумму нужно 
заплатить тотчасъ при рожденш ребенка, чтобы обезпечить ему доходъ 
въЮОО рублей ежегодно по достиженш имъ 21 года, причемъ вкладъ не 
возвращается обратно въ случае смерги дитяти. Даны: log43 — 1.63347, 
log2 = 0.30103, logl03=2.01284, logll55 = 3.0628.

234. Обратить [/ (a2 — въ непрерывную дробь, если п больше 
единицы.

%
235. Число состоитъ изъ двухъ цифръ; если переменить ихъ по

рядокъ, то число сделается на единицу меньше его половины. Найти 
это число.

236. Показать, что если п положительное целое число и х таково, 
что ни одинъ знаменатель не уничтожается, то

1 п пЫ— 1)
х 1 (ж-+-1)(ам-2) (а?н-1)(л?-н2)(ам-3)

( - D ПП 1
(я-t-l ){х 2)... (x-t-w—i—1)

п+1 п—1
Х-+-П 1

237. что хп— 1 больше п\х X если п неко
торое целое положительное число и х —положительная величина боль
шая единицы.

238. Показать, что въ цоследовательныхъ степеняхъ 4 цифра де- 
сятковъ будетъ попеременно четная и нечетная; показать также, что въ 
последовательныхъ степеняхъ 2 и 8 будутъ встречаться попеременно 
две четныхъ и две нечетныхъ цифры. ~

. Берется какое попало число между 2 и 9 включительно и воз
водится въ какую нибудь высокую степень; показать, что вероятность 
того, что цифра на месте десятковъ будетъ нечетная, равняется^.
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240. Определить, будетъ-ли сходящимся или расходящимся рядъ?
котораго и-ый членъ есть 2 п Зи4—2

• • •241. Рядъ аи Ьп аг, Ъг, 
ап есть среднее ариеметическое между а{

составленъ сл̂ дующииъ образомъ:
&л_ £, а Ъ

гармоническое между Ъ1 и Показать, что апЬп
п есть среднее 

atl>t.
242. Показать, что следуюнця уравнешя будутъ или несовместны, 

или недостаточны для опредЬлетя значетй х , у ,  z\
ях-л-ху—yz, у2—Ъг=ху-\-у% ZX, —сг=у#4-#х—ху.X ■а

243. Некто начинаетъ проживать капиталъ, приносяпцй ему 4%  
годовыхъ при сложныхъ процентахъ. Ежегодно онъ издерживаетъ сумму, 
равную удвоенной прибыли съ первоначальная) капитала. Найти, 
во сколько л^тъ онъ проживетъ все. Дано log2 =0.3010300, 
logl3 = 1.1139431.

244. Обратить въ непрерывную дробь.

245. Хозяинъ издержалъ 250 рублей на покупку овецъ, платя за 
каждую по 15 рублей, и телятъ, платя за каждаго по 50 рублей. 
Найти, сколько овецъ и телятъ онъ купилъ.

246. Сравнивая коэффищенты при разныхъ степеняхъ х, пока
зать, что
~(1— х)п т  7

п
т ( т — 1)

n—t п(п— 1)
т ( т — 1 )(т — 2)(1— х)П— 2

1 п X
т —п 1 т —-п-+-1

п(п— 1) X. 2

1 . 2  пг— п-+- 2
• • • если п ц̂ лое по

ложительное число, а т  таково, что ни одинъ знаменатель не уничто
жается.

247. Если все п буквъ а, Ъ, с, ... Jc означаютъ положительный
величины, то показать, что ..-»-&р+?) больше,

248. Если п будетъ первоначальное число и N—число, не деля
щееся на п, то показать, что N m— 1 делится на пг> причемъ буквой

т  означено пг—пг~х.
249. Въ ящике лежатъ три банковыхъ билета, и известно, что 

билеты эти могутъ быть въ 50, въ 100 и въ 200 рублей, а другихъ 
тамъ нетъ.Былъ вынутъ одинъ билетъ и оказался 50-рублевымъ; онъ 
положенъ обратно. Определить величину ожидаия при следующемъ 
выниманш.

250. Приложить способъ синтетическаго д^летя къ разделенiro
х4ч-3х*— 12хч-4 на х2— 4x4-12 до члена, содержащаго х~~‘\ и дать
остатокъ.
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251. Решить х2уч-х=ху хгу% 4г/-+-4, ху-ь-1=Ъху*— х2у3
252. Даны два числа а п Ь; требуется найтн п промежуточныхъ

чиселъ: а,, а ап такихъ, чтобы а.15 • • •  W'JI X U J U U A  Ч 1 X U V I U  ^1^ ^ 3  l/V2 ***

могли составить ариеметическую nporpecciro съ разностью d. Найти 
также пределы, между которыми должно заключаться d.

253. Когда сторублевые 3% билеты стоили 88 р., внесена была 
сумма въ 100 рублей для вечной выдачи ежегоднаго дохода въ 3 рубля 
п еще другого ежегоднаго дохода, продолжающагося 30 летъ. Предпо
лагая, что ценность денегъ устанавливается ценностью 3-хъ процент- 
ныхъ 100-рублевыхъ билетовъ, найти величину этого ЗО-л̂ тняго 
ежегоднаго дохода. Дано: lo g l.l = 0.04139, logl.3 = 0,11394, 
log2=0.30103, log7 = 0.84510, log3.658=0.56320.

и.у a. a Ъ—aП

254. Если Pn
an

1 P n  P 11-- j—  t

1  Я п  Q n - t - l

будутъ три последовательный подхо-
[/ (а2н~1), то показать, что

- 4- 1*

дянця дроби, приближающаяся къ
^ (а  I 1) Чп ̂=РП  1 * Рп-{-1' ty n в  Яп— 1 * Яп

255. Мальчикъ нстратилъ 48 коп^екь на покупку яблоковъ, грушъ 
и персиковъ; яблоки продавались за пятокъ по 4 коп., груши—по 4 коп. 
каждая, а персики—по 8 коп. за штуку; всего онъ купилъ 12 штукъ 
плодовъ. Сколько было яблоковъ, грушъ н перзиковъ?

256. Если дробь а-у-Ьх

(1— сх)\ 1 X будетъ разложена по степе

нямъ х, то показать, что коэффищентъ при хп будетъ
а-*-Ъс— (ас-*-Ъ)сгп~*~1

с*( 1 — с2)

257. Показать, что меньше чемъ

1Ы 3 меньше чемъ п(п-+-1) 
4

(п-»-1)(2м-4-1)
---------------- —

6
п

5 И что

258. Если п будетъ первоначальное число, а N — число, не деля
щееся на 11, то показать, что N m-t-\ или N m— 1 будетъ делиться

2 jl  ̂ - п (п— 1)М • м «I m л» *wv л Алл У\ Л«чг л л т г  /« чгл «л Л mvA л а гм w N 'на и2; здесь буквой m означено для краткости 2
259. Взятое на удачу число возвышено въ квадратъ. Показать, 

что одинаково вероятно, что цифра единицъ будетъ четной или нечет
ной, что можно ставить 4 противъ 1, что цифра десятковъ будетъ 
четнымъ числомъ и что можно ставить 59 противъ 41, что следую-
1,ая высшая цифра будетъ четная.
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260. Когда въ разложети выражешя j j.7*~ca0(l~+~c #)*•>
(1—ас (1-— е2х)( 1— csx) ...

чи с л а  множителей будетъ безконечно, а с будетъ меньше единицы, то пока
зать, что коэффищентъ при хгбудетъ сг g)0~*~c ),,,(̂ ~ьс___ )

■ (1—с)(1— с )(1—с ).. . ( !—с?)*
261. Если а и р  означаютъ корпи уравнетя ах*ч-Ъхч-с=0, то 

найти значете a44-a2j}2-t-f}4.
262. Если ш -ый членъ ряда, иредставляющаго гармоническую npo

rpecciio, будетъ п, а м-ый членъ будетъ т , то r-ый членъ будетъ т п

263. Первый членъ известнаго ряда есть а, второй членъ его Ьу 
а каждый следуюицй членъ есть средтй геометричестй между двумя 
предшествующими; показать, что по мере возрастания и, «-ый членъ3 . . . .

стремится къ величине |/ (а&2).
х *

а
264. Если v  будетъ правильная дробь, то показать, что она мс-

жетъ быть выражена такимъ образомъ:
се 1 1 1 1 ’

, где 2̂?••• я.п
целыя положительныя числа- Взять напримеръ дробь f .

265. Д1аметры двухъ монетъ равняются соответственно 0.81 п
0.666 дюйма; найти наименьшее число монетъ, которыя можно поме
стить въ рядъ длиною въ 9 футовъ. Найти также наименьшую сумму, 
которую можетъ представлять такой рядъ, предполагая, что болытя 
монеты вдвое ценнее меньшихт.

266. Показать, что разность между какими нибудь двумя после
довательными нечетными подходящими дробями, приближающимися къ 
1/(а2ч-1), есть дробь, числитель которой делится на 2а.

267. Въ геометрической прогрессш, въ которой все члены положи
тельные, среднее ариеметическое крайнихъ членовъ больше средняго 
ариометическаго всехъ членовъ.

268. Если а2-*-Ы=с2, причемъ а, Ъ, с целыя числа, то показать, 
что аЪс делится на 60 и что если а—первоначальное число большее 3, 
то Ъ делится на 12.

269. Въ мешке заключается п билетовъ съ нумерами 3, 2, 3 
Некто вынимаетъ на удачу два билета съ услов1емъ получить столько 
рублей, сколько единицъ въ ироизведеши вынувшихся нумеровъ; найти
величину его ожидашя.
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270- Если А  представляетъ первоначальный капиталъ, вносимый 
для того, чтобъ обезпечить известному лицу пожизненный ежегодный 
доходъ въ 1 рубль, то показать, что для получетя этимъ лицомъ Р  
рублей ежегоднаго дохода до его смерти, нужно внести тотчасъ и дйлать

Р  А Рэто ежегодно впродолжен1е его жизни — —— трубл., где Р  представ-
лнетъ то, во что обратится 1 р. по пстечешп года.

271. Если х(у ■X) yiz-Л-Х —у) £ (ж + у—Z)
loga?

что tfz'J
log у

Х г8 х =  Х У у Х .

log# то показать,

272. Решить \/(х а*)(У
X У

62)-ь|/ (х2
a - t - b .

Ь*)(уг4-аг) —(а-+-Ь)

273. Найти рядъ квадратныхъ чиселъ, которыя по разделеши ихъ 
на 7 давали-бы остатокъ 4.

274. Еслп Р П
Я.П

будетъ п-ш подходящая дробь, приближающаяся къ
1/ (а 2-ь 1), то показать, что

Р а
<iп

(g-H[/q*-i-l)n-f-(q—]/ (а2н- ] )п 
( а - ь [ /  а г - л - \ ) п — ( а — [ / ( а 2- * - 1 ) и

275. Разложить
1 ч - 7 х — х

(1-нЗЖ)2(1— 10х) въ рядъ по восходящимъ сте-
енямъ х.

276. Найти законъ составлешя каждаго изъ следующихъ рядовъ
18ж2н-80ж3-ь356ж4-+-... 

1-»-2ж-*-Зж2н-8а3-ь13ж4-1-30ж5
l-t-4#

55ж6 9 • I

277. Еслп S  представляетъ сумму мг-ыхъ степеней п положитель- 
ныхъ величинъ а, 6, с,... А;; и Р  будетъ сумма произведен  ̂ этихъ

1 S  будетъ большевеличинъ, взятыхъ по т ,  то показать, что п
п - т  т  Р .

278. Если п будетъ первоначальное число больше 2, то показать, 
что всякое число въ систем1!  счислешя, которой основаше 2п, оканчи
вается тою-же цифрою, какою оканчивается м-ая степень.

*

279. Въ копий находится 5 монетъ, причемъ известно, что это 
шиллинги или суверены (20 шиллинговъ); было вынуто одновременно 
2 шиллинга, которые не были положены обратно; определить ценность 
другого вынутся двухъ монетъ (въ шиллингахъ).

280. Если п будетъ целое положительное число, а т  таково, что 
ни одинъ знаменатель не уничтожается, то доказать, что
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1_
т
1>

т

(l-t-x)П П

(1— х)П
т (т- н1)
п

(1-ьж)№—2

(1—ж)Ч—1 п(п— 1)
т (т - л - \ )(т - + - 2 )

— 2 •••

2 п ■х п(п— 1)(м—2) 
(m+w— 3) 3X

281. Определить, между какими пределами заключается 
для всЬхъ д'Ьйствительныхъ значеий х.

X 2х— 3
2х2ч-2хч-1

12 I I  I2 . л.2\2 12282. Решить уравнешя х ~*-у=а , (x^4-yz) -+-(2ху) —Ъ.
Р п

283. Если —й представляетъ п-ую подходящую къ непрерывной

дроби 1 1
а Ъ а то показать, что рп и qn будутъ соот-

П—\ветственно коэффищентами при х
а-ь-{аЬ-*~ 1)х—х

въ разложешяхъ выражешй
1 ч-Ъх—х

1—(аЪчь 2)х х и 1— (ab-t- 2)%' хг

284. Показать, что въ предыдущемъ примере, если X и [х будутъ 
значешя х2, найденныя изъ уравнешя 1— (ab-+-2)xz-t-x4=o, то

, аЪ(\п— [Iй) Xw+1—aw+1А Л #  >  \ • /  / V / ч  _____ ______ _ / V  ___ I~uUzQPzn гп— 1 X—р. Яг
Xй 11

X-[А
285. Найт два числа такихъ, что первое было-бы равно про

изведете) цифръ второго и было бы меньше удвоеннаго второго на 100.
286. Если А т  представляетъ величину годового дохода, получае- 

маго впродолжете жизни т  лицами вместе, имеющими одинаковый воз
растъ, то показать, что величина такого-же ежегоднаго дохода, про
должающегося до тйхъ поръ пока остается въ живыхъ одинъ изъ п 
лицъ одного возраста, можетъ быть найдена изъ таблицъ, дающихъ 
значешя А т  по формуле

пА, п(п— 1) 
2 А п(п—1)(п—2)

3
А —  А- АJOL о • # * ■ JOL.yi т

287. Если х, у , в действительный величины, то показать, что 
а2 (ж—у)(х— в)-л-Ъ2(у— х)(у—z)-*-c\z— x)(#— у)

не можетъ быть отрицательнымъ, если только кашя нибудь две изъ 
трехъ величинъ а, Ъ, с въ сумме будутъ больше третьей.

288. Показать, что всякое квадратное число бываетъ одного изъ 
видовъ Ьт  или Ът±\. Показать, что п5—п всегда делится на 30, а 
если п нечетное, то на 240.
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289. Въ мешке содержится п шаровъ, причемъ совершенно не 
Известно, какого они цвета. Вынутый шаръ оказался чернымъ; онъ 
положенъ обратно; второе вынимаше дало такой-же результатъ. Пред
полагая, что вынутый во второй разъ шаръ положенъ опять, показать, 
что можно ставить Зи-ьЗ противь п — 1 въ пользу того, что при 
третьемъ вынимаши получится тоже черный шаръ.

290. Если х есть правильная дробь, а р положительная величина, 
то показать, что прхп будетъ безконечно малой величиною при п 
безконечно болыпомъ.

291. Еслп 1, х, х3 и 1,у*,'у3 каждые составляютъ гармоническую 
прогрессш, то показать, что—у2, у , х, х2 будутъ составлять ариеме
тическую nporpecciro и что ихъ сумма будетъ х3-*-у3, если предполо
жить, что х-*-у не будетъ равняться нулю и что ни х, ни у не равно 
единице.

♦ ч

292. Показать, что 12г-н32г2-ь52г3-»-...-4-(2ю— 1 )%гп
г (1 -ьбг -нг2)—j (2 w— 1) (1— г) -+- 2} 2ги'Н —4у”+2

(1— г)3
/

293. Показать, что если г меньше единицы, и рядъ предыдущаго 
примера будетъ продолженъ до безконечности, то онъ будетъ сходя
щимся. Найти сумму его прп безконечномъ числе членовъ.

294. Пайтй два решетя уравнешя х2—1у2=1 въ целыхъ поло- 
жительныхъ числахъ.

295. Если при обращены [/N  въ непрерывную дробь первыя два 
частныя будутъ каждое равняться 5, то найти N.

296. Показать, что если х положительная величина, то наименьшее
. ж3н-2а3значеше дроби — ——  будетъ при х=а.

297. Количество топлива, истребляемаго пароходомъ, пропорц1о- 
нально кубу скорости. Онъ потребляетъ 1.5 тонны каменнаго угля въ 
часъ, стоящаго по 9 р. за тонну, при скорости 15 англ. миль въ часъ; 
друпе расходы составляютъ 8 р. въ часъ. Найти вапменышй расходъ, 
какой можно сделать при переходе въ 2000 англ. миль.

298. Показать, что если какое нибудь нечетное число на месте де- 
сятковъ будетъ иметь четную цифру, то все целыя степени его будутъ 
иметь ТО’же четную цифру на мёстё десятковъ.

299. Въ кошельке находится три билета, означенныхъ нумерами 1,
2, 3; вынимается одинъ билетъ и кладется опять назадъ, чтб делается 
четыре раза; показать, что можно ставить 41 противъ 40 за то, что 
сумма вынутыхъ нумеровъ будетъ четное число.
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1 1 1 1 300. Доказать, что непрерывная дробь - L — g
2 2 2 21
1 2  3 п

» 1 1 . 1 . (—  0-+1 
t a 4 u - 1 2 2.3 8.4 ф ^ Т У

Найти значете этой непрерывной дроби, когда п будетъ безконечно 
большою величиной.

ОТВЕТЫ. I, II, III.

I. 1. 23. 2. 35. 3. 63. 4. 88. 5. 92. 6. 26. 7. Ль.
8. 6. 9. 5. 10. 2. 11. 9. 12. 10. 13. 0. 14. 26. 15. 43.

16. 38 17. 76.536. 18. 9.
II. 1. 9а— 7&—I—4с» 2. Юх3— 4хч—13.

3. 12х2ч~6ху—у2ч-лхч-4у. 4. 4х3ч-а2х.
5. 2ab-t-2x2 2ax-*-2bx. 6. За—b-t-c—6d.
7. 2х3ч-х 8. 2а2—ах. 9. а— Ь-ь-с— d.

10. 2bx-t-2by. 11. а— b-t—c— d. 12. а—b-t-c-\-d.
13. а— lb. 14. 5а. 15. 2а—b—d. 16. 12х—8у. 17. За.
18. а. 19. 2а~*~х— 2b~t—y=Q. 20. Зх2.

III.  l.$pq-*-2p2—2q\ 2. 7а3-+-16а26—ab2— 106®.
3. а4—агЪ2-+-2аЬ3—Ь4. 4. a4—a2b2-t-4ab3—4b4.
5. а4ч-4а3Х-+-4а2х2—х4 6. а4— 8а2ж2-»-16х4.
7. а2Ьч-(а— Ь)2х—  2ах2—х3. 8. 60х4ч-42х3а— 107х2а2

ч-10ха3ч-14 а4.
9. Qx4— 96. 10- 4х3—22х2у-+-42ху2—27у3.

И . 12^3— 17x2y-t-3xy2-t-2y3. 12. хQ—x4y2-t-x2y4—y\
13. х2— 4f-*-\2yz— 9г2. 14. 6х*ч-х3у-ь-2хУ—13ху3ч-4у
15. x4-t-x3(y-i-£ 1ч - х 2( у 2- 1- у 2 -*-г2) - 1- х у г ( у ч - 0) - 1- у 2я 2.

16. а34-Ь3— с3-+-ЗаЬс. 17. х3+г/ч-Зху— 1.
18. х5-л-\Ых— 264. 19. ж5—41ж—120.
20. 4ж6— bxs-t-8x4—10ж3~ -8х2— Ьх—4. 21. х*-ь-10х— 33.
22 х1— 1х6ч-21х5— П х4—$.Ьх3-+-6х2— 2х—4.
23. a8-i-2a6-»-3a4-b2a2-i-i. 24. а4—х4.
25. х*-—10х2ч-9. 26 х8ч-х4-1-1.

Алгебра. 32



4 9 8 ОТВЕТЫ. IY, Г , VI .

27. хь—х('агч-2хьаЪ— (b24-2ac)x‘i4-2x3(bc4-ad)—(cz4-2bd)x
2 xcd—d2.

30. аЪсч-(аЬч-Ьсч-са)хч-(ач-Ъч-с)х2 ч-х3.
31. xi—х3(ач-Ъч-сч-д?)4-х2(аЬч-ас-+-си1 *-bc-+-bd4- cd;)

■—x(bcd-t-acd-*-abd-i-abc)-*-abcd.
32. 2bzcz-t-2c2az-i-2azbz—a4— &4— c4. 33. bz—d2.
34. 4(a2-«-62-+-c2-4-d2). 36. 2(a2+-62-t-c2). 37. 8ж3.
38. 2(a4-i-&4-f-c4). 39. 4(bzcz4-c2a24-a2bz).
43. #6—22ж4-+-60ж3— 55ж2-ь-12ям-4.
44. a?8— 2хпач-2х5а3— 2х4а4ч-2х3а5— 2xa'l~\-a*.
45. a5— a*b —2a3bz 4-2 azb34-ab4—bs.

IV. 1. xz—x-t-l. 2. 9x2— 6хуч-4у. 3. az-t-ab—b2.
4. a2— 3a&. 5. З2х5ч-1вх4уч-8х3у2ч-4хгу3ч-2ху4ч-у5.
6. a4—a3b-+-a2b%-—ab34-b4. 7. ж2-ь-?/2. 8. гс2н-3#-»-2.
9. 16ж4— 8#3?/-*-4;r2#2— 2xy34-y4. 10. x2—xy4-yz.

I I . # 2—Ж-+-1. 12. a2— 2ab4-3bz. 13. a3— 2azb4-2ab2—b3.
14. 16a3— 24a2&-f-36a&2— 27&3. 15. x* 4-2 x3-*-bxz 4-2x4-!.
16. ж4— 5ж2-ч-4. 17. a2— 2ab4-3bz. 18. ж4—8#2-i-16.
19. х34-3х2ч-х—-2.' 20. 2#3— 8xz4-3x— 12.
2l.jx-+-x • 22. xz—a . 23. а-ь&н-с.
24. 3#2— 2abx—2a2b2. 25. #2—2#-t-l. 26. 3a24-iab4-bz.
27. ж2— ж«/-*-̂ 2ч-̂ -ь«/-»-1. 28. a2-t-&2-»-c2-t-6c-+-ca—a&.
29. &(2а3-ь-За2&—abz4-4b3). 30. a&— ac4-bc. 31. Ъч-с—a.
32. (6-+-с)(сн-а). 33. a4 — 4azbc4-rlbzcz. 34. a2-t-a#-i-a:2.
35. (̂ -f-2.̂ )?/2-4-(̂ 2— 2£2)?/— xz{x4-z). 36. аЬч-Ьсч-са.
37. #2— (ач-Ь)хч-аЬ. 38. x—b. 39. ab—ac4-bz— cz.
40. а2ч-Ь2-+-cz. 41. a-t-x. 42. (ач-Ь—с— d)(a— Ъч-с—d).
43. x2—ахч-аг. 45. Частное будетъ 1ху(хч-у).
46. Каждое, равняется abc—ар2— bqz— crz4-2pqr.
47. (а—х) {ач-х)(а.гч-х2)(а4ч-х*) (а8ч-х8).
48. (ач-Ьч-с)(Ьч-с—а)(а—Ьч-с)(а-ч-Ъ—с).
49. (Ьч-сч-d—a)(.a,4-C4-d—b)(a-t-b4-d—с)(ач-Ьч-с—d).

У. 2. 9. 3.70. 4.6. 5. г/4-н11«/3н-472/2-н93̂ -+-69.
Y I. 1. х.—2. 2. хч-3. 3. х2ч-2хч-3. 4. хч-1. 5. Зхч-4а.

4 *

6. х—у. 7. Зх—7. 8. х— 1. 9. х—2. 10. X z4r-X4-1.
11. хч-2. 12. х-— 3. 13. 2х— 1. 14. х — у . 15. х гч-2хч-3 .



16. « ( 2 a — Зж). 17 . 2ж— 9. 18. a x — by. 19. ж2-+-(а

20. (ж-t-1  )3. 21 . 2ж3— 4ж2-+-ж— 1. 22 . ж— 2a. 23. ж — 2 .
2 4 .  x 2— 1.

\

V II. 1. (2ж 2- ь З ж — 2)(За?ч-1). 2 . (ж3— 1)(ж-»-2).
3. (ж3— 9ж2-»-23ж— 15)(ж—7). 4. (Зж— 2)(4ж 3— 4ж2- ж ч - 1 ) .

5. (ж -н 1 )2(ж3— 1). 6. {x*— i f ) ( x %— 4 i f ) .  7. 16ж4— 1.
8. ж(ж6— 1). 9. (ж2— 4 а 2) 3. 10. (ж— 1)(ж— 2 ) (ж — 3)(ж— 4).

11. (ж— 2)(ж 3)(ж — 4)(ж— 5). 1 2 .  (ж2— 1 )(ж2— 9 )(ж н -7 ) .

13. х4— 1 6 а 4. 14. (ж—а)(х—Ь)(х— с).
15. (хч-с)(2х—ЬЪ)(х2ч-ах—Ъ2). 16. 3 6 (а 4— 64) > 2— 62) 2(а3—Ь3).

^■лттт —i— 3 X 4
T il l .  1. 2 . ----- к-ч  3. ж— 3. 4. а ч - 6 .  5.

ж-ь-7 ж— 5

ответы. ти, тит. 4 9 9

Ь х — 1 Зж-j— 2 2 ж -ь З  '  Зж—t— 9.
6. г------ -. 7. ------- - .  8. г------- г. 9.

2ж— 1 ' х ч - 1  ' ' Ь х— 4* ’ ж4— ж3н -6 ж

/ у * ^ __О /у*___ О /у>2 ___0 /у*_ »_ 0  * * /у»2
t v  О  еЛ/ ^ (Л / * ел/

1 4 . - £ ± 5 ! .  и .  1 , 7 .
а  ‘ 6 — 2ж 5 а г— Ъ2’

1 8 . 1 .  19. 2 ; ■■■- 20 . — 21.  9
2 ‘ ' (4ж 2— 1 )х  ' п  (ж — 1)(ж -ь2 ) 2’

2ж— 3 а ж — Ъ 2  л 1
2 2 - 7 1 — г ч ■■ v 23. —;— п .  2 4 . -- .  25. 0.

(х — 1 )(2 ж н -3 )  ж2— Ъ ' ж ч -2

26 - 2- ^ !  97 4аУ-~У* 98 4й5 29 — -
Z b - а 4— Ъ*' 2 ( x*— f ) 2 ' (а— Ъ)г  . а-*-ж

0. —1 а ~~4 ^ . 31. 0. 32. 0. 33. 0.С4О
8 4

2а — Ъ2а — с гЪ— а 2с - 1 2 Г Л  ог, л—------------ —---- г---------= —1. 35. —j—- 36. 0. о/. 0.
(Ъ— с)(с— а )(а — Ъ) abc

38 -(— - 2 5  39 4 0 .  - .  42 .ж(а-ь6)‘ у(х>-м/У А у х .
а х  а г-*-Ъг . „ „ , „ я 2— аЪч-Ъ2

43. —, . . 4 4 . - -- . 4 5 . 2 .  46 .
а 2— ж2 а a 2-+-ab-t-b2'

ж4 ж2 _ . 1 (ж-»-а)2 кл ( а — ж)2
4 / .  —н — j— 1, 48. ж —I— 1 —•— о* 49. , п ,< 50 .

а 4 а 2 ж2’ ' ( х — Ь)2' х ( а ч - х )

51 ^ а~ ЪУ ,9  ^  53. ——— • 5 1 . ^’ 3&2(ан-&)’ ж2— ху-\-уг‘ x2-*-yz У



1 1  г2ч-\55. 1. 56. 1. 57. х3—хч---- 58. ----------

500 ответы, ix, х.

X X3 X
X

59. ------- . 60. а2—Ъгч-с2ч-2ас. 61.х
0>-Ъ-00
х—у

лп о , а 2 _ „0 х 2ч - 3 а х — 2 а 2 л , х 2— 2а2 ас— Id
62. а 2— Ъ ч - с 2— 2 ас. 6 3 .  -------------------- 6 4 . ------------ 6 5 — -—

х ч - т  ах асч-Ьс1‘
fifi а гч ~ х 2 Ъ сч -са ч -а Ъ  Ro а 4ч - а 2Ъ2ч - Ъ 4

2 а х  ' b U  Ъ сч -са — аЪ' ЬЬ* аЪ(а— Ъ)2 *

«а Щ Ъ — с)2 х у  (а 2ч - Ъ 2) 2
6 9 ‘ Ь*+ е*ч-Ъ *с2' 7 0 ' Р Т р -  7 L  ' П ' т *

73. 75. 76. ,  ^ж4- а 4 25с З (я-Ы )’ bdf+be+cf

IX. 1. 1. 2. 20. 3. 3. 4. 11. 5. -. 6. 13.7
9. 7. 10. 7. 11. 4. 12. 3.
15. 2. 16. 2. 17. 3. 18. 10.
21. 5. 22. i. 23. 13. 24. 9.

О

27. 9. 28. Д. 29. 13. 30. §.
33. 7. 34. 8§. 35. 4|. 36. 2T3g*
39. 2. 40. 12. 41. 12. 42. 2.
45. 1. 46. 1. 47. 5. 48.

а2(Ъ—а)

7. 8. 8. 1 .
13. 5. 14. 28.
19. ч- 20. ч -
25. 4. 26. 4.
31. 4. 82. 56.
37. ц - 38. 3.
43. з . 44.— 2 .

49. 3§. 50. 8а
25*

#

53. а ( 1 —Ъ2)
Ъ(а2—- 1 ) '

56.
•

аЪ(а Ъ —2с)
а 2 ч - 6 2 — ас- Ъс

60. а— Ъ 
2 ‘ 61. |(«-

79
29

52. Ъ(Ъч-а)
кл  ̂ v» >  ̂ ■ w v с ^̂  ас54. т -—  ------------ 55.асл-Ъс-4-аЪ — 1 Ъ

гЪ— cq о ab пЪ— та
57- ^ ---• 58-----Т- 59. ----рс—га а-л- Ъ m — п.

Ъч-с), 62. 2. 63. 20. 64. 5.

X. 1. 1290 р. 2580 р. 2. 120 р. 300 р. 3. 32 р.
4. 1680 р. 50 к. 5. 28, 18. 6-. 38 д&тей, 76 ясенщ. 152 мужчинъ
7. 720 рубл. 8. 144 р. 240 р. 210 р. 9. 350 р. 450 р. 720 р

10. 4162-р., В  118 p.. G 104 р. 11. 3456, 2304.
12. 126 кружекъ. 13. 17 р. 40 к. 14. 22 р. 5 к.
15. 3780 р. 1575 р. 16. 400 дюйм. 17. 30. 18. 42.



ОТВЪТЫ. XI, XII. 501

19. 7, 8. 20. 8, 6, 3, 2; всего 24 короля. 21. 3.
22. 6 шиллинг. 23. 22680 р. 24. 11 быковъ, 24 овцы.
25. Каждый взялъ по 5 гривенниковъ; въ кошельке ихъ было 20.
26. 240. 27. 90 и 180; 100 п 230. 28. 48 минутъ.
29. 90000 р. 30. 5. 31. 60 апельсин, и 240 яблоковъ.
32. 10 изъ А, 4 изъ В . 33. 11, 22, 33. 34. 2650 р.

аЪс
35. Черезъ 6и  м. после одного 36. — . 37. 2§ шилл. 38. 40.04-С

XI. 1. #=11, у=4. 2. х—Ь, у=1.. 3. х=16, у = 7.
4. х=2, у = 13. 5. ж=8, у=1. 6. #= 2, у= 6.
7. х=3, у= Ь. 8. х=3, у= 4. 9. х=12, у=  3.

10. х=4, у = 3. 11. #=10, у=20. 12. ж=60, #=36.
13. #=12, у =20. 14. #= —6, у=\2. 15. #=18, «/ = 6.

18. #=0.4, «/=0.1.
21..ж= 12, «/=6.
24. #=18, у= 12.

а
27. #=«/=-.
nc-i-bd т с —ad

ж=-т--- ,У
m o - i - n a

16. #-= 1,у = = 11. 17. х== 2, у 7.
19. #== 4,У 0, 20. # = 10 ! 3 J м 20У з •
22. х 2, у-~ 1. II•СО 3, «/ = 2.

25. #- ь, У= 6. 26. х 10,, у —5.

28. х--у ==т-4-П.
t

29. х За, у * -26.' 30

31. #== &•+■£!, у =ct~i—c. 32. х:—(jx—i ~ y ~—(я .
XII. 1. #=7, «/=5, 0=4. 2. #= 2, #=3, 0=4.

3. # = ], 1/=2, 0=3. 4. #=2, ?/=3, 0=5.
5. #=2, «/=3, 0=4. 6. #= 8, у r=~4, 0=2.
7. #=10, 2/= 2, 0= 3. 8. #=4, y= 3, 0= 5.
9. #=3, y=4, 0= 6. 10. # = f, y=4,.0=f*

11. X = ̂  у = — S=iq. 12. #=cjj У gi 0 4*
13. #= 2, «/ =  3, 0= 1. 14• #= 6, ?/=
15. ж=4, у —9, 0=16, м=25. 16. и=4, #=12, </=5, 0= 7.
17. #=3, 2/= 1, w=9, 0=5. 18. #=3, у=2, «=5, 0= — 4.
19.#=2,2/=4,0=3,m=3,v=1.2O.# = 2,«/=1,0=3,w=— 1,г;=—2.

21. ж = | ,  г =  | , 2= | .  22. 2 3 .* = 2 а ,у -= 2 М “ 2с.

24 1 о в  д  I(а— Ъ)(а—с)' - ' а[а—Ъ){а—с) х \Ъ с
27. х=Ъ-+-с—а. 28. х—аЪс, у=аЪ4±Ъс4-са, 0=а-И>-ьс.



XIII. 1. f. 2. 250, 320. 3. Д . 4. 5, 6. 5. 42 к., 26 к.
6. 75 шилл. и 35 шилл. 7. 5 и 7. 8. 7 и 10. 9 .  р., |{- р.
10. 1. 3, 5. 11. Чай 2 р. 40 к. сахаръ 16 к. фунтъ. 12. 50.
13. 24000, 32000, 36000 р.; соответственно 4, 5, 6 процентовъ.

N

14. 20 лицъ; побрубл. каждый. 15. 8 и 12. 16. 540 ф.; 17 пенсовъ.
17. 300, 140, 218. 18. 672 р. быкъ стоитъ 96 р.; ягненокъ 9 р.
19. 421партпо, #13 парпй. 20.45р. 28к.,Б18р.24 к. С 15р.84 к. 
D  15 р. 36 к., Е  17 р. 28 к. 21.90 верстъ. 22. 4  исполнить работу 
оцпнъ въ 80 дней, В- -въ 48 дней; 4  долженъ получить всехъ
Денегъ, а В — всехъ денегъ. 23. А  въ 5 минутъ, В  въ 6 минутъ.
4. 2|, 2 версты въ часъ; разстояте 5 верстъ. 25. 100 верстъ; 

вачальн. скор. 25 верстъ въ часъ. 26. А  26, В  14, G 8 р,
р т  ■ р т  „ Ь(п—1)27. 4въ ------ дней, .овъ-----дней. 28.------ верстъ въ часъ.р-л-п—т  т — п а— с

559. 4 и 5 аршинъ. 30. 27. 31. 63. 32. Карета делаетъ 10 верстъ
въ часъ; поездъ 30 верстъ. Отъ А  до В  16§ версты; отъ А  до С
20 верстъ; отъ О до i?  40 верстъ. 33. 600 ар

„ тт, 2х2— 4 Ъ. л л ci-i—b—t-cXIV. 1. а. 2 .----- . 3. —. 4. 0. 6. -—- — .х-+-3 а 2
/

8. х=ач-Ь. 9. х=а,у=^Ъ, з=с. 10. (х4-1)(х-*-2)(х4-3)(х4-4).

#2-4-2лм-3 л 11 ,XV. 1. —z----------------------Т . 3. t=x. 6 .— . 7. х = Ъ — с,х24-х-л-1 2
у= с—а, я= а—Ъ. 8. Освободимъ данное соотношете отъ дробей;
тогда найдемъ, что (ач-Ъ)(Ъ4-с)(сч^а)=0, следовательно одвнъ изъ 
трехъ множителей долженъ уничтожиться; отсюда следуетъ искомый 
выводъ. 9. Каждый изъ детей получаетъ 18437 р. 76 к.; каждый 
взъ братьевъ 9218 р. 88 к. 10. х = —Ъа.

XVI. 1. 1-^-4х4-10х^4-12х34-%хА,
2. 1— 2х-+-3хг— 4х3ч-Зх4— 2#5-ьж6.
4. 1ч-6#-»-15ж2-|-20#3-+-15х*ч-6х5-1-х6. 5.2(1 -н 15х2ч-15х*ч-хе).

%

9. Найдемъ, что числитель будетъ равенъ 5(1 а знаменатель
(14-х2)3, такъ что дробь будетъ=---- г.1-t-x2

1. х г — ж-4-1. 2. х 2— 2 х — 2. 3. 2 х 2 4 - Ъ % — 1.
4 .  2 х г — я н - 1 .  5.  2 л ; 2— З а х - * - 4 а 2 .  6.  Ъ х 2 — Ъ а х - * - 4 а 2 .

7 .  ( х — а ) К  8.  а 2н - Ь 2 .  9 .  ( а 2- ь 62) ( с 2- ь й 2 ) .  1 0 .  а 2— 62н - с 2— д 2 .

5 0 2  о т в е т ы ,  x i i i , x i v ,  x v ,  x v i ,  x v n .



отвъты . x v i i i ,  xix. 5 0 3 ,
*

11. ж —2— -. 12. ж2— 13. —-н-—
#  2 х  2 х а

14. аг-*-(2Ъ— c)a-t-c2. 15. (а— 2Ъ)х2— ах-+-2Ъ— 3. 16.1.14.
17. ж2—3x-t-2. 18. 2хг4-4сх— 3с2. 19. 2х2—Зсжч-4с2
20. 5.51. 21. 9009. 22. 22,22.

1
23. .111111111. 24. х— 26. Данное выражете=(#2—«/£)
|(ж2 — у%)г —  (yz— zx)(02 — ху)\ 4- два подобныхъ-же выражешя 
= (ж2 —  yz)x\xz -ь у3 -ь — Зху#\ н- два подобныхъ-же выражешя
= |#3-н«/3-ь^3— 3#^|2.

4 - Р  «#®
ХУШ. 1. ж3. 2. а 60. 3. — 4. 1.

(6#)
1
в

3 _1 I I  _1 3 5 3 3 5 . ’
6. а26 2-»-a2&2-i-a 262. 7. х̂ -ь-х̂ у—ху2— #2 8. а4— 1.

4 _1 _ _  _

9. а-ьа3— 1-4-а 10.—4а-7&-1-ь9а 95. 11. х4-у.
v

2 I  i 2
12. хв— хга34-ав. 13. art-*-l^a-w. 14. 2ж2— Зху4-2у\
„ 1,1 7 _ У д 4 #15. и-*-& Ъ — &. 16. “о— т,--------------------------2• 17. ~х~̂~У ж * 4~‘#2-ьЗ#ан-а2 i  i

#2 . 2Г
i  1 1  2 1  _ 1  _ |

18. 2а2— Зб3-«-4е4. 19.16ж3— 16#3-ь12—Ах 84-х 3.
*  —'  -  ■

5 2 3 4 1 8 10
XIX. 1. а24~а2Ь84 -а Ч 34-аЬ24-а%34 -Ъ 8 .

5 1 3  2 14 5
2. 22-+-22. 35н-22.33-ь 2. 3-н 2233-ч-33.

6  I  i  2 d / у

3. З2— 3. 54-ч-32.54— 54. 4.0.2679492. 7. 3|/-—4-«-3|/-.

8. а~2аЧ^— Ъ. 9. И-(/3. 10. 2—/3 . П . /5-+-}/2.
, /25 ./7

12. 10—»—21/2. 13. 3[/7— 2/3. 14. |/ §'

15. | / ( +  | / j ( . 16.. l/ S ^ + k 'D -

17> 1/0У 2 .1/2> . 8'Л (1_ с3)) К  ̂ 2



19. § l/ З— 2. 20. 1. 21. 1 —i—1/2-4—j/ 3
22. H -|/i—|/ i 23. I/6-H/3—1/5— 1. 24. l-t-j/2.

504 бтвмы. xix, хх.

25. l-H-l/5. 26. / 3 —1/2. 27. |/6—1/5. 29. ж~25.
rr oi аЪ on a z4r-bz4~c2~ 2 h c — 2ca— 2ab30. x = l. 31. %= ---7-. 32. %=------------------- —---

a-+-o 4c '

XX. 1. ж=1, 3. 2. 1, 4. 3. 1, |. 4. 4, —

5. 3, —. 6. 17,—. 7.— 4,— 6. 8. 5,2

1 1

17, 2
_  • -/

\ 3
3 1
2V
1 l

13’ 60*

6,—-l.

32

9. 3, 11. 10. 11. | - | .  12.

13. — , — . 14. — , —. 15. 4,-1. 16. 3,

17. 4, | .  18. 6,-1. 19. 5,— |. 20. 8, | .

4
3

1 9 ' • 1 1 73

о0.

2’ 2* 22' 3’ 25' 23' 10, % 24' 2 ~ 50

25. | ,  j | .  26. +1/6. 27.— 1, | .  28. 7,— |

2429. 3*,—— . 30. 2, 16. 31 — 2,— 16. 32. 5,lo
33.3 — 5. 34.29,-10. 35.10,-29. 36. 1, — |.

37. 3,— | . 38. %  1. 39.8— 8. 40. 10,— -̂ .5 3 5
42 14 541. 2 ,-3 . 42. 24, — . 43. 3,--- 44. 3,— -.5 3 6

45. 3 ,- 4  46. 1. 47. 1. 48. 0, 4.5 4 3

49. 0, 50. 1,— 51. 2h-1/3, n— (2-i-|/3)2.О I
/V | 7) /7 - Л

52. a±6. . 53. a±(/(a2— &2). 54. —
Cl ~ - 0 Ct "b  0

55. |  \a-+-b-+-c±\/(a2-t-b2-+-cz—ab— be—ca)L 56. a-t-b-^c.

57— a,— &. 58. a 2- i - 5 2+ | /  {(a2— 6 2) 2-i-4a& c2|
2a&.

*

— _ a c — be _  2 a — 6 3a-+-2b59- 0, -  ,  ,  , c . 60. — -rr—



ОТБ-ЁТЫ. XX, XXI. 505

61.
1—  ] ab-*-bc-y-ca+{/\azbz-i-bzc-л-сЛ v 1

62.— а
ач-Ъ -»-с

а(1—i—с)

2Л2 . с2а2

Въ следующихъ главахъ ирращональные и невозможные корни не 
везде даны; а некоторые изъ данныхъ корней не им4ютъ нриложешя. 
Си. ст. 329 и 330.

XXI. 1. 1, 2. 1 ,-2 . 3. (— 41)2, 9. 4. 142и, (— 1)2/г.
5. 2, 3. 6. 2п, ( - I f .  7. {— j/a± j/(«—c)J2 8. ±11.

9. dz2,±j/Ю. 10. 8, 125
6i . 11.8

13
7 . 12. 22и

8 \ i - )2re.8
1 / I I ' 41 3 .4 — 1. 14.4, 4. 15.16, ( —4 \ 5

i  /7\*
16. (-1)3 (-g '3

17 1 117. —  18. 2W,4 ' 4 
22. 16, 0.

.25. 5,— 8.

2 19. 9, 18
5 20.+5. 21. ±|/ (Aab—bz)

2
23. 18, 3. 24v -2*—8 пли—10; такъ что x=Z.

26. О, —--a.2 27. ж n
n—2 л w—1

WH-1
28. #2= —a6±|(a2—62)|/3.
29. |[/(#н-2)-|-[/(xz7+-2#)|2= (a—x

относительно |/ж, изъ котораго {/ж =

l/'x)z, квадратное уравнеше
(2 -+-а) ± |/ (2а3-ь-3а2)

2—I—2о&
30. 1, 2

(сч-2)
. 31. Умножить и расположить х|[/(а—ж)—1/(ачнг)}

aj/3 
~2~*а2—xz)—aj, возвести въ квадратъ роч. #=0, ±

32. ±2а. 33. 1,

36. хп О кли

25 
3

4 сга

34. 1, 1
21

35. ±2а, ±2а{/(—1).

(с2- 1)26 37. 1 25
о)2 6 38. +а. 1

a

39 + 5 ^  |  Q [ / (  3 4 )

* — 3 ’ ~  3

42. |(1+ |/б) 43. ж2 —Ш

40. tfc.|/2* 41- О,а {1 ± | / ( — 8) J•в

3в
Ат

4(m2— 1)*
44. х 2 =  9. 45. х

а Ъ4
7а2—26

,2 + |/ 2
2

47. Ь± /(с2—1)}р_?- 48. О, 16
25



40. ±20, = ^ .(-6 ). 50. f, f .  5Ь 0 ,-^ 8Ь̂ Д .

-0 1 i  «  Q 23 к, «с2 кк 47— 44t/6э2. 1, 53. 8, 54. . 55. 1, — ■.

об. 1, \/Ъу 4* -57. О, 1. 58. О, Ь^\/Ъ 4л).

59. О, \\а-+-Ъ-*-с±\/'(а2-*-Ъ2-+-с2— 2Ьс— 2са—2аЪ)\>

60. 0,±->-. 61. 0,± [/(а2-»-&2). 62. О,±|/{wm-f-a(m—w)}.

63. О, с* ^1±2[/-^\ 64. Перенести члены и возвести въ квад

ратъ; получимъ 2#(2ж-*-1)|/(ж2н-2)=2(#2ч-1)(2дм-1); отсюда най
демъ, что единственное решете будетъ х= — |. 65.1. 66.4,—9.

67. О, 2. 68. 0,-5, д6. 69. 1,—4,~ З ^ 109. 70. 1, А

71. 2,-5, | j—3±|/24lj. 72. йч-2,— 73. 2,—
^ о 2

74. 1,— 2. 75. £2-ь5с*#=—5а2±|/(а4ч-с4), отсюда найдется х.
76. х^ч-Ъх или — откуда найдется хч

a2-t-x2 а2-4-я2 а. 4 .
7 "_ ^ “ = ^ = ^ 2’ И Пр0Ч’; Х ~  2 ^ 5̂ '
-о / 1 ! \ 4 (  1 I V^8. «= (# — -н--J  -ь( ж—-—— ) ;  квадратное уравнете относи

1тельно I х— —А
79. (ж2— х)2— (ж2—х)=а. * 80. 4 ,- 3 .

81. \[/Х4-[/(хч-1) 12-ь-[/жн-[/(ж-»-7)--=42. х=9 ил
82. (х— 4\/х)2ч-2(х—4]/х)ч-1=0; ж = 7±4|/3.
83. \ |/ам-[/(а-ыс) 12ч~1/хч-1/(ач-х)=Ь-*-а; и проч.
84. (х2-ч-х)2ч-4(х2ч-х)ч-4—16хг. х=1 или 2.

85. ($2-*-а2)2=2az(x—а)2. 86 ( х-ч—-Y-t-а/ х-\—-^н-6ах/ \ ах/ а
0_ .х  а\2 /х а \ ^  1 10 16
87- (7/~^Г) — 2(------------------------)-ь1=о. 88. ям--=^г ил-а х J  \а х) х 3 3

89. (#—- )  — 2("ж—1 )-f-l =0, после сокращетя на
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90. 1 -+-{/3±j/(3—i—2j/3), l- l/3 ± l/ (3 —V 3 ).
91. (#-5-1)(ж2—#-»-l) = 0. 92.. (х ч -1 )  5 \ ч - п { х г— х ч - 1 j =0.
93. х = 5 будетъ очевидно одно изъ решешй. - ■
94. #=6 будетъ одно pifeineeie- 95. #=5 есть очевидно одно решеше.
96. #=0 есть очевидно одно решеше. 97. ( х 2—4)(ж-ь1)=0.
98 х = а  есть очевидно одно решеше.
99. Ъх3— 1-*-8(2ж— 1)=0; следовательно #= | есть одно решеше.

100. х г— ^ = ~ ( х ч - - \  следовательно одно решеше х = —
9 <3 *

101. х 2= 1 ,  какъ видно съ перваго взгляда.
102. х = — т  очевидно, есть решеше. 103. х = а ,  Ь, или — (ач-Ъ). 
104. хч-р—1 есть множитель. 105. х(р—1)н-1 есть множитель.

XXII. 1. Ъ(х— Ъ )(х ч - \ ) . 2. (#-»-60)(#-f-13).
' •  • ч

3. 2 ( х ч - 2 ) ( х —|). 4. (х — 62)(ж—26). 5. х г— 14ж-+-48=0.
6. х 2— 9 x 4 - 2 0 = 0 -  7. х 2ч - х — 2 = 0 .  8. x 2— 2 х—4=0.

9. 42, 36, 117. 10. т —8. 11. -— — , р{р2—3q).
12. схгч-Ъхч-а=0.

•  ,  *

XXIII. 1. х = + 3 ;  ?/=±4. 2. #=60, 40; #=40, 60.-
16 53. #=2, #=2. 4. #-=4, — ; #=3, 5. # = 7, 5 ,#= — 5, —7.О О

6. #=2, 5; #=6, 3. 7. ж=+7, ±4; у= + 4, +7.
8. х =  — 1,§. 9. #=1, у — 1.

333 37010. #=±3+8; #=±5. 11- #=5, у— 9, —

12. #=±3, ±36; #=±5, +-|. 13. #=±3,±p^;#=±2,±-^|

ответы, xxi, ххи. 507

14. # = ± 2 ,  ± 1 /-? ; #=±-^, + 2 [ /5 ’ * ~ 2 ’ г 5
8 . . .  1

15. # = + 3 ,  + —г- : # = + 1 ,  "Ьрть* I-®* ^ — ± 4 , ± 3 1 / 3 ; # — ± 5 , ± [ / 3 ._  , _ ^ 6, j  _  - / 6  • , v
т р, з 53 227

"•  V * - ± т -  18- * =3> *- - *•  i f

19. ^ = + b / —; у = 2 ~ \ " | / —• 20. # — ± 6 ,  у  i 3 j  + 3 *
"  #  •  А »2’ * “  1 у 2

21. £ = + 3 1 /2 ; # = + / 2 ,  Ф1/2. 22. # = 0 , 4; # = 0 , 5.
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12
23. # = 0 ,  — 1; у = 0, — 24.  # = 0 ,  15; ?/=0, 45.О
25. # = 0 ,  2, ± | / 2 ;  2/=0, 2, 2 + j /2 .  26. # = 0 , 4 , — 2; « /= 0 ,2 ,  —4.
27. # = 5 ,  251; # = 3 ,  28. # = 4 ,  2; у = 2 ,  4.
29. # = 2 ,0 ;  «/ =  0, — 2. 30. # = 1 , 4; ^==4,1.
31. # = 1 ,  10; «/= 10, 1. 32. # = 3 ,  2; # = 2 ,  3.
33. # = 8 ,  4; «/«=4, 8. 34. # = 1 7 ,  1;у= 1, 17.

11 . . ___/1135. #=4, 2, — lzh j/— ; «/=2, 4, - ■ г 3

36. #=4, у=1. 37. #=1, 4; 2/=4, 1.
38. #= 2, 3; у = 3, 2. 39. #=±2, ?/=±2; или #= ± 2, ?/=+2.
40. #=3, у = 1; # = 1, у=3. 41. #=5, — 2; «/=2, — 5.
42. #=+2, +1; «/=+1, +2. 43. #={(9+[/73), у —%{9+J/73).
44. #=+3, +2; г/=+2, +3. 45. #=+5, ±3; «/=+3, +5.
46. #=±3, ±2; ?/=+2, ±3. 47. Первое уравнете можно напи
сать тшь: ху(у-+-х— 3)=3(4х-+-у-—ху)\ комбинируя его со вторымъ 
уравнешемъ,найдемъ #= ± |/(— 3), ±[/3; ?/=3+[/(— 3), ±2|/3. 
48. #=8, 2; у= 2, 8. 49. #=9, 4; 2/=4, 9.
50. # = 8, 64; у= 64, 8. 51. #=5, 13; ^=4, 12.
52. #=4, 9; у= 9,4. 53. #=2, 8 ; «/=8, 2.
54. (/#=2±{/6, |j±4/(15)—5j; [/у = — 2+1/ 6, |{±lX(l5)-i-5}.

сь Ъ55. #=5, «/=3. 56. #=+1, у = 3. 57. #= -, у= -Л А
58. #2= |{а2±|/(а4ч-4б4|; ?/2= |{—а2±1/(а4-+-4&4,}.
59. #2/=|{2а2± [/(2a4-f-26‘1)}; затймъ можно идти дальше.

60. #=-^1±|/з), -  j l + r i j  ; У= ~ {l = F | / з|, - ^ Ь + . - т2 */ 3’ 2(. J/З  J* 2 и ’’ 2? 1/3
e l ' г т ™  ЗаЪ — а 2 7 ЪаЬ— Ъ261. #=а, о; «/=0, а. 62. # = а ,----— ;«/=&,----=—.

Cl-t-0 CL4-0»

63. Поступать какъ на стр. 171. 64. #2= ± — , ±a2; ys>=-^-, 0.
«

65. #=0, 2(a+b), y=Q, 2аЪ. 66. 4а#«/=(1—#г/)2; это даетъ квад
ратное уравнете относительно ху.

ян-г/ ау /  (ауч-с)уЬ7. -— -=— ; такимъ образомъ#=— ---- , и проч.#—2/ с V  ау—с ’ .
ро аг±Ъ(2Ъ2—a2) „ az68. ;у 2= й х - - Л д .х ^ Ъ г
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70. Сложимъ; тогда х\х— 1 У~*~у2(у— \у=а~\-Ь\ точно также первое 
данное уравнеше можетъ быть написано такъ: х(х— 1 )-*-у(у— i) 
такимъ образомъ мы получаемъ х(х— 1) = |ja±l/(2a-b2&

—1)=||а+[/(2а-«-2&—а

а;

у(у—

72. х 1 5
2’ 26 У

1 15
3’ 13

8

)!• 71.
1 15 
4’ 44

а2)};
х=0, 2а; у=Ъ,—Ь\ z= c,—с. 

73. Трп простыя уравнее1я

для нахождешя ху, уz, зх. 74. Трп простыя уравнешя для нахож-
. 1 1 1 .дешя ; также х, у и и могутъ быть каждое=0.ху у В ZX 1 *

75 Изъ перваго и второго уравненш посредствомъ вычиташя находимъ
х у пли x-*-y=z\ тогда нужно воспользоваться третьимъ уравне-
шемъ, чтобы пополнить решеше. Такимъ образомъ мы получаемъ х=у=

i
2- н 4 ас —  4 с 2) ] 2 и z=\'2с— а т [ / ( а 2 н -4 а с — 4 с 2)|:4ж; 

лп х21/2=1/(ач~с)ч~1/(5с— За), у2(/2={ / ( а ч - с ) —  [ / ( 5 с — За),
8
пI
[ /2 =[/(ач-с).
6. Составить квадратное уравнеше относительно я; тогда я=6 пли

5 .съ первымъ значешемъ мы найдемъ х=4 ж уЛ 5; со вторымъ

X 355 190
42 ’ '  21

77. Исключая е, получимъ хч-уч 1 7

вательно (х-*-у)( 1 1 х2у2 1
ху 2 и ху х-л-у 7

ху 2; сл̂ до-

и проч. 2 ,1 ,|  будутъ значешямиооу
х, у, г; эти значен1я могуть быть расположены шестью способами.
78. Мы можемъ вывести xyz =  0; такимъ образомъ одна или 
более изъ трехъ величинъ х, у, я должна быть равна нулю. 
Решешя будутъ О, 0, 1,которыя можно расположить тремя спосо
бами. 79. х=аг : ±|/(a2-t-52-i-e2).
80. Составить квадратное уравнеше относительно х+уч-я, которое 
даетъ для одного решешя 9, оно приведетъ къ кубическому уравненш 
относительно ху, котораго корни* какъ увидпмъ, будутъ 6, 8, и 12;

♦

отсюда для значешй х, у, я мы получаемъ 2, 3, 4, которыя можно 
распределить шестью способами.

XXIV. 1. 15 и 24. 2. 3, 4, 5; т.-е. 60. 3. 360 ф. п 363 ф.
4. Пять верстъ въ часъ. 5. 66 на одной стороне, 22—на другой.
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C l6. 28 десятинъ. 7. 14. 8. -(1н-[/5) будетъ продолженная часть,

если а означаетъ данную лпнш. 9. 50 ж 15. 10. 12. 11. 36 коп»
12. 30 австр.; 36 баварскихъ. 13. 5 и 4. 14. Первый работалъ
24 дня по 1 р. 28 к. въ день; второй 18 дней по 96 коп. въ день.
15. 15 человекъ; каждый издержалъ 3 р. 40 к. 16. 100 акцШ по 
15 фунт, за каждую. 17. #2чь#3=9(#-«-1); следовательно #*=9; 
число равно 3. 18. 7 и 6 процентовъ. 19. Скорость поезда равна
| скорости кареты; 14 миль. 20. А  въ 40 часовъ; В  въ СО часовъ.
21. 70 верстъ. 22. 150 верстъ. 23. 5 час. и 3 часа. 24. 15 ча' 
совъ и 10 часовъ. 25. 86 рабочихъ и каждый переносить вразъ
77 фунтовъ; пли 28 рабочихъ, если каждый будетъ переносить по 
45 фунтовъ въ разъ.

•  •  

vvx/. , , ‘ „  • abc{2>abc— а3—Ъ3— сг)
а а  V. 1.1. 4. Выражен1е = (2az4-be)( 2Ъгч-са)(2сгч-аЪ) ’

1 3  х ■

затемъ см. ст. 55. 6. 1ч-х2ч-х2—xz. 7. ——\/(ач-Ь)ч-\/ (а—6)|.
V *

8 .-\\/(\ч-пч-п2)ч- [/ (I— пч-пг)\. 9. #=10. 12. Производя
Ui

дМств1я, получаемъ {Ьгхх'ч-агуу[— azb*)zч-агЬг(ху'—ух')г =  0.
51.3. 192 р. 14. 2, 5, 9. 16. #=0, -6. 17. #= l± l/2, l± j/— 1.О

я

18. #=1, 2, 3, -М— ll+ (/ (- 2 3 )j. 19. #=3±j/5, 1+/5.1Л
20. 1/(2#— 1)—[/(5#— 4)=|/(4#— 3)—[/(3#— 2); затемъ возве- 
демъ въ квадратъ; # = 1. 2]. х—ач-4с\/(х—а)ч-4с2=хч-а-—

€1%
Щ/(хч-а)ч-4Ъг] извлечемъ квадр. корень; х=(с±ЬУ~i 4 (с±Ъ)

22. пх= п(хч-а—о); разделимъ на (/(хч-а)—]/а; #=0,

по 1/ тч 7 1/-' т\ ас Ъс23. #=а, ~(ач-Ъ); у=Ь, -(ач-Ъ). 24. # = --- т; у= ---т-
. А А &-Л-0 Gj-t- О

25. #=3, I; у ==2, —§.
26.2х=ач-с— Ь+ /(агч-Ъ%ч-с2—2Ьс—2са— 2аЪ)\ хч-у — с, а
также#= {/(ас),у=\/(Ьс). 27. #=2, y = i, ' е=*1. 28. Сложить
все четыре уравнен1я; тогда (v4-хч-уч-z)z= 4(ач-Ъч-с)', отсюда
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X

и изъ перваго даннаго уравнешя найдется (v-ь-х—у—^)2=8а; 
2v= ±[/(а-ь6-ьс)±(/ (2а)±|/(2&)+|/ (2с).

XXVI. 1. 4 : 9 ;  10 : 12. 2. 7 : 15. 3. 18 и 27.
5. Короткая дорога изъ А  въ В  26 верстъ; изъ £въ (7—52 версты.

2аЪс6. Или ха — yb — zc =  -—  ---- или хач-уЪ-t- zc = 0, а
UC—t—CCt—l—Clu

у-i-z=— 1. 11. х=6, у= 8, 0—10. ' 12. х=±а(Ъ2 —с2),
y=±b(c2—a2), z= + (a2—-б2); также х, у и z каждое могутъ рав
няться нулю.

9 8 ^2 'XXYII. 1.3 2. 6400. 3. 57. 4. — — . 9. Положимъ/ху

что ad=bc; тогда ач-d - (Ъ-t-c) = а—Ь — (с — — ————\ а / съ
10. Въ первомъ вина \ всего; во второмъ §.
11. А  имеетъ 72 р., В  96 р.; каждый ставить своихъ денегъ.
12. Женсмя преступлешя составляютъ § мужскихъ.

XXYIII. 1. 9. 2. а=ЬЪ. 3. 4. 4. 1. 6. J .  7, 10.
О i

8. 27#2=--4#3. 9. у=2хч— . 10. 16. 13. 10. 14. (rz4-r'z) .

15. Мы имеемъ уч-z—х= А , (х-+-у—z)(x-f-z—y)= Byz; такикъ об
разомъ х2— (у —z)2=Byz\ следовательно xz— (y-t-z)2= (B —4)# ,̂ а по
тому (х—у—z)(x-f-y-t-z)= (В —4 )yz или — A(x-+-y-t-z) — (В —4 )yz.
16. 2(п— 1) часовъ. 18.. 4 чаеа.

XXIX. 1. 1022634. 2. 321420111. 3. 3015333. 4. 20846А.
5. 209. 6. 624. 7; 2223. 8. 15А1. 9. 1105А. 10. 22441.

11.17.6. 12. 75346,1. 13. 1341.111. 14.124.96. 15.1099.39.
16. 1589.349609375. 17. 450,1214; произведете 613260. 18.3483.
19. 152. 20. 11111. 21. 44.4; въ З ной систем* 1001.2.
22. 62444261, квадратный корень будетъ 7071-. 23. 1101111.
24. 8АВ7. 25. 0,739. 26. Восемь. 27. Шесть. 28. Одиннадцать.
29. Пять 30. Шесть. 31. Пять. 35. 210-*-29-̂ 2'7-*-25-*-24-*-22-»-2-»-1.
36. 36-ь35н-34—З3-ь1. 37. Зб—32-3 —1. 38. З6—З5—З2—3-И.
39. Трп фута одиннадцать дюймовъ. 40. Двадцать-три дюйма съ 
третью. 43. тп— 1 и тп~г' где т основаше п п данное число.
45. Число это сто-двадцать.

XXX. 1.800. 2 .4 . 3. — 333. 4. 2б|. 5. -2 . 6. 6 lJ.
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7. 5. 8. 425. 9. 0. 10. »(8н-и). 11.

12. Разность— 3. 13.9. 14.4пли— 11. 15. 2п — 1. 16.Число
членовъ Юили 12.Поел. чл.З или— 1. 17.Разность 7. 18.5,9,13,17»

%
21, 25. 20. -!2-t-4(«— 1)|, т.-е. п (2 п — 1). 21. 1111. 22. 20.2
23. %(п— \ ) п ( 2 п — 1) аршинъ. 24. 1, 1334. 25. Девять среднихъ
3, 5, 7 ... 19. 26. Чвсло членовъ 19 или — 27. 5 или — 10.
28. 4 или 7. 30. Число членовъ m -t-n— 1, или т-л-п\ въ первомъ слу
чай послйдый членъ будетъ 1;. во второмъ случай посл^дий членъ нуль.
31. 4 или 9. 32. p + q ( m —  \)2q. 37.17. 38. 100 плп -  107.
39. Число членовъ 7; среднй членъ 11. 41. n z. 42. — п(— 1)\
43. j ! 1 —(2w-i-l)(— 1)и;. 46.9. 47 -|w(w-h 1)(wh-2).

¥1 1 9 Я А50. -(19— п) 51. — , . 52. 25 мееяцевъ. 53. 15.

2 ш г
04 . ---г часовъ. 55. 468.Г-¥-1

m L  ь  ¥ SС-5-У—1 2,— l|2‘“- li. 3. 9S1
П

4
О
О

5 {\3 /  Г  31 5 Г  \3
g  / /  0 \ 7 1  *1

4. з U — )  j- 5.2. 6 .— . 7.1. 8.9. 9.10. 10.

о 27 1 1
11. YJ.. 12. - .  13. 14. 15. д. 16. 4 ч -3 | /2 .

2 5 /2  3 \  г—nrn+i rs(n— гп~') , .  . . ..,
П ' 2 i( 18' (1— r )z ' 19‘ 4- ( и-*-2)2 + •

•20. 6— (2«-»-B)2-“+ 1. 21. ^| 2 - ь ( — 23.  81.9 f 2 )
n ̂  124. 108, 144, 192, 256 p. 25. ~ 4— z \a in(—  l ) n— If. 2 8 .-2 0 p .4 8 E .<r-b 1

32. Знамен.- 1 - .  ’ з З . ^ ^ Ь ^ .  38. r- 2 ,Ю-f-l (r— l ) 2 r — 1
a = 3, где г  находится пзъ нетруднаго кубическаго уравнешя.

39- 40. |9 (Ю » - 1 )- ^ . 42.2,4,8, 12.

25 15 9 3 аг
¥ ’ 2"’ 2’ 2' ‘ 2’ 5’ 8' 45, (1 ^ г)(1— Ъг)'
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XXXII. i 6 3
11* 7 2. 1 1 1 1

2’ 3’ 4 • • • 19
1 Iчаетъ этотъ членъ: тогда —= —i-(п~ р а 4 1 1__1

Ъ а

3. Пусть р  озна-

PQ (p-q)4.
PQ—q* '

8. 2 или 4. 11. 2, 3, 6. 12. Члены будутъ 2 1

рядъ можетъ быть продолженъ.
13 8; тогда

А a,
2 а—Ъ G

14. Мы можемъ показать, что
аЪ—а%
2а_г, '•> такъ какъ А  и G такимъ образомъ ста

новятся известными, будучи выражены посредствомъ а и Ъ, то мы
можемъ найти две величины, выраженныя посредствомъ а и Ъ. 

2-+-аЪ, а2—62, а2-
А.

2rpeccin, составленной изъ обратныхъ величинъ, будетъ

19. а аЪ. 20. Разность въ аривметической про-

п— 1
XXXIII. 1. 1341.1323.

9. А  100 р т В  80 р. 

XXX1Y. 1. 1120.

7. 36 верстъ. 8. 64 штофа.

2.453600. 3. 454053600.

4 34650. 5. 6. 6.

8.
95 |9£

9186’ |10|85‘ 9.

|2 |3 |5 
|60

7. 20.19 19.18
1.2 1.2

12148* 10. 2г. 11.
5
2

12. Положимъ, что выбрано одно лицо и изъ остальныхъ п—1 лицъ 
составлены все возможный перестановки. Это дастъ п—1 способовъ. 
Но здесь считается за различные способы пары случаевъ, въ кото-

*

рыхъ каждое лицо будетъ иметь техъ-же самыхъ соседей, но соседъ 
съ правой стороны въ одномъ случае, будетъ соседомъ слева въ дру
гомъ, и наоборотъ. Если каждую пару такихъ случаевъ считать за 
одинъ случай, то должно разделить нашъ первоначальный выводъ 
на 2. Напримеръ, если будетъ 3 лица, то будетъ только одинъ способъ 
разместить ихъ. понимая это въ послед немъ смысле . 1 3 .  9, 110, —  9.

12.11.10, 16.15.14.13 14. -------X  —3 4
15. Если будетъ только одинъ пред-

метъ, то его можно дать п способами; затемъ, такъ какъ второй пред- 
метъ можно дать то*же п способами, то для раздачи двухъ предметовъ 
будетъ существовать п2 способовъ, и такъ далее. 16. w=2r-*-l; г=8.

Алгебра. 33



514 ОТВЕТЫ, x x x i r ,  x x x r .

17.
т

г т — г X

<S> 1

5 п— S X  s-t-r. Или, если т  предметовъ будутъ

совершенно одинаковы съ п другими, то
s-i-r
г 18. п(п— 1){п—2)

В
-  »

20. 4080. 21. 86400. 22. |5Х|3; если кроме того три буквы
должны быть удержаны въ неизмгЬнномъ порядке, то ответь будетъ 5. 
23. 10.9.8.7 — 9.8.7 четырьмя флагами; 10.9.8— 9.8 тремя флагами; 
10.9 — 9 двумя флагами; 10 однимъ флагомъ; всего 5275 сигналовъ»

24. 90. 25. 36. 26. ЗХ  4Х  4. 27. пт . 28.
52

illT
29. 120.

30 Ф *— 1) ffO — i ) , ]

1.2 1.2
31. п(п— 1 )(п—2) р (р— l)(jP—2)

3 3
USA

34.
|24

32. Увеличить предыдущй выводъ на единицу . . .  { д а г

35. 17; если сверхъ того каждый рядъ считать въ порядке слева на
право или справа налево, то ответь будетъ 8Х|7. 36. I. 8.7.6.5 слу

чаевъ безъ повторемя. II. -^Х~= случаевъ, въ которыхъ а ветре-

чается дважды, столько - же такихъ, въ которыхъ г встречается 
дважды, ж столько-же такихъ, въ которыхъ п встречается дважды.

III.
4

2 2 случаевъ, въ которыхъ а ъ i каждое встречается дважды

столько-же такихъ, въ которыхъ in n  встречаются дважды, и столько-
N

Же такихъ, въ которыхъ а ж п встречаются дважды. Всего 2454.
37. 53. 39. 14X11111X15.

XXXY. 1. а13Ъ\
1.2

4. 2002.2001 А  
1.2

4

10.
9

(а5х4-+-а*х5)4 5

О  5 0 - 4 9  48 22. -- —хйЬа2.
1.2

■

4

5. 625—2000#-*-2400#2— 1280#3-»-256#4.

7. 10.9.8.7^
5 9.

10
5 5а5х5.

11. 64а6 96а4-ь36а2—2 12. Юс".
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14. Это следуетъ непосредственно, или такъ: (1 ч~х)п̂ {(1— х)
16, Изъ 2-го и 5*го членовъ . (8-1-2)

18
2п-+-\

п— г n-t-r-й1(- 1 )П—Г 19.
|2от(— .1 — 2r-f-2

г— 1 2 w—гн-1
2м(— !) r—'lj.ZT—Zn—2 (- 1 Г Ъг

1 2 п—гн-1 п п
20. (х2ч-а2)п= [хч-Щ/'Х— 1)|и|ж— а|/(— 1)|”

= j A - t - S l / ( — 1)1 U — Д / ( — 1) j -

X X IT I. 13. (гч-1) (r-f-2)(r чкЗ)
3 х

,  , ( г п - l  ) ( г н - 2 ) ( г - ь - 3 ) ( г н - 4 ) _ г
a. 4:. --------------------------- .-------------------------J(y .4

15

16

(n—-l)(2w—-1)(3и--1)...,{( r - -1 )n-1 j
n r r

<

(Р- — 1)(2j?--l)(3p-—1 {(r--l)i>— ]j

I T-X

■x
r

1.3.5...(2r— 1). .
17----- 75?----(- 1 ) «

7.9.11... (2^—e—5) r19.------ —----- -xr.

2.5.8...(3r—1)18.---- ; --- -ar
\r 3

20 1.5.9...(4r— 3)
r 4 r

4 2 828. Второй и третш члены— Х-^=7г
l o o

29.3-й членъ 1.2 '  52 25

30. Пятый и шестой члены 8 4.5.6/ 5е ч 4

I членъ 8.11/ 7
3.6 \ 12

4 7
9375 
2401*

п= 1,

ж  л

?

12 18 1 78

члеиы будутъ наибольшими, если п 
шШ; а для всЬхъ другихъ значетй п

2, то членъ наиболь-

33. 11.12.13
3

34. Шестой членъ 87. 1-1
В 4^-ьЗ).

38. 2 г ■Ф t3'» ̂  •при # есть
7

2га . при #2ГН-1

41. (1 1\-§
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то-есть j/2. 42. I?п
п\п 45. 2п(2п -+-1)... (2 п-л-г— 1)

г

XXXVII. 1. 6. 2.
4. 3.

6. 12

16. 3. 26.32-*-27.3-+-25.33-*-34 = 1905.
5. — 29.5-н26.33.5— 22.3.45.

2 23 2
8)4

+ 7 2 3 6 4 2
t 2 1

1516 4 8
7. 24.5.72— 23.3.53.7-*-2.55.

10. 15 35 63 37
8 4 8 2 11.

8.
1
4*

64. 9. — 20.

12. — 3-ь6-ь15->-35 
8

13. 3.7 7.11.19
2 210 14. 50. 15. п 6'м3 — 13м2-*-6и

24
16. Выражете будетъ {(1-»-#)(1—ж)-2}7. Отсюда коэффиц. будетъ
7.6.5.4 7.6.5 14 7.6j ---------------------------------------------------------------------------------------------  ---------------------------------------------------------1---

1 1.2
14.15 7 14.15.16 14.15.16.17

4 3 1.2 1 3 4

17. тч-1. 18. п(п— 1)(п—2)(п— 3)о 4 п(п— 1 )... (̂ г— 4) 2
4 3 4

— l)...(w — 5)л4
4 2 2 З2

1« 8
19. 0. 20. 5а34-ь-20б51а2а33-*-10а23йз2*

4

1.2

п(п—1)...(?г

12
п(п— 1)...(п— 3)

3 а П—4„ 3О

5 ^ а 0и~ Ч Б 22. — 23.

23. 6 За2 
2~*~ 8 ' 24. т а г4 - т {т—1 )ata т ( т — 1 )(т— 2) *

I»
а1

25. 20. 26. —210.

29. ап4-пап~1(Ъ+с) . ф — 1)
1.2

ап-2(6-+-с)

27. 1260. 28. 12600.
1)(я—2)„п-з
3

ап~3(Ъ-*-с)3.

30. ^ -"(а-нЬ-не)3.
I I

31. И

« л 35. 1-»-&а> 1
2 2

3&2\ 2 Jar 3 Ь
2

563\ 3hr
1 й 3-±

3 15&

32.
14

)|3}*.42'

2 8 4
3564 V  4
- Г  Г '*

36* а ~ 1— а ~ 2Ъх (а~2 с— а-3 (2 а~3Ъс—а~4Ъг)х3
(а~Зе2— 3а~%2с-*-а~ъЪ*)х*>
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-■ „ n(n— 3) 2 n(n—2)(n— 7) ,37. 1 — — V --- --- jr---- -V.2 b
38. Можно доказать наведетемъ. 39. Для первой части нужно
положить х=1. Для второй части, пусть 8 означаетъ этотъ рядъ, 
такъ что S= a l-+-2az-\r3a3-+-...4-manr; такъ какъ коэффищенты 
членовъ, равностоящихъ отъ начала и конца, равны (примеръ 38), 
то 8= апг—1-*-2апг—г-*-....+пга0, Тогда сложетемъполучимъ

2 S= nr {а0ч-а ,н-... -+-апт}= пг (г-ь 1 )п.
40. (1+х+х2)11= a0+alx+azx2-+-.:-hazn-2x2n-2-t-azn- lxm~~l-+-aznxin; 
изм&нимъ знакъ ху; тогда, такъ какъ коэффищенты членовъ, равно* 
стоящихъ отъ начала и конца, равны, то мы будемъ имйть

( l—x-+-x2)n= azn-r-azn- ix~+-a2n-zx2—a2n-3x3 
Умножимъ другъ на друга и соберемъ коэффищенты при х2п; коэф
фищентъ его поэтому будетъ равенъ коэффищенту при хгп въ

(\-*-х-*-х*)п(1—x-t-xz)n, т.-е. въ (1-+-#2-ь#4)й.
Затемъ поставимъ а/ вместо ci2zn, а*  вместо a2zn- t и разд’Ьлимъ 
обй части на 2.

XXXVIII. 1. 4. 2. 2. 3. 1. 4. 5.
5. 3; — 2. 6. 0.698970— 2; 0.732393. 7. 0.778151—3.

10. ^jloglO— 31og2j. 15. 20. 20. Около 125 лйтъ.
XXXIX. 1. Это пррг&ръ уравнетя (1 J въ ст. 545, въ кото

ромъ m=(x4-l)(x— 1) и п—х2.

2. \og(x-*-2h)x— log(#4 - ^ 2 = log11—; ^ j , 2j . 3. См. прим. 1.

5. \og(3-*-3x4-x2)x— 3log( 1 -t-x)=log11—7- - (. 6. Намъ(1Ч-Х)
^  __I

нужно найти рядъ для lo g (# '1)—---- -log#-b-— — log(#— 1),.

1 \ 2x 1 / 1 \то - есть для log ̂  1 j  -+- — — log ̂  1 —- J  , то - есть для

2x , / 1\ 1 ' x л л  x\n / x x
2x-i-l

1\ 1 1 X r, Л  #\ /, » % \

X

XL. Рядъ= 1Ц ---- — i----------------------------— -и проч. (; онъ по ст. 558агх ' хч-а Х4-2а )
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будетъ сходящШся. 2. РасходящШся, если #>1, сходящШея, если
2пн-1 jх<1. Если х=1, то общш членъ будетъ --— что больше ип2 -1-1 п

рядъ будетъ расходящимся. 3. СходящШся, если а> 1; расходящШся, 
если а<1. Если а = ], то рядъ очевидно расходящШся. 4. Расходя
щШся, если ж> 1, сходящ1йся, если #<1. Если х=1, то рядъ де
лается очевидно расходящимся. 5. То-же, что и въ примере 4.

6. Рядъ> 1-ь— -ь— -4-;—̂—;-»-•••> а следоват. расходящШся.1н-2 1-+-3 In-4
7. Расходящшся, если #>1, сходящейся, если #<1; если х=\, 

то очевидно рядъ расходящшся. 8. Выводы те-же, что въ ст. 562.
9. РасходящШся, если а?>1, сходящШся, если #<1; если х=1, 

то случай этотъ разобранъ въ ст. 562. 10. СходящШся, если #<1,
расходящШся, если х>  1; если х=1, то выводы будутъ те-же, что 
въ ст. 562.

7 ? _____ А
XLI. 2. 900 р. 3. —-j—. 4. 2| 5. 40 : 41.

6. Между 48 и 49. 7. Приблизительно около 32.
XLII. 1. 7 летъ. 2. 120 дней.

. х у в данная сумма Л _  Y у
ТлГ~а В ~ ь В ~ с В ~ а I H~h I В ~ с' Уравняемъ коэффн-
j

щенты при хг въ (1-*-ж)и=(1-ьж)2(1-нж)и- 2. 9. Уравняемъ коэф
фищенты при хт  въ (\4-х)п=(\4-х)п~т 'л~1(х4-\)т -1. 10. Най
демъ, что весь коэффищентъ при а уничтожается, какъ равнымъ 
образомъ и весь коэффищентъ при р.

ХЫП. 1. 235 р. 20 к. 2. 7 процент. 3. 4 процента.
4. 61440 р. 5. 3|. 6. 72979 р. 80 к. 7. 2252i3g458l  руб.
0 log 15—log2 ' ■ п А  1 ¥ ,
8* 1 v— = не менее 9. 9. . . =-, где Аlog 5—log4 R p- 1 В —т  А

—1первый платежъ; т  должно быть меньше В . 10. е
/ ш-ъ- 1 \ п

П * Р \^~Й Г/’ 12. Р (1 —*•)» 13. J- X 2 .617238.

XLIY. 1. 1-н—--  — — . 2. 1 1 1 1 1 1З-i— 5-ь- 7 -4— 9-4- 1 -+- 2н— 1—ь-1 -4— 1 ■+* 55
з _ L J L  i i i i i  i_  _1_ J _ J _  _ L J _  J _ 1

2-4- 4-ь 3-ь 2-ь 1-1— 2-4— 170 4-4- 1 -ь 1н- 1.+. 2-ь 3-4- 1-н 3



3 22 355 1 7 8 39
* 1’ 7 ’ 113' b# 4’ 29’ 33’ 161’ “ *

ОТВЕТЫ. XLIY, XLV, XLYI. 5 1 9

V1V . 2 3 14 17 ' 3  19 117 721•-AJb'V-i 1# —щ “ 5 — f "тт. 2. —, — , ——v -- .1 1 5 6 1* 6 * 37 * 228
я 3 4 11 15 4 33 268 2177 4 9 13 48
' ’ ’ " * l ’ 8 ’ 65’ 528* T  2’ 3"’ П '

. 5 26 265 1351 ' л 6 7 27 34
1 ’ 1Л’ 1Л1’ 1ЛЛЛ* * 1’ 5 ’ 51 260* 1’ 1’ 4 ’ 5 '

0 . — 10 201 4030 80801
* 1’ 3 ’ 4 * 7 * 1 ’ 20 ’ 401’ 8040 *

11. а

1’ 1’ 3 ’ 4 *
5 51 515 5201
1’ 10’ 101’ 1020
7 22 29 51

1 1 1 а  2а2ч-1 4а3ч-За 8а4ч-8а2ч-1
2ач— 2а—н 2ач— 1 ’ 2a ’ 4а2ч—1 ’ 8ааЧ“4а

, л , 1  1 1 1 a —1 а 2а2— а—1 2а2—112. а—1ч

13. а

1ч- 2(а—1)ч- 1ч- 2(а—1)+- 1 ’ Г  2а— 1 ’ 2а
1 1 1 1 а  2ач-1 4а2ч—За 8а2ч— 8ач— 1

2ч-2ач-2ч-2а’**1’ 2 ’ 4ач-1 * 8ач-4
, • I 1 1  1 а—1 2а—114. а— 1-+-2 ч- 2(а— 1)ч- 2 ч- 2(а— 1)ч- 1 ’ 2
4а2—5ач-1 8а2—8ач-1 «,— —— -— , — --- — -. (13 и 14 примъры находятся во взаимной4а— 3 8а—4

V*-

связи, такъ какъ а2—а= (а— 1)2ч-а— 1).
к  256 1520 пП 1 п У

71 * 273 * (44)2 2(49)2* (240)2 2(2111)2’
о, 1 - 1 ,й  1 3 13 42 483 2U

(273)2 2(2885)2' 2’ 7’ 30’ 97’ 396‘ '
1649 261 114 Г7_ /2

9- 360 ’ 360’ 41 ’ 114" ^
33. Положительный корень ур. #2ч-2#—2=0. 34. Пол. кор. урав.

/  *

цхг— 8х— Ъ = 0* 35. Пол. корень ур. 7#2 ч- 8# — 3 = 0.
36- Полож. корень урав. 59#2—-319#ч-431=0.

IL Y I. 1. #=2, у = 1. 2. #=4, у=Ь.
3, #=1, или 6, ^=20, или 1. 4. «/=14-7 ,̂ #=41—10£.
5. #=25—7*, y=25-+-3t. 6. #=90— 19#, £/= 13#.
7. so—8, у —Ь. 8. #=7, «/=5. 9. #=11, «/=18.

10. #=37, «/=13. 11. 4 или 5. 12. 19 или 20. 13. 4 или 5.
14. 2. 15.16. 16. 5. 17. 3 гин. (по 21 шил.), 21 л.-кр. 18.3 гинеи,
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20 франвовъ, 19. 185,15; 119, 81; 53, 147. 20. 28, 20.
21. Если n четное число, то разность равна 2; если п нечетное, 
то разность можетъ быть 1 или 2. 22. .245.

25. Пряпишемъ у посл'Ьдова-23. 104h-3.5.7£. 24. 97.
тельно значетя 1, 2 ... 8; и въ каждомъ случай найдемъ соответ
ствующая значетя # и в. 26. #=?=1-*-3£, у=>Ь\—-7£, £=63-нШ.
27. Допуская нулевое решете, получимъ 15 решетй; или 14 безъ 
него. Решетя получаются изъ 100—t пятнкоп'Ьечныхъ Ы двухко- 
пФечныхъ и 100—It  коп’Ьечныхъ монетъ. 28. Считая пулевыя,
4 решетя; исключая ихъ, 2. Решетя найдутся изъ 4—t двугривен-
никовъ, 51 пятаковъ ж 12— 4£ копгЬекъ. 29. 6 десятиконеечныхъ,
4 пятикопеечныхъ, 2 четырехкоп^ечн. 30. 100. 31. 205, 502.
32. 974.
/

100 овецъ.

33. 5567. 34. 80 утокъ, 19 быковъ, 1 овцу, илп

35. 5 8 17
6’ 9’ 18 36. 49, 43, 38. 37. 107-е и

104-е дБлете, считая отъ одного и того-же конца. 38. Мы должны 
решить уравн. 5#-+-4«/-i-3̂ =20; прилагаемая табличка даетъ pt-

етя этого уравнешя. Мы можемъ 
взять решетя (1), (4), (5); или 
(2), (3), (5); или (3), (4), (4).

X 0 0 1 1 2 4
У 2 5 0 3 1 0

Z 4 0 5 11 2 0
(1) (2) (3) (4) (5) (6) 39* 10 Р- 30 к> 40. 11 руб.

XLVII. 1.#=2,2/=4;#=3,з/=1. 2. 4,^=21, #==5, у=7.
3. #=18, у=5-, 4. #=10, «/=1. 5. 360. 6. 1684 кв. саж

7. 10 и7. 9.#=0, «/=3;#=2, у=1. 10.#=3, w=3;#=53, у=1Ь.

XL VIII. 1 1/ 2#
У

П
2. 3(— 1)П

3п
2 * Xп

3.

5.

1 1 7

8. 1

. 2 2 
(мн- 1)хп.

/V» /у»3%Лу %А/

П—1 2.3П+1 #П 4. 1 п
1— р

6. (7wn-5)(3#)w.
«л/ a# t#

ю . 1 # З#2 #3 7#\---I----1---1---

7. (п-4- 1 )*#»■. 
9. 1-ь2#-4-#2— 4#3—II# 4....

,4

2 2 4 2 8 11. 1 X X X

12. \^~рх-*-р(р— 1)хг-\-(р
а2
з

<г а а6
1 )х*-*-р(р3—Ър2-*-р4-2)х*. ..»

13. 1 1 1
а— 1 \  1-+-х 1 -+-апх
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14.
1 1 1 1 1

(1— я)2 V 1ч-# 1 ax anx 1
15. a = l ; 6=11, c= 11, d—\. e=0.

У

2.

XLIX. 1.

l-+-x

4— 11#
1—5#ч-6# ; (3#)w-t-3(2#)w.

1—10#ч-21#25
ft (3#)w. 3. 1— 2#

1— 5#ч-4#2’; 4 (l-b22w+ ‘)#w.

4. # меньше £. 

7. 47.

5. 2w—t 6. 3n

2

L.

3

3. 1

S.

(5w-h6).
2ч-5#ч-5#2—; (— l )w#w.(^2—2w(I-*-#)

1
1-bW; 1. 4 -H*- 

8 ( 4  2  ( n

1
-2). 

2 )Г  32
R l f l 1 15 —  ( — i 1--------------

3 \1  2 3 n
1 1

1 n-+- 2 n-1-3
11
18

6. 11 1 3 11

7.

96 2(?гч-2)(ич-3) 4(n-i-lXw-+-2)(wH-3Xw-*-4)’ 96'
ю(^ч-1)(?гч-2)5 Ъп-+-Ь 5

11.

6 ( п ч - 2 ) ( п ч - з У  6
#и 1 w(#— 1)

8.

1 \ 2ч-жя+1—(#—i— 1)
(#— 1)

6

12. ш г (ач-Ъг)П—1

13. Разложивъ, будемъ имйть #
(1

1ч сх с2#2
(1—#)2 (1— #) • f t

14. Ъ* U п(п-ъ-1) 

Ь2" а • «•

п{пч-\)...(п т
ш— 1 а

15. (1 2 2nl 13 3 18. 165. 19. 460.

рvp. гдй
22. Нужно поступать такъ: Положимъ, что ,
(1 -t-xv)(l ч-#2г;)( 1ч-#3#)... (1 -t-x'Pv) —1 ч-А tv4-Azv 
А п А 2, ... Ар не содержать въ себй v. Теперь перемгьнимъ v на#г;; 
тогда мы можемъ заключить, что

(1 -л-A  I— A v̂̂ -t— A$v3—. •. ч—Apv't хР+Ч)
(1 ч- А ^ ч- А гхНг • • • Apxpvp)(l-i--xv).

Теперь уравняемъ коэффищенты при одйнаковыхъ степеияхъ v въ 
обоихъ рядахъ.

25. 1 •# 1
1ч-аг 1— х -у-х

; поэтому (1ч-#) j l—# /Vl6___/VI0_| >tX/ ч)0 * #• • у
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1
1 X 1 X 1 X X X

6

1 X 41—X (1—x Y  (1— x)3 (1— x)
Разложимъ каждый членъ последней строки по теореме Ньютона 
уравняемъ коэффициенты при хп въ обоихъ рядахъ.

LI. 8. 2# будетъ > или < -#-*-1, смотря по тому, будетъ-ли
16. Это зависитъ отъ знака (а— Ъ)(Ъ—с)(с—а).

23. Сколько-бы ни взяли следую -
х > или < 1.
22 и 24 зависятъ отъ ст. 681.
III!хъ неравенствъ, всегда окажется справедливымъ 2(ti— 1) > п, 
3 (п— 2) > п, . . . ;  тогда, перемножая, получимъ требуемый результатъ.
25. Это можно вывести изъ примера 23. 29. Смотр, примерь В
главы XXV. 31. Перемножвмъ; тогда воспользуемся ст. 681.
32. Положимъ 1— а=Ъ и разложимъ (1 — Ъ)х по теореме Ньютона; 
рядъ будетъ сходяшдйся. Тогда намъ нужно будетъ показать, что

-2)621 (х-
2
1)6 (х-—I— 1)0

3 ... > 1; а это очевидно, такъ какъ х < 1.

LII. 2. 66. 3. 3. 52. 412. 4. 22. З2. 52
2 ■12. Положимъ, что п заключается между т г и ( т  

п—аЪ=(т2-*-т—п)%. 19. п2—пч-1 больше (п— I ) 2

5. 22. (823)2. 
I ) 2; тогда 

меньше я2.
20. Предположимъ, если возможно, что п3-+-1=т2; тогда пъ= (т — 1)

1). Но ни одинъ множитель, исключая 2, не можетъ быть 
делителемъ т — 1 и т-1-1, и 2 не можетъ быть делителемъ, потому 
что п нечетное. Следовательно т — 1 и т-4-1 оба должны быть точ-

(т

ными кубами; но это невозможно, потому что разность двухъ кубовъ
не можетъ быть столь малой какъ 2. 35, 36, 37, 38. Все зави
сятъ отъ теоремы Фермата. 40. 48. 41. 96. 42. 400. 43. 22680.
44. 2Й+1 Ьп~1. 45.12. 46.12. 47. 160; 1481040. 48.6.
49. 126. 50. 24; 15. 51. (я-4-1)2. 53 и 54 должно решить
испытатемъ; ответь для 53 будетъ: 24. З2. 5, а ответь для 54 будетъ
23. З8. 5. 7. 57. х= %  52. 72. 18; у= 2. 5. 7. t

ЫП. 1. 27 за и 8 противъ. 2. 29
45* 4- 4' 5‘ 4- 6. 5

18

7. 11
86

/

8. 7 противъ 2. 10. Для А  вероятн. проиграть §, а ни

про- 
1

выиграть, ни проиграть для D  вероятность проиграть | 
играть ни выиграть В  и О каждый имеютъ вероятность выиграть з 
проиграть |, ни выиграть, ни проиграть J. Или проще, вероятность А



выиграть J, В  и G J, В  §, если предположимъ, что одинъ изъ двухъ
 ̂ 5 2 3 1 пдолженъ выиграть. 11.-. 12.——. 1 4 .— . 15.-. 16.— .9 14о 14 2 2W

18586 31031 12393 /5\» /35 V*
(Зб)6' \  б6 ' 12500 \6/ 4 36

23 ^ б-1 24 1 38 X  6 25 I- ’ 4 27 ^  24 *
* 75 ‘ 51X50X49' 52.51.50.49' 55 ' 9*

1 /п-1 \Г—1 г гп-- 1 \ Р 1 7
30. — ( --- ) :]1 — ( -) (• 31. — . 32. Вероятность на-п \ п / ( \ п / ) 15
хождетя червонца въ первомъ кошелькй относится къ вйроятносш 

нахождетя его во второмъ, какъ 10 къ 9. 33. |. 34. 10

ответы, liii. 523.

63

35. |з. 36. 39. iftlo ,-t i j =— 40.11 /123 10 СО

ю 10 9 /114 4 )
п ' т

« .с о в а . *  H i i - K f  в

т п . ' \Pi\Pz\P— TXT ЛТ» 17ГГ Л 1Г̂ ТТГЛ /ТЧУГ! /1 I I - I —45. ~ въ обоихъ случаяхъ. 46. , -—. 47.
п

п Пп
6 16

48. 11 пр. 5. 49. 6 ;^ . 51. — . 53. Пусть шансъ А  вы-6 35
играть въ одну игру будетъ а шансъ В  1—х\ тогда шансъ А

. х2(2—%) „ 9выиграть рядъ будетъ ° 4- jg*

55. p i-+-p2-^p3—p1P 2—P2P3—P3Pi-i-PiPzPz’,
Р  lP г т Р  з+Р з V i— 2i> t р 2 р з.

56 _ 5 i - i i .  57. (0.55)7. 58- ? ? и 1т-0 169’ 169’ 169 4 7 61 61
59. 21 шиллингъ. 61. 400 рублей. 63. 10 рублей.
64. Два шиллинга (флоринъ). 65. 3 монеты въ 2 шиллинга
и 1 монета въ 20 шиллинговъ. 66. 2 къ 1; J того,

что ставитъ каждый. 67.  ̂ 68. ^^йнЛ* 33333 Р*

70. | »  рубле*. 71. 72. 7 3 . ^ ^ . ,  74. | .

7 5 ‘  т Ш "  l i i i ' з о л о т '  е д " ш щ ъ '  7 6 ‘  ^ ф ? в т ’  ?
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SO. "
11
50

81.
аЪч-асч-Ьс

(ач-с)(&-*-с) 82. 4.

MV. 1. 1/(1— #4) 1±[/ 3. 2. Подставимъ значете #2 изъ
перваго уравнетя во 2-е; тогда получимъ или у2=Ъп, или х ау

4. Возвед. въ квадратъ и представимъ уравнете въ виде (#*. •' - 4
24(#— I ) 2. 5. с=220. 6. Перемножймъ члены въ данномъсоотношении

у—Ь‘
4#)2

7 п
(N-h n)2 (N  —п)2

4п 4 пй ) и (Жч-п)2 (N —п)
4 N 2 4 N

12

9. Уравняемъ коэффшценты при хп въ разложенш выражетя
1

1 —#-Ь сх
«*

въ разложенш частныхъ дробей, на которыя выражете

это распадается.

LV. 1, 1/ ( т 2ч-пг)1/ (а2ч-Ь2) па 2 . 1 8
2 V \

3. 8.
тд* ®='2Я.

5. 5. 6. # = 2 6 1, # = 4 9 5 — 21t. 7. 1 (1 — z)sP~x 
1— zP

8. (1—#2)2н-#2(1—x)2 никогда не можетъ быть отри

цательными 12. 1 2  3logw=log-.-,-r п 1
• * • п . Отсюда мы можемъ

разсматривать 1 tп
«твомъ разложенш

1
п за обнцй членъ этого ряда; и посред-

1 1
пj  найдемъ, что обшДй членъ меньше

1
п . Затемъ см. ст. 562. 14. Если онъ будетъ вынимать опять

изъ того-же мешка, то вероятность вынуть гинею.f, а иллингъ f ;
такимъ образомъ его ожидате будетъ шиллинговъ. Если онъ будетъ
вынимать изъ другого мешка, то вероятность вынуть гинею f , а пл-
лингъ §; такимъ образомъ его ожидате будетъ шиллинговъ.83

1 6. (п— 1 )В —П + В '~п
п [В— 1) , где В , величина, въ которую обращается

1 рубль черезъ годъ.
LYI. 6. СходящШся, если х равно единице, расходящейся—если х 

больше единицы; если х равно единице, то будетъ сходящимся при а
отрицательномъ и расходящимся при а положительномъ. 8. Расхо-".
дящ1йся, если ж больше единицы; сходящШся, если#не больше единицы.



9. Расходящшся. 10. СходящШся, если q—p— 1 положительная 
величина; расходяпцйся, если q—р— 1 величина отрицательная, или 
нудь. 13. Сходянцйся, если х меньше е~1; расходящШся, если х 
не меньше е~1. 16. I. Положимъ, что а—А  величина положитель
ная; рядъ будетъ сходянцйся, если (З-t-l больше а; расходяпцйся, если 
-̂4-1 меньше а; если (5-»-1=а, то рядъ будетъ сходящШся, если а—А  

больше единицы, и расходяпцйся, если а —  А  не больше единицы.
II. Положимъ, что а— А  величина отрицательная; тогда рядъ расхо- 
дящШся. III. Положимъ, что а—^4=0; тогда можно приложить ст. 76Т 
л сделать разборъ какъ въ I случай.

LY II. 4. рп=Ъап~'-*-{п— Ъ5ап~5
I

(п—4)(п— Ь){п—6)^ - 7
'3

ОТВЕТЫ. LVI, L Y ll, LYIII. 5 2 5

тогда qn можно получить, пользуясь прпмеромъ 3.
10. Знаменатель у каждой составляющей —  единица; числитель

первой составляющей 1, второй $х, и вообще (2г)-й — — Y )2 r1
оЛк Ж .  Л Ь  АЧк

(2г-н1)-ой г%х
2r(2r-f-l)'

LVIII. 2. аЪ-*-Ьс+-сач-2аЬс=1.
3. (а2-ь&2-ьс2)3 = —8(аЬ-*-Ъс-*-са)3. 4. а2н-&2-нс2—аЬс= 4.

1 i 3
5. а2&2с2(а3-1-58ч-с3н-2а&с)=а363с3. 6. (х*-+-у*)3= л?.
7. 5 (а3—&3)(2а3-*-63)=9а(а5— с5). '

с2-ьа2\| /сг— аг\%
ас

/ с  - — а  у * .  . *

\~ac~ )  1- ЛаЦ-Х+тг
2 2

10. (а—&)2(а2-ь&2)==а262. 11 . (а ч -§ )5-4 -(а — $)3=  2.
13. х {у г—£2)-t-2#(£2—x2)-t-4z(x2—уг)= 0.

2 2 2
14. (а-ь-Vf—(а— &)3=(8с)5. 16. 399.*

17. Задачу эту можно решить при помощи началъ I  и II статьи 814. 
Пусть p t будетъ вероятность одной карты выбранной масти, рг вероят
ность двухъ картъ, р 3 вероятность трехъ картъ выбранной масти, и т. д. 
m г, -о т ( т — 1) -г, ш(ш-—1(ш—2) „Тогда Р ^ т р , )  Р 2= —^ — рг\ Р 3=— ---Теперь
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нужно найти р п р2, р3, ... Вообразимъ, что три карты скрйнлены между
t

собою, такъ что составляютъ одну карту; тогда мы должны имйть тп — 2
* , »

картъ вместо тп. Число благопр1ятныхъ случаевъ тогда было-бы т п —2, 
а все число случаевъ тп; это дало-бы шансъ, выражаюшдйся чрезъ 
тп —2

тп [ чтобы получить р п мы должны умножить этотъ результатъ

на / 3, потому что карты, предположенный скрепленными вмйстй, могутъ

быть перемйтаны между собой на 3 способовъ. Итакъ p t 6
тп {тп — 1)

Подобнымъ образомъ р г
6* mn— 4

mn ; и такъ далйе. Отсюда оконча

тельно искомая вйроятность будетъ

6 т 6
т ( т — \) 6з

2
т(т-—1)(т— 2) 

"■ ■ ■■ ■■
3

тп  (тп —■ 1) ' тп ... (тп  — 3) тп ... (тп— 5)

18.
-n

m n 19. Выражеие х х X
1 х 1 X6 1—X10

пр разложенш обратится въ
3 ■/У» I /У1 1Л/ * tv

X
X
X

X9

х~+~х
X15

■X9

21

/у» 1 э | - /у»25 « /у»IV * • сЛ/

/у» 4 х_/у»«Л/ iv

35

27

45

/у» 21 >̂3 5
<Д/ сЛ/ X49 ■Ж63 • ••

Тогда, складывая вертикальные столбцы, мы получимъ
X X X

l - t -x *  ' 1ч-х6 1ч-х
2 0 . Пусть*
а=(1-^-ж)(1—ж*)(1—х5)..., f i = ( l 4 - x ) ( l 4 - x 3j ( l 4 - x ° ) . . . ,  
у=(1 — х2)(1—х4)(1— х&)... 8=Цн-#2)(1чь#4)(1ч-я;6)...;

тогда оф=(1—х*)(\—х*)(\— Xго).., y& = (1—х4)(1—х6)(1—х12)...;

+ 10

птакъ сфу5=у; а потому оф8 = 1, слйдовательно -=£8.а
21. 4 \г*±\/ (2 si2—p̂ q6) J = {q3+l/ (2 оr —ps)S2-
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ответы къ РАЗНЫМЪ ЗАДАЧАМЪ.

1. 7ж— 2у— 6г. 2. ах*+Ъх2+ с. 3. Ьх—
7#-4

26#2-+-38 ах ' 3a2-t-6a# 5 7
(5#-ьЗа)(7#-ь9а)’ (2ан-#)(а2—ж2/ * Х~  2’ ̂  2’

7. Б  йдетъ впродолжете б1̂  часовъ, прежде чймъ встрйчаетъ А.

8. 80, 128. 9. агч-а— ^ 10. 2, 11. 10.
А , 2t

12. ж4 — (4a2 -+- 9&2)#2 -+- 36a2&2; 7#3 -+- 5#V— 8ху2 — Вyz.
ю  '( «\> о\/ л  , 15#2—4a#-f-2a2 ' 318. (*-н2)(»+3)(®-ь4). 14. р — — j 15. -.

16. #=11 ,«/=6. 17. 491Ja мин. послй 9. 18. Каждый въ 50 дней.
19. 2#— 3y-*-z. 20. 2, 4. 21. 17. 22. #4-ь(а-»-&)#3

— (6a2—а&ч-6&2)#2—6а&(а-+-&)#-н36а262; #2-+-4#-ь15.
3 128. #н-2. 24. 1. 25. 3. 26. x=j-y y=±
А А

27. 9f верстъ отъ .4. 28. 90 скамей; 10 человйкъ на каждой.
▼

В 1529. х3— 2хг-л-х—2. 3 0 .- , — — . 31. 7, 1, 3.
А А А

6 3# 2#2 о л л.„, ло # 2-i-5#-t-24 ' 3(1-»-#2)
32. -гг-:— я3; 0.031. 33. 2 е — г. 34. .100 10 10 24# n-5#-t-l I— # 2

*

35.15. 36. #=11, у= 7. 37.48 каждаго сорта. 38. Мужчина полу-
1

00 \ *1!чаетъ 42 р. женщина 30 р. и каждый изъ дйтей 13 р. 39. —— -—— .
840. 6,— 41. 4, 2, 4. 43. Первое выражете разделится на3

второе; такъ что второе будетъ обпцй наиболышй дйлитель, а первое
(#н-1 )(#-+- 2) 2 1П г. снаименьшее кратное. 44. ----- 2— 45. —. 46.2=3,^=э,#=7.00 о

47.30. 48.10. 49. [/ (а—Ъ)-+-\/(Ъ—с). 50.1,3. 51. 4(ах+Ъу+сг),
3 953. хг+ у\  54. 2. 55. i  56. # .

> _

57. А въ 36 дней, Б  въ 60 дней, О въ 15 дней. 58. 4| версты. 

59. 2#3—#а—3. 60. 0,4j/(аб). 61. 2(#-*-4). 62. xzaz
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63. х— 3у. 64.
Х в-- X 4-t-l

x8-+-x4-t-1 65. 2. 66. х=а, у=Ъ

67. 10000 р. 68. 84 за предложете и 63 противъ него. 69. Ъ.

7 0 - гт»77
76 309

77 71. 9. 73. х— 5. 74. х2. 75. 2а.

76. x—y=z а2-н-Ь2-ьс2— ab— Ъс— са. 77. Черезъ 10 минутъ.
78. Въ первый день 81

83. х2—2ахч-аК 84.

к., во второй 2
16#ls

ко 80. — 4, 7

1 х16* 85. 2. 86. х !
2 (Ъ -ь с),

2/=|(е-ь-а), £=|(а-»-&). .87. 6000000 рубл. 88. Соответственно

3.J 4, 5 верстъ въ часъ. 89. 0.05772. 90. с, с ач-Ъ 
~

91. 20.
93. х*ч-(2т—3)х—6т. 95. х=1. 96. х— а= у—Ъ=я

I  (а—»-&—»—с). 97. 60, 30, 12.
16 верстъ отъ В  до С.

98. 14 верстъ отъ А  до В ,
100. 111, 112. 101. ч*1, ~ 3±1//52

102. 3, 4, 5. 103. #=3, 6; «/=6, 3. 104. 3,-12. 105. 71
I О •

106. T i - 1з 2
28
3 107. 6. 110. Между 90 и 119, включая

оба эти числа. 111. +(ан-Ь), нь (а— Ъ). 112. хг-л 2 ас— Ъ
ас

113. #=±2, +4; у= ± 4, +2. 
116. 1

114. 7. 115. 162.

1/2 i l— ((/2— 1)“J. 118. п— т -+-1 если г не больше иг;
п - г ч - 1, если г заключается между т ч - 1  и wh-1, включая 
О, если г больше п-+-1.

хъ:
119. Расходяпцйся. 120. 3.06864.

121. 1,-4, 5+1/41
2 122. 2Ъ*=9ас.

4, 3,— 6+21/6. 124. 30. 36, 45.

положительной величиною и 2 а
Т

123. 3, 4,—6“ 2/6;
Ъ—2а .125. — ц—  должно бытьо

2 Qg
1 ) должно быть точнымъ квад-

ратомъ и целымъ положительнымъ числомъ; эти два целыя числа оба
должны быть четными или оба не четными, причемъ первое больше,

1_гп 17
чймъ квадратъ второго. 126. ——. 129. 3. 131. 3,аг ( 1 - г ) * 3

Ца— Ъ)



а*(Ъ-~с)ч-Ь2(с—а)4-с\а—Ь)
Ъ = — 2аЪс

ОТВМЫ КЪ РАЗНЫМЪ ЗАДАЧАМЪ. 529

а\Ъ—е)2 + Ь2(с— а)гчнс2(а—Ъ)г'
134. А  31 четверт., 16 гривенн., 13 пятачковъ; В  29 четвертаковъ,
24 гривенн. и 7 пятачковъ. 137. '616. 139. Расходящейся.

141. 6,-3. 142. 6400. 143. #=+-?, У =  + 77,
4  2 2 8

13 а144. 45 верстъ въ часъ. 149. 18. 151. 5,—-—. 153, #=24,о 2
? 27 \4. i- / 3 \—- J 4; у = 24, (^ J4 154. 75 процент. 157. |7—216. 159. 0.

J  _____

160. Приблизительно 1666. 161. #н— = — 4+(/6, откуда можно
00

найти #. 162. А  15 верстъ въ часъ, В  18 верстъ въ часъ.
3 19163. #= — 2,—— ; у = — , 0. 164. х—0, у —0, ^=0; или

1 1 1#= —, у=-хч 8= — —. 166. Или а=Ъ = с, или&=—2а жс=4а.
2 6 6

40726 1169.--- Tg—. 170. Приблизительно 1.21534. 171.+ 8,-4 .3 8
♦ф. —-

172. а4#2— 2а2(Ь2— 2ас)хч~Ъ2(Ь2—4ас)=0 . 173. #= 5,——
5

25+|/19968 Л 69 . 21 25+^/19968 „ / л
29------ ; 9 =  3’ “  25’_ 2 9 - --------25-------174' 9 Днег'

[2w—р —q 1 1
176. 1 ,2 ,4 ,8 .  177. ■ : ~ \п п. 181. 1, -’ 'п—р\п— q 1---• 3 2
182. 10450р. 183. #=81,16; «/=16,81. 184.1=а2-ь&Ч-с2-ь2а&с.

аз / 1 2 3 )

186* 6~ j (Т ^ У 3̂  W ~ 3~ ( 1 - r ) ( l- г 2) j ' Ш * Сх°АяЩ1йся>
если # меньше е; въ противномъ случай — расходянцйся.

1 _

191. # ———— а+ |/(а— 4), откуда найдется #. 3 93. # и у
¥УЬнайдутся изъ уравнешй #2-ь1 = +— #, у2 -ч- 1 = + тпу.

ч  •

(w  п(п— 1) п(п— l)(w - 2)
199. Сходящхйся. 200. ---12~Ч— --- 48----
201. 1 —# — х2ч-х5ч-хс’ч-х1—х8—#9—x10~i-xl3-h-%i4— xiS;
11 ~Х ’# I #' I #7~  #12. 205. P'bmeeifl найдутся изъ выражетй Ш  гирь
въ 9 фунт, и 160— Ы гирь 14 фунтовыхъ. 206. (2"+*—w—3)#и.

Алгебра. 34



209. 5 коп’Ьекъ. 210. Расходяпцйся. 213. 19 летъ.
215. Решещя найдемъ, принимая за числитель 204— Ш  и за знаме
натель 1-ь5£; такъ что t можетъ иметь некоторое целое значеше,

3заключающееся между 13 и 18,' включая п эти два числа. 219. —.4
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2 л2 J2 2 „г Ъ4с4-+-сЧ4+а*Ъ4—2а2&2с2(а 2ч-&2-ьс2)
4 а гЬ2с2 ’ -

222. хг—а2= уг—1>2=#Z—с

223. грч~—'= 2. 224. Частныя будутъ, а, Ъ, 2а, Ъ, 2а, ..
!Р

225. (х— \\у-*-1)(2х-+-у— 3). 233. 6930 р. 234. Частныя
будутъ а  —1, l , 2(w— 1), 1, 2(а— 1)... 235. 52. 240. Расходяпцйся.
243. Приблизительно въ 18 летъ. 244. Первое частное есть а;

j

тогда мы имеемъ 1, 2, а, 2, 1, 2а, которыя будутъ повторяться. 
245. Или 10 овецъ и 2 теленка; пли 5 телятъ. 249. 8З3 рубл.
250. xz 4х-h-7 —  32#-1— 208#“ 2-- 448# — 2496  ̂ ^

х — 4я-*-12
 ̂ 3 т( т_1)251. # = 1, - ; у = 1, —. 252. аг— а= г(а1 — а)ч— ---d;

о 2 2
поставимъ ю—I—1 вместогжЪвместоал+1; тогда а1 сделаетсяизвестнымъ.

2 (5  а ) 2 (Ъ ~ct)а должно заключаться между---7----  н—7--- {. 253. 0.645 р.J п(п-*~1) п(пч~ 1) . г
приближенно. 255. Или 5 яблок., 3 груши и 10 перспковъ; или

Ъ̂ АЪгс 312 грушъ. 261. —т -—»— 5--. 265. Наименьшее число мост а3 а
неть будетъ состоять изъ 121 болыппхъ и 15 малыхъ; наименьшая 
сумма денегъ будетъ при 10 большихъ и 150 малыхъ монетахъ.

269.  —---- рублей. 272. х=а,Ъ\ у=Ъ,а. 273. (7t +2)2.

275. Коэффищентъ при хп есть 10n-t-n(— З)"-1. 276. 1— 4x-i-2x2;
1— Ъх2— 2а;3. 279. I l f  шилдинговъ. 281. Между 1 и .— 4.

i  а г__ 2̂
282. (ху)* = ~а__щ /2  ’ ИЗЪ ЭТ0Г°  И ИЗЪ пеРваго изъ ДаннЬ1ХЪ УРав"

нетй можно найти ж2 и у2. 285.56,78;или30,65. 293.Г^ ?~ 6Г~Г/~-(1— г)
294. ж=8, у=  3; #=127, у = 48. 295. 27. 297. 2400 рублей.
300. 2 log 2— 1.


