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Еще в XVI–XVII веках были открыты первые точные способы решения произвольно-

го алгебраического уравнения четвертой степени (методы Феррари и Декарта). В общем 
случае корни уравнения четвертой степени выражаются через комбинацию квадратных 
и кубических радикалов от его коэффициентов. Стоит отметить, что последние версии 
современных систем компьютерной математики, а именно Maple 2022.1 и Wolfram 
Mathematica 13.1, не генерируют упомянутые конструкции из радикалов при использова-
нии стандартной команды solve (). Для этого необходимо «вручную» программировать 
какой-то из известных методов, что требует дополнительных временных затрат. С дру-
гой стороны, существует множество частных случаев, когда все корни полинома четвер-
той степени выражаются только через квадратные радикалы. В этом случае программи-
рование решения уравнения или вычисление вручную существенно упрощается, однако 
здесь мы наталкиваемся на давно поставленный вопрос: как по коэффициентам полино-
ма четвертой степени сказать, что его корни выражаются только через квадратные ради-
калы (или вообще не содержат радикалов)? В недавней статье Н.С. Астапова рассмотрено 
несколько таких простых случаев [1]. В статье [2] рассмотрен вопрос о представимости 
полинома четвертой степени в виде композиции полиномов второй степени, а в работе 
[3] приведен актуальный алгоритм для нахождения кратных корней полиномов в виде 
рациональных функций от коэффициентов. 

Цель работы – получить условия, накладываемые на коэффициенты полинома чет-
вертой степени, при выполнении которых его корни являются суммой или произведени-
ем корней полиномов второй степени. 

Материал и методы. Материалом исследования являются алгебраические полино-
мы комплексного аргумента четвертой степени. Методы исследования – аналитические с 
применением системы компьютерной математики Maple 2022.1. 

Результаты и их обсуждение. Сначала исследуем ситуацию, когда корни полинома 
комплексного аргумента четвертой степени  

 ( ) 4 3 2

4 1 2 3 4P z z c z c z c z c= + + + +  (1) 

представимы в виде сумм корней двух квадратных полиномов вида (2) 

 ( ) ( )2 2

1 2 1 2, .p z z a z a q z z b z b= + + = + +  (2) 

Теорема 1. Для того чтобы корни полинома (1) ( )1,2,3,4kz k =  являлись суммами 

корней 1,2p  и 1,2q  полиномов вида (2), то есть 

 
1 1 1 2 1 2 3 2 1 4 2 2, , , ,z p q z p q z p q z p q= + = + = + = +  (3) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие соотношения: 
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При этом 

 ( )
2 2

21 1 2 1
1 1 2 1 21 2 1 1

31 1 1
, ,

2 32 4 4
,

32 4 4

c c c b
a b c c b c b ba= − − + + − += − = − +  (6) 

параметр 
1b  остается свободным. 

Доказательство. Пусть выполнено условие (3), тогда 

 ( ) ( )( )( )( )1 1 1 2 1 24 2 2 .z p q z p qP z z p q z p q− − − −= − − − −  

После раскрытия скобок и приравнивания коэффициентов при одинаковых степе-
нях z  последнего выражения и полинома (1), получаем систему уравнений: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2;2 ; 3 2 2c p p q q c p p p p q q q q p p q q= − = + + ++ ++ + + + + +  

 ( ) ( )( )( ) ( )
2

1 2 1 2 1 2 1 2 13 41 2 1 2 1 2 22 2 ;с p p q q p p q q p p q q p p q qc= − + + + + + = ++ + +  

 ( )( )( ) ( )( ) ( )( )2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 .p p q q p p q q q q p p p p p p q q q q+ + + −++ + + − +  

Подставляя соотношения Виета 
21 2 1 11 2 1 22 1 2, , ,p p p p q q q qa a b b+ =− = + =− =  в по-

следние выражения, получим систему связей между коэффициентами полиномов четвер-
той и второй степеней. Проводя непосредственный анализ этой системы, быстро получа-
ем условие (4) и выражения для 

1 2,a a  (6). Определенная трудность возникает при выра-

жении коэффициента 
2b  (из квадратного уравнения), поскольку возникает квадратный 

радикал: 

 
4 22 2
1 1 2 41 1 2

2

5 16 2563
.

4 32 4 32

c c c cb c c
b

− +
= − +   

Если подставить в подкоренное выражение значения 
1 2 4, ,c c c , то получим 

( )4

2 2

1 1

2
4 2

1 1 2 2 25 ,16 256 16 4 4c c c c a b a b− + = − − +  то есть 
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2 2
2 21 1 2

2

2 2

1 4 43
,

4 32 4 8

a b a bb c c
b

− − +
= − +   

откуда следует выражение для 
2b  (6). То есть оказалось, что 4 2

1 1 2 45 16 256 0c c c c− + = . Под-

ставляя 
2b  в последнее уравнение системы, получаем условие (5).  

Аналогичным образом доказана теорема 2. 

Теорема 2. Для того чтобы корни полинома (1) ( )1,2,3,4kz k =  являлись произведе-

ниями корней 1,2p  и 1,2q  некоторой пары полиномов вида (2), то есть 

 
1 1 1 2 1 2 3 2 1 4 2 2, , , ,z p q z p q z p q z p q= = = =  (7) 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось соотношение: 

 2

4

2

3 1/ .c c c=  (8)  

При этом существует ровно 2 семейства полиномов вида (2), корни которых удо-
влетворяют условию (7). Коэффициенты 

1a  выражаются одинаково: 
1 1 1/a c b= − , причем 

параметр 
1b  остается свободным, но не равным нулю. 

Коэффициенты 2, ja  и 2, jb , где 1,2j =  – номер семейства полиномов (2), вычисляются 

по формулам: 

 ( ) ( ),

2 2

13 3
2,1 2,1 2 2 2,2

1 2,1 1 2

1
1 2 3 1 2 33 3

1 1,2

2 , 2 ,
2

, ,
2

c c
a

b b
c c c s c c c s

c c
ab b

c b c b
+ + += = −= =  

 ( )2 2 3

1 2 3 1 2 3 14 .s c c c c c c c= + + −  (9) 

Отметим, что выполнение условий теорем 1 и 2 является достаточным для выраже-
ния корней полинома четвертой степени через квадратные радикалы. 

Рассмотрим конкретный числовой пример. Пусть 

 ( ) 4 3

4

22 10 6 9P zz z z z− −= + + . (10) 
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Условие (8) выполнено. Возьмем 
1 2b = , тогда 

1 1 1/ 1a c b=− = . По формулам (9) вы-

числим остальные коэффициенты. Получим 2 пары полиномов вида (2): 

( ) ( ) 22

1 1

19
2 2, 8 2 19;

2
p q z zz z z z+= + − −− = +  

 ( ) ( ) 22

2 2

19
2 2, 8 2 19.

2
p q z zz z z z−= + − +− = +  

Находим корни представленных полиномов. Тогда корни исходного полинома (10) 
в соответствии с (7) будут иметь вид: 

 
( )( ) ( )( )

1 2

1 9 2 19 1 9 2 19 1 9 2 19 1 9 2 19

, ,
2 2

z z

− + − − + + + − +

= −

−

=

+

 

 
( )( ) ( )( )

3 4

1 9 2 19 1 9 2 19 1 9 2 19 1 9 2 19

,
2 2

z z

− + − + + + − +

= − =

+

. 

Для применения теоремы 2 на практике достаточно построить любую пару поли-

номов ( )ip z  и ( )iq z . В данном примере мы построили 2 пары с целью показать справед-

ливость формул теоремы 2. Стоит также отметить, что современные системы компью-
терной математики Maple 2022.1 и Wolfram Mathematica 13.1 не генерируют корни поли-
нома (10) стандартной командой solve (). 

Исследование выполнено в рамках проекта БРФФИ «Разработка новых методов нахож-
дения корней алгебраических уравнений в символьном виде» (договор № Ф21М-118). 

Заключение. Таким образом, с помощью системы компьютерной математики уста-
новлены явные аналитические зависимости между коэффициентами произвольного ал-
гебраического полинома четвертой степени, наличие которых гарантирует существова-
ние двух полиномов второй степени, суммы или произведения корней которых являются 
корнями исходного полинома четвертой степени.  
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При исследовании структуры и свойств материалов применяются различные мето-

ды исследования: микроскопические, спектральные, рентгеновские. 
Идентификация и количественный анализ полученных данных является трудоем-

ким и сложным процессом. Компьютерная обработка экспериментальных данных на не-
сколько порядков ускоряет обработку материала и даже позволяет создавать такие ме-
тоды анализа, которые в ручной обработке не могут быть реализованы. Однако в полной 
мере преимущества использования вычислительной техники могут быть использованы, 
если исследователи имеют необходимый уровень подготовки в области материаловеде-
ния. В этом плане наиболее востребованы программы с понятным интерфейсом и имею-
щие функции подсказок для неподготовленного пользователя. 
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