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Об изоморфном вложении (М, К)-колец
Весьма актуальной в алгебре является проблема о вложении одной 

алгебраической системы в другую. Подтверждением тому является серия 
работ, посвященных вложениям полугрупп в группы и колец в тела, среди 
которых особое место занимают работы А.И.Мальцева [1], А.К.Сушкевича 
[2], Б.Л.Ван дер Вардена [3], О.Оре [4], Л А Б окутя  [5], Г.Кромбеца и Тимма 
[6 ], и др. (см., например, [7, 8 ]).

К указанному направлению примыкает и настоящая статья. В ней вводит
ся понятие (М.М)-кольца, являющееся естественным обобщением понятий 
(Р,С)-кольца Н.Целакоского [9] и (т,п)-кольца Г.Чупоны [10], и устанавлива
ется критерий существования (М,М)-колец частных (см. теорему 1), позво
ляющий решить задачу об изоморфном вложении ^-ассоциативного (M,N)- 
кольца в (М,Г\1)-тело (см. теорему 2). Отметим, что из теоремы 1 вытекает 
также известная теорема О.Оре, а из теоремы 2 - теорема 3.2 из [6 ] о вложе
нии (т,п)-области целостности в (т,п)-поле.

Все обозначения согласованы с [9,11].
Пусть X - непустое множество, и пусть £ и С! - два множества операций на 

X. Тогда тройка <Х,Е,Г2> называется (Е,Г2)-алгеброй ([9], с.5). Через Е,п и Q„

обозначим подмножества всех m-арных и n-арных операций на X в £ и Q со
ответственно.

Будем считать, что ^ 01Ю| = 0 , I 0U£i = 0 , Пп * 0  и £т * 0  Для некото
рых п > 2  и m > 2  . Тогда обозначим через

М = {т\т e /V \{ l }M3£m * 0 ) ,  N = {и|иеЛГ \ {l} иЗО„ * 0} •
О п р е д е л е н и е  1. Алгебра <Х,£> называется Е-ассоциативной, если 

выполняются следующие условия:
1) для любых операций сте£т , а 'е Е р ( т , р е М ) и  любой последова

тельности x |” +p_1 e X ,m + p ~ 1 имеет место равенство

( ( x j r  с т ' У = ( х к х ; ; г т  c r / f  ( i = u . . . , p - D ,

(будем обозначать (x” +p~1j ° a = ^(x1m)a x ^ f -1 j°  );

2 ) для любых таких (Т! e E g i, ст2 e Z gj , стг e £ gf , с 1, e £ qi , . . . ,  c ’se £ qs, 

что

ёі + (ё2 _ !)+■ ■ -+(gr _ 0 =  ̂= Яі + (Ч2 " !)+• • +(qs -1), 
верно равенство

( x f P  = (Xlk)oio; ° s 

для каждой последовательности x f е Х к (см. [9], с.6 ).

О п р е д е л е н и е  2. Е-Ассоциативная алгебра <Х,Е> называется М- 
группой, если для любых ст e l m и а ^ 'а  е Х т , где т  еМ  , каждое из урав
нений
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разрешимо в X (см.[9],с.8).
На основании определения 1.3 [11] можно заключить, что если <Х,2> - М- 

группа, то для любой операции ст е £ т , где т  еМ , <Х, ст > является т-арной 

группой. M-Группа <Х,Е> называется абелевой, если для любой a e 2 m m-

арная группа <Х,ст> является абелевой. _
Введем теперь понятие (М.М)-кольца, являющееся обобщением понятий 

(т,п)-кольца [10, 6 ] и (Р,С)-кольца [9].
О п р е д е л е н и е  3. (2 ,П)-Алгебру R=<X,£,Q> будем называть (M.N)- 

кольцом, если выполняются условия:
1) алгебра <Х,£> является абелевой М-группой;
2) для любых ст б 2 т , ш e f t n (где т  еМ  , n eN  ) и а "- ’^  6 х т + п ~ 1 имеет 

место равенство

(аГЧьГ)°аГ1)“ =((аГ,Ь1аГ1)Ш(аГ1Ь2аГ-,)“...(а{-1Ьта“"1)т)
для любого i= 1 , 2 , ..., п.

(М.М)-Кольцо R =< X, £ ,Q > называется Q-ассоциативным, если <Х,П> яв
ляется Q-ассоциативной алгеброй.

В (М М -кольце R с нулем 0 элемент g e X  называется регулярным, если

он не является "делителем” нуля, т.е. если для любых ю e f in , b"-1 е Х п~’ и 
i=1 ,2 ,...,п, из равенства

всегда следует включение 0  е{Ь 1,Ь2,-..,ЬЛ_1} .

Множество всех регулярных элементов R обозначим через G. Ясно, что 
OeG .

Если R не имеет нуля, то будем считать регулярными все элементы X. 
Имеет место

Предложение 1. Пусть в П-ассоциативном (М.М)-кольце Я = < Х ,£ ,Л >  
множество регулярных элементов G непусто. Если в Q существует такая п
арная операция ю ( где n eN  ), что п>2, то все отличные от нуля элементы 
множества X регулярны, т.е. G=X\{0}.

Определение 4. (М,М)-Кольцо R называется (М.М)-кольцом с условием 
сокращения для множества S c X  относительно операции ш eQ n , если для

любых а,с е Х  и b" -1 <=Sn_I, i=1, 2 ,..., п из равенства

всегда следует а = с.
В дальнейшем под (М.М)-кольцом R будем понимать Q -ассоциативное 

(М ^)-кольцо R =< X ,Z ,Q  > .
Предложение 2. (М.М)-Кольцо R с условием сокращения для S относитель

но некоторой операции со eQ  является (М,1Ч)-кольцом с условием сокраще
ния для S относительно всех операций из Q , если S замкнуто относительно 
Q .

Предложение 3. Если для элемента b (М ^)-кольца R с единицей е имеет 
место равенство
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( b b r ! f = e  ( ( b f - lb ) " = e )  ( 1 )

для некоторой операции со eQ n й последовательности bjn ' е Х "  *, то для 

любой операции у eQ s найдется такая с?-1 е Х 5' 1, что

bc®_1j Y = е (соответственно, (СГ ’Ь)Т = е )-

О п р е д е л е н и е  5. Элемент b (М,1Ч)-кольца R с единицей е будем назы
вать обратимым справа (слева), если найдутся такие ш е О п и Ь" -1 е Х п_1 (гДе
n eN  ), что будет иметь место равенство (1).

Если Ь обратим и справа, и слева, то будем его просто называть обрати
мым в R.

О п р е д е л е н и е  6 . Гомоморфизм f (М,ІЧ)-колец R = < X , Z , Q >  и 

К  =< Y ,z ‘ ,Q* > будем называть изоморфным вложением R в К, если f явля
ется взаимно однозначным отображением R в К.

Введем теперь
О п р е д е л е н и е  7. Будем говорить, что (М, ̂ -ко л ьц о  R обладает пра

вым (М ,^-кольцом  частных Q =< Y ,E ‘ ,Q ‘ > , если существует такое изоморф
ное вложение f:R ->  Q, что для каждого регулярного элемента b из R элемент 
fb обратим в Q и -

Y = j (fa |а g R, ш* gQ* , и существует такой регулярный элемент

с е R , что (fc с"-1) = ( c f 1 fcj = е

Нами получен критерий существования (М ,^-кольца частных, а именно
Теорема 1. О-Ассоциативное (М ,^-кольцо R = < Х ,2 ,П >  с единицей е и 

условием сокращения для множества регулярных элементов G с  X  обладает 
правым (М ,^-кольцом  частных тогда и только тогда, когда выполняется сле
дующее условие: для некоторой п-арной операции со e f i  , где n eN  , любых

а е Х ,  b“ _l e G n_l существуют такие с, ' 1 e G " ' 1 и d e X ,  что имеет место 
равенство

(ac [-1)“ = (b 1n- 1d)“ . (2 )

Если М={2} и N={2}, то условие (2) становится условием Оре, и из теоремы
1 вытекает известная теорема Оре ([5],с.100).

Если (М.М)-кольцо R коммутативно, то для d=a и Cj = b ; (i=1,2.....п-1) всегда
имеет место равенство (2). Поэтому из теоремы 1 вытекает предложение 2.1 
([6 ], с.2 0 1 ), и, в частности, известная теорема из работы [8 ] (с.61).

(М.М)-Кольцо R =<Х , 2 ,П >  называется (М,М)-телом, если N-полугруппа 
<Х, f i  > без нуля (если R имеет нуль) является N-группой.

Теорема 2. Пусть в (М ,^-кольце R с единицей е выполняется условие 
сокращения для

X, если 0  г  X ,

X  \ {0 }, если 0  е X .
Тогда R изоморфно вкладывается в (M.N)-Teno тогда и только тогда, когда для 
некоторой операции со e Q n , где n eN  , и любых а е Х  , b"~' e G n 4  сущест

вуют такие с" " 1 e G n~' и d еХ  , что имеет место равенство (2).
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Следствием этой теоремы является теорема 3.2 ([6 ], с. 202).
Если £ состоит из одной m-арной операции сг и Q с о с т о и т  из одной п

арной операции ш , где т > 2  и п>2, то (М,1\1)-кольцо R называется (т ,п )- 
кольцом ([6 ], с. 2 0 0 ).

Гомоморфизм f (т.п)-кольца R =<Х,ст,ю >в себя называется эндоморфиз
мом.

Из следующей теоремы вытекает результат из работы [8 ] (с. 132), когда 
пл=п=2 .

Теорема 3. Всякое (т,п)-кольцо R=<X,ct,co> с единицей е изоморфно 
вкладывается в (т.п)-кольцо эндоморфизмов своей т-арной группы < Х,ст > .
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S и  М  М  A  R Y 
In this paper we generalized the existence criterion o f quotientrings to the case 

o f Cl-associative (M,N)-hng R = < X , 1 , Q > . The criterion o f isomorphic embedding 
the (M,N)-ring R into an (M.N)-field is given. An (m,n)-ring K=< X,ct,oj > (m>2,  
n >2)  with e may be embedded into an (m,n)-ring o f all endomorphisms o f m-ary 
group < Y ,a > .
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