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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Основная цель данного издания – систематизировать и обобщить зна-

ния, полученные студентами при изучении курса геометрии, сформировать 

практические умения с помощью общих и частных методов решать плани-

метрические задачи различных типов и уровней сложности. 

Для достижения этой цели предполагается: 

• обеспечить изучение студентами различных методов решения  

планиметрических задач; 

• сформировать у студентов умения решать одну задачу различными 

способами; 

• выработать навыки классификации и систематизации задач по  

отдельным темам школьной математики; 

• научить студентов дифференцировать задачи как по уровням труд-

ности, так и в соответствии с профилями обучения математике; 

• развивать творческие способности студентов путем систематиче-

ского решения задач повышенной сложности и нестандартных задач; 

• сформировать общие приемы поиска решения математических задач. 

При решении предложенных в методических рекомендациях задач  

у студентов формируется умение использовать различные методы: опорных 

задач, площадей (использование площадей заданных фигур), вспомогатель-

ного элемента (например, вспомогательной окружности), доказательства 

«от противного», подобия, алгебраический (составление уравнения или си-

стемы уравнений), координатно-векторный, геометрический (на дополни-

тельные построения), тригонометрический, поэтапно-вычислительный (раз-

биение на ряд подзадач), комбинированный. 

Методические рекомендации построены по следующему принципу: 

вначале предложены подробные решения задач различных типов, затем 

представлены задания для самостоятельного решения. 

Адресовано студентам Витебского государственного университета 

имени П.М. Машерова, обучающимся по специальностям: 

1-31 03 03-02 14 Прикладная математика (научно-педагогическая дея-

тельность). Методика преподавания математики и информатики. 

1-02 05 01  Математика и информатика. 

Данное издание может успешно использоваться для подготовки к заня-

тиям по дисциплинам: «Элементарная математика», «Элементарная матема-

тика и практикум по решению задач», «Методы решения математических 

задач», «Методы решения геометрических задач», «Элементарная матема-

тика: планиметрия», «Методика преподавания математики», «Дополнитель-

ные главы методики преподавания математики». 
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1. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
 

Задача 1.1. В треугольнике ABC  BC = a, AC = b, AB = c. Найти: углы 

треугольника ABC; 2) медианы треугольника ABC; 3) биссектрисы треуголь-

ника ABC; 4) высоты треугольника ABC; 5) радиусы вписанной и описанной 

окружностей. 

Решение. 

1. По заданным сторонам, используя теорему косинусов, находим 

углы: 
2 2 2

cos
2

b c a

bc


+ −
= , 

2 2 2

cos
2

a c b

ac


+ −
= , 

2 2 2

cos
2

a b c

ab


+ −
= , откуда 

2 2 2

arccos
2

b c a

bc


+ −
= , 

2 2 2

arccos
2

a c b

ac


+ −
= , 

2 2 2

arccos
2

a b c

ab


+ −
= . 

2. Найдем медиану BM (рис. 1.1) треугольника ABC. По теореме коси-

нусов для треугольника ABM имеем: 
2 2 2 2

2 2 2 22 cos 2
4 2 2

b b b c a
BM AB AM AB AM c c

bc


+ −
= + −  = + −   =  

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

4 2 4

b b c a a c b
c

+ − + −
= + − = . 

Отсюда  

2 2 21
2 2

2
bm a c b= + − . 

Аналогично находим две другие медианы AK и CT: 

2 2 21
2 2

2
am AK b c a= = + − , 

2 2 21
2 2

2
cm CT a b c= = + − . 

Рисунок 1.1 
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3. Найдем биссектрису BB1 (рис. 1.2) треугольника ABC. В треуголь-

нике ABB1 известны сторона AB = c и углы A  = , 1
2

ABB


 = .  

Тогда по теореме синусов для этого угла 1

1sin sin

AB BB

AB B A
=

 
, 

Откуда 

1

sin sin

sin 180 sin
2 2

b

AB c
l BB

 

 
 

 
= = =

   
 − − +   

   

. 

Аналогично находим остальные биссектрисы: 

1

sin

sin
2

a

b
l AA







= =

 
+ 

 

; 1

sin

sin
2

c

a
l CC







= =

 
+ 

 

. 

4. Найдем высоту BB2 (рис. 1.3) треугольника ABC. В треугольнике 

ABB2 известны гипотенуза AB = c и острый угол α, тогда  

  

Рисунок 1.2 

Рисунок 1.3 
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2
2 2 2

2

2 sin 1 cos 1
2

b

b c a
h BB c c c

bc
 

 + −
= =  = − = −  

 
. 

Аналогично для других высот: 
2

2 2 2

2 sin 1
2

a

a c b
h AA c c

ac


 + −
= =  = −  

 
; 

2
2 2 2

2 sin 1
2

c

b c a
h CC b b

bc


 + −
= =  = −  

 
. 

5. Найдем радиусы вписанной и описанной окружностей. Радиус R опи-

санной окружности можно определить, используя теорему синусов: 

2sin 2sin 2sin

a b c
R

  
= = =  или, например, 

2
2 2 2

2 1
2

a
R

b c a

bc

=

 + −
−  
 

. 

Для нахождения радиуса вписанной окружности рассмотрим рис. 1.4. 

 

В треугольнике AOC 
2

AOC


 = , 
2

OCA


 =  (поскольку центр вписан-

ной окружности – это точка пересечения биссектрис). Тогда 

2 2
AQ QO ctg r ctg

 
=  =  , 

2 2
CQ OQ ctg r ctg

 
=  =  . 

Отсюда 
2 2

b AC AQ QC r ctg ctg
  

= = + = + 
 

, или 

2 2

b
r

ctg ctg
 

=

+

, где  

Рисунок 1.4 
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( )( )
( )( )

1 cos

2 1 cos

b c a b c a
ctg

a b c a b c

 



+ − + ++
= =

− − + + −
, 

( )( )
( )( )2

a b c a b c
ctg

c a b c b a

 + − + +
=

+ − + −
. 

Задача 1.2. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и CF. 

Найти отношение площадей треугольников ABC и AFD, если AB = 21, 

AC = 28, CB = 20. 

Решение. При решении задачи используется метод площадей: площади 

треугольников, имеющих одинаковые высоты, относятся как основания. 

Треугольники ABD и ADC (рис. 1.5) – треугольники, имеющие одина-

ковые высоты. Следовательно,  

28 4

21 3

ADC

ABD

S DC AC

S BD AB
= = = =  

 

(использовали свойство биссектрисы AD: 
CD AC

BD AB
= ). Значит, 

3

7
ABD ABCS S=

ADF и DFB  – треугольники, имеющие одинаковую высоту, опущен-

ную из вершины D на сторону AB. 

Таким образом, 
28 7

20 5

ADF

DFB

S AF AC

S FB CB
= = = = . 

Поэтому 
7 7 3 1

12 12 7 4
ADF ABD ABC ABCS S S S= =  = . Откуда 

4

1

ABC

ADF

S

S
= . 

Ответ: 4:1. 

Задача 1.3. Доказать, что отрезок, соединяющий основания двух высот 

остроугольного треугольника, отсекает от него треугольник, подобный дан-

ному, с коэффициентом подобия, равным косинусу общего угла. 

Рисунок 1.5 
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Доказательство. Пусть AA1, BB1, CC1 – высоты остроугольного тре-

угольника ABC, а ABC  =  (рис. 1.6). 

 

Прямоугольные треугольники BA1A и CC1B имеют общий угол  ,  

поэтому они подобны, а значит,  

1 1 cos
BA BC

BA BC
= = . 

Отсюда следует, что  

1

1

cos
BA BA

BC BC
= = , 

т. е. в треугольниках C1BA1 и ABC стороны, прилежащие к общему углу  , 

пропорциональны. А тогда по второму признаку подобия треугольников 

1 1C BA ~ ABC , причем коэффициент подобия равен cos . Аналогичным 

образом доказывается, что 1 1ACB ~ ABC  с коэффициентом подобия 

cos BCA , а 1 1B AC ~ ABC  с коэффициентом подобия cos CAB . 

Замечание 1.3.1. Так как в подобных треугольниках против соответ-

ственных сторон лежат равные углы, то из доказательства свойства следует 

(рис. 1.6), что 1 1AС B BCA = , 1 1BAC CAB = . Справедливо также и ра-

венство 1 1СB A ABC = . 

Замечание 1.3.2. Так как каждый из треугольников C1BA1, 1 1ACB   

и 1 1B AC  подобен треугольнику ABC , то все эти треугольники подобны 

между собой. 

Задача 1.4. (Теорема Менелая). Пусть дан треугольник ABC  и прямая 

l пересекает стороны BC , AB  и продолжение стороны AC  в точках 1A , 1C  

и 1B  соответственно (рис. 1.7). Доказать, что  

1 1 1

1 1 1

1
CA BC AB

A B C A B C
  = . 

Рисунок 1.6 
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Доказательство. Проведем отрезок AK ‖ BC , K l . 

Так как 1 1A BC ~ 1KAC  и 1B KA ~ 1 1B AC  (по двум углам), 1 1

1

BС A B

AC KA
=  

и 1

1 1

B A KA

B C AC
= . Перемножив почленно указанные пропорции, получим 

1 1 1

1 1 1

BС AB A B

C A B C CA
 = , откуда 1 1 1

1 1 1

1
CA BC AB

A B C A B C
  = . 

Замечание 1.4.1. При составлении произведения трех отношений тео-

ремы Менелая можно начинать с любой из шести точек (трех вершин тре-

угольника и трех точек пересечения прямой l с прямыми, содержащими сто-

роны треугольника) и двигаться по контуру либо по часовой, либо против 

часовой стрелки. При этом вершины треугольника и точки пересечения 

должны чередоваться. 

Задача 1.5. На сторонах AB  и AD  прямоугольника взяты соответ-

ственно точки K и M, такие, что AK KB= , : 2 :1AM MD = . Отрезки  

DK и BM пересекаются в точке E (рис. 1.8). Найти площадь треугольника 

KBE, если площадь прямоугольника равна 240. 

 

Решение.  ABCDS AD AB=  ,
1 1 2

2 2 3
ABMS AM AB AD AB=  =   =  

1 1
80

3 3
ABCDAD AB S=  = = . 

Рисунок 1.7 

Рисунок 1.8 
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Применим теорему Менелая к треугольнику ABM, где прямая KD  

пересекает стороны AB и BM и продолжение стороны AM. Получим: 

1
ME BK AD

EB KA DM
  = , 

3
1 1

1

ME

EB
  = ,  

1

3

ME

EB
= . Тогда 

3

4

BE

BM
= , 

1

2

BK

BA
= . 

Применим свойство площадей треугольников, имеющих общий угол: 

3 1
80 30

4 2
KBE ABM

BE BK
S S

BM BA
=   =   = . 

Ответ: 30. 

Задача 1.6. Доказать, что во всякой трапеции середины оснований, 

точка пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых 

сторон лежат на одной прямой. 

Доказательство. Пусть AD и BC – основания трапеции, K – точка  

пересечения продолжений боковых сторон, L – точка пересечения диагона-

лей трапеции, M и N – точки пересечения прямой KL с основаниями  

BC и AD соответственно (рис. 1.9). Докажем, что M и N – середины отрезков 

BC и AD. 

Действительно, так как треугольники BKM и AKN, а также треуголь-

ники MKC и NKD, подобны, то 
BM KM

AN KN
= , 

MC KM

ND KN
=  и, значит, 

BM MC

AN ND
= . 

С другой стороны, так как подобными являются треугольники BML  

и DNL, а также треугольники CLM и ALN, то справедливы равенства 

BM ML

ND LN
= , 

MC ML

AN LN
= , поэтому 

BM MC

ND AN
= . 

 

Но тогда, перемножая соответственно левые и правые части получен-

ного равенства и равенства 
BM MC

AN ND
= , имеем 

2 2BM MC

AN ND AN ND
=

 
, откуда 

следует, что BM MC=  и, следовательно, что AN ND= . А это и завершает 

доказательство. 

Рисунок 1.9 
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Задача 1.7. Доказать, что во всякой трапеции сумма квадратов диаго-

налей равна сумме квадратов боковых сторон и удвоенного произведения 

оснований трапеции. 

Доказательство. Пусть ABCD – данная трапеция и пусть для опреде-

ленности BC AD , а E и F – основания перпендикуляров, опущенных  

из точек B и C соответственно на прямую AD (рис. 1.10 – 1.12). 

 

Из треугольников BCD и ABC по теореме косинусов имеем: 
2 2 2 2 cosBD BC CD BC CD BCD= + −    , 

2 2 2 2 cosAC AB BC AB BC ABC= + −    . 

Но в таком случае (учитывая, что BC EF= ) 

2 2 2 2 2 ( cos cos )BD AC AB CD BC EF CD BCD AB ABC+ = + + −   −   . 

Рассмотрим три возможности: оба угла при нижнем основании AD ост-

рые (рис. 1.10), один из углов (пусть BAD ) прямой (рис. 1.11), один  

из этих углов (пусть BCD ) тупой (рис. 1.12). Во всех трех случаях угол 

BCD  тупой и ( ) cos cosCD BCD CD ADC FD−   =   = . 

В первом случае  

( ) cos cosAB ABC AB BAD AE−   =   = , 

во втором случае  
cos 0AB ABC  = , 

в третьем случае  

( ) cos cosAB ABC AB BAE AE−   = −   = − . 

Таким образом, очевидно, что в любом случае  
cos cosEF CD BCD AB ABC AD−   −   = ,  

что и требовалось доказать. 

Задача 1.8. В данный треугольник вписать квадрат таким образом, 

чтобы две его вершины лежали на основании треугольника, а две другие 

вершины – на боковых сторонах треугольника. 

Рисунок 1.12 Рисунок 1.11 Рисунок 1.10 
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Решение. Анализ. Пусть DEFG – искомый квадрат (рис. 1.13). Тогда 

очевидно, что преобразование подобия с центром в точке A переводит вер-

шины D, E и G квадрата DEFG в соответствующие вершины D1, E1, G1  

подобного ему квадрата D1E1F1G1, которые лежат на сторонах треугольника 

ABC. 

 

Что же касается точки F, то при выбранном преобразовании она пере-

ходит в точку F1, не лежащую на стороне треугольника ABC. 

Но именно это обстоятельство и позволяет составить план решения за-

дачи. Так, внутри угла CAB сначала строим квадрат D1E1F1G1 такой, что три 

его вершины лежат на сторонах указанного угла. 

Затем преобразованием подобия увеличиваем (уменьшаем) размеры 

квадрата таким образом, чтобы четвертая вершина оказалась лежащей на 

стороне треугольника (для этого достаточно провести прямую AF1, точка F 

пересечения которой с прямой BC и будет искомой точкой). 

Заметим, что коэффициент требуемого преобразования – это число 

1

AF
k

AF
= . 

Построение. Из произвольной точки E1 стороны AB треугольника ABC 

опустим перпендикуляр E1D1 на сторону AC и затем построим квадрат 

D1E1F1G1. Далее через точки A и F1 проводим прямую, которая пересекает 

отрезок BC в точке F. 

Из точки F опускаем перпендикуляр FG на отрезок AC, а затем из той 

же точки проводим прямую, параллельную прямой AC, которая пересекает 

отрезок AB в точке E. 

Если теперь из точки E опустить перпендикуляр ED на отрезок AC,  

то четырехугольник DEFG и будет искомым квадратом. 

Доказательство. Из подобия треугольников AEF и AE1F1, а также  

подобия треугольников AFG и AF1G1 следует, что 
1 1 1

EF AF

E F AF
= , 

1 1 1

FG AF

FG AF
=  и, 

Рисунок 1.13 
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значит, 
1 1 1 1

EF FG

E F FG
= . Но в таком случае 1 1

1 1

1
EF E F

FG FG
= = , откуда и следует, что 

четырехугольник DEFG – действительно квадрат. 

Исследование. Очевидно, что задача имеет единственное решение. 

Задача 1.9. Доказать, что если через некоторую точку окружности про-

вести касательную и хорду, то каждый из двух углов, образованных этими 

касательной и хордой, равен половине дуги, заключенной между сторонами 

соответствующего угла. 

Доказательство. Пусть AB – хорда окружности, EC – касательная  

к окружности с точкой касания A, AD – диаметр окружности (рис. 1.14). 

 

Тогда так как стороны углов ADB и CAB соответственно перпендику-

лярны, то эти углы равны. Но угол ADB является вписанным и, значит, он 

равен половине дуги AB, на которую он опирается. Но в таком случае угол 

CAB также равен половине дуги AB. 

Что же касается угла BAE, то рассуждения здесь следующие. Так как 

BAE BAD DAE = + , то с учетом того, что 
1

90
2

DAE AFD =  =  , а 

1

2
BAD DB =  , имеем ( )

1 1

2 2
BAE AFD DB AFB =  + =  . А это и тре-

бовалось доказать. 

Задача 1.10. Две окружности s1 и s2 пересекаются в точках A и B. Через 

точку A проведены хорды AC и AD, касающиеся данных окружностей.  

Доказать, что 
2 2AC DB AD BC =  . 

Решение. Угол BAC как угол между касательной AC к окружности s1  

и ее хордой AB (рис. 1.15) равен половине дуги AB и, следовательно, он ра-

вен вписанному углу ADB, опирающемуся на ту же дугу. 

 

 

Рисунок 1.14 
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Аналогично DAB ACB = . Значит ABD ~ CBA  и, таким образом, 

DB AD

AB AC
= , 

AB AD

BC AC
= . Отсюда 

2

2

BD AD

BC AC
=  или 

2 2AC DB AD BC =  , что  

и требовалось доказать. 

Задача 1.11. Две окружности s1 и s2 касаются в точке A. К ним прове-

дена общая внешняя касательная, касающаяся окружностей в точках B и C. 

Доказать, что угол CAB равен 90 . 

Решение. Обозначим через O1 и O2 центры окружностей s1 и s2 соот-

ветственно (рис. 1.16). 

Тогда 2

1

2
BCA CO A =  , 1

1

2
ABC BO A =  . Отсюда следует, что 

( )1 2

1

2
ABC BCA BO A CO A + =  + . Далее, поскольку 1O B BC⊥ и 

2O C BC⊥ , то 1 2O B O C⊥ . Но в таком случае 1 2 180BO A CO A + =  ,  

поэтому 90ABC BCA + =   и, таким образом, 90CAB =  . 

 

Задача 1.12. Две непересекающиеся окружности вписаны в угол. Через 

две точки касания этих окружностей со сторонами угла, которые лежат на 

разных сторонах этого угла и на разных окружностях, проведена прямая. 

Доказать, что эта прямая отсекает на окружностях равные хорды. 

Рисунок 1.15 

Рисунок 1.16 
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Решение. Пусть A – вершина данного угла, B, C, D, E – точки касания 

окружностей со сторонами угла, а F и G – точки пересечения секущей BE  

с окружностями (рис. 1.17). 

Тогда, воспользовавшись тем фактом, что произведение секущей на ее 

внешнюю часть равно квадрату касательной, имеем 
2BE BG BC = , 

2BE FE DE = . 

 

Но поскольку AB AE= , а AС AE= , то BC DE=  и поэтому 
2BE BG BC BC DE = =  , 

2BE FE DE DE BC = =  . Полученные же соотно-

шения означают, что BG FE=  и, следовательно, BF GE= . 

Задача 1.13. Сформулировать и доказать теорему косинусов для четы-

рёхугольников. 

Доказательство. Докажем теорему с использованием векторов. Для лю-

бых четырех точек AD AB BC CD= + + . Возведением в квадрат получаем: 
2 2 2 2 2 2 2AD AB BC CD AB BC AB CD BC CD= + + +  +  +  . 

Освобождаясь от скалярных произведений и переходя к принятым обо-

значениям, имеем: 
2 2 2 2 2 cos 2 cos 2 cosd a b c ab B ac bc C= + + − − − ,  (1) 

где ω – угол между прямыми AB и CD (рис. 1.18), B и C – углы четырех-

угольника ABCD при вершинах B и C. 

Рисунок 1.17 

Рисунок 1.18 
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Таким образом, квадрат стороны четырехугольника равен сумме квад-

ратов трех других его сторон без удвоенных произведений этих сторон, 

взятых попарно, и косинусов углов между ними. 

Это соотношение, называемое теоремой косинусов для четырехуголь-

ника, имеет место как для выпуклых, так и для невыпуклых четырехуголь-

ников, а также для четырехугольников с самопересечением сторон  

(рис. 1.18). Угол ω во всех случаях равен ( )A D − + . Поэтому зависимость 

(1) можно записать в эквивалентном ей виде: 

( )2 2 2 2 2 cos 2 cos 2 cosd a b c ab B bc C ac A D= + + − − + +  . 

Задача 1.14. Построить треугольник по стороне с, высоте hb и медиане 

ma, проведённым к двум другим сторонам (рис. 1.19). 

Анализ. 

1.Чтобы построить треугольник, достаточно построить его вершины. 

Если построить треугольник АВН (по гипотенузе АВ = с и катету ВН = hb), 

то будут построены вершины А и В и с точностью до прямой АН известно 

расположение вершины С. 

2. Чтобы построить точку С, достаточно найти расположение точки М – 

середины стороны ВС ( )C AH BM=  . ( ). , aM Окр A m n=  , где прямая n 

содержит среднюю линию треугольника АВН, проходит через точку N  

и параллельна АН. 

Построение. 

В результате построения получили два различных треугольника АВС1 

и АВС2 (рис. 1.20). 

 

Рисунок 1.19 

Рисунок 1.20 
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Доказательство. 

1. АВ = с (по построению), следовательно, АВ – заданная сторона. 

2. ВН = hb (по построению), 1BH AC⊥ , следовательно, ВН – заданная 

высота. 

3 2 2BM MC=  (по теореме Фалеса), 2 aAM m= , следовательно, АМ2 –  

заданная медиана. 

Исследование. 

Рассмотрим частные случаи: 

1. c = hb, получаем прямоугольный треугольник (рис. 1.21). 

 

Так как получили два равных треугольника, то решение одно. 

Очевидно, в этом случае, если  
2

b
a

h
m  , то решения не будет, так как 

либо не будет точек пересечения ( ). , aM Окр A m n=   или точка М совпадет 

с серединой отрезка АВ (если 
2

b
a

h
m  ). Случай вырожденного треугольника 

в школьном курсе геометрии не рассматривается. 

2. bc h  и 
2

b
a

h
m =  (рис. 1.22). 

 

Так как получили одну точку пересечения М, то получим одно решение. 

Рисунок 1.21 

Рисунок 1.22 
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3. bc h  и 
2

a

c
m =  (рис. 1.23). 

 

Так как точка М2 совпадает с серединой отрезка АВ, то решение одно. 

4. bc h , 
2

a

c
m   и 

2

b
a

h
m   (рис. 1.24). 

 

Так как в этом случае получили две точки пересечения и треугольники АВС1 

и АВС2 различны, то решений – два. 

Все рассмотренные случаи можно оформить в виде таблицы: 
 

Нет решений Одно решение Два решения 

1.
bh c   

или 

2.
2

b
a

h
m    

или 

3.
,

.
2

b

b
a

c h

h
m

=





 

1. 
,

.
2

b

b
a

c h

h
m

=





 

или 

2. 
,

.
2

b

b
a

c h

h
m





=

  

или 

3. 
,

.
2

b

a

c h

c
m





=

 

,

,
2

.
2

b

b
a

a

c h

h
m

c
m


 









 

Рисунок 1.23 

Рисунок 1.24 
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Задача 1.15. Две стороны параллелограмма лежат на сторонах данного 

треугольника, а одна из его вершин принадлежит третьей стороне. При  

каких условиях площадь параллелограмма будет наибольшей? 

Решение. Пусть ABC – данный треугольник с основанием AC = a и вы-

сотой BG = H (рис. 1.25), четырехугольник ADEF – вписанный в треуголь-

ник параллелограмм с высотой EK = h. 

 

Так как треугольник FEC подобен треугольнику ABC с некоторым ко-

эффициентом подобия x ( )0 1x  , то FC x AC=  , h x H=   и, значит, пло-

щадь параллелограмма (1 )ADEFS AF h x x a H=  = −    . 

Отсюда следует, что поскольку a и H фиксированы, то площадь парал-

лелограмма будет наибольшей, когда значение квадратного трехчлена 

( ) 2(1 )f x x x x x= −  = − +  на промежутке 0 1x   будет наибольшим. А это, 

очевидно, будет тогда, когда 
1

2
x = , то есть когда 

2

H
h = . 

Ответ: при условии, что 
2

H
h = , где h – высота параллелограмма, а H – 

высота треугольника, или, что, то же самое, при условии, когда одна из сто-

рон параллелограмма совпадает со средней линией треугольника. 

 

Задача 1.16. Доказать, что квадрат биссектрисы треугольника равен 

разности между произведением прилежащих сторон и произведением отрез-

ков, на которые биссектриса делит третью сторону. 

 

 

 

Рисунок 1.25 
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Решение. Пусть aAD l=  – биссектриса треугольника ABC, AC b= , 

AB c= , BD c= , DC b= (рис. 1.26). 

 

 

Опишем около треугольника ABC окружность и продолжим биссек-

трису AD до пересечения с окружностью в точке E. Вписанные углы  

AEC и ABC опираются на одну и ту же дугу AC и, таким образом, равны, 

равны по условию углы CAE и EAB, поэтому  CAE ~ DAB  и, значит, 

a

a

l c

b l DE
=

+
 или 

2

a al l DE bc+  = . Но поскольку по свойству хорд имеем 

al DE DC BD b c  =  =  , то предыдущее равенство можно переписать в виде 
2

al bc b c = −  , что и требовалось доказать. 

  

Рисунок 1.26 
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2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ И ФОРМУЛЫ  

ПЛАНИМЕТРИИ 
 

1. Доказать, что три медианы треугольника пересекаются в одной 

точке (центр треугольника, центр тяжести) и делятся в этой точке в отноше-

нии 2:1. 

2. Доказать, что три серединных перпендикуляра к сторонам тре-

угольника пересекаются в одной точке (Доказать, что около всякого тре-

угольника можно описать окружность и только одну). 

3. Доказать, что три прямые, содержащие высоты треугольника, пере-

секаются в одной точке. 

4. Доказать, что в любой треугольник можно вписать окружность  

и только одну. 

5. В прямоугольном треугольнике катеты равны a и b. Вычислить  

радиус вписанной окружности. Ответ: 
22 baba

ba

++


. 

6. Доказать, что для любого треугольника выполняется равенство: 

2
sin

a
R


= , где а – длина стороны треугольника, α – величина противолежа-

щего ей угла, R – радиус описанной окружности. 

7. Доказать, что биссектриса внутреннего угла треугольника делит 

сторону, к которой она проведена, на части, пропорциональные прилежа-

щим сторонам. 

8. Доказать, что отрезки, соединяющие точку пересечения медиан тре-

угольника с его вершинами, делят данный треугольник на три равновеликих 

треугольника. 

9. В прямоугольном треугольнике высота, опущенная на гипотенузу, 

делит ее на отрезки, разность которых равна одному из катетов треуголь-

ника. Найти углы треугольника (решить без тригонометрии).  

Ответ: 60, 30. 

10. В треугольник АВС вписана окружность, касающаяся прямой АВ  

в точке М. Пусть точка K диаметрально противоположна точке М на впи-

санной окружности. Доказать, что прямая СK пересекает прямую АВ в такой 

точке N, что АС + АN = BC + BN. 

11. Пусть АМ и ВК – высоты остроугольного треугольника АВС.  

Доказать, что равны углы САВ и СМК. 

12. Найти периметр треугольника, если известны радиусы описанной  

и вписанной окружностей (R и r) и один из углов равен 60.  

Ответ: )(3 rR + . 

13. В треугольнике АВС проведены биссектрисы АD угла ВАС и CF 

угла АСВ. Найти отношение площадей треугольников АВС и AFD, если 

АВ = 21, АС = 28, СВ = 20. Ответ:4:1. 
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14. Заданы два треугольника, в которых две стороны и угол не между 

ними одного равны соответственно двум сторонам и углу не между ними 

другого. Равны ли треугольники? 

15. В треугольнике АВС величины углов В и С равны по 40. Доказать, 

что, если отрезок BD – биссектриса угла В, то ВD + DА = ВС (решить без 

тригонометрии). 

16. Найти площадь треугольника, если угол между двумя его медиа-

нами, равными m и n, равен  . Ответ: sin
3

2
 nm . 

 

3. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ПЛАНИМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
 

1. В прямоугольном треугольнике АВС угол АСВ равен 90, заданы  

катет ВС = а и радиус вписанной окружности r. Найти катет АС.  

Ответ:  .
2

)(2

ra

rar

−

−
 

2. В прямоугольном треугольнике заданы радиусы описанной и впи-

санной окружностей – R и r. Найти периметр и площадь этого треугольника. 

Ответ:2r + 4R; r2 + 2R   r 

3. В треугольнике АВС известно, что угол А в два раза больше угла С, 

сторона ВС на 2 больше стороны АВ, АС = 5. Найти стороны АВ и ВС.  

Ответ:4; 6. 

4. В треугольнике АВС медиана AD и биссектриса BE перпендику-

лярны и пересекаются в точке F. Известно, что площадь треугольника DЕF 

равна 5. Найти площадь треугольника АВС. Ответ:60 кв.ед. 

5. Точка К лежит на стороне СD квадрата АВСD. Биссектриса угла 

ВАК пересекает сторону ВС в точке L. Доказать, что ВL + КD = AK  

(без тригонометрии). 

6. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника АВСDЕ отсекает от 

него треугольник единичной площади. Вычислить площадь заданного пяти-

угольника. Ответ: 
2

55 + . 

7. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведена 

биссектриса СD. Прямая, перпендикулярная CD и проходящая через D, пе-

ресекает прямую АС в точке Е. Найти ЕС, если АD = 1 (без тригонометрии). 

Ответ:2. 

8. В треугольник вписана окружность радиуса 4. Одна из сторон тре-

угольника разделена точкой касания на отрезки длиной 6 и 8. Найти радиус 

описанной окружности. Ответ:8,125. 

9. Основание треугольника равно 20, медианы боковых сторон равны 

18 и 24. Найти площадь треугольника. Ответ:288. 

10. В параллелограмме с периметром 84 высоты относятся как 3:4. 

Найти меньшую сторону. Ответ:18. 
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11. В трапеции длины оснований 9 и 12, длины диагоналей 10 и 17. 

Найти площадь трапеции. Ответ:84. 

12. Найти длину основания равнобедренного треугольника, в котором 

длина боковой стороны равна 24 , а медианы боковой стороны равны 5. 

Ответ: 34 . 

13. В треугольнике АВС проведена биссектриса СD. Проверить истин-

ность равенства: СD2 = ВС·АС – ВD·АD. 

 

4. СУЩНОСТЬ МЕТОДА ДОКАЗАТЕЛЬСТВА  

ОТ ПРОТИВНОГО И ЕГО ОСОБЕННОСТИ 
 

Доказать утверждения, используя метод от противного. 

1. Если заданная прямая пересекает одну из параллельных прямых, то 

она пересекает и вторую. 

2. Две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны между собой. 

3. Касательная к окружности перпендикулярна радиусу, проведен-

ному в точке касания. 

4. Точка пересечения двух касающихся окружностей принадлежит  

линии центров этих окружностей. 

5. Через данную точку можно провести единственную прямую,  

перпендикулярную заданной. 

6. Если сумма противоположных углов четырёхугольника равна 180, 

то около него можно описать окружность (признак вписанного четырёх-

угольника).  

7. В пространстве две прямые, параллельные заданной прямой, парал-

лельны между собой. 

8. В пространстве две прямые, параллельные заданной прямой, парал-

лельны между собой. 

9. Если сумма внутренних односторонних углов при двух данных  

прямых и секущей меньше 180, то эти прямые пересекаются. 

10. В треугольнике против большего угла лежит большая сторона. 

11. Если для точек A, B и C верно равенство AB = AC + BC, то эти три 

точки лежат на одной прямой. При этом точка C лежит между точками A и B. 

 

5. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ  

ЭЛЕМЕНТАМИ ТРЕУГОЛЬНИКА 
 

1. Доказать, что высоты остроугольного треугольника являются бис-

сектрисами углов треугольника, вершинами которого являются основания 

высот заданного треугольника. 

2. Доказать, что если в треугольнике один угол равен 120, то тре-

угольник, образованный основаниями его биссектрис, прямоугольный. 
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3. Доказать, что если в треугольнике АВС стороны АВ и ВС не равны, 

то его биссектриса BD лежит между медианой ВМ и высотой ВН. 

4. Доказать, что если точка О – точка пересечения высот остроуголь-

ного треугольника АВС, то АВС + АОС = 180, 

ВСА+ВОА = 180, САВ + СОВ = 180. 

5. ВD – медиана прямоугольного треугольника АВС (В = 90).  

K – точка касания стороны АD треугольника АВD с окружностью, вписан-

ной в него. Найти углы треугольника АВС, если точка K делит АD пополам. 

Ответ: А = 60, С = 30. 

6. Доказать, что медианы треугольника разбивают его на 6 равновели-

ких треугольников. 

7. Докажите, что угол между высотой и биссектрисой, проведенных 

из одной вершины треугольника, равен полуразности двух других его углов. 

8. На двух сторонах треугольника вне его построены квадраты. Дока-

жите, что отрезок, соединяющий концы сторон квадратов, выходящих из 

одной вершины треугольника, в два раза больше медианы треугольника,  

выходящей из той же вершины. 

9. Периметры треугольников АВМ, ВСМ и АСМ, где М – точка пере-

сечения медиан треугольника АВС, равны. Доказать, что треугольник  

АВС правильный. 

10. Докажите, что ha + hb + hc ≥ 9r, где ha , hb , hc  – высоты треугольника 

АВС, проведенные соответственно к сторонам  a, b, c , r – радиус вписанной 

окружности. 

11.  Пусть О – центр вписанной окружности в треугольник АВС, 

САВ =   . Найти СОВ. Ответ: 90
2
+


. 

12.  Доказать, что в прямоугольном треугольнике биссектриса прямого 

угла делит пополам угол между медианой и высотой, опущенными на  

гипотенузу. 

13.  Высота ВН и медиана ВD треугольника АВС образуют равные углы 

со сторонами АВ и ВС соответственно. Найти радиус описанной около тре-

угольника АВС окружности, если медиана равна m. Ответ: m. 

14.  Пусть ВD биссектриса треугольника АВС. Доказать, что  

АВ > АD и СВ > СD. 

 

6. РАВЕНСТВО, ПОДОБИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 
 

1. Точки А1 и В1 симметричны точкам А и В относительно некоторой 

прямой. Доказать равенство треугольников: 

1) АА1В  и  А1АВ1    2) АВВ1  и  А1В1В 

2. Доказать признак равенства треугольников по медиане и двум углам, 

на которые разбивает эта медиана угол треугольника. 
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3. В трапеции АВСD основания АD = 15 и ВС = 5, СDА = 60. Через 

вершину В и середину СD – точку О – проведена прямая до пересечения  

с продолжением АD в точке Е. АВЕ = 90, СВЕ = 30. Найти периметр 

трапеции. Ответ: 40. 

4. Найти площадь треугольника по двум сторонам 6 и 8 и медиане, рав-

ной 5, проведенной к третьей стороне. Ответ:24 кв.ед. 

5. Найти площадь треугольника, сторонами которого служат медианы 

заданного треугольника с площадью S. Ответ: S
4

3
. 

6. В квадрате АВСD заданы точки М, N, Р, K – середины сторон АВ, ВС, 

СD, АD. Какую часть площади квадрата составляет площадь четырёхуголь-

ника, образованного пересечением прямых АР, СМ, ВK, DN? Ответ:
5

1
. 

7. Верно ли утверждение: «Если две стороны и угол, лежащий против 

большей из них, одного треугольника соответственно равны двум сторонам 

и углу, лежащему против большей из них, другого треугольника, то такие 

треугольники равны»? 

8. Длины двух сторон треугольника равны a, длина третьей стороны 

равна b. Найти радиус его описанной окружности. Ответ.
22

2

ba

a

−

. 

9. В равнобедренном треугольнике с боковой стороной, равной b, про-

ведены биссектрисы углов при основании. Отрезок между точками пересе-

чения биссектрис с боковыми сторонами равен m. Найти основание тре-

угольника. Ответ: 
mb

nm

−


. 

10. Из вершин А и С остроугольного треугольника АВС проведены вы-

соты АМ и СN. Вычислить сторону АС, если периметр треугольника АВС 

равен 15, периметр треугольника ВМN равен 9, а радиус окружности, опи-

санной около треугольника ВМN, равен 1,8. Ответ:4,8. 

11. В параллелограмме АВСD точка K – середина стороны ВС. Отрезок 

АK пересекает диагональ ВD в точке О. Найти площадь параллелограмма 

АВСD, если площадь треугольника ВОK равна 2. Ответ:24 кв.ед. 

12. Катет ВС прямоугольного треугольника АВС с прямым углом ВСА 

разделён точками D и Е на три равных отрезка. Найти сумму углов АЕС, 

АDС и АВС, если ВС = 3АС. Ответ: 90. 

13. Через вершины В и С треугольника АВС проходит окружность, пе-

ресекающая стороны АВ и АС в точках K и М соответственно. Найти МK  

и АМ, если АВ = 2, ВС = 4, АС = 5, AK = 1. Ответ: 
5

2
,

5

4
. 

14. В трапеции АВСD заданы основания ВС = 20, АD = 30 и боковые 

стороны АВ = 6, СD = 8. Найти радиус окружности, проходящей через точки 

А и В и касающейся стороны СD. Ответ:15. 
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15. На стороне ВС равностороннего треугольника АВС как на диаметре 

внешним образом построена полуокружность, на которой взяты точки K  

и L, делящие полуокружность на три равные дуги. Доказать, что прямые АK 

и АL делят отрезок ВС на равные части. 

 

7. МЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ  

В ТРЕУГОЛЬНИКЕ 
 

1. В треугольнике АВС на сторонах АВ и АС взяты соответственно 

точки М и K, такие, что АМ : МВ = 3:1, АK : KС = 2:3. Отрезки ВK и СМ пе-

ресекаются в точке О. Найти площадь треугольника ОСK, если площадь тре-

угольника АВС равна 70. Ответ: 27 кв.ед. 

2. На сторонах АВ и АD прямоугольника АВСD взяты соответственно 

точки М и K, такие, что АK = KВ, АМ : МD = 2:1. Отрезки DK и ВМ пересе-

каются в точке Е. Найти площадь треугольника KВЕ, если площадь прямо-

угольника равна 240. Ответ: 30 кв.ед. 

3. Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной 

точке. 

4. Докажите, если в треугольник вписана окружность, то отрезки, со-

единяющие вершины треугольника с точками касания противоположных 

сторон, пересекаются в одной точке. 

5. Точки В´ и С´ лежат на сторонах соответственно АС и АВ ∆АВС, при-

чем АВ´ : В´С = АС´ : С´В. Прямые ВВ´ и СС´ пересекаются в точке О. 

а) Доказать, что прямая АО делит пополам сторону ВС. 

б) Найти отношение площади четырехугольника АВ´ОС´ к площади 

∆АВС, если АВ´ : В´С = АС´ : С´ = 1:2. Ответ:1:6. 

6. В треугольнике АВС на сторонах АВ и ВС взяты соответственно 

точки K и М, такие, что AK : KB = 2:3, BM : MC = 1:2. Отрезки АМ и СK 

пересекаются в точке О, прямая ВО пересекает сторону АС в точке N. 

Найдите площадь треугольника АBC, если площадь треугольника CNO 

равна 22 кв.ед. Ответ: 88 кв.ед. 

7. Точка L лежит на стороне АВ ромба ABCD так, что AL = 18 и BL = 19. 

Через точку L проведена прямая, перпендикулярная отрезку АВ, которая де-

лит диагональ АС в отношении 1:3, считая от вершины А. Найти площадь 

ромба ABCD. Ответ: 444 кв.ед. 

8. Прямая, проходящая через вершину K треугольника KMN, делит его 

медиану MA в отношении 8:3, считая от вершины M, и пересекает сторону 

MN в точке B. Найти площадь треугольника KMN, если площадь треуголь-

ника KMB равна 16. Ответ: 28 кв.ед. 

9. Точки M и N лежат на сторонах АВ и АD параллелограмма АВСD так, 

что АN : NВ = АМ : МD = 1:2. Площадь треугольника СМN равна 45.  Найти 

площадь параллелограмма АВСD. Ответ: 162 кв.ед. 



28 

10. В прямоугольнике ABCD точка N – середина стороны АD. Отрезок 

ВN пересекает диагональ АС в точке О. Найти площадь четырёхугольника 

ОNDС, если площадь прямоугольника ABCD равна 468. Ответ: 195 кв.ед. 

11. В трапеции АВСD с основаниями АD > ВС точка пересечения  

её диагоналей делит диагональ АС на отрезки длиной 5 и 2. Найдите пло-

щадь трапеции АВСD, если площадь треугольника АВС равна 14.  

Ответ: 49 кв.ед. 

12. Заданы стороны треугольника. АВ = 7, ВС = 5, АС = 8. В треуголь-

нике проведены высоты АN и СМ. Найти МN. Ответ: 
7

8
. 

13. В параллелограмме с острым углом 45° точка пересечения диагона-

лей удалена от прямых, содержащих неравные стороны, на расстояния 
2

2
 

и 5. Найти площадь параллелограмма. Ответ: 20 кв.ед. 

14. Две медианы треугольника равны 3 и 6, а одна из его сторон 8. 

Найти две другие стороны треугольника. Ответ: .22;72  

 

8. МЕТРИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ В ОКРУЖНОСТИ 
 

1. В треугольнике АВС АВ = 5, ВС = 7, АС = 6. Точка М – середина сто-

роны АС. Найти длину хорды окружности, описанной около треугольника 

АВС, проходящей через точки В и М. Ответ: 
14

737
. 

2. И одной точки С проведены две касательные к окружности. А и В – 

точки касания, АС = 12, АВ = 14,4. Определить радиус окружности. Ответ: 9. 

3. Из точки А, не лежащей на окружности, проведены касательная АВ 

и секущая АD. Расстояние от точки А до точки касания В равно 16, а от точки 

А до дальней точки пересечения секущей с окружностью равно 32. Найти 

радиус окружности, если секущая удалена от ее центра на 5. Ответ: 13. 

4. Окружность проходит через вершины А и С прямоугольного тре-

угольника АВС (С =90, АС = 34 , ВС = 12) и пересекает гипотенузу АВ  

в точке K так, что АK : KВ =3:1. Найти радиус окружности. Ответ: 72 . 

5. Дана окружность R = 


3
. Из точки М, лежащей на окружности, прове-

дены касательная и секущая к окружности. Угол между касательной и секущей 

равен 60. Найти длину меньшей дуги, отсекаемой секущей. Ответ: 2. 

6. Окружность с центром в точке В проходит через вершину А тре-

угольника АВС и пересекает стороны ВС и АС в точках М и N соответ-

ственно. Найти АМN, если ВАС = 40.  Ответ:50. 

7. На окружности даны точки А, В, С, D в указанном порядке. Точки 

А1, В1, С1, D1 – середины дуг АВ, ВС, СD, DА соответственно. Доказать, что 

отрезки А1С1 и В1D1 взаимно перпендикулярны. 
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8.  Треугольник АВС вписан в окружность. Прямая LK – касательная 

к окружности в очке А. Хорда MN, параллельная LK, пересекает стороны АВ 

и АС в точках Р и Т соответственно. Найти угол РТС, если   В=40.  

Ответ:140. 

9. На радиусе заданной окружности как на диаметре построили 

окружность. Из их общей точки проведена хорда большей окружности.  

В каком отношении она делится меньшей окружностью? Ответ: 1:1. 

10. В окружность вписан равнобедренный треугольник АВС с основа-

нием АС = b и углом при основании  . Вторая окружность касается первой 

и основания треугольника в его середине D и расположена вне треуголь-

ника. Найти радиус второй окружности. Ответ: ctg
b


4
. 

11. Две окружности касаются внешним образом в точке K. АВ – внеш-

няя касательная, KМ – внутренняя, где М – точка пересечения этих касатель-

ных. Найти KМ и АВ, если радиусы окружностей равны R и r.  

Ответ: ; 2 .R r R r    

12. Две окружности пересекаются в точках А и В. Точка С лежит на 

прямой АВ, но не отрезке АВ. Доказать, что длины всех отрезков касатель-

ных от точки С до окружностей равны. 

13. Две окружности пересекаются в точках А и В. Точки А и В лежат по 

разные стороны от прямой m, которая пересекает окружности в точках С, D, 

Е и М. Найти сумму углов DВЕ и САМ. Ответ: 180. 
14. Доказать, что для любой хорды АВ окружности радиуса R отноше-

ние АВ2 : АD, где АD – расстояние от точки А до касательной к окружности 

в точке В, есть величина постоянная. 

15. К двум окружностям проведены внешняя касательная АВ и две 

внутренние касательные, пересекающие отрезок АВ в точках С и D.  

Доказать, что АС = DВ. 

16. Две окружности радиусов R и r (R > r) внешне касаются в точке А. 

Через точку В на большей окружности проведена прямая, касающаяся мень-

шей окружности в точке С. Найти ВС, если АВ = a. Ответ: .
R

Rr
a

+
 

 

9. МНОГОУГОЛЬНИКИ 
 

1. Биссектрисы углов В и С параллелограмма АВСD пересекаются  

в точке О на стороне АD. Найти площадь параллелограмма, если ВС = 4, 

А = 60. Ответ: 4 3 кв.ед. 

2. Площадь четырёхугольника, вершинами которого служат середины 

сторон выпуклого четырёхугольника АВСD, равна S. Найти площадь четы-

рёхугольника АВСD. Ответ: 2S кв.ед. 
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3. Полосу с размерами 2 10  разрезать так, чтобы из полученных  

частей можно было составить квадрат. 

4. В параллелограмме площадью 24  см2 отношение сторон равно  

отношению диагоналей. Меньшая из диагоналей перпендикулярна одной из 

сторон параллелограмма. Найти его стороны. Ответ:2, 2 3 . 

5. В параллелограмме со сторонами а и b и острым углом 𝛼 проведены 

биссектрисы четырёх углов. Найти площадь четырёхугольника, ограничен-

ного биссектрисами. Ответ: ( )
21

2
a b−  кв.ед. 

6. Найти площадь квадрата, вписанного в прямоугольный треугольник 

с катетами а и b (сторона квадрата лежит на гипотенузе, а две вершины –  

на катетах треугольника). Ответ: 
2 2 2 2

2 2 2

( )

( )

a b a b

a b ab

 +

+ +
 кв.ед. 

7. На сторонах АВ и АD ромба АВСD отмечены точки М и N соответ-

ственно таким образом, что отрезки МС и NС делят ромб на три равновели-

кие фигуры. Найти МN, если ВD = d. Ответ:
3

d
. 

8. Доказать, что если для трапеции существуют вписанная и описан-

ная окружности, то высота трапеции есть среднее геометрическое между  

ее основаниями. 

9. Трапеция АВСD с основаниями ВС = 2 и AD = 10 такова, что в нее 

можно вписать окружность и вокруг нее можно описать окружность. Опре-

делить, где находится центр описанной вокруг трапеции окружности (рас-

положен ли он внутри или вне, или же на одной из сторон трапеции). Найти 

также отношение радиуса описанной окружности к радиусу вписанной 

окружности. Ответ: 
3 14

5
. 

10. В трапеции АВСD  ВАD = 90, ОС = 6, ОD = 8, где О – центр впи-

санной окружности. Найти площадь трапеции. Ответ: 94,08 кв.ед. 

11. Площадь равнобокой трапеции, диагонали которой взаимно пер-

пендикулярны, равна 100 см
2

. Найти высоту трапеции. Ответ: 10. 

12. Высота трапеции, диагонали которой взаимно перпендикулярны, 

равна 4 см, одна из её диагоналей равна 5 см. Найти площадь трапеции.  

Ответ: 
2

16
3

кв.ед. 

13. Около окружности описана прямоугольная трапеция. Через вер-

шину ее острого угла провести прямую так, чтобы она делила трапецию на 

две равновеликие части. 
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14. Биссектрисы углов трапеции делят каждое из ее оснований на три 

равные части. Найти площадь трапеции, если ее высота равна 1.  

Ответ: 
9 7

7
кв.ед. 

15. Какое наибольшее число острых углов может быть в выпуклом мно-

гоугольнике? Ответ:3. 

16. Найти сторону и площадь правильного многоугольника через  

радиус R описанной окружности. Найти а3, а4, а6. Ответ: 3R , 3R , R, 

2 360
sin

2

n
R

n


  . 

17. Найти сторону и площадь правильного многоугольника через  

радиус r вписанной окружности. Найти а3, а4, а6. Ответ: 2 3r , 2r , 
2 3

3

r
, 

2 180
r n tg

n


  . 

18. Продолжите предложения: 

a. В параллелограмм можно вписать окружность тогда и только тогда, 

когда он …. 

b. Около параллелограмма можно вписать окружность тогда и только 

тогда, когда он …. 

c. Около ромба можно описать окружность тогда и только тогда,  

когда он …. 

d. В прямоугольник можно вписать окружность тогда и только тогда, 

когда он …. 

19. Около окружности описан шестиугольник, пять последовательных 

сторон которого равны a, b, c, d, f. Чему равна шестая сторона?  

Ответ: a+c+f – b – d. 

20. В прямоугольной трапеции большее основание равно 3а, наклонная 

боковая сторона равна 2а. Можно ли в эту трапецию вписать окружность? 

21. Четырехугольник АВСD вписан в окружность с радиусом 3. Сто-

рона АD является диаметром окружности, сторона СD = 4. Найти АВ и ВС, 

если они равны. Ответ: 6 . 

22. Доказать, что во вписанном четырёхугольнике сумма произведений 

противоположных сторон равна произведению диагоналей (теорема  

Птолемея). 

23. Около окружности описан четырёхугольник АВСD, в котором  

А = 90, С = 60, АВ = 2, АD = 3. Найти периметр четырёхугольника. 

Ответ:3. 

24.  Около окружности описана равнобедренная трапеция с острым  

углом 60. Найти отношение длин оснований. Ответ: 3:1. 
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10. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ НА ПОСТРОЕНИЕ НА ПЛОСКОСТИ 
 

1. Построить треугольник по стороне b, высоте hb и медиане mb, про-

ведённым к этой стороне. 

2. Построить треугольник по высотам hа, hb к двум сторонам и меди-

ане mс, проведённой к третьей стороне. 

3. Построить треугольник по высотам hа, hb к двум сторонам и меди-

ане mа, проведённой к одной из этих сторон. 

4. Построить треугольник по стороне а, медиане mа, проведенной  

к этой стороне, и радиусу R окружности, описанной около него. 

5. Построить ромб по стороне а и радиусу r вписанной в него  

окружности. 

6. Через точку М, находящуюся внутри заданного угла АВС построить 

отрезок с концами на сторонах угла так, чтобы точка М была его серединой. 

7. С помощью линейки с единичными делениями провести биссек-

трису заданного угла. 

8. Построить 

а) 4 ;abcdx =  

б) 21+=x  (считать единичный отрезок заданным);  

в) .
de

abc
x =  

9. Построить треугольник по двум сторонам, если известно, что угол, 

лежащий против одной из этих сторон, в 3 раза больше угла, лежащего про-

тив другой стороны. 

10. Построить общую касательную к двум заданным непересекаю-

щимся окружностям. 

11. Построить трапецию по основаниям и боковым сторонам. 

12. Построить отрезок АВ, концы которого были бы симметричны  

относительно прямой s и лежали бы на заданных прямой а и окружности ω. 

13. Заданы три попарно пересекающиеся прямые а, b, c. Построить  

отрезок, перпендикулярный прямой b, с серединой на b и концами на а и с. 

14. Построить треугольник по двум углам и биссектрисе третьего угла. 

15. Построить треугольник АВС, если заданы углы А и С и отрезок, рав-

ный сумме стороны АС и высоты ВН. 

16. Построить треугольник по трём заданным высотам. 

17. Прямые m и n параллельны. С помощью одной линейки разделить 

пополам отрезок АВ, принадлежащий прямой m. 

18. С помощью одной линейки через заданную точку С провести пря-

мую, параллельную прямой m, если на ней задан отрезок АВ и его середина 

точка K. 

19. С помощью одной линейки построить одну треть стороны ВС тре-

угольника АВС, если построена средняя линия, параллельная ВС. 
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20. Дан параллелограмм. С помощью одной линейки через точку пере-

сечения диагоналей провести прямую, параллельную одной из его сторон. 

21. С помощью двусторонней линейки построить биссектрису задан-

ного угла АОВ. 

22. Постройте равнобедренный треугольник ABC (AC = AB) с углом 

BAC  = α, три вершины которого лежат на трех данных параллельных пря-

мых (с помощью циркуля и линейки). 

23. Постройте равносторонний треугольник ABC с вершинами на трех 

данных параллельных прямых (с помощью циркуля и линейки). 

 

11. НЕСТАНДАРТНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ  

ПЛАНИМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ. ЗАДАЧИ НА ГМТ.  

ЗАДАЧИ НА ОТЫСКАНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР  

С ЭКСТРЕМАЛЬНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 
 

1. Найти геометрическое место вершин треугольников с общим осно-

ванием АВ и общей площадью, равной S. 

2. Даны две точки А и В и угол , величина которого меньше 90.  

Построить геометрическое место всех вершин углов, равных , обе стороны 

которых проходят через точки А и В. 

3. Найти геометрическое место середин хорд данной окружности, 

проходящих через заданную точку. 

4. Даны две точки А и В. Две окружности касаются прямой АВ в точ-

ках А и В и касаются друг друга в точке М. Найти геометрическое место 

таких точек М. 

5. На плоскости даны две пересекающиеся прямые l и m. Найти гео-

метрическое место таких точек М плоскости, для которых расстояние между 

основаниями перпендикуляров, проведенных из точки М на прямые l и m, 

равно заданной величине а. 

6. Найти геометрическое место центров прямоугольников (точка  

пересечения диагоналей), вписанных в прямоугольный треугольник и име-

ющих с ним общий угол. 

7. На плоскости отмечены две точки А и В. Найти геометрическое  

место точек С плоскости таких, что медиана к стороне ВС треугольника АВС 

перпендикулярна стороне АС. 

8. Найти геометрическое место середин всевозможных отрезков, 

концы которых расположены на сторонах АВ и АС треугольника АВС. 

9. Найти геометрическое место середин всевозможных отрезков, 

концы которых расположены на сторонах АВ и СD выпуклого четырех-

угольника АВСD. 

10. На стороне АС треугольника АВС взята точка K, а на медиане ВD – 

точка Р так, что площадь треугольника АРK равна площади треугольника 

ВРС. Найти геометрическое место точек пересечения прямых АР и ВK. 
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11.  Периметр треугольника равен 20. В треугольник вписана окруж-

ность. Найти наибольшее значение отрезка касательной, отсекаемой боко-

выми сторонами, которая проведена параллельно основанию треугольника. 

Ответ: 2,5. 

12.  В треугольнике известно основание а = 6 и высота h = 4, проведен-

ная к этому основанию. Найти наибольшую площадь прямоугольника, ко-

торый можно вписать в этот треугольник так, что две его вершины принад-

лежат основанию, а две другие боковым сторонам. Ответ: 6 кв.ед. 

13. Из всех прямоугольников, вписанных в полукруг радиуса R, найти 

прямоугольник наибольшей площади. Ответ: длины сторон параллело-

грамма 
2

2,
2

R
R . 

14. Дан прямоугольный треугольник АВС, у которого АС = 3, ВС = 4. 

На гипотенузе взята точка М, из которой опущены перпендикуляры на ка-

теты – отрезки MN  и  MK (NAC, KBC). При какой длине отрезка АМ 

отрезок NK будет наименьшим? Ответ: 1,8. 

15. Сторона треугольника равна 8, а угол при противолежащей вер-

шине равен 60. Найти величину наибольшей биссектрисы, проведенной  

к этой стороне. Ответ: 4 3 . 
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