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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

 

Эконометрика – наука, изучающая количественные закономерности 

и взаимозависимости в экономике методами математической статистики. 

Можно считать, что эконометрика – «экономика» + «метрика». Это наука 

об измерении и анализе экономических явлений, о количественных  выра-

жениях тех связей и соотношений, которые раскрыты и обоснованы эко-

номической теорией. Это сплав четырех компонент: экономической теории, 

статистических и математических методов, компьютерных вычислений.  

Основная задача курса «Эконометрика» – обучение будущих мене-

джер-экономистов информационных систем методам исследования эконо-

мических процессов, основанных на использовании реальных статистиче-

ских данных и на положениях экономической теории. При изучении взаи-

мосвязей между экономическими показателями применяются положения 

экономической теории, затем на основе выборочных (статистических) дан-

ных строятся модели, проводится оценка их составляющих. Итоговые ре-

зультаты используются для прогнозирования, принятия решений и уточне-

ния первоначальных положений. Основной особенностью эконометриче-

ских моделей является наличие в них случайных составляющих, обуслов-

ленное неучтенными факторами, ошибками измерений и др. При этом осо-

бую важность приобретает использование основ теории вероятностей и 

статистики.  

В учебном издании излагается  краткий курс лекций по эконометрике, 

в котором рассмотрены темы: «Корреляционно-регрессионный анализ», 

«Эконометрический анализ на основе временных рядов», «Системы одно-

временных уравнений», «Линейные оптимизационные экономико-

математические модели». 

Адресовано студентам Витебского государственного университета 

имени П.М. Машерова, обучающимся по специальности 1-26 03 01 Управ-

ление информационными ресурсами. 

Данное учебное издание может использоваться для подготовки к заня-

тиям по дисциплине: «Эконометрика». 
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1. КОРРЕЛЯЦИОННО-РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ 
 

 

Модель парной линейной регрессии 

Между двумя случайными величинами (СВ) X и Y существует два ви-

да зависимости: функциональная и стохастическая (статистическая). 

Функциональная зависимость встречается, в основном, в области точных 

наук и здесь не рассматривается. В случае стохастической зависимости 

каждому значению одной СВ, например, значению x СВ X соответствует 

СВ Yx, называемая условным распределением СВ Y при условии X=x. СВ X 

будем считать независимой (объясняющей) переменной или фактором, а 

СВ Y – зависимой (объясняемой) переменной или признаком (откликом). 

В модели парной линейной регрессии зависимость между СВ X и Y  

в генеральной совокупности (ГС )представляется в виде 
,10  ++= XY      (1.1) 

где X – неслучайная величина (объясняющая переменная), Y и   – случай-

ные величины Y – зависимая (объясняемая) переменная. Наличие в урав-

нении случайной составляющей (случайного члена)   связано с воздей-

ствием на зависимую переменную неучтенных в уравнении факторов. По-

стоянные −),( 10   параметры уравнения. По выборочным данным оцени-

вается выборочное уравнение регрессии 

xbbyx 10 += .     (1.2) 

Здесь −),( 10 bb оценки параметров ),( 10  . Метод нахождения оценок – 

метод наименьших квадратов (МНК).  

Для того чтобы регрессионный анализ, основанный на МНК давал 

наилучшие из всех возможных результаты, должны выполняться условия 

Гаусса – Маркова. 

1. Объясняющая переменная X есть величина не случайная. 

2. Математическое ожидание случайного члена в любом наблюдении 

должно быть равно нулю, т.е. ( )niM i ,10)( == , где i  – номер наблюдения. 

3. Дисперсия случайного члена должна быть постоянной для всех 

наблюдений, т. е. ( )niMD ii ,1const)()( 22 ====  . 

Условие независимости дисперсии случайного члена от номера наблю-

дения называется гомоскедастичностью. Зависимость дисперсии случайно-

го члена от номера наблюдения называется гетероскедастичность. 

4. Случайные члены не коррелированны между собой:  

( )jiM ji = 0)(  . 

5. Случайный член распределен нормально, т. е. ),0( 2 Ni = . 

При выполнении условий Гаусса – Маркова модель называется клас-

сической нормальной регрессионной моделью. 
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Рассмотрим теперь основы МНК. По выборочным данным 

niyx ii ,1),,( =  для каждой пары наблюдений определяем остатки ie  как 

разности между истинными и расчетными значениями )( 10 iii xbbye +−= . 

Суть МНК состоит в минимизации суммы квадратов остатков: 

( ) ( ) ( ) min,
1

2
10

1

2
10 →−+== 

==

n

i
ii

n

i
i yxbbebb . 

Необходимые условия экстремума приводят к системе линейных 

уравнений для нахождения 10 , bb : 









=−+

=−+












=




=








0

0

0

0

2
10

10

1

0

i
ii

i
i

i
i

i
i

i
i

yxxbxb

yxbnb

b

b





 

Разделяя каждое из уравнений на n, приходим к системе 





=+

=+

yxxbxb

yxbb
2

10

10  где 










==

==





i
ii

i
i

i
i

i
i

yx
n

xyx
n

x

y
n

yx
n

x

1
,

1

,
1

,
1

22
  (1.3) 

Можно предложить несколько способов решения системы (1.3).  

1) Из 2-го уравнения вычтем 1-е, умноженное на x : 

( )
xbyb

xx

yxxy
b

x

xy
10222

1 , −==
−

−
=




.   (1.4) 

2) Матричный способ. Для этого вводим три матрицы:  

















=
2

1

x

x

x

,   







=

1

0

b

b
B ,   

















=

yx

y

A . 

Матрицу   называют информационной матрицей, B  – матрица-

столбец из неизвестных коэффициентов регрессии; A  – матрица столбец 

свободных членов. Отметим, что определитель матрицы Φ, равный 

( ) 222det xxx =−=  всегда отличен от нуля (он равен нуль лишь при 

условии, что ),1( niconstCxi === ). Тогда существует обратная матрица 
1− , причем 

AB

x

x

x

x

=

















 −

−

= −− 1

2

2

1 ,

1

1


.  (1.5) 

3) Построение регрессии на ЭВМ, например, в среде Excel: «Сервис», 

«Анализ данных», «Регрессия».  
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Замечание. Предположим теперь, что в модели парной линейной ре-

грессии зависимость между СВ X и Y в ГС представляется в виде 

,)(10  ++= XfY      (1.6) 

где, как и в (1.1), X – неслучайная величина (объясняющая переменная), 

)(Xf  – известная скалярная функция, Y – зависимая (объясняемая) пере-

менная (Y и   – случайные величины). Путем замены )(XfU =  зависи-

мость (1.6) сводится к линейной. 

Замечание. Рассмотрим смысл коэффициентов регрессии (1.2). Пред-

положим, что Y  – объем выпускаемой продукции (ден. ед.), X  – фактор, 

влияющий на производство (ден. ед.). Тогда увеличение значения фактора 

на 1 единицу приводит к увеличению объема выпускаемой продукции на 

1b  ( )01 b  ден. ед. 

 

Исследование парных регрессионных зависимостей 

а) При исследовании линейных регрессионных зависимостей суще-

ственную роль играет сумма квадратов остатков 

( ) ( )
=

−+=
n

i
ii yxbbbb

1

2
1010 , .   (1.7) 

Представим выражения (1.4) через выборочный коэффициент корре-

ляции rrxy = : 

( )
)(,, 10222

1 xxryyxbybr
xx

yxxy
b

x

y
x

x

y

x

y

yx

xy

x

xy
−+=−====

−

−
=




















. 

Тогда 

( ) ( ) =









−−−=−+= 

==

n

i
ii

x

y
n

i
ii yyxxryxbbbb

1

2

1

2
1010 )()(,




  

=−+−−−−= 
===

n

i
i

x

y
n

i
ii

x

y
n

i
i xxryyxxryy

1

2

2

2
2

11

2 )())((2)(







 

),()(2)( 10
22

1

22

2

2
2

1

2 bbnryynrnryy y

n

i
ix

x

y
xy

x

y
n

i
i 









=−−=+−−= 

==

. 

Так как 2

1

2)( y

n

i
i nyy =−

=

, то из последнего равенства 

22
10 )1(),( yrnbb  −= .    (1.8) 

Учитывая, что 0),( 10 bb , из (1.8) получаем, что 

1101 2 −− rr . Соотношение (1.8) можно записать также в виде 
2222

10
222 )1(),( yyyy nrnrbbnrn  −+=+= .  (1.9) 
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Таким образом, дисперсия признака Y  представлена в виде суммы 

двух слагаемых. Первое слагаемое 22
yrn   в (1.9) будет характеризовать 

разброс значений признака Y  за счет изменения не случайного фактора X . 

Разделив его на число степеней свободы, равное 1, получим регрессион-

ную дисперсию 

22
22

2
regr

1
y

y
rn

rn
S 


== .     (1.10) 

Величина ),( 10 bb  характеризует разброс значений признака Y  за счет 

случайных (неучтенных) факторов. Число степеней свободы ),( 10 bb  равно 

)2( −n , так как для ее нахождения использовались два параметра 10 ,bb , 

вычисленные по выборке. Разделив ),( 10 bb  на число степеней свободы, 

получим, так называемую, остаточную дисперсию 

2

)1(

2

),(
22

102
ost

−

−
=

−
=

n

rn

n

bb
S

y
.    (1.11) 

Если дисперсия (1.10) превышает дисперсию (1.11), то регрессионную 

зависимость (1.2) можно считать адекватной исходным данным. Сравнение 

дисперсий проводим по критерию Фишера: если 

−−−
−

= 1;2,12

2

2
ost

2
regr

)2(
1

nFn
r

r

S

S
, где −− 1;2,1 nF  квантиль распределения Фи-

шера, соответствующий уровню значимости  , то с вероятностью 
2
ost

2
regr1 SS −  и регрессию (1.2) можно считать адекватной исходным 

данным.  

Величину 22
xyrrB ==  называют коэффициентом детерминации. Он 

определяет долю дисперсии признака Y , объясненную с помощью уравне-

ния регрессии. Чем ближе B  к 1, тем качественнее регрессионная модель, 

то есть регрессионная модель хорошо аппроксимирует исходные данные. 

б) Рассмотрим теперь свойства коэффициентов регрессии 10 , bb . Так 

как они определяются по выборочным данным, то являются случайными 

величинами. Тот факт, что 10 , bb  являются несмещенными оценками коэф-

фициентов 10 ,   модели (1.1).  

Здесь мы покажем, что при выполнении предпосылок РА точечной 

оценкой дисперсии коэффициента )1,0( =jb j  является величина 

( ) ( ) ( )
n

S
n

SbD jjbjjbj jj

11
,

12
ost,

12
ost

2 === −−  ,     (1.12) 

где ( ) jj,
1−  – диагональные элементы матрицы, обратной к информационной.  
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Для доказательства отметим, что, по 3-му из условий Гаусса–Маркова 

n
yDDyD

2
2 )()()(


 === . Из (1.4), по свойствам дисперсии  

=







−=













−








=













 −
= 

== n
xx

n
yDxyx

n
D

yxxy
DbD

n

i
i

x

n

i
ii

xx

2
2

1

2

4

2

1
421

11
)(

11
)(




 

( ) ( )
n

S

nnnn
xx

x

x

xx

2
ost

1,1
1

2

1,1
1

2

2

2
2

4

2
22

4

111
====





 −= −− 











, 

так как оценкой 2  является остаточная дисперсия 2
ostS . Аналогично 

( ) ( )
n

S

n

x

n

x

n

x

n
xbyDbD

xx

x

x

2
ost

0,0
1

2

2

22

2

222

2

22

10 )( ==
+

=+=−= −












. 

Для проверки значимости коэффициентов )1,0( =jb j  введем гипотезу 

Н0: коэффициент )1,0(0 == jb j  при альтернативной гипотезе Н1: 

)1,0(0 = jb j . Гипотеза Н0 проверяется по t-критерию Стьюдента. Эмпи-

рическое значение t-критерия для коэффициента )1,0( =jb j  находится по 

формуле  

jb

jb
T


=emp .     (1.13) 

Теоретическим значением t–критерия является двусторонний кван-

тиль распределения Стьюдента )2(
1,2 −−nt . Если 

)2(
1,2emp −− ntT , то гипотеза Н0 

отклоняется, т. е. коэффициент jb  значим ( 0jb ). В противном случае ко-

эффициент jb  следует выбросить из уравнения регрессии, а сама регрессия 

принимает вид yyx = . 

Обозначим через )1,0( =jj  коэффициенты истинного уравнения ре-

грессии (которых мы не знаем). Доверительные интервалы для них: с веро-

ятностью 1– 

( ) .1,0,;
)2(

1,2
)2(

1,2 =+− −−−− jtbtb nbjnbjj jj     (1.14) 

Пример. Статистические данные (таблица 1.1) описывают зависи-

мость объема спроса на товар от его цены. Построить уравнение парной 

линейной регрессии и провести  его исследование: а) «вручную; б) с по-

мощью программы Excel.  
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Таблица 1.1 
 

 

Решение. а) Для нахождения коэффициентов системы (1.3) составля-

ем расчетную таблицу 

 

Из этой таблицы:  

3,15692;725,3519;8,374;85,53
10

5,538 2 ===== xyxyx . 

Тогда  
22 2 23519,725 53,85 619,9025;x x x = − = − =  

15692,3 53,85 374,8 4490,68;xy xy x y = −  = −  = −  

1 0 12
7,24417; 764,89863

xy

x

b b y b x



= = − = − = . 

Таким образом, искомое выборочное уравнение регрессии имеет вид 

xyx −= 24417,789863,764 . 

Для исследования полученного уравнения найдем выборочный коэф-

фициент корреляции и F-статистику. Имеем  

,56,336698,3746,174144;68,4490;9025,619 22222 =−=−=−== yyyxyx 

,98295,0;49267,18356,33669;89784,249025,619 −======
yx

xy
yx r






.62963,228)210(
)98295,0(1

)98295,0(
)2(

1 2

2

2

2

emp =−
−−

−
=−

−
= n

r

r
F  
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По таблице квантилей распределения Фишера находим теоретическое 

значение F-критерия: .32,505,01;8,1 =−F  Так как 05,01;8,1emp − FF , то полу-

ченное уравнение регрессии адекватно исходным данным. 

Из формул (1.5), (1.11), (1.12) стандартные отклонения коэффициен-

тов регрессии 

42345,28
8

725,3519)98295,01(

89784,24

49267,183

2

)1( 222

0
=

−
=

−

−
=

n

xr

x

y
b




 , 

479095,0
8

98295,01

89784,24

49267,183

2

)1( 22

1
=

−
=

−

−
=

n

r

x

y
b




 . 

Тогда эмпирические значения t-критерия для коэффициентов 

)1,0( =jb j   

1205,15
479095,0

24417,7
)(,9108,26

42345,28

8986,764
)( 10emp =

−
==== bTbT

b
T

jb

j


. 

Теоретическим значением t–критерия является двусторонний кван-

тиль распределения Стьюдента 306,2
)2(
95,0,8 =t . Так как 

)2(
95,0,81

)2(
95,0,80 )(,)( tbTtbT  , то оба коэффициента регрессии значимы. 

По формуле (1.14) определяем 95%–е доверительные интервалы для 

истинных коэффициентов регрессии 10 ,  : 

)44323,830;35403,699(

)306,242345,2889863,764;306,242345,2889863,764(0

=

=+−
 

)13937,6;34897,8(

)306,2479095,024417,7;306,2479095,024417,7(1

−−=

=+−−−
. 

 

б) Для построения линейной регрессии в среде Excel на лист вычисле-

ний вводятся столбик значений независимой переменной X (используя, 

например, ячейки А1–А10) и столбик значений зависимой переменной Y 

(ячейки В1–В10). Для построения линейной регрессии воспользуемся 

встроенной процедурой «Регрессия»:  «Сервис» – «Анализ данных» – «Ре-

грессия» – «ОК». Заполняем открывшееся окно «Регрессия». Входной ин-

тервал Y:  помечаем столбец В1–В10. Входной интервал Х:  помечаем 

столбец А1–А10. Уровень значимости:  ставим флажок.  Выходной интер-

вал:  любая свободная ячейка (например, А11). Далее «ОК». Результаты: 
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Приведем в соответствие основные результаты полученной таблицы  

с введенными выше понятиями и обозначениями.  

1. Множественный R  – множественный коэффициент корреляции 
2rR = . 

2. −R квадрат – коэффициент детерминации 2r . 

3. Стандартная ошибка – )2(),( 10 −nbb . 

4. df  – число степеней свободы: для строки Регрессия – число факто-

ров (k=1); для строки Остаток – 1−− kn ; для строки Итого – 1−n . 

5. −SS сумма квадратов отклонений: регрессионных значений от 

среднего для строки Регрессия; регрессионных значений от выборочных 

для строки Остаток; выборочных значений от среднего для строки Итого. 

6. −MS  дисперсии dfSSMS = . 

7. (Регрессия) (Остаток)F MS MS=  – расчетное значение F-критерия. 

8. Значимость F: если Значимость F меньше принятого уровня зна-

чимости (например, 0,05), то регрессионная модель адекватна исходным 

данным. 

Названия остальных результатов совпадают с общепринятыми. Отме-

тим лишь, что если Р – значение коэффициента регрессии меньше приня-

того уровня значимости, то этот коэффициент значим (отличен от нуля). 

Как видно, результаты, полученные «вручную» полностью совпадают 

с результатами, полученными с помощью программы «Регрессия».  
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Модель множественной регрессии 

В модели множественной линейной регрессии зависимость объясняе-

мой переменной Y и факторами (объясняющими переменными) 

kXXX ,...,, 21  в генеральной совокупности (ГС) представляется в виде 

 +++++= kk XXXY ...22110 .   (1.15) 

Данную модель можно представить в матричной форме. Для этого 

введем матрицу-столбец из коэффициентов T
k ),...,,,( 210  =  и мат-

рицу-строку из объясняющих переменных ),...,,,1( 21 kXXXX = , где TM )(

– операция транспонирования матрицы М. Тогда модель (1.15) запишется в 

более короткой форме 

 += XY .    (1.16) 

В (1.15), (1.16) Y и   – случайные величины Y – зависимая (объясняе-

мая) переменная. Наличие в уравнении случайной составляющей (случай-

ного члена)   связано с воздействием на зависимую переменную неучтен-

ных в уравнении факторов. Матрица-столбец   представляет собой вектор 

параметров уравнения. По выборочным данным оценивается выборочное 

уравнение регрессии 

xBxbxbxbby kkx =++++= ...22110 .   (1.17) 

Здесь T
kbbbbB ),...,,,( 210=  оценки параметров T

k ),...,,,( 210  = . 

Как и выше, методом нахождения оценок является метод наименьших 

квадратов (МНК).  

Для того чтобы регрессионный анализ, основанный на МНК давал 

наилучшие из всех возможных результаты, должны выполняться (как и в 

случае парной регрессии) условия Гаусса–Маркова. 

1. Все факторы kXXX ,...,, 21  (выборки их значений) являются детер-

минированными (неслучайными) величинами. 

2. Математическое ожидание случайного члена в любом наблюдении 

должно быть равно нулю, т.е. ( )niM i ,10)( == , где i  – номер наблюдения. 

3. Дисперсия случайного члена должна быть постоянной для всех 

наблюдений, т.е. ( )niMD ii ,1const)()( 22 ====   (условие  

гомоскедастичности).  

4. Случайные члены не коррелированны между собой:  

( )jiM ji = 0)(  . 

5. Случайный член распределен нормально, т. е. ),0( 2 Ni = . 

Дополнительно предполагается, что факторы не коррелированны 

между собой. 

При выполнении условий Гаусса–Маркова модель называется клас-

сической нормальной регрессионной моделью. 
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Исходными данными для построения модели (1.17) являются значе-

ния факторов )1;,...,2,1;,..,2,1(, +== knkjnix ji  и соответствующие им 

выборочные значения признака nyyyY ,...,,: 21 . Теоретические значения 

признака Y  определяются по уравнению (1.17). Подставляя в это уравне-

ние выборочные данные, получим систему из n  уравнений, каждое из ко-

торых выполнено приближенно: 

),...,2,1(... ,2,21,10 nixbxbxbby kikiii =++++ . 

Введем остатки ie : 

),...,2,1(... ,2,21,10 niyxbxbxbbe ikikiii =−++++= . 

Как и выше, суть МНК состоит в минимизации суммы квадратов 

остатков 


==

−++++==
n

i
ikikii

n

i
i yxbxbxbbeB

1

2
,2,21,10

1

2 )...()( .  (1.18) 

 

Необходимые условия экстремума ),...,2,1,0(0
)(

kj
b

B

j

==



 дают 

систему (k+1) линейных уравнений с (k+1) неизвестными kbbbb ,...,,, 210 . 

Выпишем эту систему 
















=++++

=++++

=++++







=====

=====

====

n

i
kii

n

i
kikik

n

i
kii

n

i
kii

n

i
ki

n

i
ii

n

i
ikik

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
kik

n

i
i

n

i
i

xyxxbxxbxxbxb

xyxxbxxbxxbxb

yxbxbxbnb

1
,

1
,,

1
,2,2

1
,1,1

1
,0

1
1,

1
1,,

1
1,2,2

1
1,1,1

1
1,0

11
,

1
2,2

1
1,10

...

...

...



.   (1.19) 

Разделим каждое уравнение на n  и введем обозначения 


====

====
n

i
jiij

n

i
i

n

i
mijimj

n

i
jij xx

n
xyy

n
yxx

n
xxx

n
x

1
,

11
,,

1
,

1
,

1
,

1
,

1
. 

Тогда система (3.5) перепишется в виде 













=++++

=++++

=++++

kkkkkkk

kk

kk

yxxxbxxbxxbxb

yxxxbxxbxxbxb

yxbxbxbb

...

...

...

22110

1112211110

22110


.   (1.20) 
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Решение системы (1.20) можно записать в матричной форме, анало-

гичной (1.5). Для этого введем три матрицы 





















=





















=





















=

kkkkkk

k

k

yx

yx

y

A

b

b

b

B

xxxxx

xxxxx

xx











11

0

1

1111

1

,,

1

 

и систему (1.20) запишем в виде AB = . Умножая это уравнение слева 

на 1− , получим решение 

AB = −1 .       (1.21) 

Как видно, системы (1.19), (1.20) имеют довольно громоздкий вид. 

Для его упрощения вводят ( )−+ )1(kn матрицу X  и транспонированную 

к ней матрицу TX : 

 





















=

























=

knkkkk

nkT

kn

kk

n

k

k

k

xxxx

xxxx
X

x

x

x

x

xx

xx

X

,,,2,1

1,1,1,21,1

,

,

1,

1,

,21,2

,11,1

1111

,

1

1

1

1

















. 

Тогда левую часть системы (1.19) можно записать как XBX T , а пра-

вую YX T . В результате получим матричное уравнение YXXBX TT = , ре-

шение которого запишется в виде 

( ) YXXXB TT 1−
= .     (1.22) 

Чтобы формулы (1.21), (1.22) имели смысл, определители матриц   и 

XX T  должны быть отличны от нуля. Легко видеть, что XX
n

T1
= , т. е. 

достаточно чтобы ( ) 0det XX T . Иногда это требование закладывается в 

условия Гаусса–Маркова. 

 

Некоторые нелинейные многофакторные регрессионные модели 

а) Регрессионные модели вида 
 

 ++++= ),...,,(...),...,,( 2121110 kmmk XXXfXXXfY ,      (1.23) 

где 
),...,,(),...,,...,,(),,...,,( 21212211 kmkk XXXfXXXfXXXf  

являются известными функциями от факторов, практически ничем не от-

личаются от модели (1.15). Некоторые однофакторные модели так же  
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записываются в виде (1.23) с той лишь разницей, что mfff ,...,, 21  являются 

функциями одной переменной. 

б) Для моделирования и решения задач определения объема выпуска 

продукции в зависимости от капитальных затрат K  и затрат труда L  часто 

используют производственную функцию Кобба-Дугласа 

10,10,0, 21
21 = 

ALKAY .  (1.24) 

Модель (1.24) сводится к (1.15) путем логарифмирования: 

ALKY ln,lnlnlnln 0210 =+++=  . 

Коэффициенты 21,   имеют смысл эластичности: 

21,  == 

L

L

Y

Y

K

K

Y

Y , 

т.е. эластичность выпуска продукции по капиталу и труду равна соответ-

ственно 1  и 2 . Это означает, что увеличение затрат капитала на 1% при-

ведет к росту выпуска продукции на %1 , а увеличение затрат труда на 1% – 

к росту выпуска продукции на %2 . Дополнительно, при росте масштаба 

производства в   раз, т. е. при росте каждого из факторов K  и L  в   раз, 

выпуск возрастает в 21  +
 раз. Это означает следующее: если 121 +  , 

то функция (1.24) имеет возрастающую отдачу от масштаба производства; 

если 121 +  , то функция (1.24) имеет убывающую отдачу от масштаба 

производства; если 121 =+  , то функция (1.24) имеет постоянную отда-

чу от масштаба производства. 

 

Исследование множественных регрессий 

Под исследованием регрессионных зависимостей понимается провер-

ка построенной регрессии на адекватность исходным данным, установле-

ние значимости коэффициентов регрессии и построение доверительных 

интервалов для них. Приведем основные положения при исследовании. 

а) Все исследования проводятся при некотором уровне значимости . 

Основную роль при исследовании полученной эмпирической функции ре-

грессии играет сумма квадратов остатков )(B , определяемая формулой 

(1.14) с уже известными коэффициентами регрессии kbbbb ,...,,, 210 . По 

сумме )(B  строится остаточная дисперсия 2
ostS , равная сумме )(B  де-

ленной на число степеней свободы. Так как для определения суммы )(B  

по выборке вычислялись (k+1) коэффициентов регрессии, то число степе-

ней свободы суммы )(B  равно n–(k+1), т. е.  

)1(

)(2
ost

+−
=

kn

B
S


.     (1.25) 

Введем, далее, обозначения 

),...,2,1(...ˆ ,2,21,10 nixbxbxbby kikiii =++++= – 
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теоретические значения признака (полученные по уравнению регрессии). 

Тогда общую сумму квадратов отклонений признака от среднего значения 

можно представить в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 
== ==

−+−−−−=−=
n

i
iii

n

i

n

i
iii

n

i
i yyyyyyyyyyQ

1

2

1 1

2

1

2
ˆˆˆ2ˆ . 

Второе слагаемое равно нулю в силу условий (3.5). Третье слагаемое 

является суммой квадратов остатков и с его помощью строится остаточная 

дисперсия (1.25). С помощью первого слагаемого строится регрессионная 

дисперсия 

( )
=

−=
n

i
iregr yy

k
S

1

22 ˆ
1

.     (1.26) 

Если дисперсия (1.26) превышает дисперсию (1.25), то регрессионную 

зависимость (1.16) можно считать адекватной исходным данным. Сравне-

ние дисперсий проводим по критерию Фишера: если −−− 1;1,2
ost

2
regr

knkF
S

S
, 

где −−− 1;1, knkF  квантиль распределения Фишера, соответствующий уров-

ню значимости  , то с вероятностью 2
ost

2
regr1 SS −  и регрессию (1.16) 

можно считать адекватной исходным данным.  

б) Для исследования адекватности нелинейных регрессионных зави-

симостей обычно используют среднюю относительную ошибку аппрокси-

мации  


=

−
=

n

i i

ii

y

yy

n
E

1

ˆ1
∙100%. 

Если %10E , то регрессионную модель принято считать адекватной 

исходным данным.  

в) Остановимся на свойствах коэффициентов регрессии. Покажем, что 

вектор B  является несмещенной оценкой вектора  . Из (1.22) 

( ) YXXXB TT 1−
= . Заменяя Y  по формуле (1.16), будем иметь 

( ) ( ) ( )  CXXXXXXXXXXXB TTTTTT +=+=+=
−−− 111

)( ,    (1.27) 

где ( ) TT XXXC
1−

= . Тогда  =+=+= 0)()()( CMMBM , так как век-

тор const= , а 0)( =M  по условию 2 Гаусса–Маркова. Таким образом, 

=)(BM , что и требовалось показать. 

Рассмотрим теперь матрицу дисперсий–ковариаций 

( )TBBM ))((  −− . Диагональными элементами этой матрицы являются 

дисперсии коэффициентов регрессии kbbbb ,...,,, 210 . Из (1.27) =− B

( ) TT XXX
1−

.  
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Несложно показать, что при выполнении предпосылок регрессионно-

го анализа точечной оценкой дисперсии коэффициента ),...,1,0( kjb j =  яв-

ляется величина 

( ) ( ) ( )
n

S
n

SXXS jjbjjjj
T

b jj

11
)( ,

12
ost,

12
ost,

12
ost

2 === −−−  ,  (1.28) 

где ( ) jj,
1−  – диагональные элементы матрицы, обратной к информацион-

ной. 

Для проверки значимости коэффициентов ),...,1,0( kjb j =  введем ги-

потезу Н0: коэффициент ),...,1,0(0 kjb j ==  при альтернативной гипотезе 

Н1: ),...,1,0(0 kjb j = . Гипотеза Н0 проверяется по t-критерию Стьюден-

та. Эмпирическое значение t-критерия для коэффициента ),...,1,0( kjb j =  

находится по формуле  

jb

jb
T


=emp .     (1.29) 

Теоретическим значением t–критерия является двусторонний кван-

тиль распределения Стьюдента 
)2(

1,1 −−−knt . Если 
)2(

1,1emp −−− kntT , то гипотеза 

Н0 отклоняется, т. е. коэффициент jb  значим ( 0jb ). В противном случае 

коэффициент jb  следует выбросить из уравнения регрессии, а саму регрес-

сию пересчитать. 

Обозначим через ),...,1,0( kjj =  коэффициенты истинного уравнения 

регрессии (которых мы не знаем). Для них можно указать доверительные 

интервалы, т.е. с вероятностью 1– 

( ) kjtbtb knbjknbjj jj
,...,1,0,;

)2(
1,1

)2(
1,1 =+− −−−−−−   .     (1.30) 

 

 

2. ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ  

НА ОСНОВЕ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 
 

 

Основные понятия в теории временных рядов 
Временной ряд ‒ совокупность значений )(tY  какого-либо показателя 

Y  за несколько последовательных моментов времени ntttt ,...,, 21= . Каж-

дый уровень )(tY  временного ряда формируется под влиянием длитель-

ных, кратковременных и случайных факторов. Для удобства временной 

ряд можно обозначать },...,,{ 21 nt YYYY = . 
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Длительные, постоянно действующие факторы оказывают на изуча-

емое явление определяющее влияние и формируют основную тенденцию – 

тренд )(tT . Кратковременные, периодические факторы формируют се-

зонные колебания ряда )(tS . Случайные факторы отражаются случайными 

изменениями уровней ряда )(tE . 

Модель, в которой временной ряд представлен как сумма перечислен-

ных компонент, т.е. )()()()( tEtStTtY ++= , называется аддитивной. 

Модель, в которой временной ряд представлен как произведение пе-

речисленных компонент, т.е. )()()()( tEtStTtY = , называется мульти-

пликативной. 

Выбор одной из двух моделей осуществляется на основе анализа 

структуры сезонных колебаний. Если амплитуда сезонных колебаний при-

ближенно постоянная, используют аддитивную модель. Если же амплитуда 

возрастает или уменьшается, используют мультипликативную модель. 

Основная задача эконометрического исследования временного ряда – 

выявить каждую из перечисленных компонент ряда. 

Исследование временного ряда начинают обычно с построения гра-

фика. По графику можно определить наличие тренда, сезонных колебаний 

а так же аддитивность (мультипликативность) модели. Если по графику 

трудно установить период сезонных колебаний, то это можно сделать вы-

числением последовательных коэффициентов автокорреляции, т. е. коэф-

фициентов корреляции между рядом tY  и рядами ,..., 21 ++ tt YY , которые бу-

дем обозначать ,..., 21 rr . Если наибольшее значение имеет 1r , то ряд содер-

жит только тенденцию и не содержит сезонных колебаний. Если же 

наибольшее значение имеет mr , то ряд содержит сезонные колебания с пе-

риодом m . Дальнейшее исследование временного ряда проводится по сле-

дующим алгоритмам.  

 

Анализ аддитивной модели 

Построение модели ESTY ++=  включает в себя следующие шаги: 

1) выравнивание исходного ряда методом скользящей средней; 

2) расчет значений сезонной компоненты; 

3) устранение сезонной компоненты из исходных уровней ряда 

( )Y S−  и получение выровненных данных  ( )T E+  ; 

4) аналитическое выравнивание уровней ( )T E+ , т. е. построение 

тренда )(tT  и расчет значений )(tT  с использованием полученного урав-

нения тренда; 

5) расчет полученных по модели значений ( )T S+ ; 

6) расчет абсолютных ошибок и качества модели. 
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Анализ мультипликативной модели 

Построение модели ESTY =  включает в себя следующие шаги: 

1) выравнивание исходного ряда методом скользящей средней; 

2) расчет значений сезонной компоненты; 

3) устранение сезонной компоненты из исходных уровней ряда ( / )Y S   

и получение выровненных данных ( ET   ); 

4) аналитическое выравнивание уровней ( ET  ), т. е. построение 

тренда )(tT  и расчет значений )(tT  с использованием полученного урав-

нения тренда; 

5) расчет полученных по модели значений ( ST  ); 

6) расчет абсолютных ошибок и качества модели. 

 

 

3. СИСТЕМЫ ОДНОВРЕМЕННЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

 

Основные понятия.  

Классификация систем одновременных уравнений 

Построение моделей экономических систем очень часто сводится к 

системам эконометрических соотношений, являющихся уравнениями и 

тождествами. Уравнение состоит из эндогенных и экзогенных переменных 

с неопределенными коэффициентами, которые следует определить по вы-

борочным данным. Тождеством называют уравнение, не содержащее слу-

чайного члена и в котором все коэффициенты определены.  

Наибольшее распространение получили системы одновременных урав-

нений. В таких системах одни и те же эндогенные (зависимые) переменные 

могут входить и в левую, и в правую части уравнений системы. Ниже буквами 
,..., 21 yy  будут обозначаться эндогенные (зависимые) переменные, ,..., 21 xx  – 

экзогенные (независимые) переменные, jijii abc ,,  – неопределенные коэффи-

циенты. Общий вид системы одновременных уравнений  













++++++++=

+++++++++=

+++++++++=

−− kkmkmmmmmmmm

kkmm

kkmm

xaxaxaybybcy

xaxaxaybybybcy

xaxaxaybybybcy







......

......

......

22111111

22222121132312122

11212111131321211


.   (3.1) 

Систему (3.1) называют так же структурной формой модели 
(структурной моделью). Коэффициенты структурной формы модели бу-
дем называть структурными коэффициентами. Рассмотрим некоторые 
частные случаи системы (3.1). 

1) Система независимых уравнений характеризуется тем, что каждая 
эндогенная переменная выражена только через экзогенные переменные,    
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т.е. коэффициенты ijb  в правых частях (3.1) равны нулю. Вид системы не-

зависимых уравнений 













+++++=

+++++=

+++++=

kkmkmmmm

kk

kk
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2222212122

1121211111


.   (3.2) 

Систему (3.2) называют так же приведенной формой модели.  
2) Система рекурсивных уравнений характеризуется тем, что каждая эн-

догенная переменная является объясняющей в следующих за ней уравнениях: 












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+++++++=

++++++=

+++++=

−− kkmkmmmmmmmm
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xaxaxaybybcy
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


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3323213123213133

2222212112122

1121211111


 (3.3) 

Основная задача, связанная с системами одновременных уравнений 
состоит в оценке коэффициентов ic , jib , jia  системы (3.1) по выборочным 

данным. Сложность этой задачи состоит в том, что в общем случае для 
оценки коэффициентов системы (3.1) неприменим обычный МНК, так как 
случайные остатки коррелируют с эндогенными переменными. Если же 
применить МНК непосредственно к системе (3.1), то получаемые оценки 
коэффициентов будут смещенными и не состоятельными. Для приведен-
ной формы модели (3.2) каждое из уравнений можно рассматривать само-
стоятельно и к ним можно применять обычный МНК.  

Отметим, что во многих случаях систему (3.1) можно привести к (3.2). 
Для этого систему (3.1) запишем в матричной форме CXAYB += , где   
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Если 0det B , то (3.1) приводится к (3.2) т. е. CBXBY += −− 11 . 
Обычно этот факт постулируется. При этом коэффициенты приведенной 
формы модели будут нелинейными функциями структурной формы моде-
ли. После оценки коэффициентов приведенной формы по МНК следует 
вернуться к оценке структурных коэффициентов, так как структурная си-
стема несет в себе больше информации, чем приведенная (в приведенной 
форме не учитывается влияние на каждую эндогенную переменную других 
эндогенных переменных). Здесь возникает проблема идентификации,  
т.е. задача определения структурных коэффициентов через коэффициенты 
приведенной формы модели.   
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Проблема идентификации 

Возможны следующие ситуации. 

1) Структурные коэффициенты однозначно выражаются через коэф-

фициенты приведенной формы модели. В этом случае структурную модель 

называют точно идентифицируемой. 

2) Некоторые из структурных коэффициентов не выражаются через 

коэффициенты приведенной формы модели. Такую структурную модель 

называют неидентифицируемой. 

3) Структурные коэффициенты неоднозначно выражаются через ко-

эффициенты приведенной формы модели. Тогда структурную модель 

называют сверхидентифицируемой. 

Задача идентификации решается для каждого уравнения в отдельно-

сти. Обозначим через iji ac


,  оценки коэффициентов приведенной формы 

модели, полученные по МНК, т.е.  


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


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
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kmkmmmm
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xaxaxacy
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222212122
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.   (3.4) 

Рассмотрим метод оценки коэффициентов идентифицируемых уравнений 

Выпишем i-е уравнения систем (4.1) и (4.4): 

ssgd jjijjijjiiiiiiiiiiii xaxaxaybybybcy ,,,,,, ......
22112211

++++++++= , (3.5) 

( )

( )
1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 , , ,

, , ,

... ...

... .

d d

s s

i i i i ik k i i t t i t t i t t

i j j i j j i j j

y c a x a x a x c a x a x a x

a x a x a x

= + + + + = + + + + +

+ + + +
 (3.6) 

В (4.6) через )(,...,,
21

skdxxx
dttt −=  обозначены экзогенные пере-

менные, отсутствующие в (4.5) (но присутствующие в других уравнениях 

структурной модели). Чтобы имелась возможность перейти от (4.6) к (4.5), 

экзогенные переменные, отсутствующие в (4.5) должны выражаться через 

эндогенные переменные 
giii yyy ,...,,

21
, присутствующие в правой части 

(4.5). Выпишем из (4.4) соотношения, связывающие экзогенные перемен-

ные 
dttt xxx ,...,,

21
 с эндогенными переменными 

giii yyy ,...,,
21

: 
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Таким образом, решение задачи идентификации можно связать с си-

стемой (4.7). Для формулировки результатов введем матрицу ),( dgA


 из 

коэффициентов при экзогенных переменных 
dttt xxx ,...,,

21
 в системе (3.7): 
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
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1. Если gd =  и 0),(det ddA


, то уравнение (3.5) точно идентифици-

руемо. Действительно, в этом случае из уравнений (3.7) переменные 

dttt xxx ,...,,
21

 однозначно выражаются через эндогенные переменные 

giii yyy ,...,,
21

 и оставшиеся экзогенные переменные. Подставим найден-

ные выражения в уравнение (3.6) и приведем подобные члены. Осуществ-
ляя после этого тождественное сравнение уравнений (3.5) и (3.6), мы 
найдем тем самым значения всех коэффициентов уравнения (3.5). Разо-
бранный метод нахождения коэффициентов точно идентифицируемого 
уравнения называют в литературе косвенным методом наименьших 
квадратов (КМНК). 

2. Если dg   и ранг матрицы ),( dgA


 равен g , то в этом случае пере-

менные 
dttt xxx ,...,,

21
 неоднозначно выражаются через 

giii yyy ,...,,
21

 и 

уравнение (3.5) будет сверхидентифицируемым. Для оценки коэффициен-
тов сверхидентифицируемого уравнения обычно применяется двухшаго-

вый метод наименьших квадратов (ДМНК). Суть его состоит в следую-

щем. Предварительно для каждой эндогенной переменной 
giii yyy ,...,,

21
, 

входящей в правую часть уравнения (3.5), получаем по МНК выражения 
типа (3.4) приведенных форм этих переменных и по полученным приве-
денным формам определяем теоретические значения переменных 

giii yyy ,...,,
21

. Далее к уравнению (3.5) можно применять обычный МНК, 

так как теоретические значения эндогенных переменных являются детер-
минированными. Таким образом, МНК применяется дважды: один раз для 
определения приведенных форм эндогенных переменных, а второй раз 
непосредственно к уравнению (3.5).  

3. Если dg  , то число уравнений системы (3.7) превосходит число 

неизвестных 
dttt xxx ,...,,

21
 и их невозможно выразить через 

giii yyy ,...,,
21

. 

В этом случае уравнение (3.5) неидентифицируемо.  
Замечание. Дополнительно, уравнение (3.5) неидентифицируемо в 

следующих случаях: а) gd =  и 0),(det =ddA


; б) dg   и ранг матрицы 
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),( dgA


 меньше g , так как в этих случаях эндогенные переменные 

giii yyy ,...,,
21

 будут связаны линейной зависимостью.  
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Необходимые и достаточные условия идентификации 

Укажем теперь необходимые и достаточные условия точной иденти-

фицируемости, сверхидентифицируемости и неидентифицируемости. Эти 

условия относятся к каждому уравнению структурной модели, т.е. на 

идентифицируемость проверяется каждое уравнение системы. Если все 

уравнения системы точно идентифицируемы, то система будет точно 

идентифицируемой. Если одно или несколько уравнений системы свер-

хидентифицируемы, а остальные точно идентифицируемы, то и система 

будет сверхидентифицируемой. Если же хотя бы одно из уравнений не-

идентифицируемо, то и система неидентифицируема.  

Необходимое условие идентификации. Пусть D  – число не вклю-

ченных в уравнение, но присутствующих в системе экзогенных перемен-

ных, а G  – число включенных в уравнение эндогенных переменных. Если 

выполнено условие 
1−GD ,      (3.8) 

то уравнение в структурной модели может быть идентифицировано. 

Здесь 1−G  – число эндогенных переменных в правой части исследуемого 

уравнения. 

В частности: 

1) если 1−=GD , то уравнение точно идентифицируемо (при выпол-

нении достаточных условий идентификации); 

2) если 1−GD , то уравнение сверхидентифицируемо (при выпол-

нении достаточных условий идентификации); 

3) если же 1−GD , то уравнение неидентифицируемо.   

Достаточное условие идентификации. Пусть для рассматриваемого 

уравнения выполнено необходимое условие идентификации (3.8). Выбросим 

(мысленно) это уравнение из системы и составим матрицу из коэффициентов 

при переменных (эндогенных и экзогенных), отсутствующих в исследуемом 

уравнении. Если ранг полученной матрицы равен 1−m , где m  – число эндо-

генных переменных, то рассматриваемое уравнение идентифицируемо. 

Пример. Проверить на идентифицируемость каждое уравнение сле-

дующей структурной системы 









++++=

+++++=

++++=

323223213133

242432322212122

111131321211







xaybybcy

xaxaxaybcy

xaybybcy

. 

В данной системе 3 эндогенные переменные 321 ,, yyy  и 4 экзогенные 

переменные 4321 ,,, xxxx . Предварительно проверим, удовлетворяет ли 

каждое из уравнений необходимому условию идентификации.  

1-е уравнение: 3,3 == GD  – отсутствуют три экзогенные переменные 

432 ,, xxx , присутствуют три эндогенные переменные 321 ,, yyy . 1−GD ,  

так как 3>3–1   необходимое условие идентификации выполнено. 
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2-е уравнение: 2,1 == GD  – отсутствует одна экзогенная перемен-

ная 1x , присутствуют две эндогенные переменные 21, yy . 1−=GD , так как 

1=2–1   необходимое условие идентификации выполнено. 

3-е уравнение: 3,3 == GD  – отсутствуют три экзогенные переменные 

1 3 4, ,x x x , присутствуют три эндогенные переменные 321 ,, yyy . 1−GD , так 

как 3>3–1   необходимое условие идентификации выполнено. 

Проверка выполнения достаточных условий идентификации. 

1-е уравнение: матрица из коэффициентов при 432 ,, xxx  во втором и 

третьем уравнениях имеет вид 

2 3 4

22 23 24

32

2 е уравнение

3 е уравнение 0 0

x x x

a a a

a

−

−

. 

Минор 2-го порядка 0
0

3223
32

2322
−== aa

a

aa
M , т.е. ранг матрицы 

равен 2=3–1. Достаточные условия идентификации выполнены для 1-го 

уравнения. Это уравнение сверхидентифицируемо.  

2-е уравнение: матрица из коэффициентов при 13 , xy  в первом и треть-

ем уравнениях имеет вид 

3 1

13 111 е уравнение

3 е уравнение 1 0

y x

b a−

− −

. 

Так как определитель этой матрицы 0
01

11
1113

=
−

a
ab

, то ее ранг ра-

вен 2=3–1. Достаточные условия идентификации выполнены для 2-го 

уравнения. Это уравнение точно идентифицируемо. 

3-е уравнение: матрица из коэффициентов при 431 ,, xxx  в первом и 

втором уравнениях имеет вид 

2423

11

431

0уравнениее2

00уравнениее1

aa

a

xxx

−

−
. 

Минор 2-го порядка 0
0

0
1123

23

11
== aa

a

a
M , т. е. ранг матрицы 

равен 2=3–1. Достаточные условия идентификации выполнены для 3-го 

уравнения. Это уравнение сверхидентифицируемо. 

Так как каждое уравнение системы идентифицируемо, причем первое и 

третье уравнения сверхидентифицируемы, то система сверхидентифицируема. 
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Методы оценки параметров системы одновременных уравнений 

а) Пусть i-е уравнение системы (3.1) является точно идентифицируе-

мым по необходимому условию идентификации. Будем считать, что в пра-

вой части этого уравнения присутствуют s эндогенных переменных 

sjjj yyy ,...,,
21

 и отсутствуют s экзогенных переменных 
sttt xxx ,...,,

21
.  

С помощью МНК оцениваем параметры приведенной системы: 














++++=

++++=

++++=

kmkmmmm

kikiiii

kk

xaxaxacy

xaxaxacy

xaxaxacy

ˆ...ˆˆˆ

ˆ...ˆˆˆ

ˆ...ˆˆˆ

2211

2211

121211111




.   (3.9) 

Здесь ( )kjmiac iji ,1,,1ˆ,ˆ ==  – численные значения оцененных пара-

метров. Суть достаточных условий идентификации состоит в том, что 

определитель, составленный из коэффициентов при 
sttt xxx ,...,,

21
 в урав-

нениях для 
sjjj yyy ,...,,

21
 должен быть отличен от нуля, т. е.   

0

ˆˆˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆ

,,,

,,,

,,,

21

22212

12111

=

ssss

s

s

tjtjtj

tjtjtj

tjtjtj

aaa

aaa

aaa









.    (3.10) 

Тогда экзогенные переменные 
sttt xxx ,...,,

21
 однозначно выражаются 

через эндогенные переменные 
sjjj yyy ,...,,

21
 и другие экзогенные пере-

менные. Подставляя эти выражения в i-е уравнение системы (3.9), получим  

i
u

uuijjijjiii xaybybcy
ss

+++++=  ,,, ˆˆ...ˆˆˆ
11

, 

где сумма берется по всем stttu ,...,, 21 . В этом состоит суть косвенного 

метода наименьших квадратов (КМНК). 

б) Пусть теперь i-е уравнение системы (3.1) является сверхидентифи-

цируемым по необходимому условию идентификации. Будем считать, что 

в правой части этого уравнения присутствуют s эндогенных переменных 

sjjj yyy ,...,,
21

 и отсутствуют u экзогенных переменных 

)(,...,,
21

suxxx
uttt  . В этом случае параметры i-го уравнения системы 

(3.1) определяются неоднозначно. Одним из методов определения пара-

метров сверхидентифицируемого уравнения является двухшаговый метод 

наименьших квадратов (ДМНК).   
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4. ЛИНЕЙНЫЕ ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ ЭКОНОМИКО-

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
 
 

Задача о назначениях  
и ее решение с помощью алгоритма венгерского метода 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ 
Имеется n работ и n исполнителей этих работ. Обозначим через i но-

мер исполнителя (i = 1, 2,..., n), а через j – номер работы (j = 1, 2,..., n). 
Каждый исполнитель может выполнять любую из работ, но только одну. 
Каждая работа должна выполняться одним исполнителем. Известны числа 

i jC  – затраты (прибыли), связанные с выполнением j-й работы i-м испол-

нителем. Требуется так распределить исполнителей по работам, чтобы 
суммарные затраты (суммарная прибыль) были минимальны (была макси-
мальной). Таким образом, задача о назначениях решается либо на макси-
мум, либо на минимум в зависимости от смысла чисел i jC . Из чисел i jC  

можно составить матрицу, которую называют матрицей эффективности. 
 

Математическая модель задачи о назначениях 
Для построения математической модели введем неизвестные 

),...,2,1;,...,2,1( njnix ji ==  со следующим смыслом: 

,0=jix  если i-й исполнитель не назначается на j-ю работу; 

,1=jix  если i-й исполнитель назначается на j-ю работу. 

Получаем задачу: найти план назначения ,jix  при котором минимизи-

руется (максимизируется) суммарная полезность назначения, т.е.  

1 1

( ) min(max)]
n n

i j i j

i j

f x C x
= =

= →  

при следующих ограничениях. Каждый исполнитель назначается 
только на одну работу: 

1

1, ( 1, 2, , ).
n

i j

j

x i n
=

= =  

Каждая работа выполняется только одним исполнителем: 

1

1, ( 1, 2, , ).
n

i j

i

x j n
=

= =  

Условия неотрицательности и целочисленности: 
0, {0;1}.i j i jx x   

Алгоритм венгерского метода предназначен для решения задачи о 
назначениях по критерию минимизации суммарных затрат (задача на ми-
нимум). При решении задачи на максимум (если i jC  – прибыль), ее следует 
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свести к задаче на минимум. Для этого в каждом столбце матрицы опреде-
ляем максимальный элемент и из него вычитаем все элементы столбца. 

Суть задачи о назначениях состоит в том, чтобы построить матрицу 

назначений ( )1, 2, , ; 1, 2, ,i jX x i n j n = = =   с элементами i jx , удовле-

творяющими перечисленным выше условиям. Из них следует, что в каж-
дой строке и в каждом столбце матрицы X один из элементов равен 1, а 
остальные элементы равны 0. 

Основной принцип венгерского метода – оптимальность назначения 
не нарушается при уменьшении или увеличении элементов строки (столб-
ца) матрицы эффективности на одно и то же число. Уменьшением элемен-
тов строк и столбцов с сохранением условия 0i jC   стараются достичь то-

го, чтобы сумма ,0
1 1

/ ==
= =

n

i

n

j

jiji xCS  где /

jiC  – преобразованные элементы 

матрицы эффективности, т.е., если 1i jx = , то 0/ =jiC . Очевидно, что при 

этом условии сумма S будет минимальной. Алгоритм метода разбивается 
на несколько этапов. 

1 этап. Приведение матрицы С.  
Суть приведения – получение нулей в каждом столбце и в каждой 

строке матрицы С. Если задача на максимум сведена к задаче на минимум, 
то в каждом столбце матрицы С уже есть хотя бы один нуль. Если в какой-
то из строк нулей не оказалось, то вычитанием из элементов этой строки 
минимального из них, получим хотя бы один нуль.  

2 этап. Поиск назначения. 
Выбираем один из нулей, помечаем его, например, точкой или звез-

дочкой или обводим его другим цветом (в дальнейшем, звездочкой), а 
остальные нули строки и столбца, в которых стоит выбранный помечен-
ный нуль, перечеркиваем. Далее переходим к следующему нулю. И так до 
тех пор, пока каждый нуль будет либо помечен, либо перечеркнут. Поме-
ченные нули составят назначения, например, если помечен нуль в 3-й строке 
и 5-м столбце, то третий исполнитель назначается на 5-ю работу. Назначение 
может оказаться полным (количество помеченных нулей = n). Тогда задача 
решена. Если назначение неполное, переходим к следующему этапу. 

Замечание. Пометку рекомендуется начинать со строк и столбцов, 
содержащих минимальное количество нулей. 

3 этап. Выделение в матрице C подматрицы, не содержащей нулей. 
По-другому, цель 3 этапа состоит в том, чтобы перечеркнуть все 

нули минимальным набором горизонтальных и вертикальных линий. 
3а) помечаем (точкой, звездочкой) строки, не содержащие помечен-

ных нулей;  

3б) помечаем столбцы, содержащие перечеркнутый нуль в одной из  

помеченных строк; 

3в) помечаем строки, содержащие помеченный нуль хотя бы в одном 

из помеченных столбцов. От 3в) опять переходим к 3б). 
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Пункты 3б) и 3в) повторяются до тех пор, пока есть что помечать. 

После этого, вычеркиваем непомеченные строки и помеченные столб-

цы. Незачеркнутые элементы составят подматрицу, не содержащую нулей. 

4 этап. Перемещение нулей.  

Среди незачеркнутых элементов матрицы выбираем минимальный, 

вычитаем его из каждого невычеркнутого столбца и прибавляем к каждой 

вычеркнутой строке. Получим хотя бы один дополнительный нуль.  

Переходим на 2 этап. Пометку следует начинать со вновь полученного 

нуля. И так до тех пор, пока не получим полное назначение.  
 

Задача коммивояжера (о переналадках оборудования)  

и ее решение с помощью алгоритма Литтла 

Графом будем называть множество из n точек плоскости (вершин 

графа), соединенных между собой направленными линиями (дугами гра-

фа). Дополнительно предполагаем, что каждая пара точек соединена двумя 

дугами, идущими в противоположных направлениях. Точки можно пере-

нумеровать числами от 1 до n, а дугам приписать численные значения: ес-

ли l(i, j) – дуга, соединяющая вершину i с вершиной j (i  j), то ей можно  

приписать число i jC  – затраты, связанные с переездом из п. i в п. j  

(в случае задачи о переналадках оборудования i jC  – это затраты на пере-

наладку оборудования при переходе от выпуска i-й продукции к выпуску j-

й продукции). Вообще говоря, i j jiC C . Дополнительно предполагается, 

что iiC =  . Смысл этого предположения состоит в том, что коммивояжер 

не должен остаться в п. i, так как понесет бесконечные потери. Замкнутый 

путь на графе, состоящий из дуг и проходящий по одному разу через каж-

дую вершину, называют гамильтоновым контуром.  

Смысл задачи коммивояжера – найти на графе гамильтонов контур 

минимальной длины, который называют оптимальным решением. 

Зададим задачу матрицей эффективности 
 

12 1

21 2

1 2

1 2

1 ...

2 ...

... ... ... ...

...

n

n

n n

n

C C

C CC

n C C

 
 


 
 =
 
 
  

. 

 

Символ  ставится для блокировки дуг графа, которые явно не вклю-

чаются в гамильтонов контур. Первоначально в расчет не берутся дуги iil . 

Можно показать, что оптимальность решения не меняется от прибавления 

некоторого числа к строке или столбцу матрицы C. 
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Алгоритм Литтла служит для решения задачи коммивояжера. Его 
можно разбить на несколько этапов. 

 I этап. Приведение матрицы.  
Суть первого этапа – получение нулей в каждом столбце и в каждой 

строке матрицы C путем вычитания минимальных элементов. При этом 
дополнительно введем константу приведения   – сумму минимальных 

элементов строк и столбцов, которые вычитались. После первого этапа по-

лучим матрицу 0C  с константой приведения 0 . 

II этап. Определение степеней нулей. 
Находим степени каждого нуля – сумму минимальных элементов строки 

и столбца, в которых стоит этот нуль (без учета самого нуля). К каждому нулю 
припишем вверху его степень. Нуль с максимальной степенью определяет ду-
гу, которая вероятнее всего войдет в искомый гамильтонов контур, т.е. если 
нуль с максимальной степенью стоит на месте ),( 11 ji , то дуга ),( 11 jil  включится 

в гамильтонов контур (после п. 
1i  коммивояжер должен посетить пункт 

1j ). 

III этап. Ветвление. Выбираем 2 варианта: 
 

Вариант 1. Дуга ),( 11 jil  включена 

в гамильтонов контур. Блокируем ду-
гу ),( 11 ijl , полагая =

11 ,ijC  и вычерки-

ваем строку i1 и столбец j1. После 
приведения получим матрицу, ),( 111 ijC  

меньшего порядка с константой при-
ведения 1 0 1 = +  . 

Вариант 1 . Дуга ),( 11 jil  не 

включена в гамильтонов контур. 
Полагаем. =

11 , jiC . Приводя эту 

матрицу, получим ),(
~

111 ijC  с кон-

стантой приведения 1 0 1 = +  . 

 

Если 1 1  , то п. II, III повторяем с матрицей ( )1 1 1,C i j , если 1 1  , то 

п. II, III повторяем с матрицей ( )1 1 1,C i j .В результате получим последова-

тельность дуг ),( 11 jil , ),( 22 jil , …. И так до тех пор, пока не дойдем до матрицы 

2-го порядка: 

( )
1

12 2 2 2
0, ,

0

n n

nn n n n

n

j j

i AC i j

i B

 

−

−− − − −

 
 

= = 
 
 

 

где A и B – некоторые числа (или .) Из этой матрицы получаем две по-

следние дуги ( )1 1,n nl i j− −  и ( ),n nl i j . 

Если ( )2 1, 2, , 2n k k n −  = − , то задача решена. Если же для неко-

торого k0, 2 0n k −  , то всю процедуру следует провести с матрицей 

( )0 0 0,k k kC i j . На последнем этапе получим новое значение функции 

2: n  − , которое следует сравнить с 2n −  (точнее, новый процесс продол-

жают до тех пор, пока новые 2k n  −  ).  
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