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Аннотация. В статье предложен новый простой метод локализации и опре-
деления числа действительных решений у произвольного трёхчленного ал-
гебраического уравнения с действительными коэффициентами. Подробно с
иллюстрациями рассмотрены все типы исследуемых уравнений. Для каж-
дого типа получены условия существования кратных корней и приведены
точные аналитические формулы для их вычисления. Также показано, что
если трёхчленное уравнение с действительными коэффициентами имеет
кратный корень, то значения всех иных корней могут быть без затруднений
выражены через значение кратного с необходимой точностью.
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1. Постановка задачи и некоторые известные сведения

Трёхчленные алгебраические уравнения вида

𝑥𝑛 + 𝑝𝑥𝑚 + 𝑞 = 0 (𝑛 > 𝑚 > 0, 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0)

с произвольными действительными коэффициентами 𝑝 и 𝑞 возникают во мно-
гих приложениях, например, в некоторых задачах аэродинамики [1]. В подоб-
ных задачах актуальным является вопрос определения числа действительных
корней трёхчленного уравнения и их локализация по коэффициентам 𝑝 и 𝑞.

Рассмотрим кратко известные результаты в области исследований трёхчлен-
ных алгебраических уравнений. Значительная часть работ посвящена исследо-
ванию таких уравнений при помощи математического аппарата теории групп, в
частности теории групп Галуа [2–6]. Отражённые там результаты представляют
определённый теоретический интерес с точки зрения фундаментальной науки,
однако мало полезны для исследователей, сталкивающихся в своей работе с
непосредственным решением трёхчленных алгебраических уравнений.
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На практике при выполнении технических расчётов широко распространено
решение различных классов уравнений при помощи степенных рядов. Не яв-
ляются исключением и трёхчленные алгебраические уравнения произвольных
степеней [1, 7, 8]. Несмотря на удобство рядов в использовании (особенно при
наличии мощной вычислительной техники) их применение зачастую не позво-
ляет заметить новые теоретические факты и закономерности, что затрудняет
проведение дальнейших исследований. Стоит также напомнить, что алгебраи-
ческие уравнения пятой степени общего вида можно решать с помощью тэта-
функций [9].

Существует также множество работ, в которых получены оценки расположе-
ния для комплексных корней у некоторых типов алгебраических трёхчленных
уравнений, а также приводится описание областей их локализации [10–19].
Большинство данных работ посвящено изучению конкретных типов трёхчлен-
ных алгебраических уравнений с комплексными коэффициентами, однако по-
лученные в них результаты не всегда полезны на практике.

Среди крупных исследований последних двух десятилетий, посвящённых
анализу трёхчленных алгебраических уравнений с действительными коэффици-
ентами, стоит выделить результаты, изложенные в монографии Г.П. Кутищева
[20]. В той работе локализация и число действительных решений исследуемых
уравнений определяется из анализа поведения некоторых функций, зависящих
только от чисел 𝑚 и 𝑛. Полученные там конструкции имеют громоздкий вид,
что усложняет их использование. Авторами настоящей статьи в работе [21] был
предложен более простой метод построения подобных функций, определяющих
число действительных решений исходного трёхчленного уравнения. Текущая
статья является естественным продолжением работы [21].

Цель данной статьи — получить необходимые и достаточные условия в тер-
минах коэффициентов, дающие количество действительных корней трёхчлен-
ного уравнения произвольной степени, а также выяснить их расположение.

2. Основные результаты на примерах уравнений пятой
степени

2.1. Рассмотрим алгебраическое уравнение

𝑥5 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0 (𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0) (1)

c действительными коэффициентами 𝑝 и 𝑞. Напомним, что уравнение (1) на-
зывают уравнением пятой степени в форме Бринга (иногда его называют нор-
мальной формой Бринга–Жерара) [22, c. 189]. Подстановка 𝑥 = 𝑘𝑞/𝑝 (𝑘 ̸= 0)
приводит уравнение (1) к виду

𝑘5
𝑞5

𝑝5
+ 𝑘𝑞 + 𝑞 = 0, (2)

что позволяет выразить функцию 𝑘 = 𝑘 (𝑝, 𝑞) в виде неявной зависимости через
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коэффициенты уравнения (1):

𝑘5

𝑘 + 1
= −𝑝

5

𝑞4
. (3)

Таким образом, количество действительных корней уравнения (1) и их ло-
кализация зависят от поведения функции

𝑓 (𝑘) =
𝑘5

𝑘 + 1
. (4)

На рисунке 1 изображён график функции (4).

Рис. 1. График функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘5

𝑘+1

Так как производная этой функции имеет вид

𝑓 ′ (𝑘) =
𝑘4 (4𝑘 + 5)

(𝑘 + 1)2
,

то её локальный минимум достигается при 𝑘* = −5
4

и равен 3125
256

, а прямая
𝑘 = −1 является вертикальной асимптотой. Такое поведение функции (4) поз-
воляет установить следующий факт, сформулированный в теореме 1.

Теорема 1. Пусть 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0. Необходимым и достаточным услови-
ем существования трёх различных действительных корней уравнения (1)
является неравенство −𝑝5

𝑞4
> 3125

256
; необходимым и достаточным условием

существования действительного корня кратности 2 и другого простого
действительного корня является равенство −𝑝5

𝑞4
= 3125

256
; необходимым и

достаточным условием существования одного простого действительного
корня является неравенство −𝑝5

𝑞4
< 3125

256
.
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Число 3125/256 = 55/44 ≈ 12,20703.
Отметим, что используемая в данном разделе подстановка 𝑥 = 𝑘𝑞/𝑝 (𝑘 ̸= 0)

была ранее использована в работе Н.С. Астапова и И.С. Астапова [23] для
исследования алгебраического уравнения третьей степени.

Для получения приближенных формул для вычисления действительных кор-
ней уравнения (1) мы можем разложить функцию 𝑘 (𝑡), где 𝑘5(𝑡)

𝑘(𝑡)+1
= 𝑡, в ряд Тей-

лора, взяв в качестве начальной точки точку в окрестности значения −𝑝5/𝑞4.
Например, при 𝑡 = 1/2 получаем 𝑘 (1/2) = 1. Приведём выражение отрезка ряда
при таких начальных значениях

𝑘 (𝑡) ≈ 7

9
+

4

9
𝑡+

248

729

(︂
𝑡− 1

2

)︂2

+
23696

59049

(︂
𝑡− 1

2

)︂3

.

Рассмотрим пример использования его для приближенного вычисления кор-
ня уравнения

𝑥5 − 2,1𝑥+ 3 = 0.

Для данного уравнения 𝑡 = −𝑝5/𝑞4 = 0,5042100000. Подставляя это зна-
чение в выражение для отрезка ряда, получаем 𝑘 = 1,001877171 и, учитывая
подстановку 𝑥 = 𝑘𝑞/𝑝, находим значение корня

𝑥 = −1,4312531019.

Подстановка этого значения в уравнение 𝑥5−2,1𝑥+3 = 0 приводит к невязке
−0,000325295. Другой удобной начальной точкой является точка 𝑡 = 32/3. При
этом 𝑘 (32/3) = 2, и аналогичные вычисления приводят к равенству

𝑘(𝑡) ≈ 20

13
+

9

208
𝑡− 27

17576

(︂
𝑡− 32

3

)︂2

+
257013

3041632256

(︂
𝑡− 32

3

)︂3

.

Например, для уравнения 𝑥5 − 2𝑥 + 1,3 = 0 значение 𝑡 = −𝑝5/𝑞4 =
= 11,20408949; 𝑘 (𝑡) = 2,022823 и, следовательно, 𝑥 = −1,314834950. Значение
невязки при таком значении 𝑥 составляет −1,158× 10−6.

Заметим, что в случае кратного корня выполняется равенство 𝑝 = −5
(︀
𝑞
4

)︀4/5
и уравнение (1) принимает вид

𝑥5 − 5
(︁𝑞

4

)︁4/5
𝑥+ 𝑞 = 0.

Число 𝑡 =
(︀
𝑞
4

)︀1/5
является его двукратным корнем. Учитывая равенство

𝑥5 − 5
(︁𝑞

4

)︁4/5
𝑥+ 𝑞 = 𝑥5 − 5𝑡4𝑥+ 4𝑡5 = (𝑥− 𝑡)2

(︀
𝑥3 + 2𝑡𝑥2 + 3𝑡2𝑥+ 4𝑡3

)︀
,

при помощи системы компьютерной математики Maple 2019 получаем выраже-
ния для остальных корней уравнения (1):

𝑥3 = −
(︀
35 + 15

√
6
)︀ 2

3 + 2
(︀
35 + 15

√
6
)︀ 1

3 − 5

3
(︀
35 + 15

√
6
)︀ 1

3

𝑡;
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𝑥4 = −
(︀√

3 𝑖− 1
)︀ (︀

35 + 15
√

6
)︀ 2

3 + 5
√

3 𝑖+ 4
(︀
35 + 15

√
6
)︀ 1

3 + 5

6
(︀
35 + 15

√
6
)︀ 1

3

𝑡;

𝑥5 =

(︀√
3 𝑖+ 1

)︀ (︀
35 + 15

√
6
)︀ 2

3 + 5
√

3 𝑖− 4
(︀
35 + 15

√
6
)︀ 1

3 − 5

6
(︀
35 + 15

√
6
)︀ 1

3

𝑡.

2.2. Теперь рассмотрим уравнение

𝑥5 + 𝑝𝑥2 + 𝑞 = 0. (5)

Для этого уравнения можно выделить два подслучая: 1) 𝑝, 𝑞 — одного знака;
2) 𝑝, 𝑞 — разных знаков.

Если 𝑝 и 𝑞 одного знака, то применяется подстановка 𝑥 = 𝑘(𝑞/𝑝)1/2 (𝑘 ̸= 0),
которая приводит к равенству

𝑘5

𝑘2 + 1
= −𝑞

(︂
𝑝

𝑞

)︂5/2

.

Так как (︂
𝑘5

𝑘2 + 1

)︂′

=
𝑘4 (3𝑘2 + 5)

(𝑘2 + 1)2
,

то функция 𝑓 (𝑘) = 𝑘5

𝑘2+1
является строго монотонной и, следовательно, при

любом значении параметра уравнение (5) имеет единственный действительный
корень.

а) б)

Рис. 2. Графики функций 𝑓 (𝑘) = 𝑘5

𝑘2+1 и 𝑓 (𝑘) = 𝑘5

𝑘2−1

Для ознакомления приведём график рассматриваемой функции (см.
рис. 2 а)).
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Если 𝑝 и 𝑞 имеют разные знаки, то подстановка 𝑥 = 𝑘(−𝑞/𝑝)1/2 (𝑘 ̸= 0)
приводит к равенству

𝑘5

𝑘2 − 1
= 𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂5/2

,

Так как (︂
𝑘5

𝑘2 − 1

)︂′

=
𝑘4 (3𝑘2 − 5)

(𝑘 − 1)2(𝑘 + 1)2
,

то точками, в которых достигаются локальные экстремумы функции 𝑘5

𝑘2−1
, яв-

ляются точки 𝑘1 =
√︁

5
3
, 𝑘2 = −

√︁
5
3
. При этом

𝑘51
𝑘21 − 1

=
25
√

15

18
,

𝑘52
𝑘22 − 1

= −25
√

15

18
.

На рисунке 2 б) изображён график функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘5

𝑘2 −1
.

Таким образом, доказана теорема 2.

Теорема 2. Если коэффициенты 𝑝 и 𝑞 (𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0) имеют одинаковый
знак, то уравнение (5) имеет единственный действительный корень.

Если 𝑝 и 𝑞 разных знаков, то при выполнении неравенства 𝑞
(︁
−𝑝

𝑞

)︁5/2
>

25
√
15

18
уравнение (5) имеет три действительных решения. Аналогично, если

выполнено неравенство 𝑞
(︁
−𝑝

𝑞

)︁5/2
< −25

√
15

18
, то уравнение (5) имеет три

действительных решения.

При выполнении одного из равенств 𝑞
(︁
−𝑝

𝑞

)︁5/2
= 25

√
15

18
, 𝑞
(︁
−𝑝

𝑞

)︁5/2
= −25

√
15

18

уравнение (5) имеет кратный действительный корень кратности два и
один простой действительный корень.

Наконец, если выполнено неравенство −25
√
15

18
< 𝑞

(︁
−𝑝

𝑞

)︁5/2
< 25

√
15

18
, то

уравнение (5) имеет ровно один действительный корень.

Например, для уравнения 𝑥5 + 5𝑥2 − 3 · 22/3 = 0 выполняется условие

𝑞
(︁
−𝑝

𝑞

)︁5/2
= −25

√
15

18
. Непосредственно убеждаемся, что его действительными

корнями являются числа

1

3

(︀
52/3 − 22/3 · 51/3 + 2 · 21/3

)︀
, −21/3, −21/3.

Далее заметим, что если 𝑝 > 0, 𝑞 < 0, то значение 𝑡 =
(︀
−2𝑝

5

)︀1/3
являет-

ся кратным корнем, и если выразить коэффициенты уравнения (5) через этот
кратный корень, то получаем два тождества

𝑥5 + 𝑝𝑥2 + 𝑞 = 𝑥5 − 5

2
𝑡3𝑥2 +

3

2
𝑡5 = (𝑥− 𝑡)2

(︂
𝑥3 + 2𝑡𝑥2 + 3𝑡2𝑥+

3

2
𝑡3
)︂
.
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Тогда оставшиеся корни уравнения (5) выражаются через кратный корень
следующим образом:

𝑥3 = −10
2
3 − 2 · 10

1
3 + 4

6
𝑡;

𝑥4 = −𝑖 · 10
2
3

√
3 + 2𝑖 · 10

1
3

√
3− 10

2
3 + 2 · 10

1
3 + 8

12
𝑡;

𝑥5 =
𝑖 · 10

2
3

√
3 + 2𝑖 · 10

1
3

√
3 + 10

2
3 − 2 · 10

1
3 − 8

12
𝑡.

3. Нечётно-нечётные уравнения

Перейдём к общему случаю трёхчленного (триномиального) алгебраическо-
го уравнения с действительными коэффициентами.

Имеет место следующая классификация [20, c. 189]. В зависимости от
чётности степеней неизвестного трёхчленные алгебраические уравнения под-
разделяются на 4 типа: нечётно-нечётные, нечётно-чётные, чётно-нечётные и
чётно-чётные уравнения соответственно.

Пусть в уравнении

𝑥𝑛 + 𝑝𝑥𝑚 + 𝑞 = 0 (𝑛 > 𝑚 > 0, 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0) (6)

𝑚, 𝑛 — нечётные числа. Такие уравнения называются нечётно-нечётными урав-
нениями.

Тогда после подстановки 𝑥 = 𝑘(𝑞/𝑝)1/𝑚 (𝑘 ̸= 0) получаем равенство

𝑘𝑛

𝑘𝑚 + 1
= −𝑞

(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

.

Функция 𝑓 (𝑘) = 𝑘𝑛

𝑘𝑚+1
, которую иногда называют определяющей, возрастает

при 𝑘 > −1 и имеет локальный минимум при 𝑘* =
(︀

𝑛
𝑚−𝑛

)︀1/𝑚
. При этом

𝑓 (𝑘*) =
(𝑛−𝑚)𝑛𝑛/𝑚

(𝑛−𝑚)𝑛/𝑚𝑚
.

Таким образом, можно сделать вывод, что схематично все графики функций
при произвольных нечётных 𝑚 и 𝑛 будут выглядеть похожими друг на друга.
Например, на рисунке 3 изображён график функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘3

𝑘+1
.

Таким образом, доказана теорема 3.

Теорема 3. Пусть 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0. Необходимым и достаточным услови-
ем существования трёх действительных различных корней уравнения (6)
является неравенство

−𝑞
(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

>
(𝑛−𝑚)𝑛𝑛/𝑚

(𝑛−𝑚)𝑛/𝑚𝑚
.
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Рис. 3. График функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘3

𝑘+1

При этом если 𝑝 и 𝑞 отрицательны, то один из этих корней положителен,
а два — отрицательны.

При выполнении равенства

−
(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

=
(𝑛−𝑚)𝑛𝑛/𝑚

(𝑛−𝑚)𝑛/𝑚𝑚

существует один кратный корень 𝑥* кратности два, равный
𝑥* =

(︀
−𝑝𝑚

𝑛

)︀ 1
𝑛−𝑚 , и один простой корень.

Необходимым и достаточным условием существования единственного
действительного корня является неравенство

−𝑞
(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

<
(𝑛−𝑚)𝑛𝑛/𝑚

(𝑛−𝑚)𝑛/𝑚𝑚
,

при этом локализация этого корня определяется выражением
𝑥 = 𝑘(𝑞/𝑝)1/𝑚 (𝑘 > −1, 𝑘 ̸= 0).

Например, уравнение 𝑥13 − 3𝑥7 − 1 = 0 имеет действительные корни 1,2172;
−0,87473; −1,1789.

Рассмотрим, например, случай 𝑛 = 7, 𝑚 = 1. Кратный корень в этом случае
равен 𝑡 =

(︀
−𝑝

7

)︀1/6
. Тогда, выражая коэффициенты уравнения 𝑥7 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0

через кратный корень, получаем тождество

𝑥7 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 𝑥7 − 7𝑡6𝑥+ 6𝑡7 = (𝑥− 𝑡)2
(︀
𝑥5 + 2𝑡𝑥4 + 3𝑡2𝑥3 + 4𝑡3𝑥2 + 5𝑡4𝑥+ 6𝑡5

)︀
.

Для того чтобы решить уравнение

𝑥5 + 2𝑡𝑥4 + 3𝑡2𝑥3 + 4𝑡3𝑥2 + 5𝑡4𝑥+ 6𝑡5 = 0,
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сделаем подстановку 𝑥 = 𝑡𝑦, тогда, приближённо решая уравнение

𝑦5 + 2𝑦4 + 3𝑦3 + 4𝑦2 + 5𝑦 + 6 = 0,

получаем его корни 𝑦1 = 0,5516854635 + 1,253348860𝑖; 𝑦2 = 0,5516854635 −
−1,253348860𝑖; 𝑦3 = −0,8057864694 + 1,222904713𝑖; 𝑦4 = −0,8057864694 −
−1,222904713𝑖; 𝑦5 = −1,491797988.

Корни уравнения 𝑥7 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0 в этом случае будут иметь вид

𝑥1 = 𝑥2 =
(︁
−𝑝

7

)︁1/6
, 𝑥3 = 𝑦1

(︁
−𝑝

7

)︁1/6
, . . . , 𝑥7 = 𝑦5

(︁
−𝑝

7

)︁1/6
.

4. Нечётно-чётные уравнения

В данном разделе статьи рассмотрим нечётно-чётные уравнения (6) (𝑛 —
нечётное, 𝑚 — чётное). Чтобы у читателя не возникли сомнения по поводу
истинности полученных результатов, рассмотрим подробнее все четыре воз-
можные ситуации в зависимости от знаков 𝑝 и 𝑞.

4.1. Пусть 𝑝 > 0, 𝑞 > 0. Тогда подстановка 𝑥 = 𝑘(𝑞/𝑝)1/𝑚 (𝑘 ̸= 0) приводит
уравнение (6) к равенству

𝑘𝑛
(︂
𝑞

𝑝

)︂𝑛/𝑚

+ 𝑝𝑘𝑚
𝑞

𝑝
+ 𝑞 = 0 ⇔ 𝑘𝑛

(︂
𝑞

𝑝

)︂𝑛/𝑚

+ 𝑞 (𝑘𝑚 + 1) = 0.

Следовательно, окончательно имеем

𝑘𝑛

𝑘𝑚 + 1
= −𝑞

(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

.

К точно такому же выражению приходим, полагая 𝑝 < 0, 𝑞 < 0.
Из последнего равенства вытекает теорема 4.

Теорема 4. Нечётно-чётные уравнения в случае, когда 𝑝 и 𝑞 одного зна-
ка, имеют единственный действительный корень. Этот корень отрицате-
лен при положительных значениях коэффициентов 𝑝, 𝑞 и положителен при
отрицательных 𝑝, 𝑞.

В качестве примера, иллюстрирующего рассматриваемую ситуацию, приве-
дём график функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘7

𝑘4+1
(см. рис. 4)).

4.2. Пусть 𝑝 > 0, 𝑞 < 0. После подстановки

𝑥 = 𝑘(−𝑞/𝑝)1/𝑚 = 𝑘(−𝑞)1/𝑚/𝑝1/𝑚 (𝑘 ̸= 0)

в уравнение (6) получаем

𝑘𝑛
(−𝑞)𝑛/𝑚

𝑝𝑛/𝑚
+ 𝑝𝑘𝑚

(−𝑞)𝑚/𝑚

𝑝𝑚/𝑚
+ 𝑞 = 0 ⇔ 𝑘𝑛

(−𝑞)𝑛/𝑚

𝑝𝑛/𝑚
− 𝑞 (𝑘𝑚 − 1) = 0,
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Рис. 4. График функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘7

𝑘4+1

⇒ 𝑘𝑛

𝑘𝑚 − 1
= 𝑞

𝑝𝑛/𝑚

(−𝑞)𝑛/𝑚
< 0,

то есть при 𝑝 > 0, 𝑞 < 0 нас будут интересовать значения определяющей
функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘𝑛

𝑘𝑚−1
, лежащие в нижней полуплоскости.

Если 𝑝 < 0, 𝑞 > 0, то подстановка

𝑥 = 𝑘(−𝑞/𝑝)1/𝑚 = 𝑘 𝑞1/𝑚/(−𝑝)1/𝑚 (𝑘 ̸= 0)

в уравнение (6) приводит к следующему:

𝑘𝑛
𝑞𝑛/𝑚

(−𝑝)𝑛/𝑚
+ 𝑝𝑘𝑚

𝑞𝑚/𝑚

(−𝑝)𝑚/𝑚
+ 𝑞 = 0 ⇔ 𝑘𝑛

𝑞𝑛/𝑚

(−𝑝)𝑛/𝑚
− 𝑞 (𝑘𝑚 − 1) = 0,

⇒ 𝑘𝑛

𝑘𝑚 − 1
= 𝑞

(−𝑝)𝑛/𝑚

𝑞𝑛/𝑚
> 0,

то есть при 𝑝 < 0, 𝑞 > 0 нас будут интересовать значения определяющей
функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘𝑛

𝑘𝑚−1
, лежащие в верхней полуплоскости.

Так как (︂
𝑘𝑛

𝑘𝑚 − 1

)︂′

=
𝑘𝑛−1 [(𝑛−𝑚) 𝑘𝑚 − 𝑛]

(𝑘𝑚 − 1)2
,

то в нечётно-чётном случае точкой локального минимума является значение
𝑘* =

(︀
𝑛

𝑛−𝑚

)︀1/𝑚
, а точкой локального максимума — значение 𝑘** = −

(︀
𝑛

𝑛−𝑚

)︀1/𝑚
.

При этом в точке локального минимума выполняется равенство

𝑘𝑛*
𝑘𝑚* − 1

=
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

,

а в точке локального максимума равенство
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𝑘𝑛**
𝑘𝑚** − 1

= −𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

.

Проиллюстрируем рассматриваемую ситуацию на примере функции
𝑓 (𝑘) = 𝑘7

𝑘4−1
(см. рис. 5)).

Рис. 5. График функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘7

𝑘4−1

Таким образом, установлена следующая теорема.

Теорема 5. Пусть 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0. Если 𝑝 и 𝑞 имеют разные знаки, то при
выполнении одного из неравенств

𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

>
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

, 𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

< −𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

уравнение (6) имеет три различных действительных решения.
Если имеет место одно из равенств

𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

=
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

, 𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

= −𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

,

то уравнение (6) имеет двукратный действительный корень 𝑥 =(︀
−𝑝𝑚

𝑛

)︀1/(𝑛−𝑚) и простой действительный корень.
При выполнении двойного неравенства

−𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

< 𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

<
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

уравнение (6) имеет единственный действительный корень.

Пусть выполнено равенство

𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

=
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

.
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В этом случае для нечётно-чётных уравнений первоначальное уравнение при-
водится к виду

𝑥𝑛 − 𝑛

𝑚
𝑡𝑛−𝑚𝑥𝑚 +

𝑛−𝑚
𝑚

𝑡𝑛 = 0,

где 𝑡 — кратный корень: 𝑡 =
(︀
−𝑝𝑚

𝑛

)︀1/(𝑛−𝑚)
.

Далее осуществим разложение на множители. Например, пусть 𝑛 = 7, 𝑚 =
2, тогда

𝑥7 − 7

2
𝑡5𝑥2 +

5

2
𝑡7 =

1

2
(𝑥− 𝑡)2

(︀
2𝑥5 + 4𝑡𝑥4 + 6𝑡2𝑥3 + 8𝑡3𝑥2 + 10𝑡4𝑥+ 5𝑡5

)︀
.

Сделав подстановку 𝑥 = 𝑡𝑦, получаем приближённо корни уравнения

2𝑦5 + 4𝑦4 + 6𝑦3 + 8𝑦2 + 10𝑦 + 5 = 0 :

𝑦1 = 0,3807121627 + 1,308055916𝑖; 𝑦2 = 0,3807121627− 1,308055916𝑖;

𝑦3 = −0,9773621705 + 0,8453110167𝑖; 𝑦4 = −0,9773621705− 0,8453110167𝑖;

𝑦5 = −0,8066999845.

Следовательно, корни уравнения 𝑥7 + 𝑝𝑥2 + 𝑞 = 0 определяются однозначно:

𝑥1 = 𝑥2 =

(︂
−2𝑝

7

)︂1/5

, 𝑥3 = 𝑦1

(︂
−2𝑝

7

)︂1/5

, . . . , 𝑥7 = 𝑦5

(︂
−2𝑝

7

)︂1/5

.

5. Чётно-нечётные уравнения (n — чётное, m — нечётное)

В этом случае подстановка 𝑥 = 𝑘(𝑞/𝑝)1/𝑚 (𝑘 ̸= 0) приводит к равенству

𝑘𝑛

𝑘𝑚 + 1
= −𝑞

(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

.

Так как (︂
𝑘𝑛

𝑘𝑚 + 1

)︂′

=
𝑘𝑛−1 [(𝑛−𝑚) 𝑘𝑚 + 𝑛]

(𝑘𝑚 + 1)2
,

то локальный минимум этой определяющей функции достигается при 𝑘 = 0, а
локальный максимум при 𝑘* =

(︀
𝑛

𝑚−𝑛

)︀1/𝑚
< 0. В точке 𝑘* имеет место равенство

𝑘𝑛*
𝑘𝑚* + 1

=
𝑚− 𝑛
𝑚

(︂
𝑛

𝑚− 𝑛

)︂𝑛/𝑚

< 0.

Эти факты означают, что справедлива теорема 6.

Теорема 6. Пусть 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0. При выполнении одного из неравенств

−𝑞
(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

> 0, −𝑞
(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

<
𝑚− 𝑛
𝑚

(︂
𝑛

𝑚− 𝑛

)︂𝑛/𝑚
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уравнение (6) имеет два действительных решения.
Если выполнено равенство

−𝑞
(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

=
𝑚− 𝑛
𝑚

(︂
𝑛

𝑚− 𝑛

)︂𝑛/𝑚

,

то уравнение (6) имеет кратный корень 𝑥 =
(︀
−𝑝𝑚

𝑛

)︀1/(𝑛−𝑚).

Для определённой наглядности на рисунке 6 изображён график функции
𝑓 (𝑘) = 𝑘4

𝑘3+1
.

Рис. 6. График функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘4

𝑘3+1

Рассмотрим подробнее случай, когда для чётно-нечётного уравнения выпол-
нено равенство

−𝑞
(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

=
𝑚− 𝑛
𝑚

(︂
𝑛

𝑚− 𝑛

)︂𝑛/𝑚

,

то есть когда исходное уравнение имеет кратный корень 𝑡 =
(︀
−𝑝𝑚

𝑛

)︀1/(𝑛−𝑚)
. В

этом случае для чётно-нечётных уравнений первоначальное трёхчленное урав-
нение приводится к виду

𝑥𝑛 − 𝑛

𝑚
𝑡𝑛−𝑚𝑥𝑚 +

𝑛−𝑚
𝑚

𝑡𝑛 = 0.

Например, пусть 𝑛 = 6, 𝑚 = 1, тогда получим

𝑥6 − 6𝑡5𝑥+ 5𝑡6 = (𝑥− 𝑡)2
(︀
𝑥4 + 2𝑡𝑥3 + 3𝑡2𝑥2 + 4𝑡3𝑥+ 5𝑡4

)︀
,

где 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑡 =
(︀
−𝑝

6

)︀1/5
— значение кратного действительного корня.

Сделав подстановку 𝑥 = 𝑡𝑦, преобразуем выражение 𝑥4 + 2𝑡𝑥3 + 3𝑡2𝑥2 +
+ 4𝑡3𝑥+ 5𝑡4 из правой части последнего равенства к виду 𝑦4+2𝑦3+3𝑦2+4𝑦+5.
Несложно убедиться в том, что уравнение

𝑦4 + 2𝑦3 + 3𝑦2 + 4𝑦 + 5 = 0
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не имеет действительных корней. Заметим, что системы компьютерной мате-
матики Maple 2019 и Wolfram Mathematica 12 не генерируют значения корней
данного уравнения в аналитическом виде через радикалы. Прямое использова-
ние некоторых известных методов решения алгебраических уравнений четвёр-
той степени позволяет получить аналитические выражения для корней в виде
очень громоздких конструкций, которые не имеют особой практической цен-
ности. Ниже представлены приближенные значения корней вышеупомянутого
уравнения.

𝑦1 = 0,2878154796 + 1,416093080𝑖; 𝑦2 = 0,2878154796− 1,416093080𝑖;

𝑦3 = −1,287815480 + 0,8578967583𝑖; 𝑦4 = −1,287815480− 0,8578967583𝑖.

Следовательно, корни уравнения 𝑥6 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0 определяются однозначно:

𝑥1 = 𝑥2 =
(︁
−𝑝

6

)︁1/5
, 𝑥3 = 𝑦1

(︁
−𝑝

6

)︁1/5
, . . . , 𝑥7 = 𝑦4

(︁
−𝑝

6

)︁1/5
.

6. Чётно-чётные уравнения (n, m — чётные)

Очевидно, что при положительных 𝑝, 𝑞 чётно-чётное уравнение (6) действи-
тельных корней не имеет. При отрицательных 𝑝, 𝑞 неравенство

𝑘𝑛

𝑘𝑚 + 1
= −𝑞

(︂
𝑝

𝑞

)︂𝑛/𝑚

> 0

влечёт существование двух действительных решений.
Более сложная ситуация возникает, когда 𝑝 и 𝑞 имеют разные знаки. В этом

случае подстановка 𝑥 = 𝑘(−𝑞/𝑝)1/𝑚 (𝑘 ̸= 0) приводит к равенству

𝑘𝑛

𝑘𝑚 − 1
= 𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

и локальный минимум определяющей функции 𝑘𝑛

𝑘𝑚−1
достигается в точках

𝑘*1 =

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂1/𝑚

> 1, 𝑘*2 = −
(︂

𝑛

𝑛−𝑚

)︂1/𝑚

< −1.

Его значение

𝑓 (𝑘*) =
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

.

Например, при 𝑛 = 4, 𝑚 = 2, 𝑘* =
√

2, 𝑓 (𝑘*) = 4.
Приведём график функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘4

𝑘2−1
(см. рис. 7)).

Таким образом, справедлива теорема 7.



Математические структуры и моделирование. 2020. №2(54) 79

Рис. 7. График функции 𝑓 (𝑘) = 𝑘4

𝑘2−1

Теорема 7. Пусть 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0. Если 𝑝 и 𝑞 имеют разные знаки, то при
выполнении неравенства

𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

>
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

уравнение (6) имеет четыре действительных решения, два из которых от-
рицательны, а два — положительны.

Если имеет место равенство (заметим, что 𝑝 в этом случае должно
быть отрицательным)

𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

=
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

,

то уравнение (6) имеет два кратных корня, кратность каждого из которых
равна двум:

𝑥1 =
(︁
−𝑝𝑚
𝑛

)︁1/(𝑛−𝑚)

, 𝑥2 = −
(︁
−𝑝𝑚
𝑛

)︁1/(𝑛−𝑚)

.

При условии

0 < 𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

<
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

уравнение (6) действительных корней не имеет.
Наконец, если

𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

< 0,

то уравнение (6) имеет два действительных корня.

Рассмотрим подробнее случай, когда для чётно-чётного уравнения выполне-
но равенство

𝑞

(︂
−𝑝
𝑞

)︂𝑛/𝑚

=
𝑛−𝑚
𝑚

(︂
𝑛

𝑛−𝑚

)︂𝑛/𝑚

(𝑝 < 0) ,
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то есть когда исходное уравнение имеет два кратных действительных корня,
кратность каждого из которых равна двум:

𝑡1 =
(︁
−𝑝𝑚
𝑛

)︁1/(𝑛−𝑚)

, 𝑡2 = −
(︁
−𝑝𝑚
𝑛

)︁1/(𝑛−𝑚)

.

Обозначим 𝑡 = 𝑡1, тогда 𝑡2 = −𝑡. Выражая 𝑝 и 𝑞 из соотношений для 𝑡1 и
𝑡2 и подставляя в условие наличия двукратного корня, получим, что исходное
чётно-чётное трёхчленное уравнение примет вид:

𝑥𝑛 − 𝑛

𝑚
𝑡𝑛−𝑚𝑥𝑚 +

𝑛−𝑚
𝑚

𝑡𝑛 = 0.

Например, при 𝑛 = 6, 𝑚 = 4 получим

𝑥6 − 3

2
𝑡2𝑥4 +

1

2
𝑡6 =

1

2
(𝑥− 𝑡)2(𝑥+ 𝑡)2

(︀
2𝑥2 + 𝑡2

)︀
.

Тогда корни уравнения 𝑥6 + 𝑝𝑥4 + 𝑞 = 0 (𝑝 < 0) в случае наличия кратности
определяются однозначно:

𝑥1 = 𝑥2 =

√︃(︂
−2𝑝

3

)︂
, 𝑥3 = 𝑥4 = −

√︃(︂
−2𝑝

3

)︂
,

𝑥5 = 𝑖

√
2

2

√︃(︂
− 2𝑝

3

)︂
, 𝑥6 = −𝑖

√
2

2

√︃(︂
− 2𝑝

3

)︂
.

7. Аналитическая связь между модулем и аргумен-
том комплексных корней трёхчленных алгебраических
уравнений

Целью данного раздела является установление аналитической зависимости
между модулем и аргументом комплексных корней трёхчленных алгебраиче-
ских уравнений произвольной степени с действительными коэффициентами.

Сначала рассмотрим трёхчленное алгебраическое уравнение третьей степе-
ни с действительными коэффициентами 𝑝 и 𝑞:

𝑥3 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0 (𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0) . (7)

Нас интересуют комплексные решения уравнения (7), записанные в триго-
нометрической форме, то есть числа вида

𝑥 = 𝑟 (cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙) . (8)

Подставив выражение (8) в исходное уравнение (7), получим

𝑟3 (cos 3𝜙+ 𝑖 sin 3𝜙) + 𝑝𝑟 (cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙) + 𝑞 = 0. (9)
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Преобразуем уравнение (9) к виду(︀
𝑟3 cos 3𝜙+ 𝑝𝑟 cos𝜙+ 𝑞

)︀
+ 𝑖
(︀
𝑟3 sin 3𝜙+ 𝑝𝑟 sin𝜙

)︀
= 0. (10)

Последнее равенство эквивалентно системе уравнений:

𝑟3 cos 3𝜙+ 𝑝𝑟 cos𝜙+ 𝑞 = 0; (11)

𝑟3 sin 3𝜙+ 𝑝𝑟 sin𝜙 = 0. (12)

Из уравнения (12) выражаем 𝑝 = −𝑟2 sin 3𝜙/ sin𝜙 и подставляем в уравнение
(11):

𝑟3 cos 3𝜙− 𝑟3 cos𝜙 sin 3𝜙

sin𝜙
+ 𝑞 = 0,

что равносильно уравнению

𝑟3
(︂

sin𝜙 cos 3𝜙− cos𝜙 sin 3𝜙

sin𝜙

)︂
= −𝑞 ⇔ 𝑟3 sin (−2𝜙) = −𝑞 sin𝜙,

откуда окончательно получаем

𝑟3 =
𝑞

2 cos𝜙
. (13)

Таким образом, мы получили очень простую связь между модулем и ар-
гументом для комплексных решений уравнения (7) в случае наличия у него
комплексно-сопряжённой пары корней. Сам по себе факт существования такой
явной аналитической связи представляет определённый интерес.

Далее, действуя по аналогии, мы можем получить выражение, подобное
формуле (13), для трёхчленного алгебраического уравнения произвольной сте-
пени с действительными коэффициентами вида (14)

𝑥𝑛 + 𝑝𝑥𝑚 + 𝑞 = 0 (𝑛 > 𝑚, 𝑝 ̸= 0, 𝑞 ̸= 0) . (14)

Подставляя число 𝑥 = 𝑟 (cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙) в уравнение (14), получим

𝑟𝑛 (cos𝑛𝜙+ 𝑖 sin𝑛𝜙) + 𝑝𝑟𝑚 (cos𝑚𝜙+ 𝑖 sin𝑚𝜙) + 𝑞 = 0.

Выделяя действительную и мнимую составляющие левой части данного
уравнения и приравнивая их к нулю, получим эквивалентную систему урав-
нений:

𝑟𝑛 cos𝑛𝜙+ 𝑝𝑟𝑚 cos𝑚𝜙+ 𝑞 = 0; (15)

𝑟𝑛 sin𝑛𝜙+ 𝑝𝑟𝑚 sin𝑚𝜙 = 0. (16)

Из уравнения (16) выражаем 𝑝 = −𝑟𝑛−𝑚 sin𝑛𝜙/ sin𝑚𝜙 и подставляем в урав-
нение (15):

𝑟𝑛 cos𝑛𝜙− 𝑟𝑛−𝑚 sin𝑛𝜙

sin𝑚𝜙
𝑟𝑚 cos𝑚𝜙+ 𝑞 = 0,
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что преобразуется к виду

𝑟𝑛
(︂

sin𝑚𝜙 cos𝑛𝜙− cos𝑚𝜙 sin𝑛𝜙

sin𝑚𝜙

)︂
= −𝑞 ⇔ 𝑟𝑛 sin (𝑚𝜙− 𝑛𝜙) = −𝑞 sin𝑚𝜙,

откуда окончательно получаем

𝑟𝑛 =
𝑞 sin𝑚𝜙

sin ((𝑛−𝑚)𝜙)
.

Убедимся в справедливости последней формулы на примере. Пусть

𝑥7 − 5𝑥2 + 13 = 0.

Приближенные значения его корней имеют вид:

𝑥1 ≈ −1,260494631; 𝑥2,3 ≈ 1,274138351± 0,4488548137𝑖;

𝑥4,5 ≈ 0,4076784747± 1,526928854𝑖; 𝑥6,7 ≈ −1,051569510± 1,075578775𝑖.

Несложно убедиться в том, что для каждого из комплексных корней выпол-
няется равенство 𝑟7 = 13 sin 2𝜙/ sin 5𝜙.

8. Заключение

Авторами данной статьи разработан простой и единообразный метод, поз-
воляющий устанавливать число действительных решений трёхчленных алгеб-
раических уравнений произвольной степени с действительными коэффициента-
ми. Метод основан на том факте, что при помощи определённых подстановок
трёхчленное уравнение приводится к уравнению с одним параметром, предста-
вимым в виде явной функции от коэффициентов первоначального уравнения,
и свойства решений исходного уравнения зависят только от значений этого
параметра.

Во многих частных случаях зависимость решений от одного параметра поз-
воляет находить удобные аналитические выражения для корней трёхчленного
уравнения, а при дальнейшем развитии метода получать степенные ряды от
этого параметра, что приводит к удобным аналитическим формулам прибли-
жённого нахождения решений.

Авторы надеются, что метод будет полезен математикам, которые в своей
практической работе сталкиваются с необходимостью решать и исследовать
трёхчленные уравнения.
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Abstract. The article proposes a new simple method for localizing and determining
the number of real solutions for an arbitrary trinomial algebraic equation with real
coefficients. In detail, with illustrations, an analysis is made of all types of equations
under study. For each type, conditions for the existence of multiple roots are obtained
and exact analytical formulas for calculating them are given. For trinomial equations
with a multiple root, it is shown that all other roots can be expressed through a
multiple with the required accuracy.
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