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В XXI веке существенно возрос интерес математиков к теории точного аналитическо
го нахождения значений кратных корней полиномов [1]. Этому поспособствовало развитие 
возможностей систем компьютерной математики. Так, например, исследователям стал до
ступен непосредственный анализ громоздких конструкций результантов и дискриминантов 
полиномов, а также частных производных от них, что ранее не поддавалось ручному счету.

Была установлен следующий факт [2].
Теорема. Пусть f  =  f  (z) -  полином c комплексными коэффициентами степени n > 3, 

а f  (k-1) =  f  (k-1) (z) его производная порядка k — 1 вида

f (k-1) (z) =  bozn-k+1 +  b1zn~k +  b2zn~k~l +  . . .  +  bn- kz +  bn-k+1.

Тогда корень z1 кратности k при условии, что остальные корни имеют меньшую крат
ность, можно вычислить по формулам

z1
dkR (f, f (k-1)) dkR (f, f (k-1))

dbj_1dbk-1 ' Щ 1, . . . ,  n +  1 — k ) .

Подставляя в представленные формулы значения коэффициентов bi (i =  0, . . . ,  n — k +  1) , 
выраженные через коэффициенты полинома f  ( z ) , получаем конечные формулы для вычис
ления значения корня наивысшей кратности. Например, для алгебраического уравнения ше
стой степени z6 +  a1z5 +  a2z4 +  a3z3 +  a4z2 +  a5z +  a6 =  0 , имеющего корень кратности k =  4, 
при j  =  2 интересующая нас формула будет имеет вид

z1 =  (l00afa3a6 — 160a1a2a6 +  16a1a2a3a5 — a1a^a4 — 400a1a4a6 +  624a2a3a6 — 2000a5a6—
—55a2a5) : (4 (100a2a2a6 — 10afa3a5 — 240a1a3a6 — 160a2a6 +  20a2a3a5 +  a3a4 +  800a4a6) ) .

В ряде случаев, когда два корня полинома фиксированной степени имеют одинаковую 
наивысшую кратность, анализ структур частных производных определенных порядков от 
дискриминанта полинома по его коэффициентам позволяет получить систему простых урав
нений для вычисления этих кратных корней. Такая система существенно дополняет соотно
шения Виета [2].

Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда 
фундаментальных исследований.
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На действительной оси —те < t < те зададим H-непрерывные (т.е. удовлетворяющие 
условию Гельдера) комплекснозначные функции a(t) =  0, b(t) =  0, f  (t). Зададим также H - 
непрерывно дифференцируемые функции p+(t),pn(t), причем функция p+(t) аналитически 
продолжима в верхнюю полуплоскость, а функция pu(t) является действительной. Будем 
искать H-непрерывно дифференцируемую функцию p(t), удовлетворяющую уравнению

ia(t) (p+(t)Im p(t) — p+(t)Im p ' (t)) +  b(t) Re (pR(t)p(t) — pn(t)p'(t)) +  (1)

СЮ СЮ

, a(t)p+(t) — b(t)pR(t) f  Im <P( t )dr a(t)p+(t) — b(t)pn(t) f  Im р (т)dr f <
+------------------------------- ---------------- ;------------------------------------------------------ o“  =  f(t),  —те < t <  те.П J  T — t П J  (т — t)2

—Ю —Ю
в котором интеграл с т — t понимается в смысле главного значения по Коши, а с  (т — t)2 — в 
смысле конечной части по Адамару. Все свойства функций, определенных на действительной 
оси, считаем справедливыми вплоть до бесконечно удаленной точки.

На действительной оси введем две функции

„ , . 1 [  Im ш(т)4т
Ф+№ =  -  --------- 1—  +  i Im ̂ (t)n J т — tn j  т — t

—  CO

^ + (t) =  p+(t)$+ (t) — p+(t)^ + (t )  (2)
аналитически продолжимые в верхнюю полуплоскость, и еще две действительные функции

„ , . 1 C Im ш(т)dт ^ . .
Фд(t) =  ~  --------- Г------- Re ^(t),n J т — tП j  т — t

— Ю

^R(t) =  pR(t)(^R(t) — pR(t)^R(t). (3)
Теорема. Решение уравнения (1) сводится к последовательному решению краевой зада

чи Гильберта для верхней полуплоскости

*+(t) b(t)
a(t) Фд (t) + №

a(t) , —те < t < те, (4)

и двух линейных дифференциальных уравнений (2), (3). В случае разрешимости уравнения 
(1) его решение записывается по формуле p(t) =  Ф+(t) — Фд(t).

Доказательство теоремы основано на использовании классических и обобщенных формул 
Сохоцкого [1]. Задача Гильберта в постановке (4) изучена в [2]. В [3] указан неочевидный

mailto:a.p.shilin@gmail.com

