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ВВЕДЕНИЕ

В диссертации рассматриваются только конечные группы. Одно из ак-
туальных направлений исследований в современной теории групп состоит в
описании строения групп в зависимости от свойств заданной системы их под-
групп. Основополагающей в решении такого рода задач во многих случаях
является долгосрочная программа структурного анализа конечных групп,
предложенная в 1938 году Х. Фиттингом1. В ней впервые было предложе-
но изучение конечных групп при помощи систем нильпотентных подгрупп
и определен нильпотентный радикал группы — произведение всех её ниль-
потентных подгрупп, который широко известен в настоящее время как под-
группа Фиттинга. Со второй половины 60-х годов прошлого столетия идеи
Фиттинга реализовались в том, что важное место в теории групп стали зани-
мать исследования, связанные с радикальными классами (классами Фиттин-
га), т. е. классами групп F, замкнутыми относительно нормальных подгрупп
и произведений нормальных F-подгрупп. Яркий результат в этом направ-
лении исследований был получен в 1967 году В. Гашюцом, Б. Фишером и
Б. Хартли2, где в терминах радикальных классов найдено обобщение фун-
даментальных теорем Силова и Холла. В работе2 было установлено, что для
любого радикального класса F в любой разрешимой группе G существуют
F-инъекторы и любые два из них сопряжены в G. При этом F-инъектором
G называется такая подгруппа V группы G, что V

⋂
N является максималь-

ной из подгрупп G, принадлежащих F, для любой субнормальной подгруп-
пы N группы G.

Локализуя понятие радикального класса Л. А. Шеметков3 и в разре-
шимом случае В. Андерсон4, определили понятие радикального множества
группы. Множество подгрупп F группы G называется радикальным мно-
жеством или фиттинговым множеством G, если F замкнуто относительно
нормальных подгрупп, нормальных произведений подгрупп и сопряжений.
Эффективность такого понятия была подтверждена в работе3 и в разреши-
мом случае4 развитием и обобщением указанной выше теоремы Гашюца–
Фишера–Хартли2. В частности, Л. А. Шеметковым3 было доказано, что в
π-разрешимой группе для любого радикального множества F группы G су-
ществуют F -инъекторы и любые два из них сопряжены в G в случае, если

1Fitting, H. Beitrage zur Theorie der Gruppen endlicher Ordnung / H. Fitting // Jahresber. Deutsch.
Math.-Verein. — 1938. — Bd. 48. — S. 77—141.

2Gaschütz, W. Injektoren endlicher auflösbarer Gruppen / B. Fischer, W. Gaschütz, B. Hartley // Math. Z. —
1967. — Vol. 102, № 5. — S. 337—339.

3Шеметков, Л.А. О подгруппах π-разрешимых групп / Л.А. Шеметков // В кн. : Конечные группы. —
Минск : Наука и техника, 1975. — С. 207—212.

4Anderson, W. Injectors in finite solvable groups / W. Anderson // J. Algebra. — 1975. — Vol. 36, № 3. —
P. 333—338.
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π — множество всех простых делителей всех подгрупп G.
Решение задачи существования и сопряженности инъекторов приводит к

задаче описания их строения в радикальных классах и множествах, а так-
же их характеризации. Оригинальный локальный метод для решения такой
задачи был предложен Б. Хартли5 и П. Дарси6. Идея локализации Хартли—
Дарси состоит в изучении радикальных классов в терминах p-групп и ра-
дикалов, определяемых отображениями (функциями Хартли) множества P
всех простых чисел во множество радикальных классов. Однако Б. Хартли5

и П. Дарси6 было получено описание F-инъекторов лишь для двух типов
локальных радикальных классов: XN и XSπSπ′. Прогресс в решении такой
задачи был достигнут в работах Н. Т. Воробьёва, В. Го и Ю. Ли7, а также
Н. Янга, В. Го и Н.Т. Воробьёва8, где описаны F-инъекторы разрешимых
групп в терминах радикалов и холловых подгрупп для локальных радикаль-
ных классов в общем случае. В связи с этим актуальной является задача раз-
вития локальных методов построения фиттинговых множеств группы и
их применения для описания инъекторов группы, в общем случае неразре-
шимой.

В теории радикальных классов Б. Хартли5 установлено, что F-инъектор
V разрешимой группы G либо покрывает, либо изолирует каждый главный
фактор G, т. е. F-инъекторы G обладают свойством покрытия-изолирования.
Напомним, что секцией группы G называется факторгруппа её некоторой
подгруппы. Подгруппа V покрывает9 (изолирует) секцию H/K группы G,
если H ⊆ V K(V

⋂
H ⊆ K). В работе5 Б. Хартли была сформулирова-

на проблема описания главных факторов разрешимой группы, покрываемых
её F-инъекторами. Решение её было получено для локальных радикальных
классов5 (классов Хартли) вида

⋂
p h(p)Sp′Sp, где h — некоторое отображе-

ние множества всех простых чисел во множество радикальных классов. Дан-
ный результат приводит к задаче исследования наличия свойства покрытия-
изолирования F-инъекторов группы, в общем случае неразрешимой, и опи-
сания её главных факторов, покрываемых F-инъекторами для фиттингова
множества F группы.

5Hartley, B. On Fischer’s dualization of formation theory / B.Hartley // Proc. London Math. Soc. — 1969. —
Vol. 3(19), № 2. — P. 193—207.

6D’arcy, P. Locally defined Fitting classes / P. D’arcy // J. Austral. Math. Soc. (Series A). — 1975. —
Vol. 20. — P. 25—32.

7Vorob’ev, N.T. Description of F-injectors of Finite Soluble Groups / N.T. Vorob’ev, Y. F Liu, W.Guo //
Math. Sci. Res. J. — 2008. — Vol. 12, № 1. — P. 17—22.

8Yang, N. On F-injectors of Fitting set of a finite group / N. Yang, W. Guo, N.T. Vorob’ev // Comm.
Algebra. — 2018. — Vol. 46, № 1. — P. 217—229.

9Doerk, K. Finite soluble groups / K. Doerk, T. Hawkes. — Berlin ; New York : Walter de Gruyter, 1992. —
891 p.
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Если F — формация групп, то В. Гашюц10 подгруппу E ∈ F группы G
называет F-покрывающей, если E покрывает каждый фактор из F всякой
промежуточной группы между E и G, т. е. из условия E ≤ H ≤ G, K E G
и H/K ∈ F следует H = EK. Используя это понятие, В. Гашюцом10 было
получено обобщение и развитие классических теорем Силова, Холла и Кар-
тера: доказано, что для любой локальной формации F в каждой разрешимой
группе существует единственный класс сопряженных F-покрывающих под-
групп.

Дуализируя понятие F-покрывающей подгруппы, Б. Фишер11 для ради-
кального класса F определяет подгруппу F ∈ F группы G, которая содержит
все нормальные F-подгруппы каждой промежуточной группы между F и G.
Такую подгруппу, по предложению Б. Хартли5, стали называть F-подгруппой
Фишера G. Кроме того, Б. Фишером11 было установлено, что если радикаль-
ный класс F (в дальнейшем класс Фишера) замкнут относительно подгрупп
вида PN , где P — силовская p-подгруппа и N — нормальная подгруппа груп-
пы G ∈ F и G — разрешимая группа, то в G существует единственный класс
сопряженных F-подгрупп Фишера. В последующем Б. Хартли5 доказал, что
для класса Фишера F в разрешимой группе G каждый её F-инъектор — это
в точности F-подгруппа Фишера. Вместе с тем Р. Дарк12 показал, что суще-
ствуют разрешимые радикальные классы и разрешимые группы для которых
теоремы Фишера и Хартли неверны.

Это обусловливает задачу описания групп G, в общем случае неразре-
шимых, и фиттинговых множеств группы G, для которых справедливы
аналоги указанных теорем Фишера и Хартли.

Многие исследования теории групп связаны с построением формаций и
радикальных классов разрешимых групп, определяемых при помощи задан-
ных свойств вложения холловых подгрупп в их канонические подгруппы. Та-
кое направление исследований нашло отражение в монографиях Л.А. Ше-
меткова13, К. Дёрка и Т. Хоукса9, В. Го14. Среди исследований, относящихся
к данной тематике в теории разрешимых групп известны работы К. Дёрка и

10Gaschütz, W. Zur Theorie der endlichen auflösbaren Gruppen / W. Gaschütz // Math. Z. — 1963. —
Bd. 80. — S. 300—305.

11Fischer, B. Klassen konjugierter Untergruppen in endlichen auflösbaren Gruppen / B. Fischer //
B. Habilitationsschrift, Universität Frankfurt. — 1966.

12Dark, R. Some examples in the theory of injectors of finite soluble groups / R. Dark // Math. Z. — 1972. —
Vol. 127. — P. 145—156.

13Шеметков, Л.А. Формации конечных групп / Л.А. Шеметков. — М. : Наука, 1978. — 272 с.
14Guo, W. The Theory of Classes of Groups / W. Guo // Beijing ; New York ; Dordrecht ; Boston ; London

: Science Press-Kluwer Academic Publishers, 2000. — 258 p.
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Т. Хоукса15 О. Бризона16, П. Хаука17, П. Локетта18, В. Го и Б. Ли19, Н. Т. Во-
робьёва и В. Н. Загурского20, Е. Н. Залесской и С. Н. Воробьёва21, Е. А. Вить-
ко22, А. Ф. Васильева и Л. А. Шеметкова23 и др. Это и хорошо известная
теорема С. А. Чунихина24 о том, что в любой конечной π-разрешимой группе
существуют холловы π-подгруппы и любые две из них сопряжены определя-
ет задачу описания общих методов построения фиттинговых множеств и
множеств Фишера π-разрешимой группы, определяемых вложением холло-
вых π-подгрупп в радикалы и инъекторы.

Таким образом, задача развития локальных методов исследования в тео-
рии фиттинговых множеств групп и их применение для решения указанных
выше задач актуальна. Её реализации и посвящена настоящая диссертация.

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с крупными научными программами, темами

Диссертационная работа выполнена на кафедре алгебры и методики пре-
подавания математики учреждения образования «Витебский государствен-
ный университет имени П.М. Машерова» с 2016 по 2019 год в соответствии
со следующими научными темами: «Развитие локальных методов исследо-
вания радикалов и классов Фиттинга и их применение в теории конечных
групп», входящей в государственную программу научных исследований на
2011—2015 годы «Конвергенция», подпрограмма «Междисциплинарные науч-
ные исследования, новые зарождающиеся технологии как основа устойчивого
инновационного развития», регистрационный номер в БелИСА — 20111880;
«Методы локализации и теории решеток в исследовании строения конечных
групп и их классов», входящей в государственную программу научных иссле-

15Doerk, K. Ein Beispiel aus der Theorie der Schunckklassen / K. Doerk, T. Hawkes // Arch. Math. (Basel). —
1978. — Bd. 31. — S. 539—544.

16Brison, O. J. A criterion for the Hall-closure of Fitting classes / O. J. Brison // Bull. Austral. Math. Soc. —
1981. — Vol. 23. — P. 361—365.

17Hauck, P. Eine Bemerkung zur kleinsten normalen Fittingklasse / P. Hauck // J. Algebra. — 1978. —
Bd. 53. — S. 395—401.

18Lockett, F. P. On the Theory of Fitting Classes of Finite Soluble Groups / F. P. Lockett // Math. Z. —
1973. — Vol. 131, № 2 — P. 103—115.

19Guo, W. On the Shemetkov problem for Fitting classes / W. Guo, B. Li // Beiträge zur Algebra und
Geom. — 2007. — Vol. 48, № 1. — P. 281—289.

20Воробьёв, Н.Т. Классы Фиттинга с заданными свойствами подгрупп Холла / Н.Т. Воробьёв, В.Н. За-
гурский // Матем. заметки. — 2005. — Т. 78, № 2. — С. 234—240.

21Залесская, Е.Н. Об аналоге гипотезы Шеметкова для классов Фишера конечных групп / Е.Н. Залес-
ская, С.Н. Воробьёв // Сиб. мат. журн. — 2013. — Т. 54, № 5. — С. 989—999.

22Витько, Е.А. О классах Фиттинга и холловых подгруппах конечных π-разрешимых групп / Е.А. Вить-
ко, Н.Т. Воробьёв // Весцi НАН Беларусi. Сер. фiз.-мат. навук. — 2011. — № 1. — P. 37—42.

23Васильев, А.Ф. Нелокальные формации конечных групп / А.Ф. Васильев, Л.А. Шеметков // Докл.
НАН Беларуси. — 1995. — Т. 39, № 4. — С. 5—8.

24Чунихин, C.А. О силовских свойствах конечных групп / C.А. Чунихин // ДАН СССР. — 1950. —
Т. 73, № 1. — С. 29—32.
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дований на 2016—2020 годы «Конвергенция-2020», подпрограмма «Методы
математического моделирования сложных систем», регистрационный номер
в БелИСА — 20160350; «Конечные группы с заданными свойствами инъекто-
ров», грант БРФФИ на 2017—2019 годы, регистрационный номер в БелИСА—
20170835.

Цель и задачи исследования

Целью данной диссертационной работы является развитие локальных ме-
тодов исследования в теории фиттинговых множеств конечных групп и их
применение для описания свойств канонических систем подгрупп.

Для достижения поставленной цели в диссертации необходимо было ре-
шить следующие взаимосвязанные задачи:

— выявить и разработать общие закономерности построения фиттинго-
вых множеств при помощи описания их канонических локальных заданий;

— решить задачу описания строения инъекторов группы и её главных
факторов, покрываемых инъекторами (проблема Хартли5) для случая ло-
кальных фиттинговых множеств;

— установить критерии подгрупп Фишера и найти новые канонические
классы сопряженных подгрупп Фишера в фиттинговых множествах частично
разрешимой группы;

— разработать методы построения фиттинговых множеств группы со
свойством вложения её холловых подгрупп в радикалы.

Объектом исследования являются фиттинговы множества конечной
группы и её канонические подгруппы — инъекторы, подгруппы Фишера и
радикалы.

Предмет исследования — свойства инъекторов, подгрупп Фишера и их
характеризации.

Научная новизна

Все результаты являются новыми, впервые получены автором.
Разработаны новые локальные методы исследования подгруппового стро-

ения группы посредством описания фиттинговых свойств систем её канони-
ческих подгрупп и описаны общие закономерности построения локальных
фиттинговых множеств групп при помощи заданных свойств радикалов, что
позволило найти новые канонические классы сопряженных инъекторов и под-
групп Фишера в группе (в общем случае неразрешимой), а также описать их
строение. Решена проблема Хартли об описании главных факторов, покрыва-
емых инъекторами, для случая локальных фиттинговых множеств частично
разрешимой группы. Впервые описаны фиттинговы множества и неразре-
шимые группы, для которых в группе её инъекторы и подгруппы Фишера
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образуют один и тот же класс сопряженных подгрупп. Найдены характе-
ризации подгрупп Фишера конечной группы в её фиттинговом множестве
при помощи свойства дуальной пронормальности подгрупп. Описаны мето-
ды построения фиттинговых множеств π-разрешимой группы, определяемых
вложением холловых π-подгрупп в радикалы этой группы.

Полученные результаты исследования могут быть использованы в реше-
нии задач описания подгрупповой структуры групп и их классов, а также в
образовательном процессе при чтении спецкурсов по современной алгебре для
студентов математических специальностей, написании курсовых, дипломных
проектов, магистерских и кандидатских диссертаций.

Положения, выносимые на защиту

1. Описание общих методов построения локальных фиттинговых мно-
жеств, классификация их локальных заданий, теоремы 3.1.5 [3, 4] и 3.2.7 [3].

2. Описание строения инъекторов и решение проблемы Хартли5 о ха-
рактеризации главных факторов, покрываемых инъекторами для локальных
фиттинговых множеств группы, теоремы: 4.2.1 [4], 4.2.2 [2] и 4.3.4 [3].

3. Характеризации подгрупп Фишера и их сопряженность, теоремы:
5.1.3 [5], 5.2.6 [6] и 5.2.7 [6].

4. Описание методов построения фиттинговых множеств группы, посред-
ством холловых подгрупп, теорема 5.3.2 [1].

Личный вклад соискателя

Диссертационная работа выполнена соискателем лично под руководством
профессора, доктора физико-математических наук Воробьёва Николая Ти-
мофеевича. Научным руководителем были поставлены задачи и предложена
методика их исследования. В совместных работах [1, 4, 10, 12, 13, 14, 15, 16,
18] основные идеи и методы принадлежат научному руководителю, а реа-
лизация — соискателю. В работе [2], опубликованной совместно с научным
руководителем и профессором Н. Янгом, основные идеи и методы принад-
лежат научному руководителю, а их реализация на паритетных началах —
соискателю и Н. Янгу, который обеспечил качественный перевод статьи на
английский язык. Остальные работы выполнены самостоятельно и опубли-
кованы без соавторов.

Апробация результатов диссертации и информация об исполь-
зовании ее результатов

Основные результаты диссертационной работы были апробированы на
научных семинарах кафедры алгебры и методики преподавания математи-
ки учреждения образования «Витебский государственный университет имени
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П. М. Машерова» и кафедры алгебры и геометрии учреждения образования
«Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины», а
также на следующих международных и региональных научных конференци-
ях: 3-ей Международной научно-практической конференции студентов и ма-
гистрантов «Молодость. Интеллект. Инициатива» (23—24 апреля 2015 г., Ви-
тебск); Международной научно-практической конференции студентов, аспи-
рантов и молодых ученых «IX Машеровские чтения» (25 сентября 2015 г., Ви-
тебск); Международной конференции, посвященной 70-летию А. Ю. Ольшан-
ского «XI школа-конференция по теории групп» (27 июля—2 августа 2016 г.,
Красноярск); Международной конференции «XII Белорусская математиче-
ская конференция» (5—10 сентября 2016 г., Минск); 11-ой Международной
алгебраической конференции в Украине, посвященной 75-летию В. В. Кири-
ченко (3—7 июля 2017 г., Киев); Международной научно-практической кон-
ференции студентов, аспирантов и молодых ученых «XI Машеровские чте-
ния» (18 октября 2017 г., Витебск); Международной конференции «Мальцев-
ские чтения» (20—24 ноября 2017 г., Новосибирск); Международной научно-
практической конференции студентов, магистрантов, аспирантов и молодых
ученых «Молодежь XXI века: образование, наука, инновации» (6 декабря
2017 г., Витебск); ХХIII(70) Региональной научно-практической конференции
преподавателей, научных сотрудников и аспирантов «Наука — образованию,
производству, экономике» (15 февраля 2018 г., Витебск); Международной ал-
гебраической конференции, посвященной 110-летию со дня рождения про-
фессора А. Г. Куроша (1908—1971) (23—25 мая 2018 г., Москва); ХХIV(71)
Региональной научно-практической конференции преподавателей, научных
сотрудников и аспирантов «Наука — образованию, производству, экономике»
(14 февраля 2019 г., Витебск); Международной конференции, посвящённой
90-летию кафедры высшей алгебры механико-математического факультета
МГУ (28—31 мая 2019 г., Москва); 12-ой Международной алгебраической
конференции в Украине, посвященной 215-летию В. Буняковского (2—6 июля
2019 г., Винница).

Отдельные результаты диссертации внедрены в учебный процесс
учреждения образования «Витебский государственный университет имени
П. М. Машерова» при чтении спецкурса «Основы теории групп и их клас-
сов» для студентов математических специальностей (акты внедрения от
06.09.2015, 04.03.2019) и Школы Науки Цзяннаньского университета (КНР),
что подтверждает совместная публикация [2] с профессором Н. Янгом.

Опубликованность результатов диссертации

Основные результаты диссертации опубликованы в 6 статьях в научных
журналах, соответствующих пункту 18 Положения о присуждении ученых
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степеней и присвоения ученых званий в Республике Беларусь, и в 13 ма-
териалах и тезисах докладов конференций. Общий объем опубликованных
материалов — 4,14 авторского листа, в том числе статьи в научных журна-
лах — 3,22 авторского листа, тезисы и материалы докладов конференций —
0,92 авторского листа.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из перечня определений и условных обозначений,
введения, общей характеристики работы, пяти глав основной части, заклю-
чения и библиографического списка в алфавитном порядке в количестве
78 наименований использованных источников и 19 наименований публика-
ций соискателя. Полный объем диссертации — 90 страниц, из них 8 страниц
занимает библиографический список.

Автор выражает глубокую признательность и искреннюю благодарность
своему научному руководителю — доктору физико-математических наук,
профессору Николаю Тимофеевичу Воробьёву за консультации, помощь и
внимание, оказанные им при написании данной диссертации.

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

В определениях и обозначениях мы следуем9, 13.
Глава 1 содержит аналитический обзор основных литературных источ-

ников по теме диссертации. В этой главе описаны основные объекты ис-
следования — фиттинговы множества конечной группы и её канонические
подгруппы. Определяется их роль в развитии структурного анализа классов
конечных групп, формулируются нерешенные вопросы и задачи.

Глава 2 содержит ряд вспомогательных утверждений, наиболее часто ис-
пользуемых в доказательствах на протяжении последующих глав диссерта-
ции.

Основное содержание диссертации представлено в главах 3—5.
Глава 3 посвящена описанию общих методов построения локальных фит-

тинговых множеств.
Множество F подгрупп группы G называют фиттинговым множеством

G, когда выполняются следующие условия: (1) если T E S ∈ F , то T ∈ F ;
(2) если S, T ∈ F и S, T E ST , то ST ∈ F ; (3) если S ∈ F и x ∈ G, то
Sx ∈ F .

Напомним, что произведением8 фиттингова множества F группы G и ра-
дикального класса X называется множество подгрупп {H ≤ G : H/HF ∈ X},
которое обозначим F �X. Если H — фиттингово множество группы G и F —
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радикальный класс, то, очевидно, H�F ⊆ HF. Предположим, что радикаль-
ный класс F является гомоморфом. Тогда если H ≤ G и H ∈ HF, то H/L ∈ F

для некоторой нормальной H-подгруппы L группы H. Так как L ≤ HH и

H/L/HH/L ∼= H/HH,

то H ∈ H�F. Поэтому в данном случае H�F = HF и мы будем обозначать
H� F как HF [4].

3.1.1 Определение [3, 4]. Пусть ∅ 6= π ⊆ P, h — функция Хартли
группы G и HS(h) =

⋂
p∈π h(p)(Ep′Np). Фиттингово множество H группы

G назовём множеством Хартли группы G, если H = HS(h) для некоторой
H-функции h.

3.1.2 Определение [3, 4]. Пусть ∅ 6= π ⊆ P и h —H-функция множества
Хартли H группы G. Тогда h назовем:

(1) приведенной, если h(p) ⊆ H для всех p ∈ π;
(2) устойчивой, если h(p) ⊆ h(q)Eq′ для всех различных p, q ∈ π;
(3) устойчивой приведенной, если h является одновременно устойчивой

и приведенной;
(4) постоянной, если h(p) = h(q) для всех различных p, q ∈ π.
В разделах 3.1 и 3.2 описываются общие методы построения локальных

фиттинговых множеств, а также классифицируются их локальные задания.
Эти результаты представлены теоремами 3.1.5 и 3.2.7.

3.1.5 Теорема [3, 4]. Каждое множество Хартли определяется устой-
чивой приведенной H-функцией.

3.2.7 Теорема [3]. Каждое множество Хартли H группы G можно
определить полной приведенной H-функцией F такой, что

F (p) = h(p)(Ep′Np)
⋂

(
⋂
q 6=p

h(q)Sq′)

для всех q 6= p ∈ π.
Глава 4 посвящена построению локальных фиттинговых множеств груп-

пы при помощи радикалов и холловых подгрупп и их применению для опи-
сания инъекторов группы, в общем случае неразрешимой.

В разделе 4.1 описана характеризация F -инъекторов посредством ради-
калов группы G.

Произведением радикальных классов F и H называется класс групп
F�H = {G : G/GF ∈ H}. Хорошо известно, что произведение любых двух ра-
дикальных классов является также радикальным классом и операция умно-
жения радикальных классов ассоциативна9. Заметим, что если F и H — ра-
дикальные классы, то F � H ⊆ FH, где класс групп

FH = {G : ∃K EG,K ∈ F и G/K ∈ H}.
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Если H — гомоморф9, т. е. замкнут относительно гомоморфных образов, то
F � H = FH. В этом случае произведение F � H радикальных классов F и H

мы будем обозначать символом FH.
Напомним, что если X — класс групп, то характеристика X — множество

{p ∈ P : Zp ∈ X}, где Zp — циклическая группа порядка p.
4.1.1 Лемма [4]. Пусть X — непустой радикальный класс характери-

стики π и F = Eπ′ � X. Тогда любая π-разрешимая группа G имеет един-
ственный класс сопряженных F-инъекторов и каждый F-инъектор G яв-
ляется произведением π′-радикала G и X-инъектора некоторой холловой
π-подгруппы G.

4.1.2 Следствие [4]. Каждая π-разрешимая группа имеет единствен-
ный класс π-нильпотентных инъекторов.

4.1.3 Следствие [4]. Каждая π-разрешимая группа имеет единствен-
ный класс π-замкнутых инъекторов.

4.1.4 Следствие [4]. Каждая π-разрешимая группа имеет единствен-
ный класс π-специальных инъекторов.

Заметим, что следствия 4.1.3 и 4.1.4 были получены другими методами
в работе25.

Раздел 4.2 посвящен описанию строения инъекторов в терминах радика-
лов и холловых подгрупп.

4.2.1 Теорема [4]. Пусть X — непустое фиттингово множество груп-
пы G, и пусть ∅ 6= π ⊆ P и H = HS(h) — множество Хартли G, определя-
емое H-функцией h такой, что h(p) = X для любого p ∈ π. Если G ∈ XSπ,
то справедливы следующие утверждения:

(1) G имеет H-инъектор и любые два H-инъектора сопряжены;
(2) каждый H-инъектор V группы G — подгруппа вида GXEπ′L, где L —

подгруппа G такая, что L/GX является Nπ-инъектором некоторой холло-
вой π-подгруппы G/GX .

Если H = HS(h), то подгруппу Gh =
∏

p∈πGh(p) назовем h-радикалом
группы G. Пусть N — класс всех нильпотентных групп, группа G называется
N-скованной, если CG(GN) ≤ GN.

Следующая теорема доказывает существование и сопряженность H-инъ-
екторов группы G и описываетH-инъекторы с помощью радикалов, в случае,
когда π = P.

4.2.2 Теорема [2]. Пусть H — множество Хартли группы G, опреде-
ленное устойчивой приведенной H-функцией h и Gh — h-радикал группы G.
Если группа G/Gh — N-скована, то справедливы следующие утверждения:

25Воробьёв, Н.Т. Инъекторы во множестве Фиттинга конечной группы / Н.Т. Воробьёв, М. Г. Семё-
нов // Матем. заметки. — 2015. — Т. 97, № 4. — С. 516—528.
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(1) подгруппа V группы G — H-инъектор G тогда и только тогда, когда
V/Gh — нильпотентный инъектор G/Gh;

(2) группа G обладает H-инъектором и любые два H-инъектора сопря-
жены в G;

(3) подгруппа V группы G — H-инъектор G тогда и только тогда, когда
V является H-максимальной подгруппой G и GH ≤ V .

Приведем некоторые следствия теоремы 4.2.2:
4.2.3 Следствие (Б. Фишер11). Подгруппа V разрешимой группы G яв-

ляется нильпотентным инъектором группы G тогда и только тогда, когда
F (G) ≤ V и V — N-максимальна в G.

4.2.4 Следствие (Б. Хартли5) Пусть X — непустой разрешимый ради-
кальный класс и H = X �N. Подгруппа V разрешимой группы G является
H-инъектором тогда и только тогда, когда V/GX — нильпотентный инъ-
ектор G/GX.

Теорема 4.2.2 позволяет описать инъекторы ограниченной нильпотентной
длины фиттингова множества разрешимой группы, что отражено в следствии
4.2.6.

Следствиями теоремы 4.2.2 являются также результаты Н.Т. Воробьёва
и В. Го14 о характеризации инъекторов для разрешимого класса Хартли.

В. Го и Н. Т. Воробьёвым8 было получено обобщение известных теорем
Гашюца—Фишера—Хартли2 и Шеметкова–Андерсона3,4 о существовании и
сопряженности инъекторов конечной группы.

Если π — некоторое множество простых чисел, то фиттингово множество
F группы G называется π-насыщенным в случае, когда FEπ′ = F .

В работе8 доказано, что если ∅ 6= π ⊆ P и F — фиттингово множество
группы G, то G обладает единственным классом сопряженных F -инъекторов
в каждом из следующих случаев:

(а) G ∈ Sπ и F — π-насыщено;
(б) π = σ(F) и G ∈ FSπ.
В теории радикальных классов Б. Хартли5 установлено, что F-инъекторы

разрешимой группы обладают свойством покрытия-изолирования и сформу-
лирована проблема описания главных факторов этой группы, покрываемых
ее F-инъекторами.

Используя указанный результат8, мы определяем условия, при которых
F -инъекторы группы обладают свойством покрытия-изолирования и описы-
ваем главные факторы, покрываемые инъекторами для фиттинговых мно-
жеств группы, в общем случае неразрешимой.

4.3.2 Теорема [3]. Пусть ∅ 6= π ⊆ P и F — фиттингово множество
группы G. Тогда F-инъекторы группы G обладают свойством покрытия-
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изолирования в каждом из следующих случаев:
(1) G ∈ Sπ и F — π-насыщено;
(2) π = σ(F) и G ∈ FSπ.
4.3.4 Теорема [3]. Пусть ∅ 6= π ⊆ P и F — π-локальное фиттингово

множество группы G, определяемое H-функцией f . Тогда F-инъектор G
покрывает все такие главные p-факторы (p ∈ π), которые покрывает её
f(p)-радикал в каждом из следующих случаев:

(1) G ∈ FS и F — множество Хартли G;
(2) G ∈ Sπ, F π-насыщено и f — приведенная H-функция.
4.3.5 Следствие (Б. Хартли5). Пусть F — радикальный класс и G —

разрешимая группа. Тогда F-инъектор либо покрывает, либо изолирует
каждый главный фактор группы G.

Глава 5 посвящена характеризации подгрупп Фишера и нахождению но-
вых канонических классов сопряженных подгрупп Фишера в фиттинговых
множествах частично разрешимой группы.

В теории классов известна теорема Фишера11 (см. также9) о том, что для
класса Фишера F разрешимой группы G, F-подгруппы Фишера G совпадают
с F-инъекторами G и образуют единственный класс сопряженных подгрупп.

Нами было получено обобщение теоремы Фишера для случая π-насыщен-
ного множества Фишера π-разрешимой группы G.

5.1.3 Теорема [5].Пусть F — π-насыщенное множество Фишера π-раз-
решимой группы G. Тогда подгруппа V группы G является F-инъектором
G тогда и только тогда, когда V является F-подгруппой Фишера G, содер-
жащей холлову π′-подгруппу G.

5.1.4 Следствие (Б. Хартли5, Б. Фишер11). Пусть F — разрешимый
класс Фишера. Тогда каждая разрешимая группа G имеет единственный
класс сопряженных F-подгрупп Фишера.

Заметим, что если F — π-насыщенное фиттингово множество π-разре-
шимой группы G, то F -инъекторы сопряжены в G (см.8). Поэтому непосред-
ственно из теоремы 5.1.3 вытекает

5.1.5 Следствие. Пусть F — π-насыщенное множество Фишера
π-разрешимой группы G. Тогда F-подгруппы Фишера, содержащие холлову
π′-подгруппу G, сопряжены в G.

В разделе 5.2 мы развиваем результаты А. Д’Аниелло26 и М. Д. Перез-
Рамос27 о характеризации F-подгрупп Фишера, в общем случае неразреши-
мых, посредством свойства дуальной пронормальности подгрупп.

26D’Aniello, A. Dualpronormality and Fitting classes / A. D’Aniello // Comm. Algebra. — 1998. — Vol. 26,
№ 2. — P. 425—433.

27Pérez-Ramos, M.D. On A-normality, strong normality and F-dual pronormal subgroups in Fitting classes /
M.D. Pérez-Ramos // Journal of Group Theory. — 2000. — № 3. — P. 127—145.
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Если F — непустой радикальный класс, то подгруппа U группы G на-
зывается F-дуально пронормальной в G, если 〈U,U g〉F содержится в U для
каждого g ∈ G.

5.2.6 Теорема [6]. Пусть G ∈ Sπ и F — наследственное π-насыщенное
фиттингово множество G. Если F ≤ G, то следующие утверждения эк-
вивалентны:

(1) F — F-подгруппа Фишера G, содержащая холлову π′-подгруппу G;
(2) F — F-инъектор G;
(3) F — F-максимальна и F-дуально пронормальна в G.
5.2.7 Теорема [6]. Пусть F — фиттингово множество π-разрешимой

группы G. Если π = σ(F) и F — подгруппа группы G, то следующие утвер-
ждения эквивалентны:

(1) F — F-подгруппа Фишера группы G;
(2) F — F-максимальная и F-дуально пронормальная подгруппа G.
Заключительный раздел пятой главы посвящен построению новых се-

мейств фиттинговых множеств π-разрешимых групп, определяемых вложе-
нием холловых подгрупп в радикалы групп.

5.3.1 Определение. Пусть π — некоторое множество простых чисел
и F — фиттингово множество π-разрешимой группы G. Обозначим через
Rπ(F) множество всех подгрупп группы G, которое определяется следую-
щим образом: Rπ(F) = {H ≤ G : Hπ ≤ HF}.

5.3.2 Теорема. Пусть ∅ 6= π ⊆ P и G ∈ Sπ. Тогда:
(1) Rπ(F) — фиттингово множество G;
(2) множество Rπ(F) π-насыщено;
(3) если F — множество Фишера G, то Rπ(F) — множество Фише-

ра G.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации

В диссертационной работе решена задача развития локальных методов
исследования в теории фиттинговых множеств конечных групп и их приме-
нения для изучения структурных свойств инъекторов, подгрупп Фишера и
радикалов.

Основные результаты диссертации следующие:
1. Описаны общие способы построения локальных фиттинговых мно-

жеств с помощью функций Хартли. Доказано, что любое множество Хартли
может быть определено с помощью устойчивой приведенной и полной приве-
денной функции Хартли, теоремы 3.1.5 [3, 4] и 3.2.7 [3].

2. Найдены новые классы сопряженных F -инъекторов в конечных груп-
пах (в общем случае неразрешимых) и описано их строение для частично
π-разрешимой группы G и множества Хартли, определяемого постоянной
H-функцией, теоремы 4.2.1 [4] и 4.2.2 [2]. Решена проблема Хартли об описа-
нии главных факторов, покрываемых инъекторами, для случая π-локальных
фиттинговых множеств частично разрешимых групп, теорема 4.3.4 [3].

3. Доказан аналог теорем Фишера и Хартли о характеризации и сопря-
женности F -подгрупп Фишера разрешимой группы для π-насыщенного мно-
жества Фишера π-разрешимой группы G, теорема 5.1.3 [5]. Описаны под-
группы Фишера конечной группы и инъекторы посредством свойства дуаль-
ной пронормальности подгрупп в фиттинговых множествах группы, теоре-
мы 5.2.6 [6] и 5.2.7 [6]. В частности, установлено, что F -подгруппа Фишера —
это в точности F -максимальная и F -дуально пронормальная подгруппа в
фиттинговом множестве π-разрешимой группы для множества π простых де-
лителей всех её F -подгрупп.

4. Описаны общие закономерности построения фиттинговых множеств
π-разрешимой группы, определяемых вложением холловых π-подгрупп в их
радикалы, теорема 5.3.2 [1].
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Рекомендации по практическому использованию результатов

Диссертационная работа имеет теоретический характер. Полученные на-
учные результаты могут быть использованы при исследовании классов групп
и канонических подгрупп, которые проводятся в Витебском государственном
университете имени П.М. Машерова, Гомельском государственном универси-
тете имени Ф. Скорины, Белорусском государственном университете, а также
в Институте математики НАН Беларуси.

Полученные результаты исследований позволяют развить результаты из-
вестных отечественных и зарубежных математиков (В. Гашюца, Б. Фишера
(Германия), Б. Хартли (Великобритания), А. Д’Аниелло (Италия), В Го (Ки-
тай), Л. А. Шеметкова, Н. Т. Воробьёва (Беларусь) и др.). Основные ре-
зультаты диссертации опубликованы в российском переводном журнале [4],
а также в зарубежном англоязычном переводном журнале [2], что дает воз-
можность их использования не только в научных центрах Беларуси, но и за её
пределами (в Сюйчжоуском нормальном университете (КНР), Университете
Науки и Технологий Китая, Наваррском университете (Испания), Тюбинген-
ском университете (Германия) и Школе Науки Цзяннаньского университета
(КНР)).

Практическая значимость результатов диссертации подтверждена их
применением в учебном процессе Витебского государственного университета
имени П. М. Машерова (акты внедрения от 06.09.2015, 04.03.2019), при чтении
спецкурсов по теории классов групп для студентов математических специ-
альностей, при написании курсовых и дипломных проектов, магистерских и
кандидатских диссертаций, а также для научных исследований, проводимых
в рамках задания «Методы локализации и теории решеток в исследовании
строения конечных групп и их классов», входящего в Государственную про-
грамму научных исследований на 2016 — 2020 годы «Конвергенция—2020».
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РЭЗЮМЭ

Караулава Таццяна Барысаўна

Фiтынгавы мноства канечных груп

Ключавыя словы: канечная група, фiтынгава мноства групы G,
F -ин’ектар, мноства Фiшэра, F -падгрупа Фiшэра групы G.

Мэта працы: развiццё лакальных метадаў даследавання у тэорыi
фiтынгавых мностваў канечных груп i iх прымяненне для апiсання уласцi-
васцяў кананiчных сiстэм падгруп.

Метады даследавання: метады абстрактнай тэорыi груп, метады тэо-
рыi класаў груп i тэорыi фiтынгавых мностваў.

Атрыманыя вынiкi i iх навiзна. Распрацаваны новыя лакальныя ме-
тады даследавання падгрупавой будовы групы з дапамогай апiсання фiтын-
гавых уласцiвасцяў сiстэм яе кананiчных падгруп. Апiсаны агульныя закан-
амернасцi пабудовы лакальных фiтынгавых мностваў канечных груп пры да-
памозе зададзеных уласцiвасцяў радыкалаў, што дазволiла знайсцi новыя ка-
нанiчныя класы звязаных iн’ектараў i падгруп Фiшэра ў канечнай групе (у
агульным выпадку невырашальнай), а таксама апiсаць iх будову. Вырашана
праблема Хартлi аб апiсаннi галоўных фактараў, якiя пакрыты iн’ектарамi,
для выпадку лакальных фiтынгавых мностваў часткова вырашальнай групы.
Апiсаны фiтынгавы мноства групы, для якiх у групе яе iн’ектары i падгрупы
Фiшэра ўтвараюць адзiн i той жа клас звязаных падгруп. Знойдзены характ-
эрызацii падгруп Фiшэра групы пры дапамозе ўласцiвасцяў дуальнай пра-
нармальнасцi падгруп у фiтынгавым мностве часткова вырашальнай групы.
Апiсаны метады пабудовы фiтынгавых мностваў π-вырашальнай групы, якiя
вызначаюцца укладаннем яе холавых π-падгруп у радыкалы гэтай групы.

Усе атрыманыя вынiкi з’яўляюцца новымi.
Рэкамендацыi па выкарыстаннi. Атрыманыя вынiкi даследаванняў

маюць тэарэтычны характар. Яны могуць знайсцi прымяненне для выра-
шэння задач апiсання падгрупавой структуры канечных груп фiтынгавых
мностваў i класаў груп. Матэрыялы даследаванняў могуць быць выкарыста-
ны пры чытаннi спецкурсаў па тэорыi класаў груп для студэнтаў матэматыч-
ных спецыяльнасцей, напiсаннi курсавых i дыпломных праектаў, магiстарскiх
i кандыдацкiх дысертацый.

Галiна прымянення: сучасная тэорыя груп i iх класаў.
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РЕЗЮМЕ

Караулова Татьяна Борисовна

Фиттинговы множества конечных групп

Ключевые слова: конечная группа, фиттингово множество группы G,
F -инъектор, множество Фишера, F -подгруппа Фишера группы G.

Цель работы: развитие локальных методов исследования в теории фит-
тинговых множеств конечных групп и их применение для описания свойств
канонических систем подгрупп.

Методы исследования: методы абстрактной теории групп, методы тео-
рии классов групп и теории фиттинговых множеств.

Полученные результаты и их новизна. Разработаны новые локаль-
ные методы исследования подгруппового строения группы посредством опи-
сания фиттинговых свойств систем её канонических подгрупп. Описаны об-
щие закономерности построения локальных фиттинговых множеств конеч-
ных групп при помощи заданных свойств радикалов, что позволило найти
новые канонические классы сопряженных инъекторов и подгрупп Фишера в
конечной группе (в общем случае неразрешимой), а также описать их строе-
ние. Решена проблема Хартли об описании главных факторов, покрываемых
инъекторами, для случая локальных фиттинговых множеств частично раз-
решимой группы. Описаны фиттинговы множества группы, для которых в
группе её инъекторы и подгруппы Фишера образуют один и тот же класс
сопряженных подгрупп. Найдены характеризации подгрупп Фишера группы
при помощи свойства дуальной пронормальности подгрупп в фиттинговом
множестве частично разрешимой группы. Описаны методы построения фит-
тинговых множеств π-разрешимой группы, определяемых её вложением хол-
ловых π-подгрупп в радикалы этой группы.

Все полученные результаты являются новыми.
Рекомендации по использованию. Полученные результаты исследо-

ваний имеют теоретический характер. Они могут найти применение для ре-
шения задач описания подгрупповой структуры конечных групп фиттинго-
вых множеств и классов групп. Материалы исследований могут быть исполь-
зованы при чтении спецкурсов по теории групп для студентов математиче-
ских специальностей, написании курсовых и дипломных проектов, магистер-
ских и кандидатских диссертаций.

Область применения: современная теория групп и их классов.
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SUMMARY

Karaulova Tatyana Borisovna

Fitting sets of finite groups

Keywords: finite group, Fitting set of a group G, F -injector, Fischer set,
Fischer F -subgroup of a group G.

Research aim: the development of local methods research in the theory of
Fitting sets of finite groups and their application to describe the properties of
canonical systems of subgroups.

Research methods: the methods of the abstract group theory, the methods
of the theory of classes of groups and the theory of Fitting sets theory.

The obtained results and their novelty. New local methods for studying
the subgroup structure of the group using the Fitting properties of systems of its
canonical subgroups were developed. The general laws of constructing local Fitting
sets of finite groups using the given properties of radicals are described which
made it possible to find new canonical classes of conjugate injectors and Fischer
subgroups in finite group (in the general case non-soluble), and also describe their
structure. Hartley’s problem of describing the main factors covered by injectors for
the case of the local Fitting sets of the partially soluble group. The Fitting sets of
the group are described, for which in a group its injectors and Fischer subgroups
form the same class of conjugate subgroups. The characterizations of the Fischer
subgroups of the group using the dual pronormality property of subgroups in
Fitting set of a partially soluble group are found. Methods are described for
constructing Fitting sets of a π-soluble group defined by the embedding its of
Hall π-subgroups into radicals of this group.

All the obtained results are new.
Recommendation for use. The obtained results are of theoretical nature.

They can be used for solving the problems of describing the subgroup structure
of finite groups of Fitting sets and classes of group. The research materials can
be used while delivering special courses on the theory of groups for students of
mathematical specialities, while writing terms papers and graduation projects,
master of philosophy and doctor of philosophy theses.

Application field: the modern theory of groups and their classes.
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