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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ. 

Актуальность те?л». Десятш! работ в 1955 - 1971 '̂'одах 
были посвящены реяению с разлитны1эд допэлнятельнк:<-1и г.ред-
полоае1шями известной гипотезы А.Лихне.эовгла о том, что 
связноо риманово многообразие, лопускающее связщто суисст-
венну]) группу кокфоргданх преобра;зований, конфор'лни дЕ'йао-
мо1к|)но либо евклидову пространству, либо сфере. С наимег'ь-
шшл предположениж/л эта гипотеза была доказана Д.В./ле'с-
сеевским [1] в 19':3г. В настояитэе время предпринкмаются 
попытки изучения псевдоримановых многообразий, допускающих 
cBHSiijra существен!1ую группу конфоргшых преобразований. Не­
которые результат» в этом направлении получены и в диссор-
тация, Кромэ того, в диссертации дополнен один из резуль­
татов Д.В.Алексеевского [5] , касающийся самоподобных ло-
регщеик многообразий. 

В работах С.П.Таврилона, А.В.Левичева и друпа авто­
ров широко изучаются гругшн Ли с ловоинвариантной лореще-
вой метрикой в, качестве однороднее космологических моделей 
При этом физически зь'ачимьш! являются лють. тахсиа кетршса, 
для которых выполнено так называемое "энергетическоз yaio-
вие". В дисс9ртаи,ки доказывается,, что па любой гр>ттаэ Лл 
MOSHO ввести л8во:ашаркактну:о лоренцеву метрику так, чтобы 
энергетическое-усиоЕие вгсолнялось; нахЗдены все конфоршю 
плоские левоинвариантн'^е PvisTpmai на трохмернюс группах Лл 
и среди них вцделены метрики постоянной кривизны. 

Хорошо известен классический результат о том, что .яю-
бое аффинное преобразовгшие евклидова пространства хзазла-
гается в композицию пар£ллельг-:ого переноса, вращения, рас­
тяжения по координатн№.! ося!л II , воз'.'ожно, отражения. Ес­
тественным обобщением этой з-адачи является вопрос, постав­
ленный А.}З.Левичевым: что можно сказать про преобразования 
групп Ли, перевод-ящие одномерные смежные классы в о^;.-имер-
ные смежные классы. Реяеюш этой задачи посвящена одна из 
глав диссертации. 

Цель работы. Диссертация посвящена: 
- изучению гладких преобразований вещественных конечно­

мерных групп Ли, переводящих дномерные сме.-гше классы в 



одномерные омежные классы; 
- пзучён1:ю 1]севдори;1ланоЕЫх мюхюобразий, допускавших су-

дественную группу ко»|юрмных преобразоЕаншЧ; 
- к„учонию' свойств левоинваркантных лорещевых метр1Ж на 

группах Ли. 
Методика исследования. Работа основана на пршленении 

дифференциальн"б''-геометрическис и алгебраических методов, 
традтщионко Ч-рпользуемых в теории групп Ли и групп гладких 
npeodpaa'op'qfjrii; по мере необходимости привлекаются методы 
линейной алгебры и дифференциальных уравнений. 

Новизна и'практическая генность работы. В диссертации 
получёнц'бледующзе основные результаты: , 

а) qmibaHK гладкие преобразования вещественных конеч­
номерных групп Ли, переводящее одномерные сыекнне классы в 
одномерны^ смежнае классы; дан ответ на вопрос: в каком 
случае такщ преобразования {шлагашся в композицию л£ ло­
го сдвига, аргбиорфкзма и инверсии; ., 

б) найдены все конформно плоск:1е. левоинвариантные 
метрики щ трехмерных группах Ли " сре;;и них .ввделены мет- -
р^жи посто^щой кртаизны; тем самым доказано,что левога-
варионтные лорещевы метрики постоянной кривизны на трех­
мерных групрах Ли исчерпываатся метрикагли, наДценными 
С.П.Гаврилорым [2] ,и К.Номидзу [7]. ^ 

в) до;?азано, что на любой группе Ли макно ввести ле - . 
воинвариантную лоревдсву метрику так , чтобы энергет"чес-
кое условие выполнялось; более подробно исследована ' жод-
нкмость энергетичег ;их условий для групп .1и,, содержащих 
коммугати^рую подгруппу коразмерности один; 

г) опираны лоренцевы многоос'разкя с.однопараметричес-
кой гГ'^пой гомотетий, обладающей за'лкнутой изотропной ор­
битой; тем самым дополнен результат Д.В.Алегсеевского [ 5 ] , 
касающ'Лся лоренцевых многообразий с огнопараметрической 
группе!, гомотетий, действующе*? бдз неподвижных точек; 

д) доказано, что лоренцевы многообразия, допускаадие 
существенную транзитивную группу конфоршнх преоб-азований, 
являются конфорлщо плоскими, кроме многообразий из одного 
вес-.ла узкого класса; Kai'aan:.' нэс^годетлые и достаточные 



условия для того, чтоб!! такйв многообразия допусгалп су­
щественную однопараметркч jCKyx) группу кон^оркннх преобра­
зований. 

Бее основные результаты диссертации являются HOBLIM:! Н 
ьюгут быть использованы, для дальке^^шего изучения псевдоря-
!/лновы:'С лшогообразий с существенной rpjoinofl ксфорглншс 
преобрггзований и rpyim Ли с лово1'Нвариантн1ВЯ1 лоренцевы:л1 
метрикгида в качестве однородных космологичесюис моделей. 

Аттробация рабо" ;. Результаты диссертации докладыва­
лись Ht'i Всесоюзной' конференции по геометрии "в целом" ( Ко-
восгбкрск. 1987) , на 1Х Всесоюзной геометрической конфе-
рерттии (й1Ш1шев, 1988) , Международной конференции по ал­
гебре (Новосиб!фск, 198S) и на сешшарах кафедры геомэтргл 
и топологии Новосибирского государственного университета. 

Публикации. Основные результаты диссертации опублико­
ваны в работах [83 - [1^1 . 

Объем работы. Диссертация изложена на 136 страницах 
?,гад1инош1Сного текста и состоит из введения, пяти глав, 
списка литературы, вк-тачагзщего 55 наименований, предметно­
го указателя и утсазатеяя обозначений. 

ОБЗОР СОЛВР̂ ШШ^ Р.4Б0ТЫ 

Назовем грутхопряглыет или и-пряшми одномерные смеж­
ные классы группы Ли G. , а преобразования / ; ( 2 —Q , 
перезодящпе б^-прямые в Q~npmme, мы назовем грзтапоаф-: 
финными или С(-ас[)фИЕНЫМи. Группы Ли всюду подразумеват,т-
ся, конечнсмерныля и вещественными. 

В дизсертация приводится пример, показывающий, что 
группоафф-жное преобразование .̂ожет не быть кепрерывныгл. 
Далее рассаагриваются только гл£,дкив преобразования v. под 

. . ^ „ . ; 

Известно, что на группе Ли существует [3] единствен­
ная левоинвариантная связность без кручения, мя которой 

С-пря:ды9, и только они, явлшэтся геодезическими. Назове! 
ее естественной, .Проективные преобразованич группы Ли -о ... 
естественной связностью, и толь.-^ они, будут ^э гладкими 



груттоафгркнн!.™: преобразованиями. Обозначим через l\iV} и 
'4^(S7) соотвегст^енко группы проективных и арр'лнньсс пре-

образ Еший группы Ли G с естественной связностью V . 
Без ограничения общт.ости можно считать, что Q сватана. 

Говорим, что линейное преобразовагше А алгебры Ли 
-^ сохраняет скобку 5 если выполнено 

CLAX,/\i/J,/12J=^CL;(,VJ,21 .(1) 
для всех X , У , Z ̂  ^ . 

Т о о р е м а 1 , Пусть G - связная группа Ли с естест­
венной связностью V . Тогда 

1) любоб группоаф|)инное преобразование i: Q .~ Q 
является аффиннш. лреобразованием естественной связности; 

2) если t i - нормальная окрестность точки р€. G и 

где L{<X) -левый сдвиг на элемент Q,e.Q , t (e)=Q > 

1^ = ex/)» A 0 ex/)"' з 

л л - линейное преобразование алгебры Ли -̂ А группы Ли 
Q , сохраняющее скобку ZiK,41,'Z.l . 

3) Обратно, если I ~ алалитическое преобразов^лше 
группы Ли ^ , и в нькоторой окрестности 11 точки р & G 
£ определяется формулами ( l ) - (З ) , T J | е fgCV). 

Будем говорить, что группа Ь^ G является афф:шно 
npocToi., если .'побое ее и -аффинное греобразогадие разла­
гается в КО1УШОЗ1ЩИЮ левого сдвиге., аптоморфизгла и,возможно 
инверсй!. Назовем алгебру Ли ^ г]ффинко -роотой, если для 
любого ее линейного преобраэо: шия А , удовлетворяющего 
(1) , выполнено одно из следующих условий: [АХ ,А^1 ~ 
'~AU{,yi ыявсех A,t/£-^ илиС/1Х,АУ}~-Л£Х,У] 
ДЯЯ ЧСОХ X ,Ч е. ^ ' 

Т е о р е м а 2 . Если алгебра Ли связкой гр^тгпы Лл Q 



.£4Финно проста, то груши Ли G аф и̂нно проста. Односвяз-
н.ая группа Ли Ж'ляется аг^инно простой тогда п только гог-
да, когда ее алгебра Ли является аффинно простой. 

Ктассификащш трехмерных алгебр Ли мояно найти в [4]. 
Т е о р е м а З . Все трехмерные алгебры Ли, крпмэ ал­

гебр II и VIJJ Т1Ш0В и шдишов .VIff , Vilf, етассификации 
Биагпш, являются аффинно простшли. Связная трехмерная 
группа Ли является аффинно простой тогда и только тогда, 
когда оэ айгебра Ли ^iвлявтcя аффинно простой. 

3 главе 2 работы Д..В,Алвксеевского [5] изучаются ло-
ренцепы ишогообразия (J^>Q) > дощ''скающив одпопарамэтри-
чес'сую группу гомотетий Ф~{^^^} ,действуго!цуи без непод-
BiisHHs точек. При этом предполагается, что (М, й) - при­
чинное лорещево .многообразие. На самом дело используется 
лишь го, что'Ф не имеет заглкнутьк изотропных орбит. 

Т о о р е м а 4 . Пусть (Ш, ^ ) - гладкое лоренцево шо-
гообраяие, обладающее однопараметрической группой гомоте­
тий Ф = {I/ I . Если ф не имеет кеподзияных точек и об­
ладает нетривиальной загжнутой изотропной орбитой ^"(О.то 

1) орбита ^(t) является геодезической в /W ; ., 
2) существует такое гладкое расслоение- Л: М- "-о , 

что кадднй слой Р^~Л "(J^^ffd)) диффеоморфен Ik ш 
является вполне гесдезичэсккм подююгообразием в М , ин­
дуцированная метрюса на котором.вкрозздвяа и является полу­
евклидовой; при этом -^ отображает диффеоморфнс 2т ^ на 
базу рассяоения S , а </̂ ^ отображает диффеокорфно и го- • 
мототично ^ на /^^i ; , 

3) если М ориентируемо, то расслоешш X тривиа'хь-
но; в ЭТ0Р1 случае существует тшсая х'лобгитьно определенная 
система координат (сс, ^^,.. . , у" , i?i на /V , где коор­
дината Z - циктаческая с перисдбм б^УО , что 

а) действие группы Ф опредатяется по формуле 

где й(^) - однопараметрическая пода.'руппа матриц из \ '' 



б) у^еЩ'Ш^а. О определяется формулой 

где ^ ^ pfpd . а Hj- (Z) к 6>:j 12) = Qji (Z) , с,/ = 
- 2,..., p.--^ - произвольные гладкие функции, периодичные 
с периодом ie"^^ t удовлетворяющие условию Р(2 +t') — 

4) если М неориентирусмо, то существрт такое глад­
кое дЕулиотное иаометркческое накрытие с -̂' /U N , что 
/I/ ориентируемо, удовлетворяет всем условиям теоремы, и 
ооответствую'лее расслоение J<:^S *cL , тривиально. , 

Обозначим ч роз Я класс многообразий с .глобально 
определенной системой коордт:ат (.Х- х', и* - X'', Х'^= ''-), 
i —2,.:y/t-'f , метрика в которой определяется формулой 
(4) . К этому классу принадаежат таюге ьшогообразия,рас­

смотренные в §7 из 15]. В диссертации изучается геодези­
ческая полнота лшогообразий из кл^*оса 'fi , вычислены тен­
зоры кривизны, Риччй и Вейля и найдено условие необходимое 
и достаточное для того, чтобы такие многообрази.я являлись 
конфоршо плоскими. 

Группа G конформных преобразований асевдориманова 
многообразия (fl'ltQ) назьшается несу::!естБенной, если су­
ществует тш':ая метрика Q на М , конфор?лно эквивалратная 
Oj. , что S будет rp'^nnoit изометрий многообраз' а (М,^) , 

и существенной - з противном счучае. Можнс считать, что 
шогообразие М связно. Будем обозначать через (л^ и Gf 
соответственно стационарную подгрупп;- групп;/ и в точке 
р е А/ и коглпоненту связности едиг.ячного п-'.эмекта группы 
Q . Разорем элемент (S^Q сущес/веняьял, если i^ е Gp 

для Hei оторого P'S. N п ('f^)p но из^у.е';?рично . Группу 
коЕ4!орг.шых прробразсвшшй будом называть си :̂ьно сзтцествск-
ной, ег.гл она содер1Сит существекный элемент. Обозначал! че­
рез c£(G) luiacc псевдоримановж лиогообрасшЯ со связкой 
тр£ 'Зитквнок группой Q конфоруних преобразован;:!:. 



Л е м м а 1 . Если Г А / , 9 ) е ^ ( ^ ( ? ) . т о г р у п п а Л и G 
конформных преобразовании является существенной тогда и 
только тогда, когда она является сильно существенной. 

^.-В-Алексеевским [iT было доказано, что, если связная 
группа С? кoнфop̂ н̂ыx преобразовсший риманова глнопобр^адия 
(IU,(^) существенна, то. G допускает су1г,9ствонную одно-
пар,5-метркческую группу конформных преобразований, имеющ'.по 
неподвижную точку и яв;]яющун)ся подгруппой в G .Примеру, 
приведопные в flnccejjTaiiKH, показывают, что в случае лорен-
цевих жогообразий с карутлением условия причинности такое 
згтворадение неверно дане, если G транзитивна на Д'/ . 
Эт _жо примеры показ ыварэт, что на случай TEKJK многообра­
зий не переносится и лехта. 4 из (1) , утверждающая, что, ес­
ли {"/̂ .'г^З'̂  ^(й) — рзманоБо многообразие и ((хр)е несу­
щественна для некоторого ре. М , то и группа Q несу­
щественна. Будем называть псевдориманово многообразие при­
чинным, если оно не содержит замкнутых изотропных кривых. 

Л е м м а 2 . Пусть G - сильно существенная rpyinia 
конфорг/иых преобразований многообразия (М,0) и ^£.Н^ 
= (?/) - существенный элемент. 

а) Если 1^€. Ht , то в {J найдется сгаьно существенная 
однопар£11,'.етрическая подгр^тша коа|)ормных преобразований. 

б) Вели (N,a) -пркчшшое псевдориманово шогообразпе, 
то_ любая сильно судественная однопараметрическая подгруппа 
ф из С? имеет кеподвЕЖнз'и точку ре. Щ . , т . е . (P-f,Q) 

допускает сильно существенную однопараме':?рическу!о подгруп-" 
пу ФсЯ конфорглных преобразований тогда и только тогда, 
когда найдется судественный элемент, пpи:̂ aцлeжaщий Й^ . 

Т е о р е м а 5 . Пусть (Р4,<^) -однородноэ псевдорима­
ново многообразие, обладающее группой S' конформных пре­
образование'. Тогда ' , 

а) (1Ч,(^) допускает существенную транзитивную х-руп-
, цу конфор|Ж1Шс: преобразований; 

б) если группа 3 связна, г о / / l / j u ) допускает связ­
ную существенную транзитивнул группу ь конформных преоб- ' 
разований, которая содертлг ' сильно судественную одчсгара-' 
метрическую подгрупг , обладаяа^ j неподвижной ^очксй. .,',' 
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Т е о р е м а 6. Дусть для 
некоторого рйгД-/ . Еслк груп-. Н/И^ конечна ( в част­
ности, если фундаментальная группа •^4(М) конечна) , то 
(in 7\ допускает сильно существенную однопараметри'шскую 

группу преобразований. 
Щ-стъ F ~ гомотетичное преобразование пространства' 

Мйнксвского ^ размерности и с естественным скалярным 
произведением 'С,> . Еслк F не является ни сяима-юш!™, ни 
растягивающим, то в подходящем базисе В ш L преЪбра-
зованяе определяется матрицей 

e^(U(i^(^e^,S,4e'^), -0>а , (5) 
где S е: 0(n-2)z 4-i^ . Будем говорить, что гомотетия 
F •• L - ^ . :еот характеристику ^ ('F)~<j^££-«^,-*<>^J , 
если в некотором базисе Б преобразование F определяется 
матрицей (5) с ljH/-i}-cL при K>i , и матрицей {Ь) с 
Ъ^ /-O^d при п ~i . Если JH — -T)~ О , то считаем, что 
ti(F)^D .Заметим, что ti(F'*)^~ti(F) . Если ^(Г)=е? , 
то F является изсметрией. 

Теорема 7. Если псеацориманово многообразие |''/W, Q) 
обладает сушественной транзитивной гру1шой Q конформных 
преобразований, то скалярный квац;"гт тензора Вейля глного-, 
образия (N,<^) равен нулю. Если при этом й. -лоренцева 
метрика, то (М,^) является конформно плооким, кроме, мо­
жет быть, случая, когда дая всех pG.J4 выполнено уо-ювиэ 

a)^tl((^J^) € {0,-1,2.] дая всех peJ-l к t^^Gp. 
П р е д л о ж е н и е ! . Пусть (i1f,Q)e. аС (G) . где 

группа Ли G существенна и Шт /U ~ П>2>. Пусть. р -
произвольная точка из А/ и /̂  = (лр . Тогда компонента 
связн .̂ст1Г Hg является сильно сущуственнс !̂, кроме, может 
быть, случая, когда для всех p£.N выполнено условие (Л,.; 

Г/сть (N,^) - рдаланово гли псев̂ ,ч;рнманово многооб­
разие, а i X^,,,., An,} -НбКоторыЗ базис векторшлс полей в " 
-окрестности UaM . Известно, что, если d(m IU = h~3, 
то тензор Ве.Ъчя гшогообр:дзЕя t'/V, О) тождествеьно равен 
ну. >). Б э'гол! а^учас ого роль внпадгняет тензор W типа 
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(D.3), определяемый равенством 

где S._,==X,(S(X„K.)-S(V,/,J-)~S(X,X^X.} . 
компоненты ковариантного дифференциала ^'tS' танзора Рйч-
чи 5 и 5',j ~^л$ ' teorcodpaaae (Ш,^) размерности 
3 является конформно плоским тогда в. только тогда, когда 
тензор W является нулевым. Если в качестве fW, g ) рас­
смотреть группу Ли G с левоинвариантной метрикой а , то 
относительно базиса f A^jX^.Xjj левоанвариантных век­
торных полей на G виполк чо 

Будем говорить, чтс в базисе lXf,Ai,Af} кащггаци-
онные соотношения трехмерной разрешимой алх'ебрн Ли опреде­
ляются матрицей 

о 
если выполнено 

[А„Хз1=ГХ,+И, (6) 

Кроив TL о, нам понадобятся агедующие виды ком?лутаиионных 
соотношений: • 

[Х,,Х,]=Л,Х,, /X,,XJ=A,X,,:EX„XJ=A>3; М 
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i\,Xj^iX,,X,]'=/'K,foCX\-i-pX, , 
{X,,Xj^-bXr^K,-SK, . 

(8) 

. Т е о р е м а 8 . Есе кон^оршо плоские лесоинвариантные 
: метрик-: ва трехмерных неколмутатиЕных группах Ли определя­
ются следатшщши таблицами. 

1. Римановы метрики. 

тнп 1 
Бианки 

коммугационные соотношения в 
ортонормированном базисе примечания 

/ / / 
tf'v 0 • 

V " • • 

oL 0 
_ 0 оС 

эйнштейнова 

Щ 
Го л" 
1 -л 0 шоская 

УП di fir эйнштейнова 

и (7) при л , =Aj^ = A , 
бии'гвариантная 
эйнштейнова 

2. Лоренцевы метрики 
тип 

Кианки 
комяутационные соотношения 
в ортоно11мированном базисе 

времех-ш-
шдобный 
вектор 

примечания 

Я С8) при .рС = (Г = 5=С? X , плоская 

т oL 0-
0 0 

^^ или 
Х^или 
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я/ об с^ )(. эйнштейнова я/ 
С оС 

_ С с6 _ Хз 

я/ 

(8) при cl=^ ,6Ф0 X, плоская 

я/ 

(8) при $'=!^=0,Ы.ФС X, 
IV (8) щт ci~S = C,p^O X, плоска;! 

V 
X, или 

Хз 
г1Ь1штоИнов£1 V 

(.а) при ОС~6Ф с,р=1^=о X, плоска 

VI а 
-/-А -f+A 

ЛбС--',-*) ^У эйнштейнова VI 

• X / 

VI 

(8) 1)И ОС-Ь>0,С1Ф6 X, V-' 

V/o J& 0 _ X, плеская V/o 

СдУщп oC,^~S, Г=С X. 
Щ] X. эйнштейнова 

v/i. 
• , 

С? А X. плоская v/i. 
-Л 0 

• _ X . , 
• 
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УЛГ с?) при -Л^=:Л^ = .\̂  X, биинвариантная 
эНншгейнова 

Любая метрика постоянной кривизны является конформно 
таоско?. Поэтоьву из теоремы.8 вытекает, что все левоинвари-
антные лоренцввы метрики постоянной кривизны на трехмерных 
группах-Ли.исчерпываются npi. .врали, приведенным! в работах 
l2l И t7l« В диссертахзди доказьшаета<?, что трехмерные груп-
пн Ли Я , JX типов Бнанки и VJf типа с инвариантом Мил-
нора [б1 ОО^ h являются единственными ньколацутативныш! 
группами,Ли, для которых существуют ограничения на ЕОЗМОН-
ные значения скалярной кривизны левопнвариантныгс лореще-
вык метрик» 

Пусть (fi-f, Q) - пространство-время, т.е. лорещево 
многообразие, допускааощее ориентацию во времени. Пусть S -
тонпор РиччЁ метрики Q » а g? ~ скалярная кривизна. Тогда 
тензор Эйнштейна определяется по формуле T(K,'d}~S{K,^}'~ 
~2 Я(^ ,^) •- to3H4ecKH значимыми явля;отся л ш ь такие 
лоренцеви метрики, для которых выпогаяется "энергетическое 
условие"; Тр(Х,Х)'^0 для любого ре.М ж любого вре-
мошподобного вектора Л<£ ТрМ - _ 

Т е о р е м а 9. Еа любой некоммутативной группе Ли 6 
можно задать левоинвариантнущ лоренпеву метрику тшс, что 
энергетическое уйг«3виэ будет выполняться; при -̂ том , если 
„ cUnt G > 2 , то дая любого времениподобного векторного 
•ПОЛЯ Л тензор Эйнштейна , будет строго положителен: 
T(X,X)>fC'g(X,X) . c = CQMt . 

в диссертации более подробно рассматривается случай 
групп Ли, содержащих коммутативную,подгруппу коразмерности 
одга. Кроме того, получен ряд утверэдений о кривизнах ле~ 
воинвариантных лоренцевых метрик на группах Ли и произве- -
дено сравнение с аналогичными ;лзэультатами из обзора fSj , 
для случая римановых метрик. ' 
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