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ОБЩ АЯ ХАРАКТЕРИ СТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссертации. Как известно, результаты и методы 
общей теории решеток с успехом используются в различных областях совре
менной математики. Особенно широк диапазон применений этой теории в 
общей алгебре. Применение решеточных подходов в теории классов групп 
было впервые осуществлено в рамках теории многообразий групп. Позднее 
А.Н. Скибой было показано (1986), что привлечение решеточных конструк
ций весьма полезно и при изучении формаций групп. При этом существенную 
роль играет тот установленный им факт, что решетка всех локальных формам 
ций модулярна. В дальнейшем рассматривался вопрос о модулярности и дис
трибутивности решеток формаций других типов. Так в монографии Л.А. Ше- 
меткова и А.Н. Скибы "Формации алгебраических систем"(М.: Наука, 1989) 
была доказана модулярность решетки всех n-кратно локальных формаций; 
Баллестером-Воллиншес и Л.А. Шеметковым было показано, что модулярна 
решетка всех ш-локальных формаций (1997); А.Н. Скибой и Л.А. Шеметко
вым была установлена модулярность решеток n-кратно сн-локальных фор
маций (1997) и n-кратно £-композиционных формаций (1999); А.Н. Скибой 
доказана дистрибутивность решетки всех разрешимых тотально локальных 
формаций (1997). Эти результаты позволили активно использовать элемен
ты общей теории решеток в вопросах изучения и классификации формаций 
таких типов. Широкий спектр применений решеточных конструкций при ис
следовании формаций представлен в монографии А.Н. Скибы "Алгебра фор- 
маций"(Минск: Беларуская навука, 1997), где, в частности, показано, что при
влечение общей теории решеток при исследовании классов групп позволяет 
не только значительно упростить доказательства многих уже известных те
орем, но и решить ряд открытых вопросов, связанных с изучением внутрен
него строения таких классов. Таким образом, дальнейшее развитие решеточ
ных методов в теории классов групп является актуальной задачей. В данной 
диссертации такая задача реализуется при исследовании кратно локальных 
классов Фиттинга и формаций.

Связь работы с крупными научными программами, темами. Дис
сертация выполнена в рамках следующих госбюджетных тем Гомельского го
сударственного университета им. Ф. Скорины:

"Структурная теория формаций и других классов алгебр", входящей в 
план важнейших научно-исследовательских работ в области естественных, 
технических и общественных наук по Республике Беларусь. План утвержден 
решением Президиума НАН Беларуси № 88 от 23 ноября 1995 г. (номер го- 
срегистрации в БелИСА — 19963987). Выполнение темы запланировано на 
1996-2000 г.г.;
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"Развитие методов общей теории решеток при исследовании классов ко
нечных групп"(номер госрегистрации в БелИСА — 19981116 (1998-99 г.г.)).

Цель и задачи исследования. Целью данной диссертации является 
дальнейшее развитие решеточных методов исследования классов конечных 
групп. В ходе достижения этой цели в диссертации:

-  описаны n-кратно из-локальные классы Фиттинга с булевой подрешеткой 
n-кратно из-локальных подклассов Фиттинга, а также разрешимые тотально 
из-локальные классы Фиттинга с булевой подрешеткой разрешимых тотально 
w-локальных подклассов Фиттинга;

-  установлена алгебраичность решетки л-кратно локальных классов Фит
тинга;

-  доказано, что решетка всех разрешимых тотально локальных классов 
Фиттинга, дистрибутивна. Тем самым дан положительный ответ на вопрос 21 
работы [1];

-  доказана индуктивность решетки всех т-замкнутых тотально локальных 
формаций, что дает ответ на вопрос 4.1.8 монографии (2];

Объект и предмет исследования. Объектом исследования являются 
кратно локальные классы конечных групп, а предметом исследования — ре
шетки таких классов.

Методология и методы проведенного исследования. Использова
лись методы исследования теории классов конечных групп, а также методы 
общей теории решеток.

Научная новизна и значимость полученных результатов. Все по
лученные результаты являются новыми и могут использоваться в теорети
ческих исследованиях. Впервые методы общей теории решеток применены к 
решению открытых вопросов теории классов Фиттинга конечных групп (во
проса о дистрибутивности решетки всех разрешимых тотально локальных 
классов Фиттинга, вопроса описания кратно ш-локальных классов Фиттин
га с булевой решеткой кратно ш-локальных подклассов Фиттинга, вопроса 
описания разрешимых тотально ш-локальных классов Фиттинга с булевой 
решеткой тотально из-локальных подклассов Фиттинга).

Работа имеет теоретический характер. Результаты диссертации могут 
быть использованы при изучении локальных формаций и локальных классов 
Фиттинга конечных групп, а также при чтении спецкурсов, преподаваемых в 
госуниверситетах и пединститутах.

Основные положения диссертации, выносимые на защиту.
3.3.10. Теорема. Пусть 3  = ®ie/3i для некоторых классов Фиттинга 

Зг- Тогда класс Фиттинга 3  n -кратно локален в том и только том случае, 
когда n -кратно локален каждый класс Фиттинга 3;-
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3.5.1. Теорема. Пусть S' — неединичный п-кратно ш-локальный класс 
Фиттинга. Тогда следующие условия равносильны:

1) решетка L"($) булева;
2) ^  — ©ig/fo, где {&• \ i € 1} — набор всех атомов решетки L"(S');
3) в S дополняем каждый подкласс Фиттинга, являющийся атомом ре

шетки L"(S).
4.1.3. Теорема. Всякая частичная алгебра формаций и всякая частич

ная алгебра классов Фиттинга, содержащая все классы Локетта, являют
ся индуктивными решетками.

4.3.1. Теорема. Решетка всех разрешимых тотально локальных клас
сов Фиттинга алгебраична, дистйрибутивпа и каждый ее элемент, отлич
ный от (1) и 6 ,  не дополняем в ней.

Личный вклад соискателя. В совместно опубликованных работах по
становка задачи и общие идеи доказательств принадлежат научному руково
дителю, а сами доказательства получены соискателем.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссер
тации докладывались на семинарах кафедры алгебры и геометрии Гомель
ского государственного университета им. Ф. Скорины, на Международной 
алгебраической Конференции, посвящённой памяти Л.М.Тлускина (г. Сла
вянок, 1997), на Международной конференции по теории групп, посвящен
ной памяти G.H. Черникова (г. Пермь, 1997), на I Международной научной 
конференции "Вычислительные методы и производство: реальность, пробле
мы, перспективы" (г. Гомель, 1998), на Второй Международной алгебраиче
ской Конференции на Украине, посвященной памяти Л.А. Калужнина (Киев 
-  Винница, 1999).

Опубликованность результатов. Основные результаты опубликованы 
в пяти статьях [50, 51, 52, 53, 54], шести препринтах [55, 56, 57, 58, 59, 60[ и в 
тезисах [61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69]. Общее количество страниц опубли
кованных материалов — 130.

Структура и объем диссертации. Диссёртация состоит из перечня 
определений и условных обозначений, введения, общей характеристики ра
боты, четырех глав основной части, Заключения и списка использованных 
источников в алфавитном порядке в количестве наименований. Объем дис
сертации — страниц.

КРАТКОЕ СО ДЕРЖ АН И Е ДИССЕРТАЦИИ

Вначале приведем краткий обзор наиболее важных результатов о решет
ках классов конечных групп. Относительно включения С множество всех 
классов групп образует полную решетку, подрешетками которой являются
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множества формаций, классов Шунка и классов Фиттинга. В ряде ранних 
работ по теории классов групп рассматривался еще один способ упорядоче
ния классов групп.

Пусть В — некоторый класс групп. Напомним, что ^-проектором группы 
G называется такая ее подгруппа Я , для которой выполняются следующие 
условия:

1) Я е S';
2) из Я  С U С G и U/Uq £ 5  всегда следует НЩ — U.
Если теперь Ш. Sj — локальные формации конечных разрешимых групп, 

и в любой разрешимой группе G каждый ее 9Л-проектор содержится в ка
честве подгруппы в некотором ^-проекторе группы G, то говорят, что класс 
Ш сильно вложен в класс и" пишут 9Я <С Й- Понятно, что -С — частич
ный порядок на множестве всех разрешимых локальных формаций. Более 
того, <С определяет решетку на таком множестве, и некоторые сведения об 
этой решетке содержатся в ряде работ по теории локальных формаций (см., 
например, [5-8]). В работах [9-11| изучалась решетка разрешимых классов 
Шунка (с отношением <с). Было установлено, что такая решетка является 
атомарной, с дополнениями, но не дистрибутивной. Изучению решеток с от
ношением С  в теории классов Фиттинга были посвящены работы Брайса, 
Косей [12], Макана [13], Дерка и Порты [14]. Максимальные элементы таких 
решеток исследовались Брайсом и Косей [15].

Следует отметить, что результаты, связанные с исследованием <С-решеток 
не получили последующих приложений и развития, и в настоящее время тер
мин "решетка"в теории классов групп ассоциируется с отношением С.

Хотя отношение С более естественно, универсально и на первый взляд зна
чительно более обозримо, чем отношение -С, исследование решеток классов 
групп (с соотношением С) является трудной задачей. Так, например, относи
тельно решетки всех (и даже относительно решетки всех разрешимых) клас
сов Фиттинга неизвестно в настоящее время является ли она алгебраической, 
коалгебраической или модулярной и поэтому ряд исследований был связан с 
.поиском модулярных и дистрибутивных решеток классов Фиттинга. Так Лау- 
шем в работе [16] была доказана модулярность решетки нормальных классов 
Фиттинга. Позднее этот результат был расширен Брайсом и Косей [17], ко
торые доказали модулярность и атомарность решетки классов Фиттинга из 
так называемой секции Локетта. Некоторые другие свойства решеток клас
сов Фиттинга найдены Н.Т. Воробьевым [18,19]. В частности, им установлено, 
что решетка нормальных подклассов у любого одиопорожденного нормаль
ного класса Фиттинга конечна [19]. Отметим также работу Кусака [20], где 
были найдены серии модулярных решеток классов Фиттинга.
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Долгое время решетка классов Шунка оставалась мало изученной. Су
щественным достижением в этом направлении стала монография М.В. Сель- 
кина [21], где была доказана дистрибутивность решетки всех классов Шунка.

Если 971 — локально конечное многообразие групп, то, как было показано 
в работе А.Н. Скибы [22], отображение fin, сопоставляющее каждому подмно
гообразию 3" из 971 класс всех конечных S'-груш! finS, является изоморфизмом 
решетки подмногообразий из 971 на решетку всех наследственных подформа
ций из 971. Это обстоятельство позволяет интерпретировать многие результа
ты о решетках локально конечных многообразий как результаты о решетках 
наследственных формаций (см. подробнее работы А.Н. Скибы [23, 24]).

Еще один общий подход к исследованию решеток формаций восходит к 
фундаментальной работе О.В. Мельникова [25], из результатов которой, в 
частности, вытекает, что решетка всех формаций антиизоморфна решетке 
всех характеристических подгрупп подходящей свободной проконечной груп
пы счетного ранга.

Как следует из результатов работы А.Н. Скибы [24], решетка всех фор
маций не является дистрибутивной. Поэтому ряд исследований был связан 
с поиском дистрибутивных решеток формаций. Так в работе Влессеноля и 
Брюстера [26] (в классе конечных разрешимых групп) была установлена дис
трибутивность решетки всех формаций, заключенных между S' и N S, где S' — 
формация, а N S — класс всех тех групп, у которых S-корадикал не содержит 
фраттиниевых главных факторов. Позднее этот результат был доказан и в 
классе всех групп [27]. Серия наследственных формаций с дистрибутивной 
решеткой наследственных подформаций найдена в работе А.Н. Скибы [23].

В работе А.Н. Скибы [28] впервые было замечено, что привлечение ре
шеточных конструкций весьма полезно при изучении самих формаций. При 
этом существенную роль играет тот установленный им факт, что решетка 
всех (локальных) формаций модулярна. Этот результат получил развитие 
в различных направлениях. В частности, в монографии Л.А. Шеметкова и 
А.Н. Скибы "Формации алгебраических систем"[4] была доказана модуляр
ность решетки всех n-кратно локальных формаций; Баллестером-Боллиншес 
и Л.А. Шеметковым [29) было показано, что модулярной является решетка 
всех сл-локальных формаций; А.Н. Скибой и Л.А. Шеметковым [1, 30| бы
ла установлена модулярность решеток n-кратно ш-локальных формаций и 
n-кратно £ -композиционных формаций соответственно.

В работе А.Н. Скибы и Е.А. Таргонского [31] были описаны локальные 
формации S', У которых решетка локальных подформаций, заключенных 
между S  и Л  П S, конечна и ее длина не превосходит 2. Позднее этот резуль
тат был развит многими авторами (см. подробнее главу 5 книги А.Н. Скибы



6

В работе А.Н. Скибы [28] были описаны элементы высоты <  4 решетки 
всех разрешимых локальных формаций. Отметим, что при решении такой 
задачи А.Н. Скибой была дана (в неявном виде) классификация элементов 
высоты < 2 решетки всех формаций (последний результат был передоказан 
другими методами В.А. Ведерниковым [32], и частично доказан М.И. Эйди- 
новым [33]).

Большое число работ связано с исследованиями дополняемых подформа
ций. Напомним, что подформация Ш называется дополняемой [34] в если 
для нее существует дополнение в решетке всех подформаций формации ft. В 
работе А.Н. Скибы [34] были описаны разрешимые формации, у которых все 
их подформации дополняемы. Позднее этот результат был распространен на 
произвольный случай [32, 35]. Изучение локальных формаций, у которых все 
их локальные подформации дополняемы, начато в работе В.А. Ведерникова 
[32]. В работе А.Н. Скибы [36] описаны n-кратно локальные формации, у ко
торых решетка n-кратно локальных подформаций булева. В работе Го Вень 
Виня [37] были описаны локальные формации с булевой решеткой локальных 
подформаций. В дальнейшем [38, 39] были описаны ш-локальные формации, 
у которых решетка ш-локальных подформаций булева. Отметим также, что в 
работе А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова [40] исследовались формации универ
сальных алгебр с системами дополняемых подформаций.

Изучение тождеств решетки n-кратно локальных формаций восходит к 
работе А.Н. Скибы [41], где было отмечено, что при любых целых неотрица
тельных ш и п  системы тождеств решеток 1п и 1т совпадают (см. подробнее 
главу II книги [4]).

Существенным вкладом в теорию решеток классов групп явилась моно
графия А.Н. Скибы "Алгебра формаций"[2]. Многие идеи и конструкции этой 
монографии носят универсальный характер и могут быть полезными при 
дальнейшей разработке теорий не только локальных, но и композиционных и 
р-локальных формаций, а также в теории классов Шунка и в теории классов 
Фиттинга. Иллюстрацией к этому служит данная диссертация, развивающая 
ряд идей указанной монографии.

Охарактеризуем содержание диссертации по главам. Все рассматриваемые 
группы предполагаются конечными. Используются определения и обозначе
ния, принятые в книгах [2, 3, 4], а также терминология работы [1].

Глава 1 содержит обзор основных результатов диссертации.
В главе 2 собраны некоторые известные результаты, используемые в основ

ном тексте диссертации.
Глава 3 "Булевы решетки кратно ш-локальных классов Фиттин-

[2]>-
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га"включает в себя шесть разделов.
Напомним, что функции вида /  : ш U {о/} {формации групп} называ

ются w-локальными спутниками [1]. Для произвольного ш-локального спут
ника /  полагают

L F M )  =  (G I G /G ud £  / И  и G/FP(G) £ /(р ), 

для всех р £  (Д тг((?)}.
Если формация 5  такова, что £  =  LFu(f) , то говорят [1], что она ш- 

локальна, а /  — ш-локальный спутник этой формации.
Всякая функция вида /  : и  U{o/} {классы Фиттинга} называется [1] 

ш-локальной функцией Хартли или, более кратко, w-локалыюй Я-функцией. 
Для произвольной w-локальной Я-функции /  полагают [1]

L K ( f )  = {G | G“d £ / И  и F*{G) £ f[p) 

для всех р € ш [> (< ?)}•

Если класс Фиттинга £  таков, что 3  = LRu( f  ), то говорят [1], что он 
ш-локален, а /  — его ш-локальная Я-функция.

Согласно [1], всякая формация считается 0-кратно и-локальной. При п >  1 
формация % называется [1] гс-кратно ш-локальной, если 'S — LF,J.J\, где все 
значения /  являются (п — 1)-кратно ш-локальными формациями. Формацию 
5  называется тотально ш-локальной, если она п-кратно ш-локальна для всех 
п. Аналогично определяются n-кратно ш-локальные и тотально ш-локальные 
классы Фиттинга.

Для произвольной системы классов {3i | г £ 1} такой, что & П Sj =  (1) 
для всех различных i , j  £ I  через ®*е/& обозначается совокупность всех 
групп вида А\ X. . .  х A t, где А г £ , . . . ,  At £ g,-( для некоторых i i , . . . , i t £  I .
Всякое представление класса групп 5  в виде 5  =  (Biel-Si называется прямым 
разложением [42] этого класса. В неявном виде такая конструкция использо
вались в [42, 44] (см. также [15], с. 670). В работе А.Н. Скибы [42] было нача
то изучение прямых разложений n-кратно локальных формаций. В частно
сти, там было доказано, что всякая формация, представимая в виде прямого 
разложения некоторых формаций, n-кратно локальна тогда и только тогда, 
когда п-кратно локальна каждая из компонент этого прямого разложения. 
В разделе 3.1 доказан следующий аналог этого результата для n-кратно ш- 
локальных формаций.

3.1.1. Теорема ([51]). Пусть #  — (Bie/fo для некоторых формаций 
Тогда формация #  п-кратно (п  > 1) ш -локальна в том и только в том 
случае, когда n -кратно ш -локальна каждая из формаций &.
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3.1.2. Следствие. Пусть S  =  0,-6/St для некоторых формаций 3 Тогда 
формация S  тотально из-локалъна в том и только в том случае, когда 
тотально из-локальна каждая из формаций Si-

При п  =  1 из теоремы 3.1.1 непосредственно вытекает
3.1.3. Следствие. Пусть 3  = (BieiSi, где Si — формация. Тогда форма

ция 3  из-локалъна в том и только в том случае, когда из-локальна каждая 
из формаций Si-

3.1.4. Следствие (А.Н. Скиба [2, с. 173]). Пусть S =  ©,-е/3» для неко
торых формаций Si- Тогда формация S п-кратно локальна в том и только 
в том случае, когда п-кратно локальна каждая из формаций Si-

В теории формаций особую роль играют введенные Л.А. Шеметковым [3] 
композиционные формации, которые можно определить (пользуясь теоремой 
Бэра (см. [15, с.370])) как такие непустые формации S-, это G G S  всякий 
раз, когда С?/Ф(Я(С?)) £ S  (здесь R(G) — разрешимый радикал группы G, 
т.е. наибольшая разрешимая нормальная в G подгруппа). Поэтому в связи с 
результатом раздела 3.1 возникает вопрос о справедливости результата анало
гичного теореме 3.1.1 для композиционных формаций. В разделе 3.2 получен 
отрицательный ответ на этот вопрос и найдено дополнительное ограничение, 
при котором указанная аналогия имеет место.

Заметим, что доказанные в разделах 3.1 и 3.2 теоремы о прямых раз
ложениях формаций существенно используют теорию прямых разложений, 
разработанную А.Н. Скибой (см. [42] и раздел 4.3 книги [2]). В разделе 3.3 
развивается аналогичная теория для классов Фиттинга. В частности, здесь 
доказана

3.3.7. Теорема ([56]). Пусть S  — ®ie/S< , 'где Si — класс Фиттинга. 
Тогда класс Фиттинга S п-кратно из -локален в том и только в том случае, 
когда п-кратно из -локален каждый класс Фиттинга Si-

3.3.8. С ледствие. Пусть S  =  ©ie/Si для некоторых классов Фиттинга 
S i- Тогда класс Фиттинга S  тотально со-локален в том и только том 
случае, когда тотально из-локален каждый класс Фиттинга Si-

3.3.9. С ледствие. Пусть S  = ©ie/Si для некоторых классов Фиттинга 
Si- Тогда класс Фиттинга S  из-локален в том и только том случае, когда 
из-локален каждый класс Фиттинга Si-

3.3.10. Теорема ([54]). Пусть S  — 0ie/Si для некоторых классов Фит
тинга Si- Тогда класс Фиттинга S  п-кратно локален в том и только том 
случае, когда п-кратно локален каждый класс Фиттинга Si-

Следующая теорема раздела 3.1 является аналогом теоремы Ремака- 
Шмидта для классов Фиттинга.

3.3.11. Теорем а ((54]). Пусть S  = ©ie/St =  где для любых
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i £ I, j  e  J  классы Фиттинга Si и DJlj прямо неразложимы. Тогда |/ |  =  \ J\ 
и для некоторой биекции : I  ь-» J  равенство St =  щ имеет место при 
всех i 6 I.

В разделе 3.4 описываются разрешимые тотально ш-локальные классы 
Фиттинга с булевой решеткой тотально из-локальных подклассов Фиттинга.

Все рассматриваемые в разделе 3.4 классы Фиттинга предполагаются со
стоящими из конечных разрешимых групп. Символом L™($) обозначается
[1] решетка всех тотально ш-локальных классов Фиттинга, содержащихся в
S e C -

Напомним, что в препринте А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова [45] под номе
ром 24 была поставлена задача описания булевых подрешеток решетки всех 
разрешимых тотально из-локальных классов Фиттинга. На основе результатов 
раздела 3.3 в разделе 3.4 доказана следующая теорема в этом направлении.

3.4.1. Теорема ([65]). Пусть S -  неединичный тотально из-локальный 
класс Фиттинга. Тогда следующие условия равносильны:

1) решетка булева;
2) S =  ©ie/Si, где (У, | i 6 /}  — набор всех атомов решетки L™(S);
3) в S  дополняем каждый подкласс Фиттинга, являющийся атомом ре

шетки В Д ) .
Символом L” (S) обозначается [1] решетка всех п-кратно w-локальных 

классов Фиттинга, содержащихся в 5" G I™.
В разделе 3.5 доказана
3.5.1. Теорема ([65]). Пусть S — неединичный п-кратно и>-локальный 

класс Фиттинга. Тогда следующие условия равносильны:
1) решетка A" (S’) булева;
2) S  =  ®<e/Si, где (Si | г € О  — набор всех атомов решетки L"(S);
3) в S дополняем каждый подкласс Фиттинга, являющийся атомом ре

шетки а д ) .
При ш =  Р из теоремы 3.5.1 непосредственно вытекает
3.5.5. Теорема ([54]). Пусть S -  неединичный п-кратно локальный 

класс Фиттинга. Тогда следующие условия равносильны:
1) решетка Ln($) булева;
2) S  =  ®ie/Si, где (Si | * €  /}  — набор всех атомов решетки Ln(S);
3) в S дополняем каэюдый подкласс Фиттинга, являющийся атомом ре

шетки A”(S)-
3.5.6. Следствие. Пусть S  ~ п-кратно локальный класс Фиттинга, где 

п > 1. Тогда следующие условия равносильны:
1) решетка Ьп($) булева;
2)  3 = ?W);
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3) в S' дополняем каждый подкласс Фиттинга вида
3.5.7. Следствие. Пусть 9Л и Sj — п-кратно локальные классы Фит

тинга с Ln(ffl) ~  Ln(Sj), где п > 1. Тогда если класс Фиттинга Ш пильпо- 
тенгпен, то нилъпотентен и класс Фиттинга 9).

3.5.8. Следствие. Пусть $  =  ln6tG. Тогда в том и только в том случае 
группа G пилъпотентна, когда решетка Ln($) булева.

Глава 4 "О дистрибутивности решетки разрешимых тотально локальных 
классов Фиттинга"сос.тоит из четырех разделов.

Пусть в полная решетка формаций. Тогда верхняя грань произвольной 
совокупности (fo | г £ 1} элементов из в1 обозначается [2] через (S',- | г 6 
I). Решетка в называется [2] индуктивной, если для любого набора {& =  
LF(f i)  | г G /} формаций & G б1 и для всякого такого набора {/,■ | г £ 1} 
0-значных спутников /,-, что /,• — некоторый внутренний спутник формации

имеет место

v 9l( 3 i \ i £ i )  = L F ( v e( f i \ i e i ) ) ,

где символ Vfl(/; | г £ /)  обозначает такой спутник / ,  что/ (р) является верх
ней гранью для {fi(p) | г £ 1} в в, если (J /,(р) ф 0 ,  и f (p)  =  0 в  противном

<€/
случае . Аналогично определяются индуктивные решетки классов Фиттинга.

Заметим, что индуктивность решетки 0  по существу означает, что иссле
дование операции V©( на множестве 0  можно редуцировать к исследованию 
более простой операции V© на множестве ©. Раздел 4.1 посвящен изучению 
индуктивных решеток формаций и классов Фиттинга.

Полная решетка формаций (классов Фиттинга) в называется частичной 
алгеброй формаций (классов Фиттинга) [46], если для любого простого числа 
р  и для любой формации (любого класса Фиттинга) #  G в имеет место ЭДр# G 
9 (соответственно, имеет место £ в).

Основным результатом раздела 4.1 является
4.1.1. Теорема ([66]). Всякая частичная алгебра формаций и всякая 

частичная алгебра классов Фиттинга, содержащая все классы Локетта, 
являются индуктивными решетками.

Теорема 4.1.1, в частности, дает положительный ответ на вопрос 4.1.8 мо
нографии А.Н. Скибы [2].

4.1.4. Следствие (А.Н . Скиба [2, с .152]). Решетка всех г  -замкнутых 
п-кратно локальных формаций индуктивна.

4.1.5. Следствие (А .Н . Скиба [2, с .156]). Решетка разрешимых то
тально локальных формаций индуктивна.

4.1.6. Следствие. Решетка 1п индуктивна.
4.1.7. Следствие. Решетка I00 индуктивна.
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4.1.8. Следствие. Решетка всех т-замкнутых тотально локальных 
формаций индуктивна.

Множество всех локальных спутников (Я-функций) частично упорядоче
но отношением <, где /  <  h тогда и только тогда, когда /(р ) С h(p) для всех 
р € Р.

4.1.9. Следствие. Пусть в — частичная алгебра формаций, S € в1. То
гда частично упорядоченное множество всех внутренних 9-значных спут
ников формации S является полной решеткой.

4.1.10. Следствие. Пусть в — такая же частичная алгебра классов 
Фиттинга, как и в теореме 4-l.S, S £ О1. Тогда частично упорядоченное 
множество всех внутренних 9-значных Н-функций класса S является пол
ной решеткой.

Пусть X — некоторый непустой класс групп. Полная решетка классов Фит 
тинга 0  называется [2] Х-отделимой, если для любого терма ш{х\ , . . .  , хт) 
сигнатуры {П, Ve}, любых классов Фиттинга S i, • • •, Sm из 0  и любой груп
пы А  £ X  П w(Si, • • • ,S m) найдутся такие ^-группы А \ , . . . ,  Ат, где А,  £ Si 
(г = 1, ■■■, т),  что А £ w(0fiL4i,. . . ,  0fit,4m).

Значение этого понятия в теории классов Фиттинга связано со следующей 
теоремой, доказываемой в разделе 4.2.

4.2.1. Теорема ([60]). Решетка всех разрешимых тотально локальных 
классов Фиттинга &-отделима.

В разделе 4.3 на основе многих результатов предыдущих разделов дока
зана следующая основная теорема диссертации.

4.3.1. Теорема ([60]). Решетка всех разрешимых тотально локальных 
классов Фиттинга алгебраична, дистрибутивна и каждый ее элемент, от
личный от (1) и &, не дополняем в ней.

Из теоремы 4.3.1 вытекает
4.3.6. Следствие. Решетка всех разрешимых тотально локальных 

классов Фиттинга является решеткой с псевдодополнениями.
4.3.7. Следствие. Пусть S — разрешимый Ъднопорожденный тотально 

локальный класс Фиттинга. Тогда S  обладает единственным представле
нием в виде несократимого объединения Si V00 . . .  V°° S< некоторых своих 
тотально локальных I00-неприводимых подклассов Фиттинга Si, ■ • • ,S t-

Для любых двух тотально локальных классов Фиттинга и й , где 
Ш С ft, через обозначается [1] решетка тотально локальных клас
сов Фиттинга, заключенных между ЯЯ и ft.

4.3.8. Следствие. Д ля любых двух разрешимых тотально локальных 
классов Фиттинга Ш и ft справедлив решеточный изоморфизм

ЯЯ V00 Й/°°2Я ~  Й/°°5 П  Ш.
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4.3.9. Следствие (А.Н.Скиба [2, с. 156]). Решетка всех разрешимых 
тотально локальных формаций дистрибутивна.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В диссертации получены следующие результаты:
-  описаны n-кратно локальные классы Фиттинга с булевой решеткой п- 

кратно локальных подклассов Фиттинга [54, 55, 63];
-  установлена алгебраичность решетки n-кратно локальных классов Фит

тинга [60];
-  доказано, что решетка всех разрешимых тотально локальных классов 

Фиттинга дистрибутивна [60, 59; 68]. Тем самым дан положительный ответ 
на вопрос 21 работы [1];

-  доказана индуктивность решетки 1^ [53, 58, 67], что дает ответ на во
прос 4.1.8 монографии |2].
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Рэзюмэ

Вараб’еу Mi кал ай Мжалатлч 
Класы Ф1тынга i фармацьп з заданай 

рашоткай падкласау

Ключавыя словы: КАНЕЧНАЯ ТРУПА, КЛАС ТРУП, КРАТНА ЛА- 
КАЛЬНЫ КЛАС ТРУП, ТАТАЛЬНА ЛАКАЛЬНЫ КЛАС ТРУП, ФАРМА- 
ЦЫЯ, КЛАС ФГГЫНГА, РАШОТКА ФАРМАЦЫЙ, РАШОТКА КЛАСАУ 
Ф1ТЫНГА, ДЫСТРЫБУТЫУНАЯ РАШОТКА, МАДУЛЯРНАЯ РАШОТ
КА.

У дысертацьп з дапамогай метадау тэорьп фармацый, тэорьп класау 
ФИынга i метадау агульнай тэорьп рашотак ашсаны n-кратна лакальныя 
класы ФИынга з булевай рашоткай п ад класау Фггынга; атрымлена алгебра! ч- 
насць pamoTKi rt-кратна лакальных класау Фггынга; даказана, што рашотка 
ycix вырагпальных татальна лакальных класау Фггынга дыстрыбутыуна. Тым 
самым дан станоучы адказ на пытанне А.М. Сюбы i Л.А. Шамяткова; даказа
на шдуктыунасць рашотш г-замкненых татальна лакальных фармацый, што 
дае адказ на пытанне А.М. Сюбы.

Усе атрыманыя BbraiKi работы з’яуляклща новым:. Яны маюць тэарэтыч- 
ны характар i могуць быць выкарыстаны пры вывученю лакальных фар
мацый канечных труп, а таксами пры чытанш спецкурсау, выкладаемых у 
дзяржушвератзтах i педшстытутах.
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Резюме

Воробьев Николай Николаевич 
Классы Фиттинга и формации с заданной 

решеткой подклассов

Ключевые слова: КОНЕЧНАЯ ГРУППА, КЛАСС ГРУПП, КРАТНО ЛО
КАЛЬНЫЙ КЛАСС ГРУПП, ТОТАЛЬНО ЛОКАЛЬНЫЙ КЛАСС ГРУПП, 
ФОРМАЦИЯ, КЛАСС ФИТТИНГА, РЕШЕТКА ФОРМАЦИЙ, РЕШЕТКА 
КЛАССОВ ФИТТИНГА, ДИСТРИБУТИВНАЯ РЕШЕТКА, МОДУЛЯР
НАЯ РЕШЕТКА.

В диссертации с помощью методов теории формаций, теории классов Фит
тинга и методов общей теории решеток описаны n-кратно локальные классы 
Фиттинга с булевой решеткой подклассов Фиттинга; установлена алгебраич- 
ность решетки n-кратно локальных классов Фиттинга; доказано, что решетка 
всех разрешимых тотально локальных классов Фиттинга дистрибутивна. Тем 
самым дан положительный ответ на вопрос А.Н. Скибы и Л.А. Шеметкова; 
доказана индуктивность решетки т-замкнутых тотально локальных форма
ций. что дает ответ на вопрос А.Н. Скибы.

Все полученные результаты работы являются новыми..Они имеют тео
ретический характер и могут быть использованы при изучении локальных 
формаций конечных групп, а также при чтении спецкурсов, преподаваемых 
в госуниверситетах и пединститутах.
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Summary

Vorob’ev Nikolay Nikolayevich 
Fitting classes and formations 

with the given lattice of subclasses

Key words: FINITE GROUP, CLASS OF GROUPS, MULTIPLY LOCAL 
CLASS OF GROUPS, TOTALLY LOCAL CLASS OF GROUPS, FORMA
TION, FITTING CLASS, LATTICE OF FORMATIONS, LATTICE OF FIT
TING CLASSES, DISTRIBUTIVE LATTICE, MODULAR LATTICE.

In the dissertation n-multiply local Fitting classes with a Boolean lattice of 
Fitting subclasses are described with the help of the methods of Formation theory, 
Theory of Fitting classes and General Lattice Theory; it is established that the 
lattice of n-multiply local Fitting classes is algebraic; it is proved that the lattice 
of all soluble totally local Fitting classes is distributive. Thus we are given a 
positive answer to the question of A.N. Skiba and L.A. Shemetkov; it is proved 
the inductance of the lattice of r-closed totally local formations. Thus we are 
given the answer to the question of A.N. Skiba.

All obtained results of the work are new. They have a theoretical character 
and are able to use in studying of local formations of finite groups and in teaching 
of special courses in the universities and pedagogical institutes.


