
Математические заметки �
Том 97 выпуск 4 апрель 2015

УДК 512.542

Инъекторы во множестве Фиттинга конечной группы
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Множество подгрупп F конечной группы 𝐺 называют множеством Фит-
тинга, если оно замкнуто относительно взятия нормальных подгрупп, произ-
ведений нормальных F -подгрупп и внутренних автоморфизмов 𝐺. Множество
Фиттинга F группы 𝐺 назовем 𝜋-насыщенным, если для каждой подгруппы 𝐻
из 𝐺 такой, что 𝑂𝜋′(𝐻) ∈ F , справедливо 𝐻 ∈ F . В работе доказано, что если
F – 𝜋-насыщенное множество Фиттинга 𝜋-разрешимой группы 𝐺, то в 𝐺 суще-
ствуют F -инъекторы и любые два из них сопряжены.
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1. Введение. Основополагающим результатом в теории классов конечных раз-
решимых групп является обобщение фундаментальных теорем Силова и Холла,
которое было получено Гашюцом, Фишером и Хартли [1], где доказано, что для
любого класса Фиттинга F в каждой конечной разрешимой группе 𝐺 существу-
ют F-инъекторы и любые два из них сопряжены. Напомним, что класс групп F

называют классом Фиттинга, если F замкнут относительно взятия нормальных
подгрупп и произведений нормальных F-подгрупп. При этом подгруппа 𝑉 груп-
пы 𝐺 называется F-инъектором 𝐺, если для любой субнормальной подгруппы 𝑁

группы 𝐺 подгруппа 𝑉 ∩ 𝑁 является максимальной из подгрупп 𝑁 , принадлежа-
щих F. Множеством Фиттинга F группы 𝐺 называют такое множество подгрупп
группы 𝐺, которое замкнуто относительно взятия нормальных подгрупп, их произ-
ведений и сопряжений подгрупп. Понятие F -инъектора группы для ее множества
Фиттинга F определяется аналогично, как и понятие F-инъектора для класса Фит-
тинга F.

Справедливость указанной выше теоремы Гашюца–Фишера–Хартли из [1] была
подтверждена Шеметковым [2] для множества Фиттинга конечной частично разре-
шимой группы (разрешимый случай см. также в [3]). В [2] было установлено, что
для любого множества Фиттинга F конечной 𝜋-разрешимой группы 𝐺 (𝜋 – множе-
ство всех простых делителей всех групп из F ) в 𝐺 существует единственный класс
сопряженных F -инъекторов.

Заметим, что если F – класс Фиттинга, то множество подгрупп {𝐻 6 𝐺 | 𝐻 ∈ F}
группы 𝐺 является множеством Фиттинга 𝐺. Его обозначают TrF(𝐺) и называют
следом класса Фиттинга F в группе 𝐺. Известно (см. [4; примеры VIII.2.2]), что
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каждому классу Фиттинга F соответствует его след в группе 𝐺, хотя обратное в об-
щем случае неверно. Кроме того, очевидно, что множество F-инъекторов для клас-
са Фиттинга F и F -инъекторов для множества Фиттинга F = TrF(𝐺) совпадают,
и поэтому из указанной выше теоремы Шеметкова [2], в частности, следует теорема
Гашюца–Фишера–Хартли [1].

Пусть 𝜋 – произвольное непустое множество простых чисел и 𝜋′ – дополнение 𝜋

в множестве всех простых чисел. Основной результат настоящей работы – доказа-
тельство того, что в любой 𝜋-разрешимой группе 𝐺 для каждого ее 𝜋-насыщенного
множества Фиттинга F существуют F -инъекторы и любые два из них сопряжены
(теорема 3.10).

В заключительном пункте работы мы обобщаем результат Шеметкова из [2] о су-
ществовании и сопряженности F -инъекторов, ослабляя требование 𝜋-разрешимости
группы и заменяя его условием 𝜋-разрешимости ее подходящей факторгруппы. Все
рассматриваемые в работе группы конечны. При необходимости определения и обо-
значения, которые мы не приводим, можно найти в [4]–[6].

2. Предварительные сведения. Пусть X – множество подгрупп группы 𝐺,
𝐻 6 𝐺 и X𝐻 = {𝑆 6 𝐻 : 𝑆 ∈X }. Тогда если X – множество Фиттинга группы 𝐺, то
X𝐻 является, очевидно, множеством Фиттинга группы 𝐻. Символом 𝐺X обозначим
наибольшую из нормальных X -подгрупп группы 𝐺. Такую подгруппу называют
X -радикалом группы 𝐺.

Мы будем использовать известное свойство F -радикала группы, которое пред-
ставляет

Лемма 2.1 (см. [4; свойство VIII.2.4 (а)]). Пусть F – множество Фиттинга
группы 𝐺 и 𝑁 – субнормальная подгруппа. Тогда 𝑁F = 𝐺F ∩𝑁 .

Определение 2.2. Пусть F – множество подгрупп группы 𝐺.
(а) F -Подгруппу 𝑉 группы 𝐺 называют (см. [4; VIII.2.5 (a)]) F -максимальной,

если из 𝑉 6 𝑊 6 𝐺 и 𝑉 ∈ F следует, что 𝑉 = 𝑊 .
(б) F -Инъектором группы 𝐺 называется (см. [4; VIII.2.5 (b)]) такая подгруппа 𝑉 ,

что 𝑉 ∩ 𝐾 является F -максимальной подгруппой в 𝐾 для любой субнормальной
подгруппы 𝐾 из 𝐺.

Мы будем использовать также некоторые известные утверждения об F -инъекто-
рах группы для множеств Фиттинга, которые мы приведем в качестве лемм.

Лемма 2.3 (см. [4; теорема VIII.2.9]). Если F – множество Фиттинга разре-
шимой группы 𝐺, то в группе 𝐺 существуют F -инъекторы и любые два из них
сопряжены.

Символом 𝜎(𝐺) обозначим множество всех простых делителей порядка группы 𝐺,
а 𝜎(F ) – объединение множеств 𝜎(𝐺) для всех групп 𝐺 из ее множества Фиттинга F .

Лемма 2.4 (см. [2; теорема 2.2]). Пусть F – множество Фиттинга 𝜋-разреши-
мой группы 𝐺, где 𝜋 = 𝜎(F ). Тогда в группе 𝐺 существуют F -инъекторы и любые
два из них сопряжены.

Лемма 2.5 (см. [3; свойство 2.2]). Пусть 𝐴 – нормальная подгруппа группы 𝐺.
Тогда выполнены следующие утверждения.
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(1) Если F – множество Фиттинга группы 𝐺 и 𝐴 ∈ F , то

F = {𝑆/𝐴 : 𝐴 6 𝑆 ∈ F}

– множество Фиттинга группы 𝐺/𝐴. Более того, если 𝑉 – F -инъектор группы 𝐺,
то 𝑉/𝐴 является F -инъектором группы 𝐺/𝐴.

(2) Если F – множество Фиттинга группы 𝐺/𝐴 и 𝑉/𝐴 является F -инъекто-
ром группы 𝐺/𝐴, то

F0 = {𝑆 6 𝐺 : (𝑆𝐴)/𝐴 ∈ F}

– множество Фиттинга группы 𝐺 и 𝑉 – F0-инъектор группы 𝐺.
(3) Если F – множество Фиттинга группы 𝐺 и 𝑉 ∈ F – подгруппа группы 𝐺

такая, что 𝑉 𝐴 = 𝐺 и 𝑉 ∩𝐴 – F -инъектор группы 𝐴, то 𝑉 – F -инъектор группы 𝐺.
(4) Если 𝑉 – F -инъектор группы 𝐺, то 𝑉 𝐴/𝐴 – F -инъектор группы 𝐺/𝐴.

Напомним, что символом 𝐹 (𝐺) обозначают подгруппу Фиттинга группы 𝐺 –
наибольшую нормальную нильпотентную подгруппу группы 𝐺, а символом 𝐹𝜋(𝐺) –
наибольшую нормальную 𝜋-нильпотентную подгруппу группы 𝐺.

Лемма 2.6 (см. [5; следствие 4.1.2]). Для любой 𝜋-разрешимой группы 𝐺 имеет
место включение

𝐶𝐺(𝐹𝜋(𝐺)) ⊆ 𝐹𝜋(𝐺).

Пусть P – множество всех простых чисел, 𝜋 ⊆ P и 𝜋′ = P ∖ 𝜋. Напомним, что сим-
волом 𝑂𝜋′(𝐺) обозначают наибольшую нормальную 𝜋′-подгруппу группы 𝐺, а сим-
волом 𝑂𝜋(𝐺) – такую наименьшую нормальную подгруппу группы 𝐺, что фактор-
группа 𝐺/𝑂𝜋(𝐺) является 𝜋-группой.

Для доказательства основного результата, мы будем использовать также свойства
холловских 𝜃-баз.

Определение 2.7. Пусть 𝜃 – некоторая конечная система попарно непересекаю-
щихся подмножеств множества простых чисел: 𝜃 = {𝜋1, 𝜋2, 𝜋3, . . . , 𝜋𝑘}. Множество
подгрупп

𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, . . . , 𝐻𝑘 (2.1)

называется (см. [8]) холловской 𝜃-базой группы 𝐺, если эти подгруппы удовлетворя-
ют следующим условиям:

1) 𝐻𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘, – холловская 𝜋𝑖-подгруппа группы 𝐺;
2) подгруппы (2.1) попарно перестановочны.

Лемма 2.8 (см. [8; теорема 1]). Пусть 𝐺 – 𝜋-разрешимая группа, 𝜋 – множе-
ство простых делителей порядка группы 𝐺, не принадлежащих 𝜋 , множество 𝜃 =
{𝜋1, 𝜋2, 𝜋3, . . . , 𝜋𝑘} есть произвольная конечная система попарно непересекающих-
ся подмножеств 𝜋1 , 𝜋2 , 𝜋3 , . . . , 𝜋𝑘 множества простых чисел, удовлетворяющая
следующему условию: либо все пересечения 𝜋𝑖 ∩ 𝜋 = ∅, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 , либо в 𝜃 суще-
ствует такое 𝜋𝑠 , что 𝜋 ⊆ 𝜋𝑠 .

Тогда группа 𝐺 содержит по крайней мере одну холловскую 𝜃-базу и любые две
холловские 𝜃-базы сопряжены между собой.
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3. Инъекторы для 𝜋-насыщенных множеств Фиттинга. Настоящий пункт
посвящен доказательству существования и сопряженности инъекторов для 𝜋-насы-
щенного множества Фиттинга 𝜋-разрешимой группы.

Определение 3.1. Множество Фиттинга F группы 𝐺 назовем 𝜋-насыщенным,
если для каждой подгруппы 𝐻 из 𝐺 такой, что 𝑂𝜋′(𝐻) ∈ F , справедливо 𝐻 ∈ F .

Мы будем использовать понятие строгой 𝜋-замкнутости 𝜋-подгрупп в группе
и некоторые его свойства.

Определение 3.2. Пусть 𝐺 – группа, 𝜋 – некоторое множество простых чисел
и 𝐻0 является такой 𝜋-подгруппой группы 𝐺, что 𝐻0 6 𝐻 ∈Hall𝜋(𝐺). Подгруппу 𝐻0

назовем строго 𝜋-замкнутой подгруппой в 𝐻 относительно 𝐺, если 𝐻𝑔
0 ∩𝐻 6 𝐻0

для всех 𝑔 ∈ 𝐺.

Заметим, что понятие строгой замкнутости (𝜋-замкнутости для 𝜋 = {𝑝}) было
определено в работе [7].

Докажем свойства строгой 𝜋-замкнутости подгрупп, аналогичные свойствам стро-
гой замкнутости из работы [7], которые будем использовать в дальнейшем.

Лемма 3.3. Пусть 𝐺 – группа, 𝜋 – некоторое множество простых чисел и 𝐻0

является такой 𝜋-подгруппой группы 𝐺, что 𝐻0 6 𝐻 ∈ Hall𝜋(𝐺). Если 𝐻0 строго
𝜋-замкнута в 𝐻 относительно 𝐺, то справедливы следующие утверждения:

1) если 𝐻0 6 𝐻𝑥 для некоторого элемента 𝑥 ∈ 𝐺, то подгруппа 𝐻0 строго
𝜋-замкнута в 𝐻𝑥 относительно 𝐺;

2) если 𝑁 – нормальная подгруппа группы 𝐺, то подгруппа 𝐻0𝑁/𝑁 строго
𝜋-замкнута в 𝐻𝑁/𝑁 относительно 𝐺/𝑁 ;

3) 𝐻𝑥
0 строго 𝜋-замкнута в 𝐻𝑥 относительно 𝐺.

Доказательство. 1) Из условия 𝐻0 6 𝐻𝑥 следует, что 𝐻𝑥−1

0 6 𝐻. Тогда ввиду
определения строгой 𝜋-замкнутости

𝐻𝑥−1

0 = 𝐻𝑥−1

0 ∩𝐻 6 𝐻0.

Следовательно, 𝑥 ∈ 𝑁𝐺(𝐻0). Так как для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 справедливо

𝐻𝑔
0 ∩𝐻𝑥 = (𝐻𝑔𝑥−1

0 ∩𝐻)𝑥 6 𝐻𝑥
0 = 𝐻0,

то 𝐻0 строго 𝜋-замкнута в 𝐻𝑥 относительно 𝐺.

2) Заметим, что для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 существует такой элемент 𝑥 ∈𝑁 , для
которого

𝐻𝑔
0 ∩𝐻𝑁 = 𝐻𝑔

0 ∩𝐻𝑥 = (𝐻𝑔𝑥−1

0 ∩𝐻)𝑥 6 𝐻𝑥
0 6 𝐻0𝑁.

Отсюда следует, что 𝐻0𝑁/𝑁 строго 𝜋-замкнута в 𝐻𝑁/𝑁 относительно 𝐺/𝑁 .

3) Для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 выполняется включение 𝐻𝑔
0 ∩𝐻 6 𝐻0. Но

(𝐻𝑔
0 ∩𝐻)𝑥 = 𝐻𝑔𝑥

0 ∩𝐻𝑥 6 𝐻𝑥
0 .

Тогда ввиду произвольности выбора 𝑔 𝐻𝑥
0 строго 𝜋-замкнута в 𝐻𝑥 относительно 𝐺.
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Лемма 3.4. Пусть 𝐺 – 𝜋-разрешимая группа и 𝐻0 строго 𝜋-замкнута в 𝐻 ∈
Hall𝜋(𝐺) относительно 𝐺. Тогда существует такая нормальная подгруппа 𝑁

группы 𝐺, что 𝑁 ∩𝐻 = 𝐻0 .

Доказательство проведем методом индукции по порядку группы. Пусть 𝐺 –
группа наименьшего порядка, для которой лемма неверна и 𝑀 – неединичная нор-
мальная подгруппа группы 𝐺. Через 𝐾 будем обозначать подгруппу 𝐾𝑀/𝑀 фак-
торгруппы 𝐺 = 𝐺/𝑀 . Тогда по утверждению 2 леммы 3.3 подгруппа 𝐻0 будет строго
𝜋-замкнутой в 𝐻 относительно 𝐺. Из того, что |𝑀 | > 1, следует |𝐺| < |𝐺|. Тогда
по индукции в 𝐺 найдется такая нормальная подгруппа 𝐿, что 𝐿 ∩𝐻 = 𝐻0. Сле-
довательно, в группе 𝐺 найдется такая нормальная подгруппа 𝐿, что 𝐿𝑀 ∩𝐻𝑀 =
𝐻0𝑀 . Применяя тождество Дедекинда, имеем

𝐿𝑀 ∩𝐻 = 𝐿𝑀 ∩𝐻𝑀 ∩𝐻 = 𝐻0𝑀 ∩𝐻 = 𝐻0(𝑀 ∩𝐻).

Это означает, что в 𝐺 найдется такая нормальная подгруппа 𝑁 , для которой выпол-
нено 𝑁 ∩𝐻 = 𝐻0(𝑀 ∩𝐻).

Пусть 𝑂𝜋′(𝐺) ̸= 1 и 𝑀 = 𝑂𝜋′(𝐺). Тогда

𝑁 ∩𝐻 = 𝐻0(𝑂𝜋′(𝐺) ∩𝐻).

Так как 𝐻 является 𝜋-подгруппой, а 𝑂𝜋′(𝐺) – 𝜋′-подгруппой, то 𝑂𝜋′(𝐺) ∩ 𝐻 = 1.
Следовательно, 𝑁 ∩𝐻 = 𝐻0 и в этом случае лемма верна.

Предположим, что 𝑂𝜋(𝐺)∩𝐻0 ̸= 1. Значит, можно считать, что 𝑀 = 𝑂𝜋(𝐺)∩𝐻0.
Тогда

𝑁 ∩𝐻 = 𝐻0(𝑂𝜋(𝐺) ∩𝐻0 ∩𝐻) = 𝐻0

и лемма верна.
Пусть теперь 𝑂𝜋′(𝐺) = 1 и 𝑂𝜋(𝐺)∩𝐻0 = 1. Тогда 𝐻0 6 𝐶𝐺(𝑂𝜋(𝐺)). Заметим, что

по лемме 2.6 справедливо включение 𝐶𝐺(𝐹𝜋(𝐺)) ⊆ 𝐹𝜋(𝐺). Так как 𝑂𝜋′(𝐺) = 1, то
𝐶𝐺(𝑂𝜋(𝐺)) ⊆ 𝑂𝜋(𝐺). Следовательно,

𝐻0 6 𝐶𝐺(𝑂𝜋(𝐺)) 6 𝑂𝜋(𝐺), 𝐻0 = 𝑂𝜋(𝐺) ∩𝐻0 ̸= 1.

Полученное противоречие завершает доказательство леммы.

Следствие 3.5 (см. [7]). Пусть 𝐺 – 𝜋-разрешимая группа и 𝑃0 строго замкнута
в 𝑃 ∈ Syl𝑝(𝐺) относительно 𝐺 для некоторого простого числа 𝑝 из 𝜋 . Тогда в 𝐺

существует такая нормальная подгруппа 𝑁 , что 𝑁 ∩ 𝑃 = 𝑃0 .

Лемма 3.6. Пусть группа 𝐺 𝜋-разрешима, 𝜋1 – подмножество множества 𝜋

и подгруппа 𝐻0 строго 𝜋1-замкнута в 𝐻 ∈ Hall𝜋1(𝐺) относительно 𝐺. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:

1) если группа 𝐿0 строго 𝜋′-замкнута в 𝐿 ∈ Hall𝜋′(𝐺) относительно 𝐺, то
существуют такие элементы 𝑠 ∈ 𝐺 и 𝑡 ∈ 𝐺, что

𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 = 𝐿𝑡
0𝐻

𝑠
0 ;

2) если 𝜋2 – такое подмножество множества 𝜋 , что либо 𝜋1 ∩ 𝜋2 = ∅, либо
𝜋1 = 𝜋2 , а подгруппа 𝐿0 строго 𝜋2-замкнута в 𝐿∈Hall𝜋2(𝐺) относительно 𝐺,
то существуют такие элементы 𝑠 ∈ 𝐺 и 𝑡 ∈ 𝐺, что 𝐻𝑠

0𝐿𝑡
0 = 𝐿𝑡

0𝐻
𝑠
0 .
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Доказательство. 1) Пусть группа 𝐿0 строго 𝜋′-замкнута в 𝐿 ∈ Hall𝜋′(𝐺) отно-
сительно 𝐺 и 𝜃 = {𝜋1, 𝜋

′}. Заметим, что при таком выборе множества 𝜃 по лемме 2.8
в группе 𝐺 существует по крайней мере одна холловская 𝜃-база. В силу сопряжен-
ности холловых подгрупп в группе 𝐺 найдутся такие элементы 𝑠 ∈ 𝐺 и 𝑡 ∈ 𝐺, что
𝐻𝑠 и 𝐿𝑡 будут принадлежать холловской 𝜃-базе. Значит, 𝐻𝑠𝐿𝑡 = 𝐿𝑡𝐻𝑠. Тогда ввиду
утверждения 3 леммы 3.3 и леммы 3.4 существуют такие нормальные подгруппы 𝑁

и 𝑀 из 𝐺, что 𝑁 ∩𝐻𝑠 = 𝐻𝑠
0 и 𝑀 ∩ 𝐿𝑡 = 𝐿𝑡

0. Следовательно, произведение

𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 = (𝑁 ∩𝐻𝑠)(𝑀 ∩ 𝐿𝑡) ⊆ 𝑁𝐿𝑡 ∩𝐻𝑠𝑀 ∩𝐻𝑠𝐿𝑡.

Так как 𝑁 ∩𝐻𝑠 = 𝐻𝑠
0 , то 𝐻𝑠

0 ∈ Hall𝜋1(𝑁). Тогда из 𝐿𝑡 ∈ E𝜋′ ⊆ E𝜋′1
следует |𝑁𝐿𝑡| =

|𝐻𝑠
0 | · 𝑙, где 𝑙 – 𝜋′1-число. Аналогично, |𝐻𝑠𝑀 |= |𝐿𝑡

0| ·𝑚, где 𝑚 – 𝜋-число. Ввиду того,
что |𝑁𝐿𝑡 ∩𝐻𝑠𝑀 ∩𝐻𝑠𝐿𝑡| делит числа |𝑁𝐿𝑡|, |𝐻𝑠𝑀 | и |𝐻𝑠𝐿𝑡|, получаем

|𝑁𝐿𝑡 ∩𝐻𝑠𝑀 ∩𝐻𝑠𝐿𝑡| 6 |𝐻𝑠
0 | · |𝐿𝑡

0| = |𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0|.

Следовательно, 𝑁𝐿𝑡 ∩𝐻𝑠𝑀 ∩𝐻𝑠𝐿𝑡 = 𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 и 𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 является подгруппой группы 𝐺.
Этот факт завершает доказательство утверждения 1).

2) Пусть группа 𝐿0 строго 𝜋2-замкнута в 𝐿 ∈ Hall𝜋2(𝐺) относительно 𝐺 и 𝜋2 ⊆ 𝜋.
Рассмотрим два случая.

a) Случай 𝜋1 ∩ 𝜋2 = ∅. Пусть 𝜃 = {𝜋1, 𝜋2}. Тогда по лемме 2.8 в группе 𝐺 суще-
ствует по крайней мере одна холловская 𝜃-база. Как и при доказательстве утвер-
ждения 1), найдутся такие элементы 𝑠 ∈𝐺 и 𝑡 ∈𝐺, что 𝐻𝑠 и 𝐿𝑡 будут принадлежать
холловской 𝜃-базе и 𝐻𝑠𝐿𝑡 = 𝐿𝑡𝐻𝑠. Далее, с учетом равенства 𝜋1 ∩ 𝜋2 = ∅, следуя
доказательству утверждения 1) настоящей леммы, нетрудно показать, что

𝑁𝐿𝑡 ∩𝐻𝑠𝑀 ∩𝐻𝑠𝐿𝑡 = 𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0.

Значит, 𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 является подгруппой группы 𝐺 и 𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 = 𝐿𝑡
0𝐻

𝑠
0 .

b) Случай 𝜋1 = 𝜋2. В силу сопряженности холловых 𝜋1-подгрупп в группе 𝐺

найдутся такие элементы 𝑠∈𝐺 и 𝑡∈𝐺, что 𝐻𝑠 = 𝐿𝑡 = 𝐻. Тогда ввиду утверждения 3
леммы 3.3 и леммы 3.4 существуют такие нормальные подгруппы 𝑁 и 𝑀 из 𝐺, что
𝑁 ∩𝐻 = 𝐻𝑠

0 и 𝑀 ∩𝐻 = 𝐿𝑡
0. Следовательно, по лемме 4.1 [9]

𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 = (𝑁 ∩𝐻 )(𝑀 ∩𝐻 ) = 𝑁𝑀 ∩𝐻.

Значит, 𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 является подгруппой группы 𝐺 и 𝐻𝑠
0𝐿𝑡

0 = 𝐿𝑡
0𝐻

𝑠
0 .

Следствие 3.7 (см. [7]). Пусть 𝐺 – 𝜋-разрешимая группа, 𝑝, 𝑞 – простые чис-
ла из 𝜋 и группа 𝑃0 строго замкнута в 𝑃 ∈ Syl𝑝(𝐺) относительно 𝐺, а группа 𝑄0

строго замкнута в 𝑄 ∈ Syl𝑞(𝐺) относительно 𝐺. Тогда существуют такие эле-
менты 𝑠 ∈ 𝐺 и 𝑡 ∈ 𝐺, что

𝑃 𝑠
0 𝑄𝑡

0 = 𝑄𝑡
0𝑃

𝑠
0 .

Следствие 3.8. Пусть 𝐺 является 𝜋-разрешимой группой и 𝑝 ∈ 𝜋 . Если груп-
па 𝑃0 строго замкнута в 𝑃 ∈ Syl𝑝(𝐺) относительно 𝐺 и 𝐻0 строго 𝜋′-замкнута
в 𝐻 ∈ Hall𝜋′(𝐺) по отношению к 𝐺. Тогда существуют такие элементы 𝑠 ∈ 𝐺 и
𝑡 ∈ 𝐺, что

𝑃 𝑠
0 𝐻𝑡

0 = 𝐻𝑡
0𝑃

𝑠
0 .
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Ключевым свойством для доказательства основного результата работы является

Лемма 3.9. Пусть 𝐺 – 𝜋-разрешимая группа и F – 𝜋-насыщенное множество
Фиттинга группы 𝐺. Пусть 𝑁 – такая подгруппа группы 𝐺, что 𝐺/𝑁 является
либо 𝜋′-группой либо нильпотентной 𝜋-группой. Если 𝑊 – F -максимальная под-
группа группы 𝑁 и 𝑉1 , 𝑉2 – такие F -максимальные подгруппы 𝐺, что 𝑊 6 𝑉1 ∩ 𝑉2 ,
то подгруппы 𝑉1 и 𝑉2 сопряжены в 𝐺.

Доказательство. Пусть 𝐺 – группа наименьшего порядка, для которой лемма
неверна. Заметим, что 𝑊 = 𝑉1 ∩ 𝑁 = 𝑉2 ∩ 𝑁 и 𝑉𝑖 6 𝑁𝐺(𝑊 ) для 𝑖 ∈ {1, 2}. Легко
видеть, что для группы 𝑁𝐺(𝑊 ) выполняются условия леммы. Если 𝑁𝐺(𝑊 ) < 𝐺, то
для 𝑁𝐺(𝑊 ) лемма верна по индукции. В этом случае очевидно, что лемма верна
и для группы 𝐺. Таким образом, мы можем предположить 𝑁𝐺(𝑊 ) = 𝐺, т.е. 𝑊 E 𝐺.
Значит,

𝑉𝑖/𝑊 = 𝑉𝑖/𝑉𝑖 ∩𝑁 ∼= 𝑉𝑖𝑁/𝑁 6 𝐺/𝑁 для 𝑖 ∈ {1, 2}.

Рассмотрим два случая.
Случай 1: 𝐺/𝑁 является 𝜋′-группой. В данном случае 𝑉𝑖/𝑊 является 𝜋′-груп-

пой. Следовательно, в факторгруппе 𝐺/𝑊 существуют такие холловы 𝜋′-подгруппы
𝐻𝑖/𝑊 , что 𝑉𝑖/𝑊 6 𝐻𝑖/𝑊 . Из того, что 𝐻𝑖/𝑊 являются 𝜋′-подгруппами и 𝑊 E 𝐺,
следует, что 𝑂𝜋′(𝐻𝑖) E 𝑊 . Значит, 𝑂𝜋′(𝐻𝑖)∈F . Так как F является 𝜋-насыщенным
множеством Фиттинга группы 𝐺, то 𝐻𝑖 ∈ F . Тогда в силу F -максимальности 𝑉𝑖

можно заключить, что 𝑉𝑖 = 𝐻𝑖, и сопряженность 𝑉1 и 𝑉2 следует из сопряженности
холловых 𝜋′-подгрупп.

Случай 2: 𝐺/𝑁 является нильпотентной 𝜋-группой. В этом случае из F -макси-
мальности 𝑊 в 𝑁 и 𝜋-насыщенности F следует, что 𝑁/𝑊 также является 𝜋-группой.
Следовательно, ввиду изоморфизма

𝐺/𝑁 ∼= 𝐺/𝑊/𝑁/𝑊

получаем, что 𝐺/𝑊 является разрешимой 𝜋-группой, и доказательство в точности
аналогично доказательству леммы VIII.2.8 из [4].

Основной результат работы – следующая

Теорема 3.10. Пусть 𝐺 – 𝜋-разрешимая группа и F – 𝜋-насыщенное множе-
ство Фиттинга 𝐺. Тогда в группе 𝐺 существуют F -инъекторы и любые два из
них сопряжены.

Доказательство. Докажем теорему методом индукции по порядку группы для
всех пар (𝐺, F ), удовлетворяющих условиям теоремы. Пусть 𝐺 – контрпример
минимального порядка и 𝑀 – максимальная нормальная подгруппа 𝐺. Так как
группа 𝐺 𝜋-разрешима, то факторгруппа 𝐺/𝑀 является либо 𝜋′-группой, либо эле-
ментарной абелевой 𝑝-группой для некоторого простого 𝑝 ∈ 𝜋. Рассмотрим два сле-
дующих случая.

Случай 1: 𝐺/𝑀 является 𝜋′-группой для каждой максимальной нормальной
подгруппы 𝑀 из 𝐺. По предположению индукции в 𝑀 существуют F -инъекто-
ры. Пусть 𝑉1 – F -инъектор группы 𝑀 и 𝑉 1 – такая F -максимальная подгруппа
группы 𝐺, что 𝑉1 6 𝑉 1. Покажем, что 𝑉 1 ∩𝑁 является F -инъектором группы 𝑁

для любой максимальной нормальной подгруппы 𝑁 группы 𝐺.
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По индукции в группе 𝑁 существуют F -инъекторы и любые два из них сопря-
жены. Пусть 𝑉2 – F -инъектор группы 𝑁 и 𝑉 2 – такая максимальная F -подгруппа
группы 𝐺, что 𝑉2 6 𝑉 2. Из сопряженности инъекторов в 𝑀 и 𝑁 , а также в 𝑀 ∩𝑁 ,
следует, что

𝑊 = 𝑉1 ∩𝑀 ∩𝑁 = 𝑉2 ∩𝑀 ∩𝑁.

Тогда 𝑊 6 𝑉 1 ∩ 𝑉 2. Так как в данном случае 𝐺/𝑀 ∩𝑁 является 𝜋′-группой, то по
лемме 3.9 существует такой элемент 𝑥 ∈ 𝐺, что 𝑉

𝑥

1 = 𝑉 2. Следовательно,

(𝑉 1 ∩𝑁)𝑥 = 𝑉
𝑥

1 ∩𝑁 = 𝑉 2 ∩𝑁 = 𝑉2.

Теперь из сопряженности F -инъекторов в 𝑁 получаем, что 𝑉 1 ∩𝑁 является F -инъ-
ектором группы 𝑁 для любой максимальной нормальной подгруппы 𝑁 группы 𝐺.
Следовательно, подгруппа 𝑉 1 является F -инъектором группы 𝐺, и существование
F -инъекторов в 𝐺 доказано.

Докажем теперь сопряженность F -инъекторов группы 𝐺. Пусть 𝑉1 и 𝑉2 – F -инъ-
екторы 𝐺. Тогда подгруппы 𝑉1 ∩𝑀 и 𝑉2 ∩𝑀 являются F -инъекторами группы 𝑀 .
Следовательно, по индукции существует такой элемент 𝑥 из группы 𝑀 , что

(𝑉1 ∩𝑀)𝑥 = 𝑉 𝑥
1 ∩𝑀 = 𝑉2 ∩𝑀.

Пусть
𝑊 = 𝑉 𝑥

1 ∩𝑀 = 𝑉2 ∩𝑀.

Тогда, 𝑉 𝑥
1 и 𝑉2 – F -максимальные подгруппы 𝐺, содержащие 𝑊 . Кроме того, под-

группа 𝑊 – F -инъектор группы 𝑀 . Следовательно, 𝑉 𝑥
1 и 𝑉2 сопряжены в 𝐺, и тео-

рема в случае 1 доказана.
Случай 2. Существует такая максимальная нормальная подгруппа 𝑀 из 𝐺,

что 𝐺/𝑀 является 𝑝-группой для некоторого числа 𝑝∈ 𝜋. В этом случае 𝑂𝑝(𝐺) < 𝐺.
Если 𝑂𝑝(𝐺) = 1, то группа 𝐺 разрешима и теорема верна ввиду леммы 2.3. Пусть
𝑂𝑝(𝐺) ̸= 1. Тогда по индукции в группе 𝑂𝑝(𝐺) существуют F -инъекторы и любые
два из них сопряжены. Если подгруппа 𝑆 является F -инъектором группы 𝑂𝑝(𝐺), то
для 𝑔 ∈ 𝐺 подгруппа 𝑆𝑔 – F -инъектор группы 𝑂𝑝(𝐺). Применяя снова индукцию,
получаем, что 𝑆𝑔 = 𝑆ℎ для некоторого элемента ℎ ∈ 𝑂𝑝(𝐺). По лемме Фраттини
𝐺 = 𝑁𝐺(𝑆)𝑂𝑝(𝐺). Следовательно, если 𝑃 является силовской 𝑝-подгруппой 𝑁𝐺(𝑆),
то 𝐺 = 𝑃𝑂𝑝(𝐺).

Пусть 𝑅 – подгруппа, порожденная F -подгруппами группы 𝑃𝑆, содержащими 𝑆.
Так как любая такая подгруппа является субнормальной в 𝑃𝑆, то 𝑅 ∈ F .

Пусть 𝑇 является такой F -подгруппой группы 𝐺, что 𝑆 содержится в 𝑇 . Заме-
тим, что 𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺) является F -подгруппой. Из F -максимальности 𝑆 в 𝑂𝑝(𝐺) сле-
дует 𝑆 = 𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺). Следовательно, 𝑇 6 𝑁𝐺(𝑆). Итак, любая силовская 𝑝-подгруппа
группы 𝑇 сопряжена в 𝑁𝐺(𝑆) с подгруппой 𝑃 . Так как факторгруппа

𝑇/𝑆 = 𝑇/𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺) ∼= 𝑇𝑂𝑝(𝐺)/𝑂𝑝(𝐺)

является 𝑝-группой, то 𝑇 сопряжена с подгруппой вида 𝑃0𝑆 в 𝑁𝐺(𝑆), для некоторой
подгруппы 𝑃0 из 𝑃 . Следовательно, все расширения 𝑆 из F сопряжены в 𝑁𝐺(𝑆)
с подгруппами группы 𝑅. В частности, если в 𝐺 существуют F -инъекторы, то они
сопряжены с 𝑅.
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Итак, для завершения доказательства теоремы осталось показать, что 𝑅 является
F -инъектором группы 𝐺. Так как подгруппа 𝑅 F -максимальна в 𝐺, то достаточ-
но выяснить, что 𝑅 содержит F -инъектор подгруппы 𝐿 для любой максимальной
нормальной подгруппы 𝐿 в 𝐺.

Так как группа 𝐺 𝜋-разрешима, то либо |𝐺 : 𝐿|= 𝑞 для некоторого простого числа
𝑞 ∈ 𝜋, либо |𝐺 : 𝐿| является 𝜋′-числом.

Пусть 𝑇 – F -инъектор группы 𝐿. Подгруппы

𝑇 ∩ 𝐿 ∩𝑂𝑝(𝐺) = 𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺) и 𝑆 ∩ 𝐿 ∩𝑂𝑝(𝐺) = 𝑆 ∩ 𝐿

являются F -инъекторами нормальной подгруппы 𝐿 ∩ 𝑂𝑝(𝐺). Следовательно, они
сопряжены в 𝐿 ∩𝑂𝑝(𝐺). Выберем группу 𝑇 таким образом, что

𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺) = 𝐿 ∩ 𝑆 = 𝑈.

Рассмотрим отдельно следующие две возможности.
Случай 2.1. Индекс |𝐺 : 𝐿| является 𝜋′-числом. Пусть 𝑃1 ∈ Syl𝑝(𝑇 ), и пусть

𝐻1 ∈ Hall𝜋′(𝑆). Заметим, что группа

𝑇/𝑈 = 𝑇/𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺) ∼= 𝑇𝑂𝑝(𝐺)/𝑂𝑝(𝐺)

является 𝑝-группой, а группа

𝑆/𝑈 = 𝑆/𝑆 ∩ 𝐿 ∼= 𝑆𝐿/𝐿

является 𝜋′-группой. Следовательно, 𝑇 = 𝑃1𝑈 и 𝑆 = 𝐻1𝑈 . Так как 𝑆 и 𝑇 подгруппы
𝑁𝐺(𝑈), то существуют такая силовская подгруппа 𝑃 и холлова 𝜋′-подгруппа 𝐻

группы 𝑁𝐺(𝑈), что 𝑃1 6 𝑃 и 𝐻1 6 𝐻. Если 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝑈), то

(𝐻𝑔
1 ∩𝐻)𝑈 6 𝑆𝑔 ∈ F .

Так как 𝐻𝑈/𝑈 является 𝜋′-группой, то ⟨𝐻𝑔
1 ∩𝐻,𝐻1⟩𝑈/𝑈 также является 𝜋′-груп-

пой. Теперь из 𝜋-насыщенности множества Фиттинга и 𝑈 E 𝐻𝑈 следует, что группа
⟨𝐻𝑔

1 ∩𝐻,𝐻1⟩𝑈 является F -подгруппой 𝐻𝑈 . Значит,

𝑆 6 ⟨𝐻𝑔
1 ∩𝐻,𝐻1⟩𝑈 6 ⟨𝑆𝑔, 𝑆⟩ 6 𝑂𝑝(𝐺).

Из F -максимальности 𝑆 в 𝑂𝑝(𝐺) получаем 𝐻𝑔
1 ∩𝐻 6 𝐻1. Таким образом, 𝐻1 строго

𝜋′-замкнута в 𝐻 относительно 𝑁𝐺(𝑈). Легко видеть, что (𝑃 𝑔
1 ∩𝑃 )𝑈 и 𝑇 = 𝑃1𝑈 явля-

ются субнормальными подгруппами группы 𝑃𝑈 , и поэтому ⟨𝑃 𝑔
1 ∩ 𝑃, 𝑃1⟩𝑈 является

F -подгруппой 𝑃𝑈 . Тогда

𝑇 6 ⟨𝑃 𝑔
1 ∩ 𝑃, 𝑃1⟩𝑈 6 ⟨𝑇 𝑔, 𝑇 ⟩ 6 𝐿

и ввиду F -максимальности 𝑇 в 𝐿 имеем 𝑃 𝑔
1 ∩ 𝑃 6 𝑃1. Таким образом, 𝑃1 стро-

го замкнута в 𝑃 относительно 𝑁𝐺(𝑈). Отсюда по следствию 3.8 заключаем, что
существует такой элемент 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝑈), для которого произведение 𝑃 𝑔

1 𝐻1 является
подгруппой группы 𝑁𝐺(𝑈).

Пусть подгруппа
𝐾 = 𝑃 𝑔

1 𝐻1𝑈 = (𝑃1𝑈)𝑔(𝐻1𝑈) = 𝑇 𝑔𝑆.
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Тогда

𝐾 ∩𝑂𝑝(𝐺) = 𝑇 𝑔𝑆 ∩𝑂𝑝(𝐺) = (𝑇 𝑔 ∩𝑂𝑝(𝐺))𝑆 = (𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺))𝑔𝑆 = 𝑈𝑔𝑆 = 𝑈𝑆 = 𝑆

и, аналогично, 𝐾 ∩ 𝐿 = 𝑇 𝑔. Следовательно, 𝑆 и 𝑇 𝑔 являются нормальными F -под-
группами группы 𝐾 и поэтому 𝐾 ∈ F . Так как 𝑆 содержится в 𝐾, то 𝑅 содержит
подгруппу, сопряженную с 𝐾. Следовательно, 𝑅 содержит F -инъектор подгруп-
пы 𝐿, и теорема в случае 2.1) доказана.

Остается рассмотреть
Случай 2.2. Индекс |𝐺 : 𝐿| = 𝑞 для некоторого простого числа 𝑞 ∈ 𝜋. Пусть 𝑃1 ∈

Syl𝑝(𝑇 ) и 𝑄1 ∈ Syl𝑞(𝑆). Заметим, что группа

𝑇/𝑈 = 𝑇/𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺) ∼= 𝑇𝑂𝑝(𝐺)/𝑂𝑝(𝐺)

является 𝑝-группой, а группа

𝑆/𝑈 = 𝑆/𝑆 ∩ 𝐿 ∼= 𝑆𝐿/𝐿

является 𝑞-группой. Тогда 𝑇 = 𝑃1𝑈 и 𝑆 = 𝑄1𝑈 . Так как 𝑆 и 𝑇 подгруппы 𝑁𝐺(𝑈), то
существуют такие силовские подгруппы 𝑃 и 𝑄 группы 𝑁𝐺(𝑈), что 𝑃1 6 𝑃 и 𝑄1 6 𝑄.
Если 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝑈), то

(𝑃 𝑔
1 ∩ 𝑃 )𝑈 6 𝑇 𝑔 ∈ F .

Как и в случае 2.1, 𝑃1 строго замкнута в 𝑃 относительно 𝑁𝐺(𝑈) и 𝑄1 строго
замкнута в 𝑄 относительно 𝑁𝐺(𝑈). По следствию 3.7 существует такой элемент 𝑔 ∈
𝑁𝐺(𝑈), что произведение 𝑃 𝑔

1 𝑄1 является подгруппой группы 𝑁𝐺(𝑈).
Пусть подгруппа

𝐾2 = 𝑃 𝑔
1 𝑄1𝑈 = (𝑃1𝑈)𝑔(𝑄1𝑈) = 𝑇 𝑔𝑆.

Тогда

𝐾2 ∩𝑂𝑝(𝐺) = 𝑇 𝑔𝑆 ∩𝑂𝑝(𝐺) = (𝑇 𝑔 ∩𝑂𝑝(𝐺))𝑆 = (𝑇 ∩𝑂𝑝(𝐺))𝑔𝑆 = 𝑈𝑔𝑆 = 𝑈𝑆 = 𝑆.

Аналогично, можно показать, что 𝐾2 ∩ 𝐿 = 𝑇 𝑔. Следовательно, 𝑆 и 𝑇 𝑔 являются
нормальными F -подгруппами группы 𝐾2 и 𝐾2 ∈F . Так как 𝑆 содержится в 𝐾2, то
𝑅 содержит подгруппу сопряженную с 𝐾2. Следовательно, 𝑅 содержит F -инъектор
подгруппы 𝐿.

Следуя определению 3.1 класс Фиттинга F будем называть 𝜋-насыщенным, если
F = FE𝜋′ .

Следствие 3.11. Пусть 𝐺 – 𝜋-разрешимая группа и F – 𝜋-насыщенный класс
Фиттинга группы 𝐺. Тогда в группе 𝐺 существуют F-инъекторы и любые два из
них сопряжены.

Доказательство. Пусть

F = TrF(𝐺) = {𝐻 6 𝐺 : 𝐻 ∈ F}.

Тогда F – 𝜋-насыщенное множество Фиттинга, причем множества F -инъекторов
и F-инъекторов группы 𝐺 совпадают. Теперь существование и сопряженность F-инъ-
екторов 𝐺 вытекает непосредственно из теоремы 3.10.
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Группу 𝐺 называют (см. [5; c. 251]) 𝜋-замкнутой, если она имеет нормальную
холлову 𝜋-подгруппу, и 𝜋-специальной, если она имеет нормальную нильпотент-
ную холлову 𝜋-подгруппу. Легко видеть, что класс всех 𝜋-замкнутых и класс всех
𝜋-специальных групп являются 𝜋-насыщенными классами Фиттинга. Поэтому спра-
ведливы

Следствие 3.12. В любой 𝜋-разрешимой группе существует единственный
класс сопряженных 𝜋-замкнутых инъекторов.

Следствие 3.13. В любой 𝜋-разрешимой группе существуют 𝜋-специальные
инъекторы и любые два из них сопряжены.

Следствие 3.14 (см. [7; теорема 3]). Если F – множество Фиттинга разреши-
мой группы 𝐺, то в 𝐺 существуют F -инъекторы и любые два из них сопряжены.

Следствие 3.15 (см. [1; теорема 1]). Если F – класс Фиттинга и группа 𝐺 раз-
решима, то в 𝐺 существуют F-инъекторы и любые два из них сопряжены.

4. Инъекторы групп с 𝜋-разрешимой факторгруппой. В этом пункте ра-
боты мы расширяем известные результаты Шеметкова [2] и Баллестера-Болинше [6;
теорема 2.4.27] о существовании и сопряженности F -инъекторов группы 𝐺 в пред-
положении о том, что 𝜋-разрешима не сама группа 𝐺, а только ее факторгруппа по
F -радикалу.

Теорема 4.1. Пусть F – множество Фиттинга группы 𝐺 и 𝐺/𝐺F является
𝜋-разрешимой группой, где 𝜋 = 𝜎(F ). Тогда в группе 𝐺 существуют F -инъекторы
и любые два из них сопряжены.

Доказательство. По лемме 2.5 множество

F * = {𝐻/𝐺F : 𝐻 ∈ F ∧𝐺F 6 𝐻}

является множеством Фиттинга группы 𝐺/𝐺F , а

F0 = {𝑆 6 𝐺 : 𝑆𝐺F/𝐺F ∈ F * ∧ 𝑆 E 𝑆𝐺F}

является множеством Фиттинга группы 𝐺.
Покажем вначале, что для любой субнормальной подгруппы 𝐾 из 𝐺 справедливо

равенство 𝐾F = 𝐾F0 . Очевидно, F0 ⊆ F и 𝐾F0 6 𝐾F . Так как 𝐾F𝐺F ∈ F
и 𝐾F𝐺F/𝐺F ∈ F *, то 𝐾F ∈ F0 и 𝐾F 6 𝐾F0 . Значит, 𝐾F = 𝐾F0 .

Заметим, что 𝜎(F *) ⊆ 𝜎(F ) и 𝐺/𝐺F является 𝜋-разрешимой группой для 𝜋 =
𝜎(F *). Теперь, применяя лемму 2.4, имеем, что в 𝜋-разрешимой группе 𝐺/𝐺F суще-
ствует F *-инъектор 𝑉/𝐺F . Следовательно, по лемме 2.5 𝑉 является F0-инъекто-
ром группы 𝐺. Докажем, что 𝑉 – F -инъектор группы 𝐺. Для этого нам достаточно
выяснить, что для любой субнормальной подгруппы 𝐾 из 𝐺 подгруппа 𝐾 ∩ 𝑉 явля-
ется F -максимальной в 𝐾. Пусть существует такая подгруппа 𝑊 ∈F , что 𝐾 ∩ 𝑉 6
𝑊 6 𝐾. Тогда

(𝐾 ∩ 𝑉 )𝐺F/𝐺F = (𝑉/𝐺F ) ∩ (𝐾𝐺F/𝐺F ) 6 𝑊𝐺F/𝐺F 6 𝐾𝐺F/𝐺F .

Заметим, что 𝐾 ∩ 𝑉 является F0-инъектором группы 𝐾. Значит,

𝐾F = 𝐾F0 6 𝑉 ∩𝐾 6 𝑊
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и поэтому 𝐾F 6 𝑊 . Теперь ввиду леммы 2.1 𝐾F = 𝐾 ∩𝐺F и, значит,

𝑊𝐺F ∩𝐾 = 𝑊 (𝐺F ∩𝐾) = 𝑊𝐾F = 𝑊.

Следовательно, 𝑊 субнормальна в 𝑊𝐺F и 𝑊𝐺F ∈F , т.е. 𝑊𝐺F/𝐺F ∈F *. Ввиду
F -максимальности (𝑉/𝐺F ) ∩ (𝐾𝐺F/𝐺F ) в 𝐾𝐺F/𝐺F справедливо равенство

(𝐾 ∩ 𝑉 )𝐺F = 𝑊𝐺F .

Следовательно,

𝐾 ∩ 𝑉 = (𝐾 ∩ 𝑉 )(𝐺F ∩𝐾) = (𝐾 ∩ 𝑉 )𝐺F ∩𝐾 = 𝑊𝐺F ∩𝐾 = 𝑊

и 𝑉 является F -инъектором группы 𝐺.
Докажем сопряженность инъекторов в 𝐺. Пусть 𝑉 – F -инъектор группы 𝐺.

Тогда по утверждению 1 леммы 2.5 𝑉/𝐺F является F *-инъектором группы 𝐺/𝐺F .
Но по лемме 2.4 F *-инъекторы группы 𝐺/𝐺F сопряжены, и поэтому F -инъекторы
группы 𝐺 также сопряжены.

Следствие 4.2 (см. [2; теорема 2.2]). Пусть F – множество Фиттинга 𝜋-раз-
решимой группы 𝐺, где 𝜋 = 𝜎(F ). Тогда в группе 𝐺 существуют F -инъекторы
и любые два из них сопряжены.

Следствие 4.3 (см. [6; теорема 2.4.27]). Пусть F – множество Фиттинга
группы 𝐺 и 𝐺/𝐺F является разрешимой группой. Тогда в группе 𝐺 существу-
ют F -инъекторы и любые два из них сопряжены.

Следствие 4.4 (см. [10]). Пусть F – класс Фиттинга и 𝐺/𝐺F – 𝜋-разрешимая
группа, где 𝜋 = 𝜎(F). Тогда в группе 𝐺 существуют F-инъекторы и любые два из
них сопряжены.

Следствие 4.5 (см. [11]). Пусть F – класс Фиттинга и 𝐺/𝐺F – разрешимая
группа. Тогда в группе 𝐺 существуют F-инъекторы и любые два из них сопряже-
ны.

В заключение отметим, что представляет интерес задача нахождения характе-
ризаций F -инъекторов для множества Фиттинга F группы посредсвом радикалов
и холловских подгрупп, аналогичных характеризациям F-инъекторов для классов
Фиттинга F, полученных в работах [12], [13].
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