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В теории конечных разрешимых групп известен результат Блессеноля [1] о том, что для лю
бой локальной формации 5  класс $*(5 ) всех групп, холловы я-подгруппы которых принадлежат 5 , 
является локальной формацией. Расширение указанного результата на случай класса я-разре- 
шимых групп и класса групп, формационные проекторы которых являются ^-подгруппами, 
было получено в работах [2] и [3] соответственно.

Дуальной конструкцией формации Я я(5) является класс Фиттинга 9iJ$) всех конечных раз
решимых групп, холловы я-подгруппы которых принадлежат классу Фиттинга 5- Такая кон
струкция в теории разрешимых классов Фиттинга нашла эффективное применение для описа
ния радикалов холловых подгрупп и холловски замкнутых классов Фиттинга, что нашло отра
жение в серии работ Е. Кусака [4], О. Бризона [5,6] и П. Хаука [7]. Более того, в работе [8] в классе 
б всех конечных разрешимых групп был получен результат, в точности дуальный теореме Блес
сеноля [1]: было доказано, что для любого локального класса Фиттинга $  класс Фиттинга Зія($) 
локален. Хорошо известно, что по теореме С. А. Чунихина [9] холловы я-подгруппы существуют 
и сопряжены в любой конечной я-разрешимой группе. В связи с этим Л. А. Шеметковым была 
сформулирована задача о локальности класса Фиттинга Än(5) в классе всех конечных 
я-разрешимых групп. Решению ее и посвящена настоящая работа.

Все исследования в работе проводятся в классе в терминологии и обозначениях мы сле
дуем [10, И].

1. Предварительные сведения. Напомним, что если я -  некоторое множество простых чи
сел, то через Gn мы будем обозначать холлову я-подгруппу группы G, т. е. подгруппу, порядок 
которой есть я-число, а ее индекс в G является я'-числом.

Класс групп 5  называется классом Фиттинга, если выполняются следующие условия:
1) если G е 5  и N  <G ,то N  <=$ \
2) если G = N{N2 , где А,- < G и А,- е 5  (i = 1,2), то G е 5  .
Пусть §  -  непустой класс Фиттинга. Тогда наибольшую нормальную подгруппу G^ группы G, 

принадлежащую 5> называют ее 5-радикалом.
Произведением 52 классов Фиттинга 5  и •£ называется класс всех таких групп G, для кото

рых G/G$ <=Т. Заметим, что произведение классов Фиттинга является классом Фиттинга 
и операция умножения классов Фиттинга ассоциативна.

Будем использовать концепцию частичной локализации Шеметкова-Скибы [12].
Пусть 0 ^ ш с Р ,  где Р -  множество всех простых чисел и со' = Р \ со. Всякое отображение

/ :  coU {со'}—» {классы Фиттинга}

называется со-локальной функцией Хартли или со-локальной A-функцией. Для каждой оз-локаль- 
ной Я-функции /  полагаем
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Положим
Supp(/) = {а е  coll (оУ}|/(а) *  0 }  -  носитель/

£ * « ( /)  = П ©Р- П  П  П рП рЪ 'р-
\р ы  1

П / ( < » № ,

где яі =Supp(/)f)cö, я 2 = й>\я ь  <5£ -  класс всех я-разрешимых оо-групп и 6 ^  -  класс всех 
я-разрешимых /»'-групп.

Класс Фиттинга $  называют <о-локальным, если 5  - L R a( f )  для некоторой оо-локальной 
//-функции/  В случае, когда <а = Р , (»-локальный класс Фиттинга называют локальным.

2. Класс Ätß )  и его свойства.
О п р е д е л е н  ие. Если §  -  класс Фиттинга и я -  некоторое множество простых чисел, то 

через 3}К(Ъ) обозначим класс всех тех я-разрешимых групп G, в которых холлова я-подгруппа 
является ^-группой, т. е.

а д )  = (О е 6 ’1 :Ся е 5 ).

Если 5  = 0  , то положим Яд($) = 0  - В случае, когда я = 0  и я  = Р , положим 5&я(5) = <5Я 
и (’$) = $  соответственно.

Л е м м а  1 [13]. Для любого множества простых чисел я  и любого класса Фиттинга Щ класс 
%„($) является классом Фиттинга.

Доказательство следующего свойства осуществляется непосредственной проверкой.
Л е м м а  2. Пусть — классы Фиттинга, я — множество простых чисел. Тогда

я п(5П £)= Я „(5 )П Я я(* )
и, если 5  £  ЭЕ, то

а д )  с  а д ) .

Л е м м а  3 [13]. Пусть §  — непустой класс Фиттинга, G -  я-разрешимая группа, Н —ее хол
лова л-подгруппа, тогда

СЗ Д ) П #  = Я 5 .

Используя лемму 3, установим свойства класса которые будем использовать для дока
зательства основного результата.

Л е м м а  4. Пусть Щи1-классы Фиттинга, тогда

адЭЕ) = Э Д ) З Д .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть G е Д1Я($ЗЕ) и Н -холлова я-подгруппа группы G. Тогда Н  е §ЭЕ 
и следовательно П/Щ е ЗЕ. По лемме 3 следует, что

Я5 = G^% )n H .
Тогда, учитывая изоморфизм, получим

Н/НЪ~ Я Са*(3)М м 5) е*.

Следовательно, из того, что H G ^ / G ^  -  холлова я-подгруппа группы G / G ^ ,  по
лучаем, что G/G^cs) е $ П(ЗЕ) и поэтому

а д ©  £  а д > а д .

С другой стороны, если G в а д ) а д > ,  то G/G^  е а д ) .  Следовательно,
и /щ  = е г
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Т огда / /  е  J T  и G е  « л( $ £ ) ,  т. е.

я д а  э  э д з д .
Лемма доказана.
Л е м м а  5. Пусть Щ -  класс Фиттинга и к -  множество простых чисел. Тогда 
\)еслир  е л, т о  «„(© £')=© £•;
2) если 5  * 0  м 53ip = £  для некоторого р, то 31п(Щ)Лр = « я($).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что ©£' с « ^ © * ' ) -
Пусть группа G е « я (©£>) и G , -  холлова л-подгруппа G. Тогда |GJ является р'-числом. 

Но так какр  е л, то nęzp'. Следовательно, G е ©£. и

®я( в ;о  £  <s£'.
Утверждение 1) доказано.
Докажем утверждение 2). Пусть G е « я(5)9?р. Так как по лемме 3

°п  п  Ga*(S) =
то ввиду изоморфизма

GkG^ ( 5)/ С7Яп(5) = Gn /(G„ n  Ga„(g>) = Gn/(Gn)s
получаем

G% W n k  -  Gn G^ m 1 с %п(Ъ).

Но холлова л-подгруппа GnG$n($)/G<Bn^  группы G/ Gssn(%) является /»-группой. Следова
тельно, GJ{G^<£ g и поэтому Gn е Итак, справедливо включение

« д а ^ с з д .
Обратное включение очевидно.
Лемма доказана.
Л е м м а  б. Пусть % — непустой класс Фиттинга и ю, а-множ ества простых чисел, причем 

о П © — 0  и стел .  Тогда

= З Д ) .

Д оказательство. Очевидно, что « ст(§) £ « а(5)®ю-

Пусть G € « а(5)®(о • По лемме 3 Gg п  Gss0C$) = (G0)j. Тогда, учитывая изоморфизм 

G ^G^cj) / Gaa(j) = GJ(G0 n  G ^ j ) ) ,  получаем

GnGSa(S) > G%,(%) = G0/(Ga)s-

Ho Gl Gao(5) e ©£, следовательно G J (G ^  e ©£ f | ©S = (1), и поэтому Gc = (Ga)g.
Следовательно, Ga e  5  и G e « a(§).
Лемма доказана.
С л е д с т в и е .  Ясли §  -  непустой класс Фиттинга и ст -  множество простых чисел, причем 

стел , wo

З Д ) © *  = З Д ) .
3. со-Локальность класса « я(5)* Основной результат настоящей работы представляет сле

дующая
Т е о р е м а .  Если Щ -  ю-локалъный класс Фиттинга и п -  некоторое множество простых 

чисел, то класс групп « яп<а(5) ~ (й-локальный класс Фиттинга.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что §  = 0 .  Тогда 3}ппш($) = 0  и ввиду [12] Япглтф  явля
ется со-локальным.

Предположим, что $ * 0 .  Если ©П л = 0 , то по определению 8̂0(5) = ®". Определим 

Я-функцию следующим образом: / (о )  = ©" для всех а из соЩсо'}. Тогда

L R M  =
\реа>

n ® 7l®S=<s"

и класс Фиттинга 3$пгла($) со-локален.
Предположим, что ©П я * 0  ■ Так как §  -  ©-локальный класс Фиттинга, то существует

co-локальная Я-функция F  такая, что $  = LRa(F ) , ее значения F(p) = F(p)<Jlp ę j  для всех р
из (о и F((ö') = §  по теореме работы [14].

Обозначим через
я, = Supp(F) п  ©, я2 = ©\я,.

Тогда
S = n ? e (F )= (  П в £ ) П (  п

Определим теперь ©-локальную Я-функцию следующим образом:

f ( p ) =

Як, ПК (F (p )) ,  е с л и  Р  €  7С1 п Я 

• ®яг«й($)> е с л и  /7 6  © \  л

0 ,  е с л и  е  я г  П  я

и /(© ') = Фг™ (5) ■

Легко видеть, что Supp(/) = (л 1 П л) U (ю/я) U {©'} • Следовательно,

L R a ( f )  = п
^ 6Я2ПЯ У

п п п  Я кгх» (т Р<5кр-
^ре т\к

n ^ n<fl(5)®S

Докажем вначале, что справедливо равенство

П Я щ п Л Р ( р № Р<5}=Як,пк($). (1)
рещПк

Так как % -  ©-локальный класс Фиттинга и F(p) = F(p)3lp для всех р  из ©, то

5 с  П = П F ( p ) 8 p. . Тогда по лемме 2
рек\Г\к р ея іП я

( \

Я к , п Л Ъ ) я Ящпп П  F ( P y S ’ .
\pen\nn

— П Ящпп (F(/?)©”,).
р ек ,п к

Следовательно, по лемме 4 и утверждению 1) леммы 5 получаем

П Я К1 nn(F(p)<5;,)= П Ящик(Р(р))Ъпр,.
ре.к\пк р ещ п к

Кроме того, по утверждению 2) леммы 5 для любого р  е яі П л имеет место равенство
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Следовательно,
ФчпяШе П ®чпі(%))з; .

DSffl Г\7Т " "

Докажем обратное включение. Так как F(p)  с  $  для „ „„ ^v̂ - 6 для всехр из <о, то по лемме 2 имеем

Яя ,пЯ(^ ( р ) ) с Я Я1Пя(5).
Значит,

®яіг.я(^Ы)@р- е ^ я щ я Ш б р -
и по утверждению 2) леммы 5

Фи пя (F(p)) = 3}щ пя CF(p))9i ̂  

для любого р  из яі П я . Следовательно,

П Як1Пя(^(р))^в^ S П =ЯЖЮ)(($)®*
реяіПя ре  яігія ^  1 v u / (я іл я )"

Кроме того, по следствию леммы 6

Значит,

и равенство (1) доказано. 
Установим теперь, что

По лемме 6

з«,п«<5)в”, ю „). . з , ю я й ) .

П ®«in*(^ü>))3!pe j .  =  Я  (5)
/?€Я]ПЯ

П =® ЯОй>(^)0 ™
реа/п  (“/")

«япш(5) = а яое)(§)0 ^ 11.

Кроме того, ©*/пЗ?р = 6 ^ л для любогориз со/л. Следовательно,

(2)

П ^япш(5Рр®р’ - П ^япш(^)б^яэгрб". = р| яягма(§)@* ©*.
/»6Ш\Я р €(а\п рео)\ я  Ю\я />

реш\п

что доказывает равенство (2). 
Таким образом, мы имеем

П Я«™»Шв“Хяв £ .=  n  Яяпи(5 )©£, =ЯппМ)<5?
ре  ш\я (ш\к)'

W a i f )  ^ ( К2ппу П®яюя(5) П Я*г*>С5)<5^пУ П ÄnO0J(5)@ j.

Теперь для доказательства теоремы достаточно выяснить справедливость равенства

®(Я2Г>Я)' П ® Я 1 П я ( 5 )  =  ® я п ш (Ю - (3 )

Пусть G е  S W S ) .  Тогда из того, что % = L R ^F ), следует Сяпш 6 3  с  в * 2 и поэтому |СЯПИ| 

является (я'2 ПяПо)-числом. Кроме того, |G:Gnn<a| является (яПсо)’-числом. Легко видеть,

что (л П со)' U (я'2 П я П ю) = (я2 П я)' и, значит, G е . Так как я, с  <о, то (л П ю)' с  (л, П я)'

и |G:G„om| является (я i Пя)' -числом. Далее из я, ПяПсос: я, П я следует, что \Gnnm\ есть
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(яі п я)-число. Тогда (яП о) -холлова подгруппа Gnno) группы G является также (яі Пя)-хол- 
ловой подгруппой группы G. Значит, и G e ЯщпЛЪ). Следовательно,

^ягко(Ю £  ®(я2пя)' А (5) •

Покажем обратное включение. Пусть теперь ПЯяЮя(5)- Тогда Gnnn е £ .  Так

как (я2 П я ) '\(я і Пя) = (яП<й)'» то |G: ̂ in n l  является (л Пю)'-числом. Теперь, ввиду 

я і П я с я П ю ,  получаем, что |Gniri„| является (я П oj) -числом. Значит, (лі П я) -холлова под
группа G является (я П <*)) -холловой подгруппой G и поэтому Gnr>ö) е § . Следовательно, 
G 6 3iKrm($) ■ Это означает, что

®(я2гт)' А^яЩя(Ю £  ®ягмо(5)

и равенство (3) доказано.
Теорема доказана.
В случае, когда ю = Р  получаем
С л е д с т в и е .  Для любого локального класса Фиттинга 5  и любого множества простых чи

сел я класс групп является локальным классом Фиттинга.
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Е. A. VITKO, N. Т. VOROB'EV

FITTING CLASSES AND HALL SUBGROUPS OF FINITE я-SOLUBLE GROUPS

Summary

It is proved that if a Fitting class % is co-local, then the class of all finite я -soluble groups, all of whose Hall 
(carOT)-subgroups belong t o i s  also co-local.


